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マトリクス変位法による骨組の解析

一その（1）　剛性行列の作成一

川　　股 重　　也

　マトリクス変位法は，マトリクス演算を基本として，構造物の応力，変形の解析を行な

う方法で，任意形状の構造物を機械的に解析することが可能であり，電子計算機の偉力を

フルに発揮することができるので，近年各方面で急速な発展を見ている．

　任意形状の骨組の弾性解析については，既成プログラムも公表されているが，解析過程

の具体的展開には種々のアプローチが考えられ，完全な汎用プログラムを用いるよりは，

対象の種類によって最も能率のよい計算方式を見出す方が得策と考えられる．

　ここに解説するのは，その線に沿って開発中の解析方式の基本的アブロー・一チを示したも

のである．

は　し　が　き

　行列演算を用いて構造物の応力解析を行なうマトリク

ス法は，欧米を中心として近年めざましい発展を見つっ

ある1）．論旨展開の明確さと，電子計算機の利用に適す

ることが特徴で，任意形状の骨組のみならず，連続体の

数値解法，非線型問題等，きわめて広い適用範囲をもつ．

　任意形状の骨組の弾性解析に関してはすでに，変位

を未知数とするマトリクス変位法に基づいたFRAN
（IBM）2），　STRESS（MIT）3）等のプログラムが発表され，

使われ始めている．一方，わが国では，きわめて早い時

期に同じ原理に基づく先躯的著作4）’5）’6）があったにもか

かわらず，実際面で計算機の発達と結びつかなったこと

は，いろいろな意味で残念なことといわねばならない。

　マトリクス変位法の基本式は単純であるが，実際の大

規模な構造物に適用する場合には，行列積および逆行列

の演算が膨大なものとなり，まともに計算を行なうのは

大型計算機をもってしても困難である．したがって演算

過程の物理的，数学的特徴を活かして，なるべく小さな

記憶容量で処理することが，解析の成否を決定すると思

われる．

　この観点から，物理的，数学的意味が明確で，対象と

する問題に適した演算処理法を追及し，たとえばFRAN

等の汎用プログラムに比べて，扱いが簡便で，演算時間

の短くて済む方式を研究してきた．おもなテーマは

　1）　方程式作成の合理化と機械化

　2）　逆行列演算における分割解法

の2点であるが，その基本方針について見通しを得たの

で，まず剛な節点をもつ平面骨組の場合について報告す

る．立体骨組への拡張は容易である．

　　　　　　　　　　　　　　　7）　　　　　　　　　1．基本原理

マトリクス変位法は，適合条件を行列の形で表現し，

これに仮想仕事の原理を適用して釣合式を立てる．

今，節点の独立変位を

　　d・＝｛d、d，……d。｝

図・1

節点にかかる外力を節点変位と同方向に定義して

　　f＝＝｛F，F2・…・・Fr｝

とする．また部材変形および部材応力をそれぞれ

　　v・＝｛v・v2……？Yl｝

　　P＝｛PI　P2……Pi｝

の各ベクトルで定義する．

　節点の独立変位aと各部材の変形Vの関係を表わす

線型式が適合条件式で，変形の連続性を保証するもので

ある．すなわち

　　v＝Ad　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

ここでAは適合条件行列で，各節点ごとに単位の独立

変位を与えたときに生じる各部材変形を要素とする行列

である．

　次に，部材の応力と変形の関係を，第g番目の材につ

いて，

　　Pσ　・KgVg　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

ここでKg：部材の剛性行列，と定義すると，構造全体

については

　　P＝Kpv　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （3）

と表わされる．ここでK。は，部材応力がその部材のみ

の変形で決定されることから，対角区分行列となり

（4）
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122　　18巻・5号（1966．5）

の形をとる．

　釣合式は仮想仕事の原理を用いて

　　f＝・∠吐ノP　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

が導かれる．（5）式に（3）と（1）の関係を代入す

ると，

　　　　　Kfd＝＝f　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

　ここでKf＝＝ArK〆A　　　　　　　　　　（7）

を得る．このKfは，構造の剛性を表わす行列で，各節

点に単位の変位を生じさせるのに必要な節点力の大きさ

を要素とする．問題が外力で与えられる場合には，（5）

式を解いて，

　　a＝・K－1f　　　　　　　　　　　　　　　（8）

　さらに（3），（1）を用いて

　　P＝Kpv＝：KpAd　　　　　　　　　　　　　　　　 （9）

より応力が求められる．

　　　　　　2．部材の応力と変形

節点ガを結ぶg部材の独立な応力として

　P9・＝｛N／MiMノ｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　M
　　　　　　i　　　　　　　　　　　　j

図・2

r一一トーri
　　　　E，A，　J

↑一〉一一1）一　Nj

（10）

　　　　　　　　　　　図・3

を選ぶ（図・2）．これに対応する部材変形は，図・3に示

した材軸方向の伸びU」および材端の回軸角90i，　qiで

ある．

　　Ve　＝｛％ゴ90iψゴ｝

　このように定義した応力と変位の関係は，

　　　　　　　　墨

　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　4EJ　2EJ
　　P・＝　’＝　　了一　　fl　＝KeVe

　　　　　　　　　　2EJ　4EJ
　　　　　　　　　　T

と与えられる．

（11）

（12）

　　　　　　　ここでKeはg部材の剛性行列である．

　　　　　　　3．　材端変位と部材変形

　適合条件行列Aを機械的に作るには，全体座標で表

わされている節点の独立変位を部材座標に変換し，節点

変位と部材変形を直接結びつけなければならない．

　そこで，まず部材座標で表わした材端変位

　16

蜜

』

d，ゴ＝価oゴψゴ｝

dガ＝伽ラ，φノ｝

吻蘇
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図・4（a）

｝

（13）

を図・4（a）のように定義する，ブ端を固定してi端に単

位の材端変位を与えた状態を考えることにより，i端の

材端変位とg材（∫のの部材変位の関係が次のように求

められる．

同様にブ端の材端変位に関して

ー
ーー

！／

4．節点変位と部材変形の関係

（14）

（15）

　部材座標のX軸（材軸）と全体座標のX軸のなす角

をαとすれば，X，　Yは次式によりX，　yに変換され

る．

〔∫〕一〔認：綴〕〔券〕

全体座標で表わされたブ節点の変位

　dj＝｛u／vゴφゴ｝

　　　　　　　　　　Y

　　　　＼↑　ノ

　　　　　　　奄～　　V　　　　　　　　！1
　　　　　　　　　　　　　硲、！！

　　　　　　　　　　図・4（b）

を図・4（b）のように定義すると，

の関係は，

一一一一一一ｨ＞X

（16）

節点変位と材端変位

i／l〕（・7）
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さらに（15）式を用いると，ブ端の節点変位が部材変形

に変換される．すなわち，

鳶櫃i／l剤〔／

・（18）

　同様に，ゴ端の節点変位と部材変形の関係も求めるこ

とができる．これらの関係を

　　Va　＝＝1Tedノ十2Tgd，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）

と表わし，

　　・Tg：g部材の順の変換行列

　　2Te：g部材の逆の変換行列

と名づける．ここで，・Teは」端に単位の節点変位を与

えたときにg部材に生じる部材変形，2Teは同じくi端

に節点変位を与えたときの部材変形を意味し，次のよう

に与えられる．

　　　　　　　｝

（20）

また端部にピンをもつ材に対する変換行列は次のとお

りである．

　i　　　　　　　　　／　　　　　　　　i　　　　　　　j

　一一◎　　　　　　　　　　◎一一
　　　　（a）　　　　　　　　　　　（b）

　　　　　　　　　　　　図・5

　」端ピン：……図5・（a）

V・・一

mll〕…叫姻1〕

年〔：騨ユ妹：寧

i端ピン：　・図・5（b）

V・・＝
k劉距〔Vi〕

f乃一隈

　　し1

　障
一slnαl
rα」

｝

において

翠〕
　　　・（21）

において

（22）
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　　　　　　5．結合行列と適合条件行列

　適合条件行列Aは，各節点変位を単位の大きさで逐

次与えたときの部材変形を要素とすることから，単位行

列∬のみを要素とする区分行列λと変換行列の積とし

て表わすことができる．すなわち

　　A－、7，λ、＋、r，λ、　　　　　　　（23）

ここで，・Tp，2Tpは全部材のそれぞれ順および逆の変換

行列で

　　　　　　　　　　　　　　　　　｝

（24）

　すなわち，各材の変換行列を要素とする対角区分行列

である．

　次にλは，部材どおしの結合状態を示す，単位行列

∬のみを要とする区分行列で

　　孟：順の結合行列

　　A2：逆の結合行列

と名づけ，次のように作成する，……図・6の例題参照．

部材＼節点

　a，0－1

　b，1－2

　c，1－3

　d，1－4

　e，2－4

　f，3－4

　9，3－6

　h，4－6

　i，5－6

2

1　2　4　6

・∬∬∬

・－∬

図。6

　部材＼節点

　　　O－1

　　　1－2

　　　1－3

　　　1－4

＝孟1　2－4

　　　3－4

　　　3－6

　　　4－6

　　　5－6

42　°…∬1

●●●O

・∬

＝λ2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（25）

　部材番号はゼーブα＜のの順に並べる．

　順の結合行列　A、：　　　　　逆の結合行列　A2：

部材名のあとの番号と節点　　部材名の先の番号と節点番

番号が一一skする個所に1を　　号が一致する個所に1を記

記入する．　　　　　　　　　入する．

　　　　　6．構造剛性行列Kfの作成

（7）式に（23）式を代入すると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　17
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Kf－A’K。A－（A・’・T，t＋A，’2T。’）K。（、1。孟＋、T。A、）

　　　　　　＝孟ノtTptKp　ITp　Al＋A1’1TノπP　2Tpπ2

　　　　　　＋π，’2T，’Kp、T，Ai＋λ2’、望ノK，2T。λ、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（26）

ここでKpが対称行列であることに注意すれば

　π2’2TpKp　1T。孟《π1ノ、7ア｛K，27P互2）ノ

したがってKノを次のようにおくことが

できる．

　　Kf＝Ell十（E，2－｝－E12’）十E22　　　（27）

　ここで

象i≡1麗iilili｝（28）

　なお，一般に行列Bが対称であれば，

積

　　D＝C「BC

は対称行列であるから，この場合E11，　E22

は対称となり（27）式のKfは対称性が

証明される．このことはKfがMaxwell・

Bettiの相反作用の原理を満足しているこ

とを意味する．

　次に，（28）式のT。’Kp　Tpの項に注目す

ると，T。，　K。はともに対角区分行列であ

るから，これらの積も対角区分行列とな

る．すなわち

　　17▼pt　Kp　ITア＝diag　〔iTet　Ke　ITe〕

等である．

　ここでさらにnotation

　　モ象ii≡i；1…薩三；；菱；i≡i甕箋ii琴i｝

　　　　　　　　　　　　　　　（29）

を用いると（28）式はさらに

鍼臓｝（3・）

となる．（29）式のKgは，　g部材の剛性行

列を節点変位の座標系に変換したものに相

当し，材ごとに求められる．

　計算に当たっては，各部材について，あ

らかじめrte11，瓦12，　K22，の3種の小行

列を作成しておく．この中でKe11，　K22e

は対称行列である．これらの計算に必要な

データは，材長1，断面積A，2次モーメ

ント」，ヤング率Eおよび材軸方向αで

ある．

　構造剛性行列Kfの作成は，けっきょく

（30）式の行列積の問題に帰したわけであ

るが，例題のAについて筆算を行なって

風・・一

尾・・一

極・・
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みればすぐに気が付くように，結合行列Aの特殊な性

質と，K。が対角行列であることから，　E＝矛瓦λの

演算は見かけは積であるが，実質的には要素としての小

行列間の積は含まず，単に小行列の和と積行列Eにお

けるそれらの格納位置を示すに過ぎない．そしてKノの

作成法の結論として次の作表法が可能となる，

Kd11－－rt－一」一レ1

K211－一一丁一一一rt一レ　　1

κr11　　－一トー一一↓－D・　1

馬・・一

k’
C・・一

kl・・

　　　　　1「一｝『「一一一「一一←1

　　　　　5

十一↓一†一レ1

　　　　　　
一十一一⊥一一十ゆI

　　　　　l　l
　　　I　　　l　　　l
　　　　　　　　　　　　　　　
K・11 ｫ　l　l
　＼＿　l　l
　　κ・11す　1
　　　＼
　（κd11十κθ11十κ／11）

　　　　＿　＼

＝瓦

＝E11

（κ911十κh11十κ許1）

　　　　」

極12－1

κゐ12－－　　1－一ウI

　　　i　l
薦・2　1　1
　　　i　l
島・2・－1－一十一一1
　　　　　　　　　　　　，
　　　1　！　1
属12－†一←1－一一！

　　　　　　l　l

即・　il
　　　　　i！
kb・2

　　　　　il
縣・2一

薦・2

1

レ一一レ一「髄嚇一一

図・7

ニA，十A2

＝El　2

図・8

Ki　22

（κ占22十κc22十κd22）

1

＼

r

＿　l
K，22　▼

　＼
　　鳳22

＼0

＝忍

＝E22

＝（E、2）ノ
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　（1）K，i1　・＝　diag〔Kgll〕，　K。12，　Kp22はいずれも行列

としてではなく，部材ごとの小行列Kgを列に並べてお

く．

　（2）列に並んだデータKeは，次の方法によりKf

行列の所定位置に格納する．……（図・6の例について不

す）．

　E・・およびE22における格納：

　A，，互2で∬の現われる行のKg11，　Kσ22のみを取り

上げ．…ゆ線上を移動して，E行列の対角線上に納め

る．……（図・7）

　E12およびE12tにおける格納：

　A，＋π2の行列を作成し，∬が2個現われる行のKg12

のみ取り上げ，一一一〉の指示で定められるE12の指定位

置に格納する．E・2’ではこれと対称の位置である…一一

（図・8）．

　これらの小行列の格納を同一行列上で行ない，その和

をとれば，Kf－E・・＋（E・2＋E’1：）＋E22の作表が完成し

たことになる．

7．　代入過程一応力の計算

　基本原理の項で述べたように，問題が外力（節点力）

で与えられている場合には，Kfの逆行列を求める．

Kf－1は構造全体の柔性行列であり，節点に単位の外力

が作用したときの，各節点の変位を与えるもので，いわ

ゆる影響係数の行列に相当する．

　外力を与えて部材応力を求めるには，Kズ1を用いて

　　外力→節点変位→部材変形→部材応力

の代入過程の計算が必要である．

　まず，（8）式により節点変位dを求める．次に（9）

式に（23）式を代入すると

　　P＝Kp　Ad

　　　－（K，、T。A、＋K，　・T。　A・）d　　　　（31）

　K，，Tpはともに対角区分行列であるから，部材ごとに

E：髭卸　　　（32）
を定義すれば

　　p＝th十p2＝＝diag〔1rte〕』［，d十diag〔2rte）A2d　（32）

となる．この演算を図・6の例題について行なうと，

P＝＝

1Kαd1

1Kゐd2

　0
1K4　d醒4

1K，♂4

1Kアd4

1Kσd6

11Kゐd6

1Kid，

十

　0
2Kbd1

2Kc♂1

2Kda1

2Ked2

　0
　0
2，Khd4

　0

（33）

となる．この例から解るように，応力を求める代入過程

も，関係する変位dを結合行列Aで指定される順序に
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取り上げさえすれば，演算は部材ごとのデータである小

行列と節点毎の変位の小行列の積のみで処理することが

できる．

む　す　び

　以上，マトリクス変位法の具体的な運用の一方式を提

案した．この方法の妥当性は，実際の骨組に関する計算

によってすでに確iかめられている．

　この方式のねらいは，基本式における行列演算を区分

行列の演算と見なし，部材ごと，節点ごとに成立する小

行列間の演算に分解して演算の機械化と能率化を計った

ことである．この方式を電子計算機のプログラムに組む

ことは，FORTRAN，　ALGOL等を用いれば，割合容易

である．また，連続体の場合に拡張する場合にも同様の

分解方式が成立するであろう．

　骨組の応力解析に関して残った問題すなわち，立体

骨組への拡張と，構造の分割解法については，次回に述

べる．　　　　　　　　　　（1966年3月22日受理）
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‘‘ Tウジアラビア，，　正誤

Vol．18，　No．2，　P．42（右上から15行目）の4・511・

275，698はcumulativeの数字で，バーレル／日の数字は

1，　406，974である．ほかに間違いはない．

アラビア石油案内の誤植によるもので，当社から訂正の申

出があった．（原文はOil　and　Gas　Journal　1961・12・25）

指摘された藤高教授に感謝する。なおバーレルの単位は1

キロリットル＝6．3バーレル．また1964年のバーレル1日

はアラビア石油株式会社からつぎのように通知された．

　　　クエート：2，　116，　980

　　　中立地帯：361，192
　　　サウジアラビア：1，　716，　105

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一坪井一
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