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うなりをともなう減蓑波形の解析法

Graphical　Methods　for　Analysing　the　Damped　Oscillat三〇ns　with　Beats

柴　田 碧・原 亮　一

1．　ま　え　が　き

　うなりの現象は，一般に振動数がわずかに異なる二つ

の振動波が重ね合わされたときに生ずることはよく知ら

れている．この二つの振動波がそれぞれ減衰波である場

合の合成波形は第1図のようにうなりを生じながら波

高，うなりの振幅ともども減衰してゆく．単純な減衰波

の記録処理法でこれを扱おうとするとうまくつかめな

い．その1例をあげると第2図のようになる．

　第2図にあげた例はある火力発電所の蒸気管の過渡振

動の応答の整理例であるが，このようなプラントの配管

の振動特性をえようとして加振実験を行なうと，しばし

ばつき当たる問題であった．

　ここでは第1図のような記録が二つの減衰をともなっ

た1自由度ばね質量系の自由減衰振動波の合成されたも

のであると仮定し，以下に図式を併用してそれぞれの系

の固有振動数と減衰比係数を求める方法について述べ

る．ただし減衰比はかなり小さいときに限定する．
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a：ω1－1．Orad／sec，　ω2＝0．9rad／sec，　ζi　＝ζ2　＝＝O．01

b：ω、・＝1．Orad／sec，　ω2＝＝O。95　rad／sec，　ζ、一ζ2＝0．01

c：ω1＝1，0rad／sec，　ω2＝0．90　rad／sec，　ζ1＝0．1，ζ2＝0．02

第1図　うなりをともなう減衰波形の例

　　　　O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Xr

　　　第2図　うなりを生じた配管減衰波の1例
　　　　　　　〔原子炉配管系の耐震安全設計に
　　　　　　関する研究（東京電力）より〕

　　　　　　　2．図　式　解　析

　うなりを構成する二つの振動波を一般的に

　　　　x、（t）＝C、（t）　c・sω、t　　　　　（1・a）

　　　　τ2（t）－C2（t）　cos　tO2t　　　　　（1・b）

　　　　　で表わす（以下添字4および2はこの二つ

　　　　　の振動波を示す）．　またω，C（t）はそれ

　　　　　ぞれ固有振動数，振幅を表わす．ただし

　　　　　ω・一ω2＞0でかつかなり小さいものとす

　　　　　　る，

　　　　　　　したがってうなりを表わす式を

　　　　　　x（t）　・c1（の＋κ2（の

　　　　　　　　　　　＝C（t）cosθ　（t）　　　　　　　（2）

　　　　　　なる形に変形すれば

　　　　　　C（の＝｛C12（t）　＋　C，2（t）

　　　　　　　＋2C・（t）C2（t）cos（ω・一ω2）彦｝1／2（3）

　　　　　　θ（の一妨許

　　　　　　＋蝋ぎiil諺il鍵許）（4）

　　　　　　となる．実際には減衰をともなう二つの振

　　　　　動波は減衰比をζとすれば

　x、（の一A、exp（一ζ、ω、のcos（Vl＝て歪ω、t）　　　（5・a）

　x2（の一A2exp（一・一　C2（D2t）　Cos（レ／1一ζ22ω2の　　　　（5・b）

なるように書きなおせるから

　　C（の＝：｛A・2exp（－2ζ、ω、の＋A22exp（－2ζ2ω，t）
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　　　　＋　2AiA2exp（一（ζ・ω・＋ζ2ω2）の

　　　　cos（1／1一ζ、2ω・－1／1一ζ22ω2）t｝i／2　　　　（6）

ここではA，，ん二つの振動波の初期振幅である．さら

にζ・およびζ2が1にくらべ十分小さいものとすれば

　　C（t）≒｛A、2exp（－2ζ、ω、彦）＋A22exp（－2ζ・tu2t）

　　　　＋2A、A2exp（一（ζ・ω・＋ζ2ω2）t）cos（ω、一ω2）t｝1／2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

上式のC（のがうなりの振幅を表わすものであるから，

C（のが極大，極小となる時間がcos（ω1一ω2）tのそれと

ほぼ一致するとすれば，その極大値および極小値をそれ

ぞれCmαcaおよびCminと書くと

　　Cmax．n（tn）＝＝A・exp（一ζ・tO・tn）

　　　　　　十A2exp（一ζ2tU2tn）　　　　　　　　　（8・a）

　　Cmin．n（tn’）＝－A、exp（一ζ、ω・tnt）

　　　　　　十A2exp（一ζ2ca2tnf）　　　　　　　　（8・b）

ここで

　　2nπ
tn＝
　　ω1一ω2

（9・a）

　　，。’＿（2n＋1）π，＠－O，1，2，・一）　（9・b）

　　　　　ω1一ω2

　したがって（8・a）および（8・b）から減衰比ζ・，

ζ2を算出するにはCmaca．n（t，、）およびCmin．n（t　n）の値が

既知であり，ω・およびω2も後述の方法で求められるの

で，（8・a），（8・b）をうなりの極大値，極小値を表

わす包絡線とみなして両式の和および差を計算すると

　　X＝＝Cmox（の＋Cmin（t）＝2A・exp（一ζ・ω、t）（10・a）

　　Y＝＝　Cmaca（の一Cmin（の＝　2　A2exp（一ζ2ω2’）（10・b）

となる，実際にこの演算を行なうには図式的な方法を用

いる．すなわち（2）を片対数方眼紙に時間を横軸に，

振幅を対数軸にとって図示し，図上でXおよびYに相

当する値を求めて図示すればよい．また（10・a），（10・

b）から明らかなようにXおよびYは片対数方眼紙の

上では直線となることがわかる．次にこの直線X上の

2点aおよびbの座標（ta，　Xα）および（tb，　Xb）を読

みとれば，この直線の勾配を表わす式から減衰比ζ・を

算出することができる．すなわち

　　ζ1一法1謬籍　　　　（…a）

またYについても同様のことを行なえば減衰比ζ2を求

めることができる．すなわち

　　。一轟（給　　　　（…b）

　なお（11・a），（11・b）中のω1，ω2は（4），（9・

a）より時間彦があまり経過しない範囲では，合成波の

周期およびうなりの周期をそれぞれT，Tbとすれば

　　　　　4π　　．
　　T＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12・a）
　　　　ω1十ω2

第3図　読　取　法

　　　　　2π　　Tb＝＝
　　　　ω1一ω2

となるから両式より

　　ω、＿π（2　Tb＋T）

　　　　　T6・T

が求められる．

　　　Tb・71

ω、＿π（2Tb－T）

3．計算例

（12・b）

（13・a）

（13・b）

報

　次にある配管系に対して得られたうなりをともなう振

動記録を上述の方法により解析した例を示す．

　A例　実験記録を両振幅を縦軸にとって片対数線図

に図示したのが第4図である，これより（10・a），（10

・b）に相当するものを求めたのが直線XおよびYで

ある．図より

　　　Tb＝＝O．272　sec，　　T＝0．0545　sec

となるから（13・a），（13・b）より

　　　ω1＝＝63。5rad／sec，　ω2　＝＝　51．8rad／sec

さらに直線XおよびYについて2点aおよびbにお
ける座標を読みとると

　　　Xα＝70．0，　　Xlb＝＝35．　O，　　tb－tα＝1．65　sec

　　　Ya＝＝10．0，　　Yb＝5．0，　　　tb－tα　＝＝1．32　sec

（11・a），（11。b）より

　　　ζ1－0．00330，　　　ζ2－0．00508

となる．

　B例　減衰のやや大きい例である．A例とまったく同

じようにして

　　　Tb＝O．458　sec，　　T＝＝O．153　sec

　　　to，　＝＝　24．　O　rad／sec，　ω2＝17．1rad／sec

　　　Xα＝＝20．0，　　Xb＝＝10．　O，　　tb－tα＝0，653　sec

　　　y：α＝10．0，　　Yb　＝＝5．0，　　tb－tα＝0．713　sec

　　　ζ1－0．OO221，　　　ζ2－0．0284

　C例　アナログ計算機によりtO・　・＝　1．　0，ζi－0．01お

よびtU・　・＝　O．　90，ζ2－0．02なる二つの振動波を合成した

ものから逆にそれぞれの定数をもとめてみると

　　　ω1＝0．96，　　ζ1＝0．0106
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第4図　計　算　例

200

時刻一一一tsec

　　　ω2＝0．84，　　ζ2　＝＝　O．0208

となる．また振動数が正確な値がえられたとしてω1

＝1．0，tO2　＝O．90を入れて減衰比を求めてみると

　　　ζ1’－0．0102，　　　ζ2ノー0．0194

以上のことからもわかるように減衰比に生ずる誤差は，

主として読取りおよび（4）の第2項の省略による誤差

によっている．

む　す　び

　この解析方法は，1964年末に日本原子力発電KKの

東海発電所における蒸気管の振動特性測定試験のデータ

整理に試用された．この試験では蒸気管の有する数多く

の固有振動のおのおのの減衰比を見出すため，加振機で

共振状態におき後加振を中断して減衰振動波の記録を得

た．記録の大部分はうなりをともなっていたが，本法で

だいたい二つの振動に分離することができた．

　なおうなりのため振幅が零になった点を振動波のおわ

りと誤って，在来の方法で解析すると，減衰比がいちじ

るしく過大になったり，あるいはクーロン摩擦の値がか

なり大きくあらわれたりする．

　以上のことから連続体，分布定数系の減衰波形の解析

にあたって，単純な系として扱うだけでなく二つ以上の

波の合成されたものか否かに留意する必要があることを

知った．そのために本解析法は有効であるが，なお精度

の点では，もう一段改善する必要があると考える．

　　　　　　　　　　　　　（1965年5月28日受理）
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