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チェビシェフ多項式による関数近似について
／

岡 本 通 子

種々の関数を近似する方法には，級数展開の部分和，最小二乗近似，チェビシェフ近似，ミニマッ

クス近似等がある．級数展開の部分和によると，展開中心の近くでは，高精度であるが，少し離れ

たところでは，多くの項数を必要とする．そこで，少ない項数で，よい近似を得るために，計算が

複雑なためもあって，計算機が発達するまでは注目されなかったチェビシェフ近似の方法について，

係数の求め方，誤差の問題を中心に，OKITAC・－5090電子計算機を使って調べた結果をのべる．

　　　　1．　チェビシェフ多項式の性質と近似

　関数！（X）に対する，近似関数を，g（X）とするとき，

誤差の最大値

　　　　M（Lg）－max　lf－91・…・……・……（1）
　　　　　　　　　a＜x＜b

を最小にするように，g（x）をえらぶ．この近似をミニ

マックス近似1〕といい，そのように選ばれた近似式g（x）

を最良近似式という．ここでは，この最良近似式を求め

るために，非常に効果的なチェビシェフ近似についての

べてみよう．

　一般に，f（x）＝xnを閉区間〔－1，1〕において，

（n－1）次多項式ρ（x）で最良近似したとき，xn－P（x）

を一n次のチェビシェフ多項式Tn（X）といい，

　　　　T％ω＝cos（n・cos－l　x）・…………・………・（2）

で表わされる．これは，Lanczosによる表示の仕方であ

る2）．次に，チェビシェフ多項式の性質について，いく

つかあげてみる．

　Tn（X）は直交性をもっている．すなわち，

∫9…一十三li：：一（3）

X－COSθなる変換を行なうと，

∫魎細一壱三三茸：

　　　　　　　　　　　　・・・・・・…　一一・・・・・・…　一・一…　（4）

次に，rCd＝cosπブ／πをTn（x）の零点とすると，

加峠ii三1：：（5）

また2　cos　rθ　cos　sθ　・＝　cos（r＋s）θ＋cos（r－s）θから

　　　　2Tr（x）Ts（x）＝Tril　s（x）＋Tlr＿sl（．2）

となり，s＝1とおけば，

　　　　Tq　i（x）－2xTr（x）＋Tl7－11ω一〇…（6）

　10

また・T・ω一去〔（2x）・一（2・一・C・－n－・C・）（・x）・一・

　　　　　　　　十・・・…〕　・…　6・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　（7）

　　　　　　　　　〔詞

　　　　xn　・＝　2『　（n一1，ΣnCrTn＿2Pt（．v）…一・・……（8）

　　　　　　　　　r＝0

　これらの性質を使って，チェビシェフ展開を行なった

ときに，どうなるか調べてみよう．

　任意の連続関tw　f（x）を区間〔－1，1〕において，

　　　　！（X）－Sa・＋a・T・（X）＋a・T・（X）＋……＋……

　　　　　　一風礁（x）（爾一去偽），

に展開したとき，これを！（X）のチェビシェフ展開とい

う．

　また，f（x）が

　　　　f（x）脅山（x）（a…－Sa・）…（9）

と近似できるとき，！（X）のチェビシェフ近似という．

　チェビシェフ近以したときの∫項の節約，精度の問題

については，どうなるであろうか．

　　　　！（x）＝Σ　arxT＋εn（x）……一・…・……（10）

　　　　　　　r＝O

として，1εn（X）1が許容誤差εより，小であれば，！（X）

はΣ　arX「で近似できる．（8）を用いれば，
　r＝O

　　　　　　　　n　　　　　　　　　n
　　　　／（x）＝：Σ　arX「＝Σ房丁γ（x）…………（11）

　　　　　　　r＝O　　　　r＝O

とすることができる．（7）を使って，

cz・xn＋・　・xn－1＋・・…・＋a・－2・一・b・　（xn一丑ぼ炬2十．　　　4）

　　　　　　　　＋2n－・bn－・（xn－・　＿・U－！xn－・＋＿．　　　　　　4）

　　　　　　　　＋2n－3b，、－2（xn｝2－・…・・）＋……＋b。

となり，xn，　xn－1，……，xの係数を比較してみると，

　　　　bn　＝2－｛”－i）an，　bn－i－2『‘n一2）a。一、，

　　　　b・一・＝＝・2－・（・一・1　（an－・＋プ・）

で，大きいnに対しては，brはa。よりも小さくなっ
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ている．そこで，

　　　　1bn＿m“1＋［bn－mH　21＋……＋1bn　1＋ε1＜ε

なるmをえらぶことができる．ただし，ε1は

1εn（」C）1＜ε1＜ε．Ian1十ε1くε．したがって，（11）は，

（n－m）までの和として

　　　　　　　n－m　　　　　　　　　　n－m
　　　　f（x）＝ΣbrTr（．fe）＝ΣCrX「
　　　　　　　r二〇　　　　　　　　r＝O

と近似される．

　以上により，チェビシェフ近似は，少ない項数でよ

く，テイラー展開でn項までとった誤差をεとすると，

チェビシェフ近似でn項までとった誤差は，約2『（n’“’1）ε

であることが推定できる．

　チェビシェフ多項式による近似式は，最良近似式とい

えるであろうか．

　まず，f（X）を〔a，　b〕において，　n次の多項式Pn（X）

で近似したとき，区間内に＠＋2）個の最大偏差点があ

り，かつその符号が交互に正負をとるならば，Pn（X）は

最良近似式である（第1図）．

6働 偏差点

n十2；6

　　第1図　最良近似多項式の例（n＝4の場合）

　チェビシェフ多項式Tr（x）は，〔－1，1〕において，

（r＋1）個の点で極値を得ることは，（2）により明らか

である．もしf（X）が，（n＋1）次の任意の多項式なら

ば，〔－1，1〕におけるn次の最良近似多項式は，

　　　　Pn（x）；f（x）一砺→1丁朔1（x）・…・・・・・……（12）

に書けることは，誤差に相当する項，砺＋・Tn＋・（x）の形

から分かる（ただし，（12）の右辺のxn　F1の係数は，0

であるようにa。Vf1をえらぶ）．！（x）が，一般の関数の

ときにも，最良近似式をうるには，まずチェビシェフ近

似を第一近似として，用いることが良いと推定される．

　ある関数！（X）を，（9）のようにチェビシェフ近似

したときの係数aTは，（5）の直交性により

　　　　の一号禽睡努）螂箏

　　　　　　　（ブー・，　nのときSf（…穿）…穿）

として計算される．

　近似式を求める最初の段階として，ALGOLでかかれ

ているもの3｝を参考にして，この係数arを計算するプ
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ログラムが作成された．このプログラムでは，Xの範囲

が〔－1，1〕でなく，もっと一般的に，〔a，b〕に関して

計算できるように変換されている．

　展開の次数nに対し，次の＠＋1）個の点

　　　　tl・一一li－（a＋ろ）＋音（b－・）x・……・・…・……（13）

ただし

　　　　x、、。＝，。、璽　（k＿0，1，＿…，n）………（14）

について，ニュートンの補間多項式を計算し，これらの

多項式を使って，

　　　ak一号〔者f（t・）＋ISIf（t・）Xs×le＋｝（－1）kf（司

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（15）

を求める．このプログラムについては，2節にのべる．

求めた係数ao，　a・，……，臨を使って任意の関数！（x）を

計算する際に，次の方法を用いればTr（X）を計算する

手間をはぶくことができる．

　　　　ノ（x）－Sa・＋a・T・（x）＋……＋a・T・（x）

　　　　　　＝Σ　arTT（x）…………・・・・・……・…（16）

　　　　　　　r＝0

において，

　　　　1識1字＋つ………・・………・（・7）

から，bn，　bn－i，……，　boを作ると，（6）より

　　　　！（x）一音（b・－b・）……・・………・……・…・・（・8）

と表わされる．

もしf（・x）一 ﾁ恥ω（a・r＝・一去・・）のとき甑

（17）において，xを2x2－1で，　aTをa2rでおきかえれ

ば，f（x）は（18）で表わされる．　f（x）＝E］　a2r“T2r＋1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　r＝　O

のときには，xを2x2－1で，　aTをa2r＋1でおきかえ

れば，

　　　　f（x）＝x（bo－－b，）　・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　（19）

となる．

　この計算のプログラムについても，2節にのべる．

　　　2．チェビシェフ近似関係のプログラム

　1）チェビシェフ係数を求めるプログラム

　プログラムは，（13），（14），（15）を使って作成され，

arは，次の方法できめられる．

　i）nに関して，n＝1からはじめて，　n＝entier（1．25

×n＋2）の割合で増加させ，arが（ii）の条件をみたす

ところで打ち切る（entier（E）はEを越えない最大整

数値）．

　五）あるnについての係数arと，一つ前のnにっ
　　　　　　　　　　　　　　（e）

いてのarに関して，
　　　（e－1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11
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　　　　Σlar－arl
　　　　「　：o（e）（e『1）＜ε

　　　　　ΣlarI
　　　　　r＝0（e－1）

　　　　　　（εは最籾に指定したaTに関する誤差）

となるまで，nを増加させ，この条件が，みたされたと

きに，初めのεに対する係数が求められた．

　iii）n－s（sはnの予定最大値）となったとき，　a・，

…… Ca。まで計算してストップさせる．（ii）の条件にま

だ達していないので，さらに大きいsについて，（ii）の

条件がみたされるまで計算する必要がある．

　以上により，約180語の主プログラム形式で作成さ

れ，さらに次の二つの指定が必要である．

　a）展開範囲の下限a、上限b，項数nの有限，無限

の判定数，nの予定最大値，係数の誤差ε，　arを格納す

start

Uk＝∫（α＋6＋1ト・勾

　（ん＝0，1，………　　　　　　，η，）
計算

Σlakl言十　算：

start

n＝S→N

　n－》N

　ak計算
k＝0，1，　　，n

Σ1αr　　－　　art言十　　算

（e）　（e－1）

η一／V

yes

ゐ。＝α。→s

偶函数？

@　　no

η一1→N 劣（ゐo一ゐ1）→ひA

②

① 占用→SU
@6，一＞s

渥（6。一ゐ2）→鵬

　　，

ﾂ，＝2κゐ，，一ゐ，や2＋α，

ﾌ計算

yes
N≒O
獅

αo，　㍉α鷲印刷

entlre（n×1　25十2）一〉ハr

n＞s
yes

no
n＝＝　3

　　　　　第2図　チェビシェフ係数計算フローチャート

る先頭番地．

　b）関数∫＠）を，閉サブルーチン形式で作成する．

フn・一一チャートは第2図に示される．

2）r（x）一
ｺ島（x）（a・＝・一告伽）計算プ・グラム

　約30語の閉サブルーチン形式で，（17），（18），（19）

を使う．1）によってもとめられたa・，a・，……，anを，

連続した番地に格納しておき，arの格納先頭番地，項

数n，偶関数，奇関数の判定数を指定すればよい．

　ただし，1）において，もとめられた係数については，

　　　　ツー－1（a＋b）＋麦（b－・）x

第3図　チェビシェフ近似計算フローチャート

　　　と変換されているので，

　　　　　　諾＝2ツー（b＋a）

　　　　　　　　　　b－a

　　　でおきかえなければならない．フローチャー

　　　トは，第3図に示す．

　　　　以上二つのプログラムの詳細は，ここでは

　　　省略する．

　　　　　3．　チェビシ土フ近似の実際例

　　　　1）　精度について

　　　　誤差関数を例にとってみる．高精度の誤差

　　　函数のプログラムを得るために，誤差関数，

　　　その他の初等関数について，10『20までチェ

　　　ビシェフ係数を求めた表4）をもとにして調べ

　　　た．まず第一に，係数をπ＝40まで，すなわ

　　　ちarが10－1°までの値をとって計算した．

　　　このときの誤差と真値5）の関係は，第4図の

　　　ごときである．チェックした値についての

　　み，プロットしたものである．これは，10－10

一10，9

一一 U×10－s

●

●

■

●

●　　　●　　　　　q

o

■

εn〔x）＝真値一近似値

　　　　　　　　　　　　　　　

＿＿＿＿トL．一．－x　　　2　．　　．　　　　　3

　　　　　　　■
　　　　　●　●

●

・　　　　　　　　　●　　　　　　　　o

●

e

■

第4図　誤差関数（チェビシェフ近似による）

o

o

●

12・
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の近似式として，必ずしも適当とはいえない．このよう

なことが生じた原因は，この表が，10－2°までの係数と

してもとめらられたものであり，10－loまでの係数とし

ては適当でないこと．プログラムの中で使用された浮動

小数点演算のサブルーチンで，丸めの誤差が生じること

などが影響しているからであろう．しかし，8桁までは

有効のかなり良い近似が得られる．この方法で，良い精

度をもったべッセル関数のJo，」・，　IO，　Yo，　Y・と，

cos耽，　sinπ¢，　e”，2－x等のサブルーチンが作成されて

いる．

　実際に2の1）により求めた係数で近似したときの，

精度を調べるために，この8桁まで有効の誤差関数のル

ーチンを使って，係数の誤差εを，10－3として係数を

もとめた．この値をもとに計算したときの誤差曲線は，

第5図にしめされる．これはほとんど最良近似多項式に

近いものである．したがって4桁まで，有効な関数とい

1，。

奪
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誤 差 函εηω 数
ε。（κ）＝真値一近似値

　ε＝10　3

|3≦エ≦3

一．．
T×10’5

一3 一2 一！ 0 1 2 3 4

一5×10’5
．五

　　　　　　　　　第5図

えるであろう．チェビシェフ近似したときの誤差は，他

の例からも考えて，係数をもとめるときとったεより，

約1桁良い精度が得られることが推定される，

　2）Prandtle－Meyer関数6）への応用

　超音速流のノズルの計算で必要なPrandtle－Meyer関

数Vと，マッハ数Mとの関係は，

チェビシェフ近似による誤差曲線

・イ岩呵／舞1（M・一・））一壌ボ／擢一・

で与えられる．

・（20）

（・・）式において…nμ一 ^浸、一、なる変換を行なう

と，

　　v－／事耳t・n－i（　’γ一1ゾ　　　　cotμ　γ十1）一（音一μ）・・（21）

となり，γ＝1・4ととり，マッハ角μとPの関係を表

わしたものが，第6図である．

　（21）において，μからvを計算するのは，問題はな

いが，逆に，Vを与えてμを計算する場合について，考

えてみる．チェビシェフ関係のプログラムが開発されて

いないときは，与えられたVに対し，

　　　　！（μ）一〃＝0

とおき，Regula・Falsiの方法7）で，根μを求めた．　Re一

　　　　　　　　　　　　　　ン（deg）

　　　　第6図　Prandtle－Meyer関数対

　　　　　　　　　　　gula－Falsiの方法の中の根の絶

　　　　　　　　　　　対誤差εを10『6にとった関係

　　　　　　　　　　　もあるが，ある角度についての

　　　　　　　　　　　ノズルの計算は，約10時間かか

　　　　　　　　　x　った．これは，vが0に近い点

　　　　　　　　　　　において，μを求めるのに非常

　　　　　　　　　　　に時間を要するためである．時

　　　　　　　　　　　間を節約するために，V＝f（μ）

　　　　　　　　　　　とおき，μ＝Σ　a，TT（V）なる変
　　　　　　　　　　　　　　　　r＝0
換を行なうことが考えられた．係数aTを求める段階に

おいて，あるPiに対するμ¢を計算するには，　Regula－

Falsiの方法を用いる・

　この方法では係数a・・を求めるために相当の時間を要

するが，多くのμを求める時間は，非常に早くすむ．

　i）μとPの関係がすなおであるので，必要とする

範囲，O〈＿v≦2／3πにおいて，　arを求めた．　n　・＝　50まで

計算した結果，小数点以下2桁のところで，lahlと

lak　lIが非常に近い値となり，収束しないという状態が

生じた（ここでRegula・Falsiの方法のεは10－7に，係

数のεは10－5にとった）．これは，0≦〃≦0．02におい

て，μが急に増加するために（μ＝π／2にたいしv＝・Oな

る特異点をもつ）展開範囲のとり方が不適当ではないか

と考え，次のようにした．

　ti）展開範囲を，　o≦〃≦o．02と，0．02≦〃≦2／3πの二

つに分けた・この場合も，Of｛；P≦0．02においては，　i）

と同様のことがおこった．

　血）i），ii）より，　vが0に近いところで，μが急に

増加することが影響しているため，これをとり除くこと

搬た・（・・）において・贋魚・／・一卿と

おきテイラー－ee開すると，

13
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り辮
ゴコ

Q十5祝
ー亙5

十

亙3　一215

十吻

亙3⊥3 　　＝　　魏

一罰

ー　一

＝13
〃　ー

ゆえに…▽3（γS＋！’）v

　（21）を解いて，μ一F（v）なる関数が得られたとする

と，

　　　　・一一9－F（画3（γガ1）v

であるから，

　　　G（v）一傷F（v））一く／3（ZS＋2’）v－・・22）

とおく’G（P）はチェビシェフ展開可能と考え，

　　　　　　　n　　　　G（v）＝Σ　brTr（v）

　　　　　　　r＝O
を作った．Ragula・Falsiの方法のεは10－7に，チェビ

シェフ係数のεは，10－5にとった，n＝29で係数brが

得られた．（22）より，

　　　　F（v）一｛｝－G（v）一ミ／3（γ吉1）v

となり，μが求められた．

　このルーチンを使って，最初の目的であった超音速流

のノズルの計算をしたところ，約2時間で計算できた．

　これは，チェビシェフ近似が，有効に使われている良

い例である．

　　　　　　　　　4．結　　　び

　以上により，チェビシェフ近似したときには，かなり
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良い近似式が得られることがわかるであろう．ただし，

係数を求める段階において，Prandtle－Meyer関数にみら

れるように，いくらか手間がかかる．したがって，展開

を要する関数の性質を良く吟味しておき，特異点等の存

在する場合には，この影響をなくして係数をもとめるこ

とを試みなければならない．

　さらに任意関数が，多変数をもつときについて，今後

調べてみる必要がある．前述のALGOLでかかれたも

のは，係数を求めるプログラムにおいて，係数のみの精

度チェックではなく，関数値の方の精度チェックも，行

なっている．この方法をプログラムに組み入れてみれ

ば，さらに良い近似が得られるであろう．

　最後に，本研究に際して，種々のご指導をいただいた

渡辺勝教授・藤田長子氏・北坂秋秀氏に対して，深く感

謝する．　　　　　　　　　（1964年6月15日受理）
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　　　　　　　第17表 曲げモーメントMx，　Myを受ける静定梁の横倒れ座屈（第一近似）

境界条件

s／s

CIF

特 有 方 程 式

（÷（・＋α＋a2）一（S￥．9）う鑑＋（÷（・＋β＋P2）一（1S．ge）う鑑

　　　　　　一（1吉α）泌（f）2＋（1吉β）B・M・（壬）2－（2）2（GK＋－tE，’・）

讐」鍔＋…8582（βxハ4x　一　BッMr）－4・・6478GK＋・2・・3624（争）

備　考

α，βは

モーメン

トの勾配

　　　　　　　　18．む　　す　　び

　以上において軸圧縮力と端部モーメントを受ける薄肉

開断面柱の安定についてその一般解を1形断面材を例に

とって論じ，一応用例としてM．R．　Horneの取り扱

った問題に触れ，さらにその特別な場合として軸力と

端部振りモーメントの座屈変形における相関性を論じた

（Gramme1およびGreenhillの問題）．次いで軸力と二

つの端部曲げモーメントによる座屈特有方程式を求め，

その第一近似解の意味する特有曲面の幾何学的性質につ

いて述べ，それから軸力と一つの曲げモーメントの相関

曲線について考察し，AISCのInteraction　Formulaの

由来を明らかにした．また単一曲げモーメントによる梁

の横倒れ座屈についても言及し，AISCのLd／bt　Formu一

laを導出した．

　そして最後に静定梁の場合にのみ存在する曲げモーメ

ントを受ける梁の横倒れ座屈に関する精度のよい解析法

について述べた．’次号において横荷重（集中荷重，分布

荷重）および軸力を受ける梁柱の安定問題について解説

する予定である．　　　　　（1964年6月17日受理）
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