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薄肉開断面材の弾性力学（皿）

川　　井 忠　　彦

（皿）において，薄肉開断面梁が任意の動的外力を受けて振動する場合の運動方程

式とその解法，ならびに二三の工学的応用問題について述べたが・本号では薄肉

開断面材が任意の外力（軸九端部モーメントあるいは横荷重）の作用を受けて座

屈変形を起こした場合の基礎方程式・ならびにその一般的解法について概説する・

　　9．柱の不安定現象の本質と薄肉開断面材に起

　　　　　　　こり得る座屈変形様式

本論に入る前に柱の不安定現象について若干論ずるこ

とにする．一般に物体が外力によって弾性的な変形を起

こしているときには，外力と弾性的に生じた内力とは釣

り合っているばかりでなく，ふつうは安定した平衡状態

となっている．ところがある種の変形様式ではそれがあ

る大きさになったり，またはそれに対応する外力の大き

さがある程度以上になると，その釣合状態はもはや安定

なものではなくなって，それから先では別の変形様式が

安定な釣合となることがあるとか，あるいはまた急激な

大変形が起こって破壊したりすることがある，このよう

な現象を一般に弾性不安定（elastic　instability）と呼んで

いる．柱に起こる不安定現象の本質をつかむためにつぎ

のような簡単な例題を考えてみよう．第24図（a）は

一端固定他端自由の長い，完全に真直な柱を示す．以下

述べることがらは，CC長い”という言葉について，なん

ら定量的な説明をしていないけれども，他の境界条件の

長い柱に対しても成り立つのである．
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　　　　　　一端固定一端自由の柱（a）と梁（b）に

　　　　　　　　　おける擁みの挙動の比較

　いま図心軸を通り小さな軸力Pをこの柱に加えると，

柱は擁まずに少し縮む．

　この力Pをさらに大きくし，小さな横方向の力Qを

加え，それから取り除いたとすると柱は少し横の方向に

挑み，やがてもとの真直の状態に戻るであろう．軸力P

を大きくしながら同じようなサイクルを繰り返せばPが

Euler荷重P．と呼ばれるある限界荷重に達すると，横

方向の力Qを加え，取り除いた後も柱は少し擁んだ状

態のままになる．この状態の時に力Qを反対方向に加

えれば柱はもとの真直な状態に戻るであろう．この状態

を中立の平衡状態と呼んでいる．すなわち軸力PがPer

に等しい時には，ごく僅かな横方向の力Qを加えれば

柱に曲げ座屈（且exural　buckling）が起こり，したがっ

て不安定な直立の平衡状態を破ることができる．いま軸

力PをP．よりごく僅かだけ大きくすると，無限小の

力Qを加えても柱はもとの状態には戻らなくなる．梁

の曲げに関する厳密な微分方程式を用いればこの新しい

平衡状態を決定することは可能である（柱のエラスティ

カ（Elastica）の問題）．そのような解析によると軸力P

がP・’n以下であれば常に一つの安定した平衡状態（た

だ単に縮む状態）が存在し，P－P．になるとその平衡

状態は中立となり．P＞P．になると，その平衡状態は不

安定となり，別のもう一つの安定した平衡状態が現われ

てくる．そして，たとえば軸力PがP。Tより1．5％

大きくなると，変形が弾性限内にあるとして，その最大

擁みは柱長の22％に等しいことが示される．この場

合，柱の荷重一擁み曲線は第24図（b）の実線で近似

的に示される．

　このような状態は，ちようど滑かな曲面上におかれた

質点の平衡状態と比ぺてみれば良くわかる．

　すなわちある

平衡状態・を考）

え，これと同じ

外力，境界条件　　安定

のもとで，それ　　　第25図

よりごく僅かの

77・7Sim7

　中　立　　　　不安定

曲面上におかれた

質点の平衡状態

変位によって達した状態皿を仮想する．状態工より皿に

移るときのポテンシャルエネルギーの増加が正，0，

負となるに従って，状態1の平衡状態は安定（stable）

中立（neutral）不安定（unstable）となる．不安定現象

（instability　phenomenon）は安定から不安定に移る限

界の中立平衡状態で起こるのであり，この平衡状態の分

岐点（bifircation　point）に対応する荷重がいわゆる柱の

座屈荷重（buckling　load）P・rと呼ばれるものである・

　実際の柱では完全に真直なものはなく，また荷重の偏

心も完全には無くすることができないから，軸力Pが

かかると同時に柱は擁み始め，その擁みは荷重とともに

増大する．第24図（b）に破線でその挙動が示されて

いる．この場合前に述べたような荷重の分岐点は存在し
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第16巻　第4号

　ないが荷重一擁み曲線に極大点が現われる．この点がす

　なわち柱の最高荷重P．ttを示す点で，この点を過ぎる

　ともはや柱はその荷重に耐えられなくなり，柱の擁みは

荷重を減少させても急激に進行し，ついに崩壊するに至

　る．この現象を屈服という．そしてこれらの現象全体を

　ひっくるめて柱の不安定現象と呼んでいる．

　　それはPがPerより大きくなると非常に大きな変形

　を生じて外力の偏心が増大し，したがって柱の内部応力

　も急激に大きくなり，塑性変形が進行し，ついに断面全

体が降伏して，それ以上の負荷に耐えられなくなるから

である．いずれにしても，このような状態は実際の構造

物では許されないし，また柱の支え得る最高荷重P，・tt

　（ultimate　load　carrying　capacity　of　a　column）はPcr

と大差ないから，座屈荷重P。rを決定することが柱の

強度解析上最も重要な問題になる，

　第24図（c）は以上に説明した不安定現象をさらに

明確にさせるために示したもので，片持梁が横荷重を受

ける場合である．この場合自由端の擁みは外力Pの一

次函数であって，Pが2倍になれば擁みも2倍になる．

ところが柱の場合，P＜Pcrならば，荷重が何倍になっ

てもその値が1）cr以下である限り，理想的な柱では外

力の大きさは柱が縮むこと以外なんらの影響も及ぼさな

いわけである．また実際の柱の場合でも，軸力が大きく

なるにつれて，徐々に擁みが増加するだけでいつ危険な

負荷状態に達するのかは限界荷重P。’．に近くなるまでわ

からない．実際第24図（b）に示したようにP。Tの

近傍で突然擁みが急激に大きくなるのである．すなわち

荷重一擁み線図は外力の一次函数ではない．このような

わけで各種構造物における柱の不安定現象は往々にして

大惨事を招き，極めて危険である．特に薄肉部材の多く

使用されるようになってきた最近の構造物では，破壊の

大部分が部材の不安定現象によるものであることを銘記

せねばなるまい．

　以上において曲げ座屈を例にとって柱に起こる不安定

現象の本質を論じたが，弾性学におけるキルヒホッフ

（G・Kirchh。丑）の解の唯一性に関する定理（uniqueness

theorem）によれば，弾性体に作用する外力および表面

の条件が与えられれば平衡状態はただ一つ定まるわけで

あるから，このような柱の不安定現象は一見この解の唯

一性の定理と矛盾しているように思われる．しかし実際

にはこの定理は変位が微小で，ひずみが変位の一次式で

表わされるときに限って成立するのであって，この仮定

が成立しないとき，同一条件に対して二つ以上の平衡条

件が存在しても差し支えないことになる．細長い梁柱の

ようなものでは大ぎな変形を行なっても，ひずみは微小

であり，応力は弾性域にある場合も多い．そのような場

合の変形の解析にはいわゆる有限変位理論（theory　of

elasticity　with　large　displacements）を必要とするが，弾
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性学でもこの範囲になると解の唯一性の定理が成立せ

ず，弾性不安定現象が起こっても差し支えない．以上述

べたように弾性不安定現象は変位について線型の微小変

位理論（in丘nitesimal　theory　of　elasticity）の範囲では，

本質的には考えられないものであるが，座屈の安定限界

点を決定するためには外力の小さいときと同じ形式の平

衡状態から，新しい平衡状態に移るときの変位が小さい

ので線型化した式を用いることができる（この線に沿っ

て10．および11．において薄肉開断面材の安定に関する

平衡方程式が導かれるであろう）．最後に薄肉開断面材

に起こり得る柱としての座屈変形様式について述べるこ

とにする．座屈は前述のように柱の平衡状態に分岐点の

生ずる場合に現われるのであるから，この分岐点のすぐ

近傍では二つの釣合の状態が存在する．その一つはその

荷重になるまで存在していた変形様式（直接変形様式と

名づける）のものであり，そしてもう一つの釣合の状態

はそれとは別な変形様式（座屈変形様式と名づける）の

ものであって，そのときまでにはぜんぜん含まれていな

かったようなものでなければならぬ．いま倉西教授に従

ってこの座屈変形様式として考えられるものを二三挙げ

てみると次表のようなものが考えられる．

第6表　薄肉開断面材に起こり得る柱としての

　　　　　　　　　座屈変形様式

荷重形式 直接変形様式 座屈変形様式

1．軸圧縮荷重

2．　一主軸周の曲
　　げ荷重

3．振り荷重

真直な縮み

その主軸周の曲げ

振　　り

a．曲　　げ
b．振　　り

a．他の主軸周の曲げ
b．換　　り

a．曲　　げ

　この荷重形式と座屈変形様式について1－aの組合せ

はいわゆる柱の座屈といわれるものであってEuler以来

最も多く取り扱われたもので座屈の代表的なものであ

る．そうして他と比較するときには曲げ座屈　（且exura1

　　　　　　　　↑z

、

、
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第26図　十字形断面材に起こる振り座屈（torsionI

　　　　　buckling）　（S．　Timoshenko，1907年）
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buckling，　Knickung）ということにしよう．1－bの組合

せたものはTimoshenkoが1907年に論じ，　H．　Wagner

が1928年に発表したのが最初であって，比較的新しく

理論が発展したものである．したがって実際に相当起こ

っているのだが，まだ一般にははっきりと注意されてい

ない．これを振り座屈（torsional　buckling，　Verdrehung）

と名づけていくこととする．

　荷重形式2の場合には，荷重として曲げモーメントを

発生するものであれば偶力荷重でも，横荷重であっても

よいのである．しかし座屈変形はa．bが独立して生ず

ることができないで2－a－bの組合せとなって現われる

ものでL．Prandt1が1899年に取り扱ったのが始まり

であって，横倒れ座屈（lateral　buckling，　KipPung）とい

われるものである．3－aの場合はGreenhil1が最初に論

じたもので細い線を涙った場合に現われるものである．

　この表に示したものの外に

これらの荷重の組み合わさっ

ている場合もあるわけで，た

とえば1－2，1－3などの組合

せが考えられる．そうして1

の圧縮荷重の代わりに引張荷

重であることもあるのであ

る．このように薄肉開断面材

が軸圧縮力，モーメント（曲

げあるいは振りモー一・一メント）

また横荷重を受けて座屈変形

を起こす場合，その組合せに

　　第27図
深い梁に起こる横倒れ
座屈（lateral　buckling）

（L．Prandtl，1899年）

従っていろいろな変形様式をとることが考えられるか

ら，その座屈荷重を求める理論式も多種多様になるもの

と思われる．しかしながらその座屈荷重は前号において

述べた振動の場合のように，二つの主軸のまわりの軸圧、

縮力による曲げ座屈荷重と振り座屈荷重をもって表わす

ことができないであろうか？　この問いに答えるため

に，まずつぎの10．で両端において一軸圧縮力Pを受

ける単純支持薄肉開断面柱の安定を支配する基礎方程式

を導き，その解を求めてみよう．

　　　　　　　　　　　　　　　　　P

生　産　研　究

　　10．　両端において軸圧縮力Pを受ける薄肉開

　　　　　　　　　断面材の安定

　解析のために使用する座標系および諸記号ばすべて前

号の通りとすると，柱のある断面2上における図心の変

位を（Uo，　w・）とすれば，

　　　　1：：蹴｝　　　（63）

で与えられる．したがってその断面上の曲げモーメント

Mx，　Myは，軸圧縮力の偏心量を（ex，　eッ）とすると，

笠：；㌫翌諺聯ψ）｝（64）

となる．ここで空間に固定されたX，ov，2座標系に対し，

物体に固定されたξ，η，ζ座標系をつぎのように定義す

る．すなわちζ軸は図心を通り変位した勇断中心軸の切

線（Zの増加する方向）に平行にとり，ξ，η軸はζ軸に垂

一一一一一一 ﾂF

y

第29図　空間固定座標系（x，y，2）

　　　　と物体固定座標系（ξ，η，ζ）

てある微小角度をもつようになる．

座標系と（X，y，2）座標系の間の傾斜角の関係は，つぎ

の第30図を参考にして第7表のように求められる．

幾 伽κ

O　　　　　　　　X　　　　　　　　　　　　　　　　　y

直な平面内において

慣性主軸の方向に，

しかもこれらが右手

系を形成するように

第29図のように定

める．したがって変

形前においてはζ軸

は2軸ec－一致し，ξン

η軸はそれぞれX，

y軸に平行になる

が，変形後は回転し

すなわち（ξ，η，ζ）

y　　　η

　　　　　　ξ
　　／Kg－
　　　　　’　s　　　　　　　　　　ノ
！　　　　　、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　！
a）変位uによる角変化　（b）変位vによる角変化（c）回転qによる角変化

　第30図　微小座屈変形による（ξ，η，ζ）座標系の回転

　　　第7表　物体座標系（ξ，η，ζ）と空間固定座標

　　　　　　系　（X，y，匂　との間の方向余弦の関係
（座屈変形後）

r－L

x翻u・／

η
ζ

ツ

1

ψ

塑
dx

一9

1

θ944

％944

ρ944

1

　　　＼〉／　　　　＜〆

第28図　偏心軸圧縮力Pを受ける
　　　　　　　薄肉開断面の柱

　したがって座屈変形後におけるξ，η軸まわりの曲げ

モーメントをそれぞれMξ，Mvとすれぽ，第7表を参

考にし，高次の微小量を無視すれば，

10
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　　第16巻　第4号

　　Mg＝　Mx＋M・q～－P〔θ・一τ一q（e・－x・）〕l

　　M，一一ル卿＋Mz～P〔e、，一歓ψ（e一．lyo）〕｝

一農＋噺（一崇劇（65）

（65）の第3式Mc’は座屈変形によって生ずる涙りモ

ーメントMgの一部である．

　また軸圧縮荷重Pは図心軸を通るが，座屈変形によ

って，つぎのような振りモーメントMζ”が発生する．

　　　　M・”－P（　du　　dvツ゜薦『¢°石）　　　（66）

振りモーメントMζ

への第3の寄与
Mζ’”は初め勇断中

心軸に平行であった

繊維が座屈変形を受

けて傾斜することに

よって生ずる．

　すなわち断面2に

おける直応力σは座

　y　　　　　ペ
　　　　　　　ノ　　　N
　　　　　x（ン！　　＼写o
　　　η　　　／　　　　　、

　　　　　　ノ　s　

　　P農rX　’
　　　　　S　　　　O’
ノ　　　、、、

　　　＼
　　　、
　　　、

ξ

P血
　d2

o　　　　ダ

　　ノ

第31図　軸力Pの座屈変形
　によって生ずる勢断力の作
　る振りモーメントMζ”F

屈変形を受けて断面が勇断中心のまわりに9だけ回転

する・断酌こ・ρ艶勇断応力を発生し・・れ力噺

中心Sのまわりに腕の長さをρとしてつぎのような振

りモーメントMζ’”を生ずる．

　　　　w…∫A（　　4ψσρ一　　d之）pdA　　（67）

　ここに

　　ρ2＝（ξ一ξ0）2＋（η一η0）2－（X－Xo）2＋（OV－yo）2

　すなわち断面は荷重を

受けても変形しない，換

言すれば断面上の一点

（x，ツ）と勇断中心（Xo，

．yo）の距離は変形後も一

定であるとする．

　さて断面上の直応力σ

は第1講で述べたよう

に

σρ薦

ρ些≧

dz

　　　5’4く

第32図　断面の直応力σ

　が振りψによって作る
　涙りモーメントM♂”

M，ξM。ω盟
　　　　　　　　　　　（68）
1ξξ　　1ω

額齢

　　　　。＿ヱ＋聖＿＿＋
　　　　　　　　　1ηη

で与えられる．

　（68）式の右辺の第1項は軸圧縮力Pによる一様圧縮

応力，第2，第3項は曲げモーメントMξ，Mnによる曲

げ応力，第4項は断面の曲げ振り応力（warping　stress）

awを表わしている．一般にawは他の3項に比して小

さいからこれを無視することにし，（68）式を（67）式

に代入し，断面不変の仮定を用いてξ，η軸に関する演

算をもとのX，ッ軸に移して行なうと，

111

wL
E〔f｛1、，。＋恥＋（X。2＋ッ。2）A｝

　　一篶｛∫ツ（τ2一トごy2）d∠4－2ツ01ンツ｝

　　　＋差｛∫∬（x2＋畑一・x・・。v｝〕（69）

ここにX，．yは断面の主軸であり，したがって

　　　　珠綴瓢｝

なる関係を用ている。さて前号において述べたように

。。2－X。2＋．y。2＋垂であるから

1：葺∴1淵（7・）

なる記号を導入し，また（65）式を（69）式に代入すれば，

Mc〃’－PE嬉賜＋嗣一P鷹　（7・）

ここに

　　　　r2　＝＝　rs2＋βxeッ＋βッex

以上に求めたMc’，　Mg’1およびMζ”ノを加えると

　　Mc一磁1＋磁’＋Mζ”＋Mc’”

　　　一P鷹一P踊）農＋P（…－xo）農（72）

が得られる．

　さて以上に求められた断面力Mξ，M，およびMζは

変位u，v，回転ψと第1講の基礎方程式（21）式より，

つぎのような関係にある．

M・一一Em～－E恥農

鵡一E1ξξ幽～EI　幽
　　　　dζ2　　　　　　　　　d22

Mc－GK…麺一EZ。些～G遭一E1。塑
　　　　dζ　　　　　　　　dζ3　　　　　　　　　　　　d2　　　　　　　　　　　　　　　　d23

〕

t（73）

／

　（73）式の左辺に（65）の第1，第2式および（72）式

を代入すれば，けっきよく両端において一軸圧縮力Pを

受ける柱の座屈変形に関する平衡方程式として次式が得

られる．

　　E玩農＋P・－P（の一卿一Pex

　　砺農＋P・＋P（e・－x・）q＝＝Pey

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（74）
　　EIωi券＋（Pr2－GK）窪＋P〔一（ey－o・・）農

　　　　　＋（ex－x・）農〕一・

　（境界条件）

　2＝0および2・＝　Lにおいて

11
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　　　　・一卿一・，農一農一券一・

　（74）式は未知函数u　（2），v（功およびq（z）に関す

る三元連立常微分方程式であり，これを解けば軸力と柱

の変形の関係が完全に決定される．（74）式を見ればわ

かるように軸力Pが勇断中心を通らぬ限り，すなわち

ex　￥xo，6ッ≒ッoならば窃，　v，ψは互いに独立とはなり得

ない．これに反しeca＝Xoあるいは，　eッ＝yoであればu

またはvが他の二つから独立になり，ex　・Xo，　eッ・＝＝・oroな

らば変形は完全に互いに独立となる．すなわち軸圧縮力

を受ける薄肉開断面材の変形についても振動の場合と同

じようなことが成り立っているのである．

　変形が互いに独立になる第3の場合には（74）式はつ

ぎのような三つの独立な方程式に分かれる．

　　　　E1㈱幽＋Pu・．．Pe。

　　　　　　d22

　（75）式の第1，第2式は偏心圧縮荷重を受ける柱の

y軸およびX軸まわりの曲げ変形を支配する良く知ら

れた方程式であるが第3式は振り座屈を支配する方程式

である．さて（75）式の第1，第2式の右辺を零として

得られる曲げ座屈の方程式を両端支持の場合について解

くとEuler座屈荷重P．，　Pyがそれぞれつぎのように

求められる．

　　　　一響鴇一響　　（76）

　また第3の振り座屈の方程式も両端支持の場合には

　　　　9（・）一φ・si・穿

とおくと境界条件も完全に満足され，振り座屈荷重PT

が次式のように定められる．

　　　　P・一（GK＋Zi2kcegitu）　　（77）

　軸力Pが勇断中心Sを通らない他の場合を含めて，

（75）式の一般解とその座屈荷重を求める特性方程式や

座屈変形のモードその他については次号で詳細に論ずる

こととし，ここではこれ以上述べない．次節で任意の外

荷重を受ける薄肉開断面材の安定を支配する最も一般的

な方程式について述べる．

　　　11．　任意の外荷重を受ける薄肉開断面材の

　　　　　　　　　　座屈平衡方程式

　薄肉開断面材が図心軸に沿って働く軸圧縮力，曲げモ

ーメント，振りモーメント，分布横荷重，さらに分布し

たスプリング反力等，工学上の重要問題に現われる外力

をすべて含んだ一般的な荷重状態下において座屈変形を

起こした場合の平衡方程式を本節において導出する．こ

12
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こに述べる軸圧縮力，曲げモーメントあるいは振りモー

メントはすべて部材の両端に加えられるものの外に分布

荷重のものも含めるものとする。まず外荷重の影響を，

つぎの3種に分けて別々に考察することにする・

　　（a）曲げモーメントMx，　My，および擬りモーメ　t
　　　　　ントM・のみを受ける場合（これには分布横

　　　　　荷重により生ずるものを含めることにする）．

　　（b）図心軸に沿って働く分布軸圧縮力のみを受け
　t
　　　　　る場合

　　（c）梁の長さ方向に分布したスプリングによる拘

　　　　　束を受ける場合

　さて梁柱のある断面においてMx，　My，餓のモーメ

ント，Vx，　Vッなる勇断力（勇断中心を通る）が作用し

ている場合，微小座屈変形後のこれらの断面力は第7表

を用いて，つぎのように与えられる．

　　　　　　　　　　　　　　　　x　　　　M・－Mx＋脚一M農　i

　　　　Mn一蜘＋砥一鴫1　（78）

　　　　磁ω一嘘＋鴫＋鞠

　Mζωは前節において述べたのと同じ理由で座屈変形

により生ずる振りモーメントの一部を表わしているに過

ぎないからハfζωと書いたわけである．また勇断力，Vξ，

Vnおよび軸力Vcはつぎのように与えられる．

灘簑｝（79）

　これらの断面力はいずれも断面の勇断中心を通る線上

において作用しているが，勇断力Vξ，V，は梁が擁むこ

とにより，つぎのような付加涙りモーメントMζ　（2｝を生

ずる．

　　P　Q

r『吻ヤの
懲Vle
　Q「　（u＋du，　v＋dv）

第33図　勢断力V．，Vッが座屈変形に
　よって作る振りモーメントMζ②

　　　　m・一一4鷺②一畷一嘘

したがつて磁②一∫（　　　du　　dv－vツ義＋v・・義）d・（8・）

　一般に梁にかかる分布横荷重Wx，　W）が初めのX，　N

軸に関しdx，協の偏心を持っているとすれば，梁は初

めからつぎのような分布振りモーメントを受けているこ

とになる．

　　物一一誓一砺（d・－X・）－w・・（d・－y・）（81）



　　第16巻　第4号

ところが座屈変形を生ずると，さらにつぎのような付加

振りモーメントMc　（3）を生ずることになる．

m・一一

　　　　＝一｛ZVm（dx－Xo）十τσy（do・一ごソo）｝ψ　　　　　（82）

　　／　　ノVF
（dx．x。）

　　　　－Wxψ

　　　第34図　分布横荷重（WPt，　wッ）が作る

　　　　　振りモーメントMzおよびハfζ㈲

　これはSを原点としξ，η軸に平行な座標軸上でそれ

ぞれ（dx－Xo），（dツーy・）の距離の点Nt，　N”に作用す

るWx，　ZVッが断面の回転により生ずる付加振りモーメン

トである．

　最後に直応力σにより生ずる付加振りモ・一一一メント

磁ωを前節と同様に考えると

　　　　σ＿竺＋聖」墾
　　　　　　　　1ηη　　　　　　　　　　　」ξξ

であるから

岬…∫・窪酬砦一鵬＋鵬）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（83）

となる．ここにVζは一次の微小量であるが，これが作

る擬りモーメントは二次の微小量となるので無視する．

　したがって断面2上に生ずる振りモーメントMζはつ

ぎのように与えられることになる．

　　Mζ＝Mζω＋Ml（2）　＋Mζ（3）＋Mζ（4）

　　　一畷＋唯孤＋∫（7。，＠＿y。＠　　dz　　　d2）d・

　　　　＋（βッMッーβ，・・Mx）窪

　　　　＋∫｛w・（d・－x・）簡（d・一ツ・）｝qd・（84）

　以上のように座屈変形後のある断面ζにおける断面力

Mξ，Mη，　MζおよびVξ，　Vnが求められたのであるから

基礎方程式（21）と結びつければ，平衡方程式が求まる

わけであるが，初めの曲げに関する2式を2で2回微分

して端部曲げモーメントの影響を消し，また振りに関す

る第3式をzで1回微分して積分記号を取り除くと，つ

ぎのような方程式が得られる．

　　E玩塞一轟（一蜘＋M・－Mz農）〕

　　E恥雰一一壽（M・＋蜘一M・）

113

E鷹一GK農一脇農一乃礁慨

　　＋｛Wx（d。－x・）＋ω，（d．－or・）｝9

　　＋暖（砥些　　d2）一暖（払窪）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（85）

ここに

　　　M2　＝　ZVン（dx－XO）－Wx（dy－yo）

つぎに図心軸に沿い分布した軸圧縮力P（2）を受ける

薄肉開断面材の座屈平衡方程式を求めるのであるが，そ

れにはつぎのように進めばよい．

　すなわち任意の断面2における軸力ρ（2）（圧縮を正

とする）は微小座屈変形後，つぎのような勇断力Vx，　Vy

を生ずる．

笥：1萎叢劇㈹

　ここに（u・，w・）は（63）式で与えた図心0の変位を

乳bしている．したがってVξ，脇，Vcは第7表を参考

にして

7・一％＋％卿（農＋ッ・窪）

賜一脚鵬～P（dv　　dg｝一詔otd2　　d2）

v・一 ?{喋一・

＼1

／

（87）

となり基礎方程式（23）式とはつぎのように結びつく．

　　　　E玩農＋島｛P（2＋穰）｝一・〕

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll　（88）
　　　　恥雰＋島｛　　dv　　4ψP（　　一一XO－：－　　d2　　　　　　　dz）｝一・1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
　また図心を通る軸圧縮力P（匂は座屈変形によって

10．に述べたのと同じ理由で，つぎのような付加振りモ

ーメントMc（5）およびMc（6）を生ずる．

　　　　M・　｛i・・一・P（　du　　dw「v°義曙゜ゐ）　　（89）

　　　　M…6…∫・ρ・窪4A－Prs・窪　（9・）

　（89），（90）式を基礎方程式（23）の第3式と結びつ

ければ，つぎの式が得られる．

　　E礁一G礁＋叢｛P（ッ・農一濃＋r・2）｝一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（91）

　最後に部材が連続的分布したスプリングによって支持

されている場合におけるスプリングの拘束力を求めよ
う．

　第35図のように断面上の1点P（Xp，　orp）を通り，

2軸に平行な線上に沿って梁が連続的に3種のスプリン

グ島，勧および馬によって支持されているとする．

13
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雪

　　　　　　　　　　　　　×5（Xo，　Yo）

@　　　　んシ
@　　　　　　　　ノP（・，，〃，）　　　　　　　／　　　　　ノ

@　　　　　　　　　　　　戯

i〃
0

第35図　連続的に分布したスプリングに

　より支持された薄肉開断面材

バネ常数の単位は

　　　　驚｝＝－k・／・m／・m

　　　　k卯　＝一　kg－cm／cm／rad

で与えられているとする．前にも述べたように点Pの

変位は

　　　　鶴⊥器：二謬｝

であるから単位長さ当りのスプリングの反力qx，9yお

よびM2は，つぎのように与えられる．

　　炉一々鞠一一kx〔u＋OP）ツ・一ツP）〕kg／・m　　〕

叛架蹴鈎簿瀦膿蜘ナ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（92）

　mzは勇断中心Sのまわりの換りモーメントの反力を

示している，さて以上において導いた梁の曲げ振りの平

衡方程式（85），（88），（91），および（92）式を全部組

み合わせれば，つぎのような最も一一般的な梁柱の安定に

関する釣合方程式が得られる．

　　E玩農＋誘｛ρ（du　　dψ義＋ツ・ゐ）｝＋k・｛u＋（．・・一ツ・）ψ｝

　　　　一轟（一M・OP＋M・一砥農）

　　EZ・農＋急ρ（dv　　dψ一一必〇－dz　　dz）｝砺｛v－（x・一一・x・）q｝

　　　　一一表（晦蜘一畷）

砿裳G喋潟ρ（ッ農κ・静為・劉

　　　　　十kgψ十kx（oyo一ツp）｛U十（ごyo一ツρ）ψ｝

　　　　　－k．（∬〇一・1むP）｛v－（κo－Xp）ψ｝

　　　　一一幡i鐸一払農＋Mz＋｛Wx（x・－dx）

＋矧ツーd・）｝ψ＋暖（雌迦　　dz）

一β・誘（払些　　d2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…　　一・・・・…　（93）

　（93）式を見れば判るように薄肉開断面材が外荷重を

受けて変形を起こす場合一般に曲げと振りが連成する．

14
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　すなわちU，W，ψに関する連立常微分方程を解くこと

が必要であり，擁みZt，　vと振りψとが互いに独立にな

るのは，ごく特別な場合に過ぎない．

　いま分布したモーメントあるいは横荷重が存在しない

とすれば（93）式の右辺はすべて零になる．すなわち

　

＝叫のツ一知
く

十伽島十M
壷4。

卸　
塑4。

4
　4屍

　
幽諺

緬

〇
二叫β∬鋤

く

一
価島十

刀49［

S。蜘

塑4。

似
4犠

膣研

M49一
S。
瑠　

＠ぬ

鞠　

幽4。

価レ
4薦

キ
脚「

u舐
やr44

糾ρ卸
く

十伽ρツ「鈎妖
ん十汐

々十

　　を二しっら

螺濃轍

　㎝側轍・心。を

鋤灘轍∵鰯鰍鵬ヨ∴罫い融渦雅鍍蜜
　　⑤け対＝取94　　　受軸蜘てー

犠躍認地擁麹
　関鳳さる立塑ぬ血4。

く

　　　　けは農農些　　　　　　　砿島

　

＝幽

0＝卿

司蜘
＼汁49
酬＋z

脚諏

磁
ψ7

4鉱4

ー㊦

贈　繍
職圓回

　＝　　島　島

撃酬霧熱辮

　講っ玩　恥　第は　　式

　　EI一葺芸＋（Pr・2－GK）嚢一w・r・2袈＋k．OP－0

　　　　　　　　　　　　　　　　　－一一・・……　（95－b）

　（95－a，b）式の第1あるいは第2式は，柱の座屈理

論においてよく知られた方程式である．また（94）式に

おいて

　島＝島＝島＝0としP（z）＝PすなわちWz＝0とす

れば，

E聯＋P（d2u　　42ψd。・＋ツ゜d。・）一・　　！

　　砺農P儂一膿）一・　　　l

　　E膿＋（P・・2－GK）髪袈＋P（卸農¢・農）一・／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・・・・・・・…　（96）



第16巻　第4号

となる．（96）式はTimoshenkoその他の人々によって

導かれた両端において共心軸圧縮力Pを受ける柱の曲

げ振り座屈の基礎方程式で，すでに10，で導いた（74）

式においてex一の一〇とし，初めの2式を2につき2

回，第3式を1回微分したものに一致する．そしてさら

に蜘一ッ・－0とすれば方程式は互いに独立となり（75）

式が得られることはすでに述べたとおりである．

　　　　　　12．　基礎方程式の一般的解法

　前節において導いた（93）式の一一般解を求めるため未

知函数u（2），v（z）およびψ（匂を第2講で述べたと同

様につぎにように仮定する。

　　　　　　　oo　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　u（2）＝Σ　anUn（2）i

　　　　　　　n＝1　　　　　　　1
　　　　．（．）一Σ幅（∴

ここにan，　bnおよびCnは未知係数である．

（97）

　さて（93）式の一般解を（1）で述べたような10種の

境界条件に対して導くことは可能であるが自由端を有す

る部材は片持梁（C／F）の場合を除いて，あまり工学上

の重要性はないように思われる．したがってF／F，S／F，

P／Fの三つの場合を除外した七つの場合について一一般

解を求めてみることにする（第2表参照）．

　部材の両端の境界条件は固定端または単純支持端の場

合は振動の場合と同じであるが，片持梁の場合，自由端

（2　・＝L）の勇断力に関する条件式は，つぎのようにとら

なければならない．

　（a）挑み（u，v）の場合　たとえばuについて

　　幽＿o→E1。。…塑＋P幽＿o
　　d23　　　　　　　　　d23　　　　　　　　　　　　d2

（b）　振りψに対し

　　EJ。些＿GK些＿o→
　　　d23　　　　　　　　d2

E礁＋（P・・2－GK）塞一・

　89（

ーi

　すなわち，部材の釣合を有限変形理論で考えているの

で（a）の場合，自由端というのが曲げモーメント零

（農一・）湧断力零膿一・）・いうのではないこと

である．

IPI・

　（i）可能

第36図

Ip／P

／〆／／／〆

能可不

片持梁の曲げ座屈変形
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　座屈荷重を求める問題としては本来のものは第36図

（i）であって，勢断力零と考えたものは第36図（ii）

のように擁んだ軸線方向に荷重が作用するように擁みと

ともに荷重方向が変化する場合を取り扱っていることに

なり，このような変形では座屈変形は成立しないのであ

る，振りψ対しても曲げ座屈の場合の推論から（b）

のような境界条件を課することが合理的であると考え

る．すなわち，自由端においては断面の反り（warping）

が自由（42ψ／d22・＝O）で，－Pプ2（4ψ／畿）の大きさの集

中トルクが作用していることを意味している．このよう

な境界条件を実現することは一般に困難であると思われ

るが，理論的にはすっきりしているからそれを採用する

ことにする．さて後の計算の便宜上（93）式を1位およ

び2位のDiracのデルタ函数δ（1）（z一ξ），δ（2）（2一ξ）を

用いて，つぎのように変形する．

E玩農∫ン（ξ）（肇＋構）δ・i・　（・一ξ）dξ

　　十島｛u＋（yo　一ツP）ψ｝

∫1（＿MxOP＋ルら＿払塑　　　　　　　　　　　　dξ）δ・2・　（・－9）dξ

E鴨一∫IP（ξ）（農一濃）δ・i・　（・一ξ）dξ

　　十鳥｛v－（Xo－Vp）ψ｝

　　　∫1（弧＋鵡ψ＿砥塑　　　　　　　　　4ξ）δ②（・一ξ）dξ

綜＋∫IGK窪δω色一ξ）dξ

　　　∫IP（ξ）（濃一濃＋喋）δ①（・－9）dξ

　　一トんψψ＋島｛u＋（ツーツP）ψ｝（ツo一ツP）

　　一んy｛z・・一（x。－Xp）ψ｝（Xo一τP）

一一?鼾¥
　　十Mz十｛Wx（Xo－dx）＋Wy（ツo－dッ）｝ψ

一角∫1鵜争剛ξ

＋癖（ξ）窪δ賑一ξ）dξ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（99）

　ここに第P位のDiracのデルタ函数について成立す

るつぎの関係式を用いた．

　　　　∫f（ξ）δ・P）（ξ一・）dξ一（一・）・欝　（…）

　　　　δ（P）（ξ一2二）＝（－1）Pδ（P）（2ニーξ）

　この式の変形の目的は両端における境界モーメントや

勢断力等に対する修正項の必要性を除くためである（付

録参照）．さて（97）式を（99）式に代入し，Un（2），Wn（z），

および伽（功を（99）式の第1，第2，第3式の両辺に

掛け合わせて，2について0から積分すれば，つぎの

ような未知数an，砺およびCnに関する無限次元連立
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一次方程式が得られる．

　　　　　　　　　oe　　　　　　　　　　　　　　　oo

　　an（Zn4＋kx）一Σ　amAmn＋Σ　bmGmn
　　　　　　　　m＝1　　　　　栩＝1
　　　　　　’
　　　＋ΣCm｛－bloBmn＋17mn＋島（ツo一ツP）Emn｝＝？eπ
　　　　m＝：1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　

　　一Σ　amAlmn＋bn（μ物4＋kッ）一Σ　bmHmn
　　　m＝1　　　　　　　　　　　　　　　m＝1

　　　　co
　　＋Σ　Cm｛XoKmn－kッ（x。－Xp）Lmn＋Mmn｝＝　－8n
　　　m＝1

　　　　　Σam｛－OVoQmn＋島（ツo一ツρ）Enm＋17mn｝
　　〃z＝1

　　　　　oe
　　　＋Σbm｛XoTmn－kッ（Xo－Xp）Lnm＋Mrm｝
　　　　〃1＝1
　　　＋C・【V・4　’＋　k。＋ky（X・－Xp）2＋kx（ッ。・一・orp）2｝

　　　　　の
　　　＋ΣCm｛－rs20mn＋GKAmn－（Xo－dx）　Xmn
　　　　m＝1
　　　－（ごyo－Yp）〕rmn＋βx2mn一βツ2／mn｝＝B．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…………（101）

　ここに

　　　　A－…∫1’（ξ）饗4ξ

　　　　B－・　・・　SIP（ξ）響饗4ξ

　　　　Em…∫lqm（ξ圃ξ）d9，

　　　　Fm・一∫IM・（ξ）qm（ξ）饗4ξ

　　　　G－一∫IM・（ξ）響砦4乱

　　　　H－・・＝　SIP（ξ）艶饗4ξ

　　　　Kmn－∫lp（ξ）警舞

　　　　Lm・　一　S80pm（ξ）・・（ξ）aξ

　　　　Mm・一∫IM・（ξ）qm（ξ）継

　　　　Nmn－∫IM・（ξ）警艶ξ

　　　　・一…∫IP（ξ）要響4ξ

　　　　Q－…∫lp（ξ）誓響4ξ

　　　　T－・　・・　SIP（ξ）饗響4ξ

　　　　轟・一∫静（ξ）ψm（ξ）OP・（ξ）dξ

　　　　Ym・一∫lw・（ξ）鱒・（ξ）ae，

　　　　z－一∫解（ξ）響許4ξ

　　　　z…　一∫8My（ξ）饗艶4ξ

　　　　辺一∫撫響4ξ

　16
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　　　　製・一∫1払（ξ）艶4ξ

　　　　s・一∫8Mco（ξ）継

　　　　2…∫8mx（ξ）q・（ξ）dξ

であり，（101）式を導くに当たり，つぎのような関係式

が用いられている．

　　　　∫1・・（・）嫌（ξ）誓δω（ξ一・）dξ

　　　　　一一∫1∫診（ξ）㌻（・）δ・・）（・一ξ）ded・

　　　　　一∫IP（ξ）讐警4ξ

　　　　∫3・・（・）　d・∫IMy（ξ）δ②（ξ一・）dξ

　　　　　一∫魑（ξ）砦4ξ

　（101）式はいかなる組合せ境界条件の場合にも適用で

きる一般式であるから当然いま問題にしている7種の境

界条件に対する解もこれに含まれている．ところで上記．

7種の場合には常にVn（2）＝伽（2）であり，したがって

　　　　Kmn＝Hmn，　Lmn＝δmn，　Omn＝Hmn＝Tmn

となり（101）式は若干簡単になる．またさらに相似境

界の場合にはUn（2）＝Wn（2）　・・9n（2）であるから

　　　　Bmn＝Hmn＝Kmn＝Omπ＝Amn

　　　　Emn＝　6mn，　Nmn＝Gmn，　Tmn＝Qmn

となって非常に簡単化される．

　したがって

　（i）　非相似境界条件の場合

　　　　　　　　　oo
　an（え％4十km）＋ΣamAmn＋ΣbmGmn
　　　　　　　〃1＝1　　　　　　〃1ニ1

　　　　
　　＋ΣCm｛－oroBmn＋Fmn＋島（OVo一ツP）Emn｝＝馴％
　　　〃z＝1

　　oe
　一ΣamNmn＋∂％（μπ4十島）
　　〃1＝1

　　　co
　　一Σ　bmHmn一鳥（Xo－Xp）Cn
　　　〃1＝1

　　　co
　　＋Σ　c．（XoHmn＋Mmn）＝・－8n
　　　m＝1

　oo　Σ　am｛－oroQmn＋島（ッo一ツP）．Enm＋F”m｝
　〃1＝1

　　　oo
　　＋Σbm（XoHmn＋Mnm）－ky（Xo－Xp）bn
　　　〃z＝1

　　＋・・｛V・4＋k。＋k。（X・－X。）2＋k。（ッ。一ッρ）2｝

　　　oo
　　＋ΣCn｛－rs2Hmn＋GKAmn－（to－dx）Xmn
　　　〃1＝1

　　－（ツ・－dツ）Ymn＋βxZmn一βツZ’mn｝＝2n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・…・……（102）

（ii）　相似境界条件の場合

a・（R・4＋fex）一]…鯉…　　　　〕



第16巻　第4号

　　　　　　＋ΣbmGmn＋島（ツo一ツP）Cn
　　　〃2＝1

　　　　　　＋ΣCm（一ツo／lmn＋17mn）＝鎖物
　　　〃1＝1

　oo一Σ　amGmn＋ろn（μ％4＋kッ）
　〃2＝1

　　　　　　＋ΣろmAmn－kッ（Xo－Xp）c⑳
　　　〃露＝1

　　　oo
　　＋ΣCn（XoAmn＋ルfmn）＝8n
　　　〃z＝1

　　oo
　　Σam（oroAmn＋17nm）＋島（ツo一ツP）an
　　m＝1

　　　　　eo
　　　　＋Σbm（XoAmn＋Mnm）一島（Xo－Xp）bn
　　　　　m＝1
　　　　＋Cn｛V％4＋々。＋ky　（X。－Xp）2＋島（ッ・－Yp）2｝

　　　　　oo　　　　＋Σ　Cm｛－rs2Amn＋GKAmn－（Xo－dsc）Xmn
　　　　　m＝1
　　　　－（oyo－dッ）Ymn＋βxZmn一βッZ’mn｝＝8η

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・（103）

　（102）式あるいは（103）式より未知係tw　an，　bnおよ

びCnは形式的に次式のように決定される．

　　　　・一努6・一㍗砺一努　（・・4）

　ここにDは（102）式あるいは（103）式の左辺から＊

　　（iii）　非相似境界条件の場合

λ14＋乃ザ∠411

－N11

一ツoQ11十kx（No一〇yp）E11

十Fll

（iv）　相似境界条件の場合

λ14＋々ザAll

－Gl1

一ツ0・411十Fl　1

十島（ツo一ツP）

G11

μ・4＋々ジH・・

　XoHn十ハ411

－kッ（Xo－Xp）

G11

μ、4＋fey－．A、、

　XO∠411十M11

－kッ（Xo一τP）

　以上に導いた（106）式あるいは（107）式を用いて工

学上重要と思われる薄肉開断面材の座屈荷重の第1近似

解がすべて容易に求めることができる．

13．　む　す　び

　以上において薄肉開断面材に起こる弾性不安定現象の

本質とその座屈変形様式について簡単に解説し，ついで

両端において一軸圧縮力を受ける柱の安定平衡方程式を

導き，それをさらに一般化して任意の外荷重を受ける薄

肉開断面材が微小座屈変形を起こす・場合の基礎方程式を

求め，その一般的解法を示した．次号以下において工学

上重要と思われる薄肉開断面材のいろいろな安定問題に

ついて遂次説明する予定である．（1964年2月14日受理）
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＊an，　bn，　Cnを消去して得られる無限次元の行列式で，D・n

はDにおいてanの係数に相当する項を左辺の項で置

き換えて得られる行列式である．D2n，　D3nも同じよう

にして得られる行列式を表わしている．このようにして

求められた未知係数の解（104）式を（97）式に代入す

れば擁みU（2），V（匂および振りg（2）が正規固有函

数の級数として完全に決定されることになるが，実際の

計算においては未知係数an，砺およびCnを初めの数

項に限り，近似的に解くことになる．

　このようにして任意の外荷重を受ける薄肉開断面材の

曲げ換り座屈変形が一般的に決定されるわけで，その安

定条件，すなわち座屈荷重の特有方程式は次式で与えら

れる．

　　　　Z：）＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（105）

　（105）式は単一薄肉開断面材の安定を支配する最も一

般的な特有方程式であって，これまで多くの人々によっ

て求められた結果はすべて（105）式の中に含まれてい

る．そこでまず（105）式の第1近似解を求めてみよう．

それにはal，　b1，　c1の3項のみをとって行列式を作れば

よい．（座屈の場合は振動の場合と異なり基本固有値が

問題になることに注意）すなわち

　一∠yo召11十Fll十kx（ごyo－Yp）E．

　　　　　　　　　　　　　　1
　　XoHn十M11－kッ　（XO－Xp）

　　V・4＋kg＋砺（X・－Xp）2

＋kx（ッ・一ッの2一プ。2H11

十GKzl　11－（eo－dx）X11

－（ごye－dbl）Y、、＋βxZ、、一βyZ’、、

一ツ0∠411十Fl1十k．（ごyo－yp）

XoAll十M1一んッ（XO－Xp）

V・4＋feg＋kv（X・－Xp）2

＋kx（ごyo一ツρ）2－r。2且、・

十GK／ln－（XO－dx）X11

－（ごyo－dy）Y・1＋βxZ・・一βyZノ・・

　　　　　　　　　　　付　録

＝0－　　・（106）

＝0…　　　　　（107）

　薄肉開断面梁の振動あるいは安定の方式式を梁の擁み

振動の固有函数系Un（Z），Vn（Z）およびψn（Z）を用いて

解く場合，自由端の境界条件のうち勢断力に関する条件

式が満足されないので微分方程式に見掛けの集中モーメ

ントの項を入れて修正する必要があった．片持梁を例に

とっていうならば

　（i）　純振り自由振動の場合

　　　E・馨一GK券一編ψ＋σK袈δ（・－L）一・

　（ii）　曲げ座屈の場合

　　　臨雰＋膿一P農δ（yL）一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　17
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これらの方程式は1位のDiracのデルタ函数δ（1）（ξ）を

用いると，なんらの修正を必要とすることなく，つぎの

ように解くことができる．すなわち

（i）E礁＋∫IGκ袈δω（ξ一・）・dξ一2・r・q・一・〕

（ii）券一∫IP窪δ①（ξ一・）dξ一・　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一（b）

　　　　　　　QO　　　　　　　　　　　tl

　　　　ψ（2）二Σ　CnOP％（2）I

　　　　　　　n＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（c）
　　　　　　　ca　　　　u（2）＝ΣanUn（2、
　　　　　　　η＝1　　　　　　、

とおいてあるから（b）式の両辺にそれぞれqn（2）およ

びUn（匂を掛けて2について0からLまで積分すれば

c・V・4＋∫1∫縷卿ω（ξ一・）ded・－R・r・2Cn－・〕

曜一
轤P∫IP艶）δω（ξ・一・・）・dgd・一・｛

が得られ，最終的につぎのような結果が得られる．

　　　　　　　　　　　　　oe　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
　　　　Cu　（Vn4　一一　Z2ro2）＋GKΣCmAmn　・＝　O

ここに

　　　　　　　　　m＝1

　　　　ooZn4an－1）Σ　amAmn＝O
　　　　m＝1

∠…∫詫讐4ξ一∫襟警4ξ

（d）

（d）式の第1式は前号（34）式の第3式に一致してい

る．また梁の曲げの問題では，不静定梁の場合でも

　　　　E・捻一qm　　　（・）

を解く代わりにモーメントを曲率に関する関係式：

　　　　　　d2u
　　　　E1　蕎・＝＝　M・　　　　　（f）

を用い，Mッとして外荷重の静定モーメントだけをとっ

て解けることを示そう．

　（e）式は2位のDiracのデルタ函数δ（2）（ξ一z）を用

いて，つぎのように書くことができる．

　　　　E構砦一∫無（ξ）δ②（ξ一・1　dξ（・）

　（c）の第2式を用い，（g）式の両辺にu。e（効を掛け

てzについてOから五まで積分すれば
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　　　　2・・an－∫1∫鮎（ξ）u・（・）δ⑭（ξ一・）勲

　　　　　　一∫IM・（ξ）艶4ζ

∴…赤∫1払（ξ）艶ζ　　（h）

いま1例として両端固定梁の擁みの影響函数G（2，ζ）を

求めてみよう．この場合静定曲げモーメントMッは次式

のように与えられる．

　　　　　　　1’　－1・（i＿≦　L）ξ（・≦ξ≦ζ）

　　　　Mッ　＝＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（i）
　　　　　　　－1・（ζτ）（L一ξ）（ζ≦ξ≦L）

一壬）ζ

　　　　　0　　　　　　ξ＝ζ　　　ξ＝五

　　　　第37図　集中荷一重を受ける両端
　　　　　固定梁の静定曲げモーメント

　（i）式を（h）式に代入すれば

　　　　…毒〔一∫：（・一£）ξ艶4ξ

　　　　　　一∫1（£）（L一ξ）饗4ξ〕響

となるから

G（・・ζ）書繰（ζ） （1）

一方（e）式から出発してG（2，ζ）を求めるには（c）

の第2式を　（e）式に代入し両辺にUn（匂を掛けて2

について0からLまで積分し，anがつぎのように容易

に定められる．

　　　　…毒∫鰍（ξ）4←毒∫♪（ξ一ζ）u・・（ξ）dξ

　　　　　　〃賃l！）

　したがって（j）式と同じ結果が得られることがわか

る．同じようなことが固定・一支持，両端支持，片持梁の

場合も成立することは容易に確かめられる．このように

して不静定梁の曲げの問題も梁の固有函数系を使用すれ

ば，2階の曲げモーメントに対する微分方程式を用い外

荷重の静定モーメントだけをとって解けることがわか
る．
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