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2次元問題における調和曲線座標の応用について

佐　　武 正　　雄

境界値問題やベクトル・テンソル場の解析においては，問題に即応した適切な曲線座標を

用いることが必要である．この観点から，2次元問題において便利に応用できる調和曲線

座標の導入法や，それによる表現などについて述べ，一例として平板の問題に応用した．

　　　　　　　　　1．　まえがき

　工学において曲線座標の応用が重要であることはあら

ためて述べるまでもないが，その効用はだいたいつぎの

2点にあると考えられる（以下，2次元の場合について

述べる），

　1）　境界条件の取扱いの単純化

　　　　　　　　　　　　1　境界をつくる曲線CがP＝aであらわされるような
　　　　だ　　　　　　　　　だ

曲線座標P（x，y）＝C（κ一1，2）を導入すれば，境界C上
　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

に与えられた量φの値はPだけの函数φ（a，P）とな

り，境界条件の取扱いを単純化することができる（むし

ろ，このようにしなければ，境界条件の取扱いは不可能

な場合が多い）．さらに，量φが境界曲線Cと同一の

方向性をもつような場合には，その成分の表現も同時に

単純化されることになり，境界条件の取扱いは著しく簡

易化されることになる．ここで注意すべきことは，境界

曲線をただ一つ与えただけではそれを含む曲線群の数は

無数に存在し，一意的に定められないことで，曲線群を

ただ一通りに定めるためにはさらに条件を付け加えるこ

とが必要である．（たとえば第2図に示すように，円板

の問題でその円周を含む円群のとり方は無数にあるが，

もう一つの境界曲線として集中荷重の作用点という特異

点を与えることにより初めて円群が一意的に決定され
る）．

　2）ベクトル・テンソルの表現の単純化

　ベクトル・テンソル場の解析においては，それらの量

の0でない成分の数をできるだけ少なくすることが望ま

しい．ベクトル場Vにおいて，自然標構eがVと同じ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
方向をもつような曲線座標を導入すれば，Vの反変成

分は（vl，0）とかける．また，対称テンソル場Tにお

いて，自然標構e，eがTの二つの固有ベクトルと同
　　　　　　　　1　　　2
一方向となるような曲線座標を導入すれば，Tの反変成
分は（9，”．，1）となる・このように適当な齢座標を用い

ることにより，ベクトルやテンソルの表現を単純化し，

取扱いを簡単にすることができる（ただし，境界をもつ

ベクトル・テンソル場の場合，2）によって導入した曲

線座標が1）で述べたような与えられた境界曲線を含む

曲線座標と一致しているとは限らない）．

　曲線座標の効用については上記のとおりであるが，2）

の場合，これから述べる調和曲線座標を用いれば，その

導入操作を系統的に行なうことができる．しかも1），2）

いずれの場合でも，調和曲線座標によれぽ各種の表現が

極めて単純化されるので，微分演算なども公式として与

えることができ，非常に便利であると考えられる．

　ここにいう調和曲線座標（harmonic　curvilinear　coor－

dinates）とは，一つの解析函数
　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　2
　　　　P（2）－P（x，ツ）＋i．P（κ，ツ）　　　　　　（1．1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1の実部，虚部にあらわれる共役な二つの調和函数P（X，

　　20V），　P（x，y）を用いて諾ッ平面上に画くことのできる2

組の互いに直交する曲線群

　　　　：　　　　　　　　　　1　　　2　　　　　　　　　　2
　　　　P（x，ツ）＝C，　P（x，ごy）＝C　　　　　　　　　　　（1．2）

のつくる直交曲線座標のことを言い，ρ（Z）をこの調和

曲線座標の基函数という，

　本文は，まず2，3において，2次元のいろいろの場

でつねに定めることのできる一つの標構に対し調和曲線

座標がただ一通り設定されることを述べる．つぎに4で

は，調和曲線座標における微分演算などの表現を示し，

5は，平板問題への応用として調和曲線座標による平板

諸量の表式などについて述べることにする．

　　　　　　2．2次元の場における標構

　平面内の一つの領域．Rが，ある量φの場であるとき，

Rにまず一つの標構を導入する仕方について述べる．

　1）　スカラー場

　Rの各点（X，y）に一つの一価連続でR内で極値を

とらないスカラー函数q（X，y）の値が配置されていると

き，Cをパラメータとする曲線群

　　　　ψ（x，ツ）＝C　　　　　　　　　　　　（2．1）

を考えれば，この曲線群は隙間なくしかも互いに交わる

ことなくRをおおう．これはいわゆるスカラー場の等位

線群で，1点を通る等位線はただ1本である．qが微分

可能で・・OP・　・・OPも緬であ瓢嘉一一離筋

1点における切線ベクトルtが一意的に定まる．

‘・‘
i／講（a．q），・／（講鴛ψ），）＊（2・・）
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第15巻　第8号

また，法線ベクトルnは

n－
i　　　　　∂コδψ｝／（∂謁ψ）2＋（∂yOP）、・／（講（a。q）・）（・・3）

となる．このように一つのスカラー場に対し，その等位

線群の切線，法線ベクトルとして各点に互いに直交する

単位長のベクトルの組すなわち標構を与えることができ

る．これは等位線群のFrenet標構と呼ばれるものであ

る．微分演算子7＝・（∂、，，∂y）はベクトル的に取り扱うこ

とができるので，

　　　　　　　ハ　　　　　ホ
　　　　・一一lit／ドn・・－rl；h／L　（…4）

というように記すこともできる，クqは通常ψのgra－

dientと呼ばれている．

　ψ＠，y）の代わりに，ψ＠，ッ）一！ゆ（x，ツ））とかける

ような函数ψ（κ，ッ）から出発しても，等位線群は個々

の等位線についてパラメータが異なるだけで全体として

は同一の曲線群である．

　　　　7ψ一！7ψ

であるから，当然

1二儲1｝

となり，同一のFrenet標構iを与える・

　2）　ベクトル場

　領域Rに一価連続で0とならないベクトル場vが与

えられているとする．ベクトル線（流線）の方程式は

　　　　dr×v＝o　（drは微小線素）　　　　（2・5）

で，ベクトル線はRを隙間なく互いに交わることなく

おおう．脚註＊＊に述べたように，2次元の場合には一つ

のベクトル場Vに対してこれと直交するベクトル場V

を一意的に定義することができ，そのベクトル線の方程

式は

　　　　dr×倉・＝＝　dr　・v＝0　　　　　　　　　　　（2．6）

である．いま

＊　記号！　・1は，一つの基一準デカル

　ト座標に対するベクトルまたは　努

　テンソルの成分を示す．一般の

　成分の場合には共変，反変の区

　別もあるので別の表現を用い

　る．

＊＊　一つのベクトルV　：C（Vx，　VPt）

　に対しう巴（・－vpt，　V。）と定義す

　れば，δもベクトルで，Vをち

　・うど晋回転したものに相当する・

＊＊＊・・凹・・馴丁桔丁××Tで・・れらはテ・ソ

　ルTに付随して定まるスカラー量である．7乏（71のと
　すれば，trT＝Ti、＋T22，　ITI＝T、、T，2－－T、2T2、である．

　　　　．　　v　　t　　b
　　　　　　　　，　1＝＝　　　1＝　　　　　　　　　　　lvl　　　　　　lvl

とおけば，Rに一つの標構が導入される．

Vが無渦の場合，すなわち

　　　　7×v＝0
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（2．7）

（2．8）

の場合には，vは一つのスカラ・一函数ψのgradientと

してv＝7q　とおくことができる．この場合，（2．6）式

は積分可能で（2．1）式が得られる．μをスカラー係数と

してW－Ptvとおけば，ベクトル場WもVと同一の流

線をもち，同一の標構を与える．一般のベクトル場にお

いて（2．8）式が成り立つとは限らないが，係数μを適当

に定めwについて（2．8）式を満足させることは可能であ

る．μは積分因数と呼ぼれ，

　　　　7×（Pt　v）＝0

すなわち

　　　　（9710gμ）×v十17×v＝0　　　　　　　　　　　　（2・9）

から求めることができる．しかし，一意的には定まらな

い．

　3）テンソル場

　Rに一価連続な対称テンソル場Tが与えられている

場合，そのトレースtrTを用いて

　　　　T－T・＋去（・・T）E　　　（・・1・）

　　　　　　　　　　　　　　（Eは単位テンソル）

と分解し，ToをTの偏差テンソルと呼ぶ．　Rにおい

てT・は0にならないとする．Tのもつ方向性はすべて

Toに起因し，　Tの固有値をλとすれば，

　　　　2－S・・T±・・－IT・1＊＊＊・　　（・…）

また，固有ベクトル（主軸の方向）をi，iとすれば，

　　　　L島剛（”－ii）’｝

から，

　　　　ii　＝｝（E十　　To　　／－IT・1）　　（2・・2）

が得られる．いま，一つのデカルト座標によって

　　　距／－IT°1（謡

とおくならば，

　　　　ε一（　　　θ　　．θC°S－2・S’n－2）

とかくことができる。i，

編） （2．13）

（2．14）

　　　　　　　　　　　iはテンソル場T（本質的に

はTo）に付随した標構で，各点におけるTの主軸の方

向を与えるものであるからテンソル場Tの主軸標構と

称する．二つのテンソル場S，Tにおいて，スカラー係

数μを用いSo一μToとかけるならば，両者は明らかに

同一の主軸標構を与える．

21



360

　　　　　3．標構から定まる調和曲線座標

　前節において，2次元の各種の場に一つの標構を導入

したが，さらにこの標構に対し，一つの調和曲線座標を

一意的に導入することができる．

　いま，一つの標構i，iが与えられているとする．μ，

Vを積分因数として

　　　　i－⊥7う，6－！75
　　　　　　μ　　　　　P

とおくことができるが，この表現は一意的ではない．し

かし，もし同一・の積分因数μをもつ場合，すなわち

　　　　　　　ユ　　　　ノ　2
　　　　με＝7ρ＝－7ρ　　　　　　　　　　　（3．1）

とかける場合には，この表現は一意的となる．（3．1）式は

　　　　　　　　　　　1　　2
成分についてみれば，P，　Pに関するCauchy・Riemann

の方程式

　　　　　1　　　　　2　　　　　　t　　　　　　　2
　　　　∂xp＝∂〃P，∂yP・＝一∂xp　　　　　　　（3．2）

　　　　　　！　　　2
であるから，ρ，Pは共役な調和函数で，（1．1）式のよう

におくことができる．そのP（2）を用いれば，（3．1）式

より

　　　　　　　　　μ＝IP’（2）1

である．また，（3．1）式から

　　　　　　　　　1糊：3｝

　　∴纒蟹工多鷲｝

となるから，これを解いて

　　　　710gPt　＝＝一（7・i）i十（V×i）i

　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　A
　　　　　　　＝－710glil十7arg　i＝7θ

を得る（ただし，θ＝arg　iとおく）．

られるためには，

　　　　　　　　　へければならない．V×V＝Aであるから

　　　　　　　　Aθ・－o，

（3．・3）

（3．4）

　　　　　　　　　これからμが求め

この式の右辺のrotationが0とならな

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．5）

すなわち，θは一つの調和函数で，一つの解析函数φ（2）

により

　　　　φ（z）＝OP（x，ツ）十iθ（x，ツ）　　　　　　　　　　　（3．6）

とおくことができる．この場合，（3．4）式の右辺は一7ψ

とかけるから

　　　　　　　　Pt　＝＝　e’－9，

したがって

　　　　με盤6一ψ（COSθ，　sinθ）

　　　　　＝＝（Re（e’－di），－1m（e一φ）），

しかるに，（3．1）式より

　　　　μδ＝（Re（グ），－lm（Pノ））

であるから，

　　　　Pノ（z）＝e一φ（a）

∴鋼一∫・一・（・）d・・

（3．7）

（3．8）
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　　　　e・＝∂。r，　e＝7P

　　　　　　　　（rは位置ベクトル）
であるから，

　　　　1　　　　　1
　　　　1：ll：郷llil｝

また，

　　　　　　1　．　　　1　：
　　　　9「刃冨・望＝Mt・1i

をうる．すなわち，（3．8）式のP（2）

和曲線座標は，

となる．このように，（3．5）式が成立する場合には，（3．1）

式のPを（3．8）式および（3．6）式によって求めることが

できるのである．

　いま，P（2）を基函数とする調和曲線座標を考えれば，

その自然標構e，逆標構eはそれぞれ

　　　　　　　　t　　　　　　　　t
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．9）

（3．10）

（3．11）

画（または1ρ1Dをもち，かつ互いに直交している．

　　　　　　　　　　　　　　　　　を基函数とする調

　　　　　　　ちょうど与えられた標構i，iの方向と

一・vする自然標構，逆標構をもち，1の2）で述べたよ

うな要求を満たす曲線座標である．しかも，自然標構

（または逆標構）をつくる二つのベクトルは等しい長さ

　1

このことは調和曲線座標の大きな特徴で，このため次節

に示すように微分演算などの表現が著しく単純化される

のである．

　次に例題として，2次元弾性論における主応力線座標

を調和曲線座標によって導いてみよう．応力テンソルS

の偏差テンソルをSoとすれば，応力函数q，ψ＊を用

いて

　　　s°†膿箒；：膿：1：IIIi）（3・・2）

とかくことができるから，応力テンソル・Sの主方向iは，

（2．14）式より

　　　　2－（…｛去・・g（・q〃＋ψ〃）｝，

　　　　　　一・i・｛S・・g（・ψ〃＋ψ〃）｝）　（3・13）

　　∴a・gε一一告・・g（・OP〃＋ip・・）　（3．14）

となる．したがって，（3．5）式より応力函数q，ψが

　　　　∠larg（即”＋ψ”）＝0　　　　　　　　　　　　　　（3．15）

の条件を満足する場合には主応力線座標となる調和曲線

　　　ロ座標ρをつぎのようにして導入することができる．す

なわち・（3・6）式のθ（鋤として一
r・・g（・OP〃＋ψ〃）

を用い，（3．8）式によってP（匂を求めればよい．

　　　　4．調和曲線座標における微分演算

　調和曲線座標における計量テンソルの成分は，（3．10）

式，（3．11）式により

　　　　（gre”）＝（1グ1ン1），）



　　第15巻　第8号

擁：）／

となるから・これらを用いて鰍緻｛姦

ば，つぎのようになる．

　　　　　伍｝一診飾・一一商∂・ip’1・

　　樹一｛須｝一診％・「歯∂・1P’1・

　　　　　樹一一歩飾・一茜al銑

　　　　　債｝一一壱922晦・一涜∂・fP’1・

樹一｛多ト前悔・「汐lalグ1・

　　　　　｛晶｝一麦・22∂・・22－「表1∂・IP’r

　　　　　　　1　　　　　　　　　　　2

（4．1）

｝を計算すれ

（4。2）

　標構ε判グゆ，諺判ρノleに対する成分を座標ρにお

けるanholonomic成分＊と称し，（。）などと指標に括弧を

つけて示すことにすれば，スカラーS，ベクトルVに微

分演算7をほどこしたもののanholonomic成分は

　　　（rc）
　　7s　＝＝　fp／1（∂・s，∂2s）＊＊，

　　　　（t｝
　　7v　＝t　1pt1（；1；：1：：lll：：：）　　　（4．・3）

　　　　　一（　（∂21グDη（2），一（∂21〆1）V（、）一（∂i1Pノ［）V（2），（∂・IP／1）V｛・｝）

となる．ここに，たとえば（7v）　（1r｝はつぎのようにし

て計算される．

　　　　　　一IP／1∂、v（、一（∂，lptl）v（2｝

微分演算7・，7×については
　　7・V＝（7V）（11）　十（7V）（22）

　　　　　判〆k∂、W（、）＋∂2V（2｝）

（7v）…，－1〆1・（7v）・・－1P・］・〔∂・・一倒司

　　　　一1・ptl2〔∂・嵩一｛｝　〕

〕

　　　　ぼ　　　　　　　　　　　e

＊dr－・dP∂．r＝dPeであるから，　drの自然標構に対す

　る成分（dr）’tについては（dr）”　－dP”となる．しかし，

　anholonomic成分については（dr）c、，）　＝・d（7ω）となる

　ようなスカラー函数r（。）は一般には存在しない．anho－

　lonornic成分は，共変，反変の区別がないので，指標は

　右下につける．調和曲線座標におけるanholonomic成
　分と一般成分との間には，

　　　　v…）一油ガー1幽

　　　　T…1－「ρ｝｝・TreX・・＝・］・P’・1　2T・・一τ㌦一η

　の関係がある．

　　　　｛M）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”

＊＊記号＝Y一は，右辺が左辺の量の座標Pにおけるanho・

　lonomic成分であることを示す．

唾簾｛ll：：：：：：：：：1’｝

である．テンソルTに対しても同様に

　　　　激写1：：：：留：ll：：亡ll写1：：：：：’｝

により7・T，7×T
ば，

　　　　　くの　　7°Tb’　1’b’1（∂、T（・、〕＋∂・T（2・），∂、T（、2）＋∂，T（22））

　　　　　　一（°’IP’D（写：1：：；写：：1：’）

　　　　　　一（飼グD（」ひ1：1楊1：lj），

　　　　　（rc）　　v×T　’flP’［∂1T（21｝一∂27▼（11），（∂1コ「（22｝一∂2T｛12））

　　　　　　一（°’IP’1）（場1雌1；1；）

　　　　　　＋（∂21グD（写：1：：；；：；1；’）

となる．

なえばよく，そのおもなものを記せば，

　　775＝17（7s）

　　　　｛x）
　　　　＝IP’12（∂、、S，∂、2S∂12S，∂22S）　　1

　　　　　＋1pt1（°・IP’D（lll：－lll）i

　　　　　　　　　　　　（　）
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（4，4）

（4．・5）

（いずれもベクトル）を定義すれ

（4．6）

2階微分についてはこれらの演算を連続して行

　　　＋lpi［（∂，IP／D－∂2s，∂・s

　　　　　　　　　　　∂1s，∂2s
＝告（1・A？）

tlP’1｛（∴；：：即

で二∵：：毘

lis・・　7・（7s）

　－1〆12（∂、、＋∂22）5，

Zv＝7・（7v）

　Ct）t＝1P’12（°”＋°22） i；：；：’）

1＋21P’1（°’lpila，『6，［piia，）（一；：1：う

　　一｛（°’12”i）2＋（6’IP’D2｝（；：1：’），

・（4．7）
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　　77・・T二V・（7・T）

　　　　　藁1グ12（∂i1TciO　＋∂12T（12）

　　　　　　　　＋∂、，T（2、）＋∂22Tc22））

　　　　　＋｛（∂i1．zb’1）2－（∂，lpiD2

　　　　　　－［P’［（∂11－∂22）［Pノ【一！ρノ1（∂11P／1∂1

　　　　　　－∂21グ【∂2）｝（TlllrT（22））

　　　　　＋｛2∂、1〆1∂21ρノ1－21グ1∂・・1pi　1

　　　　　－　12うノ1（∂11P／i∂2一ト∂21」t》ノ1∂1）｝（つr7｛12）→－77（21，），

　　77××T－7×（7×T）－Atr　T－7V・・T

などである．

　　　　　　　　　5．平板の問題

　微小変形の平板の曲げの問題において，擁みをWと

するとき，平板の諸量はつぎのように示すことができ

る．

　擁み角（ベクトル）：d－7W，

　断面モーメント（テンソル）：

　　M＝－Z）｛（1－v）77w＋v∠ωE｝，

　　　　　　　　　（Eは単位テンソル）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．1）
　断面モーメントのトレース（スカラー）：

　　tr　M＝－L）（1一壬一2り）∠lw，

　断面シヤ（ベクトル）：s＝－DVA2v，

　分布荷重（スカラー）：q－DA2ω

ここに・D－ A2（巴パま板の曲げ岡慨Eはヤング

率，vはボアソン比である．前節の（4．3）式，（4．7）式を

　　　　　　　　　　　　　　　　e用いて，これらの量の調和曲線座標Pに関する　anho－

10nornic成分を求めれば，

　　d（。）　＝［ノ）ノ1∂κτ曜ワ，　（κ＝1，2）　　　　　　、

　　Ml・・1；一DIP’1｛1・prl（∂・・＋V∂22）　　1

　　　　　＋（1－P）（∂，IP／1∂r∂21〆1∂2）｝wl

　　一一D〔≒黎加

　　　＋（・－v）1ρ・1｛砺i砺q幽）

　　　　（∂11－∂22　　　　　　　　1P／1　　　2）w｝〕，

M（22）一一DIP／1｛IPノ「（V∂、、＋∂22）

　　　一（1－v）（∂，IP／1∂1－∂，1pil∂2）｝w

　　＿．一∠）！±2Azv

　　　　　　2

　　〔

一（・一〃）IP’f｛砺評（IP・lw）1

－（α1青画ρ・呵〕，

M（12）＝－D（1－v）Ipt1（1P！i∂12

　　　　　＋∂21〆【∂、＋∂、lptl∂2）W．

（5．2）

＊Vというようなベクトル量は存在しないのであるが，

便宜上θωという記号を用いる．
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　　　　一一D（1－v♪　］P’1｛∂・2（1グiω）一（∂・・1　pi　1）w｝，

　　tr　M；－Z：）（1十」し））∠lw，

　　s（。）；－DLpi　l∂．Aτv，（rc　・＝　1，2）

　　9　　－D∠2ω

　ただし，

　　A2V－IPノ［2（∂、、＋∂22）ω

などとなる（これらの成分の正の向きは第1図に示すと

おりである）．また，換算断面シヤ成分は

　　　　v（1）＝＝s（1）十1／ノ1∂2Mci2）＊　　　　　　　　　　　　（5．3）

で，M（12）－0，す

なわち標構がテン

ソルMの主方向

と一致するような

場合には・v…＝〆Y
s〔・｝となり簡単で

ある．

　平板の問題は，

偏微分方程式A2w

蚤を与えられ　　　第1図

た境界条件で解くことであり，このため与えられた境界

曲線に応じ，1の1）で述べたような曲線座標を導入す

ることになる．いま，一つの調和曲線座標ρが導入さ

れ，これに関して

　　　　∠12τu＝＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．4）

の一般解を分離型に求める問題を考えてみよう．いうま

でもなく，解が分離型で求められれば境界条件の取扱い

が容易であるからである．こういう解が求められる場合
　　　　　　　　1　　　　　2
にはW＝1P’1nf（P）g（P）という形をもつであろうが，

これを一般的に乗めることは難かしい．しかし，たとえ

ば円板の問題においては，

　　　　切「汐1！φ）9（2P）　　（5・5）

　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　2
とおき，つぎに示すようにして！（P），g（P）を求める

ことができる．

　まず，（5．5）式を（5．4）式に代入すれば，

　　A2zv　＝「グ12｛1グk！””9＋2f”q”＋fg””）

　　　　　－2（f　tig　－fg”）（∂1一∂22）1〆i

　　　　　－8！ノσノ∂・21グ1＋f9（∂・、、、＋2∂・・22＋∂2222）1〆【｝

　　　　＝0　　　　　　　　　　　　　　　　（5．6）

をうる（ここにノはそれぞれの引数に関する微分を示

す）．しかるに，円板の問題で用いられる調和曲線座標

の基函数は

i）

ji）

iii）

1：艶物礁／

ρぞ　ci
であり（第2図），それぞれの場合，

（5．7）



　　第15巻　第8号

　　　　　　　　1　i）　1グ［＝e－P，

　ii）1ρ・r・：1（　　　　1　　　　　　　2cosh　P十cos、カ），

　　　　　　　c　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ct
　　　　　　　　1　　　　2　iii）　　　　　11）ノ1＝＿（メ）2十／》2）

　　　　　　　　　　　　　　　（5．8）

となる．したがって，i），　ii）の場合には

　　　　（∂1一∂22）「グi＝1ptl，

　　　　　　　∂、2iρ’ト0

また，iii）の場合には

　　　　（∂、一∂22）1グ1－∂・2［pt　1　－O

であるから，（5．6）式はi），ii）の場合，

　　　　f　ti　tig＋2f”gtl＋fgtiti

　　　　　－2（fttg－fgti）→－」『b＝0　　　　　　　　　　　（5．9）

ii）の場合，

　　　　f　ti　tig十2　f　tig「i十fo・””＝0　　　　　　　　　　　（5．10）

　　　　　　　　2となる．いま，g（ρ）を

　　　　　2　　　　　　　　　　2　　　　σ・（P）－1蓄ψ　（n・一…　1・2・・・…一）（5・11）

　　　　　　　　　　●
　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　1
とおき，これに対応するf（P）をfn（ρ）とおけば，
　　t
fn（P）はi），ii）の場合（5．11）式を（5．9）式に代入する

ことにより，

　　　ル”娠2（n2＋1）fn”＋（n2－1）2fn　＝・　O

を満足しなければならない．

して

　　　1　　　　　　　　　1　　　　　　　　ユ　　　　　　　ユ　　　　　　　　　！

　　fo（P）一（AoP十Bo）eP＋（CoP十Do）e－P，

　　　1　　　　　　　　1　　　　　　　　1　　　　　　t
　　f、（P）－A・e2P＋B、e－2P＋σ、P＋D・，

　η≧2：

　　　　1　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　1

　　fn（P）＝Ane（n＋1）P　＋　Bneh（n＋1）P

　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　ユ
　　　　　　十Cne（％－1）P十D％θ一（n－1｝P

をうる．

すれば，

　　　　∫％”－2　n2fn．”十n‘fn＝0

となり，

0

　v’

i）　　ρ＝＝1092

したがって，その一般解と

（5．・12）

同様に，iii）の場合（5．10）式に（5．11）式を代入
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　　　　　　　　　　　　s’　　　　　　　　　3’

　　　　　ii）P－1。9ρ±z　　iii）P－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9　　　　　　　　　　c－2

　　　　　　第2図　　．

　　　1　　　　　　　t　　　　　　ユ　　　　　　　1

をうる．以上求められた（5．　12）式または（5．13）式を用い

れば，（5．4）式の一般解として

　　　　　　oo　　　　　　　　　cコ

　　　　w＝ΣWn＋Σπ物，
　　　　　n＝O　　n；1

　　　　　…n一丁多轡う）・・　ム1　（5・・4）

　　　　　咋尚ムφ）瞬1

　　　　　　　　　　　　1が得られることになる．（fee、（P）は，（5．12）式または（5．13）

式において，A・等の代わりにこれらと異なる係数A・

等を用いたものである）．以上の結果を用いて，偏心荷重

をうける円板の問題等を解くことができるのであるが，

これらについてはまた別に述べることにしたい．

　　　　　　　　　6．　あとがき

　以上，調和曲線座標の応用に関連したことがらについ

て述べたのであるが，個々の曲線座標としてでなく調和

曲線座標としての表現を用いれば，統一的な議論ができ

るので応用上便利であると思う．調和曲線座標は物体の

変形の理論や弾塑性論の2次元問題などに広く利用する

ことができる．　　　　　　　　（1963年6月5日受理）
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