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球形殼非対称曲げ理論の近似解
An　Approximate　Solut三〇n　for　the　Asymmetrical　Bending

　　　　Theory　of　Spherical　Thin－Shells。

坪井善勝＊・川股重也＊＊

　は　し　が　き

　球形殻が地震荷重，風圧力等を受けた場合の応力解析

の基礎となる非対称曲げの問題について，応力函数φ

と法線方向変位Wを未知数とする厳正な理論とその解

を求め，またこれらの応用としてコールダーホール型原

子炉の地震時の応力解析を行ない，すでに発表した1’－5）．

　その後，厳正理論から出発して，計算の便利さを主眼

とした近似解を作成し，実用解として十分の精度をもつ

ことを確かめたので取りあえずその概要を報告する．理

論の詳細は追って別に発表する予定である．

　基礎微分方程式とその解

　無荷重状態の球殼の微少要素について力の釣合式およ

び適合条件式を立て，これを応力函数φ　と法線方向変

位Wについて表わすと，つぎの基礎微分方程式に到達
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第1図　殻のElementと応力，変位の定義
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ノ、，／、は任意定数

　また応力函数による面内力の定義は次のとおりであ

る．

N・一φ・・＋φ一÷H・（”）

N・一　¢’…ψ＋φ＋，i誓二ψ一÷恥）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）
　　＋ノ・C・・θ＋f2・i・θ

　　　　　　sinψ

N・・一一戟{1雛φノ

　今，微分方程式

　　H2（ζ）－0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

を満足する解，ζを用いると，基礎方程式（1）は次の

ように単純化される．

認灘蝪鰭納（5）
　（5）式の一つの特解は

郷ζ着偽鐙㎜θ｝禽（6）
　zup　＝・．B、ζ

　ここでA・，A，；B、，　B2は任意定数，

で与えられるが，実際に方程式（4）を解いて（6）式に

代入すると，これより得られる応力と変位は無荷重球殼

の膜理論から得られる応力と変位に一致する．つまり，

特解（6）は膜応力状態を表わし，つぎのような応力と変

位成分をもつ．

　未知数を余弦級数に展開した時のn－1に対しては

N・’＝： Ci3｛K・＋K・…ψ｝…θ

N・一一 Ciき9｛K・＋K・…ψ｝…θ　（7）

　　　　　　1｛K、c。、ψ＋K、｝・i・θ
　Neg　・－
　　　　　sin3ψ

　＊　研究指導
　＊＊　研究担当
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ma（1＋P2Et）｛（K，＋K・…ψ）（・＋謡ψ）＋K’一箏c°・s・zqlo・1主器1劣｝＋K・＋K・c・…9］・i・θ

一［奮〃）｛（K・＋K・・c…OP）謙ψ＋K’一号脚1・gl圭91’9＄lq｝－K・…ψ一K・］一θ

一［a（1＋v2Et）｛K・…ψ＋讐nψ1・gl｝it：igg－＄g°g°p｝＋K・・i・OP］…θ

X・一
?o一瓦＋瓦譜＋5i・gl－lt：ggg－＄g°gq同…θ

n≧2に対しては

荒lll諜∵識：1，）（、）

砺一 k瓦・・書一K…ザ号｝・i・・θ

・一
k、景籍IE，，ilψ［K・｛・・（n＋…ψ）一・i㎡の・・㎡号＋K・｛・・（・一…ψ）一・脚｝・・♂号］

＋・i・ψ［K…㎡号一瓦・・ザ号］〕・i・・θ

一〔、。そ鍔E、，ilψ［－K・｛・n（・＋…の一・i・・ψ｝・・㎡号＋K・｛・・（・一…OP）一・i⑩｝・・愕］

＋・i・OP［K・t・n留＋K・C・・”弩］〕・・　θ

一［2。そ矧E，｛瓦（・＋…OP）・・㎡号＋K・（一…ψ）・・ぜ号｝一｛K・（・＋…q）・・㎡号

一K・（・一…9）・・引］・…θ

X・一一
k、（。1ま海，ilψ［K・（・＋…q）・・㎡一9－K・（一…｛P））・・♂号］

＋轟［K・｛・（・＋・Q・ψ）一・・脚｝・・㎡号＋獅一…OP）－2・i㎡OP｝・・tn－9］〕・…θ

ここで為は殼の子午面内における回転角を表わす．

　つぎに（5）式の同次方程式

器譲艶＝°｝　　　　（1・）

の一般解は曲げの状態を表わすことになる．この方程式

の厳密な解は，超球函数を用いて表現されるが，実際計

算は相当繁雑なものとなり，実用に適さないので，次の

ような近似解法を試みた．

近似解法
（11）式の演算記号をもとに戻し，未知数を

撮翻
の形に展開すると，次の常微分方程式となる，

瓢：：嘱訟∴

（12）

（13）
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この方程式においてκがある程度以上に大きい場合は．

解Wn，ψ。が，変数ψに対して非常な減衰性を示すこ

とが厳密解によって確かめられているので，近似解法と

して，高次の微分項に対して，低次の微分項および非微

分項を省略する方法が考えられる．

　この際に，誤差を小さくするために，中間の一次微分

の項をなくすような変換を考える．一般に2次微分方程

式

　　｛y「1十！（x）yl十ψ（x）〃十ψ（x）＝0

において

　　劉＝F（x）タ（x）

とおけば，5｝の一次微分の項を生じない条件は

　　F（x）一，一∫禦伽

である．今の場合，！（q）＝・　cot　qであるから

　　F（OP）一／論　・
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とすればよい．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ここで，2次微分の項に対して非微分項を省略すると，

さ；∴；に鵬1蓋ψ　（14）とい嘘！＿方程＿この解Xi，）

の変換を行なうと，次式を得る．

鶉1：ll㌶二鋼：レ5）

亀ご巖灘誰齢1室lll徽灘i。r、q），　　　　｝（17）
となる．ここでφ考ψの関係を代入，さら…変数に　　，｝

二つの境界から測つた角度，ω＝q、一ψ，の一ψ一ψ、を用　　　　．　＼中
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s’・＼fP、1

いて書き換えると，（13）式の近似解として　　　　　　　　　　．・傷

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　第2図　変数の変換　　　’

φn－
^、≒ψ｛e’ret°（C・S・・κω＋・・C・・κω）＋e”「ed’（・・S・n・r・・O＋C・C・・κの）｝
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を得る．

（18）式より応力と変位は次のように表現される．

N…一
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aC｝。ψ［e－reca［・・｛（・－v）rP・i　c・t・OP＋・rP・・｝－c・｛（1－・）η・2c・t・OP・＋・vrP22｝コー・一κあ［c・｛（1－）η・・c・・q－・η・・｝
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ここで

77・・一・（…κω＋・i・κω）一 氏cq・・…CD） η・2－・（・i・κω一…κω）一 p…ψ…κω

ZT1・一・（…κめ＋・i・・め）＋去…ψ…臓丁・・一・（・i・κの一…κあ）＋妻・・OP…κあ
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！」

（21）

’曲げ応力，厳密解との比較

二ごω
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Ne　in　aP×COSθ

M…｛肇・…θ

Qg　in　aP×COSθ
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0．00171

　境界値問題の解析に当たっては，（7）～（10）式の無荷

重膜応力状態の解と，（19）～（21）式の曲げの近似解を組

み合わせ，K、～K、，　C、～C、の計8箇の未知定数を境界

条件によって決定すればよい．

厳密解との比較

近似解の成立する条件としては

　　1）κが大ぎい　｛

　　2）ψが小さくない（ψの小さい場合，1）参照）

　　3）nが特に大きくない
・・V，／…t－，q，／・p

　　　lzot　t　lo　1

08

06

Od

a2

o

一〇2

一a8

一a6

一a4

一〇2

0

02

一〃〃

一〇伽
i

一〇〇6

　　　　　　　　　しρκ＝14

ﾆ；4493°

i雌

α

一〇伽

～θ

一202

oφ

o
怖

042

4493° 40°
35° 0゜一・一 ﾓ

ことが挙げられる．この条件の数字的な許容範囲につい

ては別に詳論することにして，rc・・14，　q、≒45°の球殻

が単位表面積当たりρなる地震力を受けた場合の曲げ

応力の計算例を，上の表と第3図に掲げる．球殻の支持

条件は固定である．

　厳密解と比較すればわかるように，近似解の精度は高

く，応力の最大値に対する誤差の最大値の比率は0．54

％以下である．　　　　　　　　　　　（1960．10．3）
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第3図　応力のグラフ
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