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OPTIMIZATION

高　　橋 安　　人

　表題にかかげた言葉が近頃の自動制御界でよく使われ

るようだ．元来自動制御はある状態をできるだけ希望点

近くに保持しようとするものとして発達してきた．この

さい希望点はある物体の位置とかある場所の温度などと

して与えられるのが常であった．ところが問題をもう一・

歩進めるとわれわれが希望するのは特定の変数の特定の

値ではなく，そのシステムの性能や効率を最高に保つと

か，損失を最小にとどめるということになる・Optimi－

zation（最適化，頂点保持）の思想はこの段階で表面に

出てくるものと思われる．以下はこの思想を中心とし

て，最初に静的最適化（Static　OPtimization）と特シこ

その一方式について述べてから，動的最適化（Dynamic

Optimization）に関する動的計画法（Dynamic　Program・

ming）を1例について紹介し，最後にこの新段階へ向

かう技術的動向に関する筆者の感想を記すことにする．

1．　静的最適化とその手法

　その昔漱石が”情に桿させば……flと書いた通り，美

しくバランスのとれた人生の進め方は難しい．ついいず

れかに傾き，その次には反対に傾く．一寸先が闇の場合

には最適と判断されるコースを探りながらジグザグに辿

るかっこうになる．人生におけるジグザグ周期は最適化

（optimize）しようとする問題によって違うが，数日の

こともあるし，数年以上のこともあろう．

　ジェット機操縦者のテストや練習には電子模型を使

う．この模型で映像管上を動く輝点を操縦桿の操作によ

り追従させると，やはり一種のジグザグ（dither）が現

われるという1）．それは1～2サイクルの速さで，当然

のことながら熟練するにつれ振幅が小さくなるそうだ・

　さて問題を簡単な1例に絞って第1図のシステム（付
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性をもつ．静特性は負荷によって変わり，負荷u、では

操作量v，に対する性能値9、が最適点となる．

　もしこのシステムで性能値9がわれわれの測り得る唯

一・ ﾌ応答，Vが加え得る唯一の操作量ならば，どうやっ

て9の頂点保持を図ったらよいだろうか？

　やはりditherが有力な手法である．　vに工E弦波を重

畳するとプロセスの入出力から頂点よりの偏れが算出さ

れる2）．試行をくり返してもよい．vをdvだけ正また

は負の向きに変えてgの変化を測る．もしgが増す場

合はさらに同じ向きにAvだけ変える．これを続けると

ついにdvの変化でgが減るようになる．ここでVの

変化方向を逆変し，今度はdv／2の大きさの試行を続け

る．以下同様にしてvを最適値v、なりv、へ収れんさ

せることができる3）．

　以上の思想は第1図で外乱（負荷）uの時間的変化が

十分にゆるやかであるか，またはUの変化に対する性

能Vの変化が十分に速い場合には一応問題なくなっと

くされる．換言すればこれは静特性に注目するOptimi・

zationであるということができる．

　では，この方式の動的挙動はどんなであろうか？上

記のditherによるvの静的最適点保持が時間的おくれ

なしに行なわれると前提し；uがu、から〃，へ突変す
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　　第1図　システム静特性の例，u，　v，9はそれ

　　　　　　ぞれ定常値

録1）に注目しよう・このシステムは負荷がu、の場合

には操作量がv、のとき性能値が最高点9iをとる静特
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　　　　　　　　　　（c）
（a）は上り，（b）は下り，（c）はアナログ計算機で得た応答

第2図　静的に頂点保持する理想機構の動的応答例
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るときvが1次おくれを伴って新しい平衡値へ漸近す

るものとすれば，vの平均値の推移は第2図（a）の

a－b－cとなることが推論される（付録2参照）．ここ

にvの”平均値”とはditherを除いた残りの値という

意味である．また負荷が逆にU2からU、へ突変すれば

vの平均値は第2図（b）のようにaからb，cをへて

dへ漸近する．第2図（c）はアナログ計算機で得た応

答で，左半が（a），右半が（b）の挙動を示す．論理

回路でなく正弦波状のdither（10　c・P・s）を用いたので，

”下り”の応答でa，b間もvが大きく振れた．図中の

a，b，c，dは第2図（a），（b）のそれぞれ対応点を

表わす．

　第2図の推移は第1図のシステムで外乱uが測れな

いものとして導いた．もしこのシステムでUを測るこ

とができ，しかもecに対するgの静特性がわかってお

れば，uがu、からu、へ（またはその逆に）変わると

き，それに応じて直ちに’vをv、からv，へ（またはそ

の逆に）変えるという制御方法4）が考えられる（付録5）・

このやり方や，第2図の結果等の優劣を論ずるために

は，比較の基準として，Vの動的な最適推移が知りたく

なる．これが動的最適化の問題である．動的計画法を用

いてvの動的最適推移（oPtimal　Policy）がいかに求め

られるかをつぎに記そう．

　2・　動的計画法5）の一応用例

　上の例でVの動的最適推移とは一つの最適平衡点（第

1図のv、，g、）から他のそれ（第1図のv2，　g2）への過
灘過において∫・・dt（ただしt　・rk時間）蝦大にす

るようなVの変え方と定義しよう．

　このような問題の数値解を求める実際的手法として最

近注目されはじめた動的計画法がある．以下は上の例へ

この方法を応用してみよう．

　いま時間を量子化し，Vの値が∠時間ごとに階段状に

変わり得るとし，’－0から彦一Nコまでの期間を考える

と，所要のVの経過はVI，　Vrl，……，　VrvなるN箇の

数列で表わされるはずである．

　動的計画法ではこのN段の過程を扱うのにまず1段
の過程を計算する・この・麗程の∫・・dt－・・d（ただ

し右辺のgは∠時間内のgの平均値）を一つの初期条

件Cに対しいろいろなVの値について計算し，gaを最

大にするvの値を見付け，それをv－v、とする6）．ま

たgdの最大値をア、で表わそう．これをいろいろなc

の値について繰り返すとfiとV、とがCの関数として

求められる．すなわちつぎの式が書ける。

　　　fi（e）＝Max〔9（c，v）A〕……・………・…・………（1）

　もし各段をそれぞれ最適にもっていくことが1＞段よ

りなる全過程の最適にもなる場合なら（1）式の計算だ

けで終わってよい（付録3）．各段単独の最適が全体の

6
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最適とはならない場合には，計算を2段，3段……とN

段過程まで下記のように進める・この計算では問題の過

程がつぎの特性をもっていると前提する．

　”もし初期条件c。から出発する2V段過程が最適過程

　なら，その任意の途中段（たとえば第〃段）から最終

　段までの過程も最適である”・

　説明：1＞段最適過程がつぎの表で与えられるとする．

段の番号

時刻　t

状態量

操作量

1・1・囹…in 列
0 d 2d

CO　　Cl　　　c2

（〃－1）d

Cn＿1

nd （N一ユ）d

Cn　　　　CN＿1

Nd

CN

1小1國・1引隔1………
　すなわちvエ，VII，……が初期条件c。から出発する

　N段過程の最適操作とする．そうするとVn，　Vn＋1，…

　は初期条件C。一、から出発する（N－n）段過程の最適

　操作である．ただし1＜〃〈N．

　この性質を前提すると2段最適過程では2段目はそれ

自体が1段最適過程すなわち（1）式で求めたものにほ

かならない・この／、の手前へ第1段のgdをつけて，両
　　　　　　　　　2∠
者の和（すなわち∫65　d，，を最大にするようts　vの値

v2　6）を求めると，それが第1段に加えるべき操作量とな

る．すなわち

　　　！2（c）＝・　Max〔9（c，　v）d十fi（cl）〕……………（2）

　　　　　　　V　2d
ここにf・　（・）が ｮの最焔・は初期条｛・F，　ct　eut

第2段目の初期条件すなわちcと第1段目のvの選定

によりおのずから定まる値．こうして！、とv，とをc

の関数として求めることができる．

　ついで3段最適過程を考える．この過程の第2，第3

段は上の前提によりそれ自体が2段最適過程である．そ
　　　　　　　　　　　　　　　3d
の手前へ第・段の9・をDtt・恥すなわち（・・＋

f，）を最大にするvの値v、を求めると，それが3段過

程の第1段に加えるべき最適操作量である．すなわち

　　　fs（c）＝Max〔9（e，　v）d十f2（cノ）〕………・・…一（3）

こうしてf3とv3とをcの問題として求める．以下同

様に進めて，各種のCに対するV、，／、；V2，　f2；……；

VN，　fNの表（付録の第2表）を完成することができる．

　この表で，与えられた初期条件e＝＝c。に対する函（c。）

　　　　　　　　　　　　Nd
が畷髄過程の与える∫・dtの値（すなわち駄

　　　　　　　　　　　　o
値），VN（c。）が最適経過の第1段目のvつまりVIであ

る．VIとc。とから第1段を計算すると第2段の初期条

件c、が求まる．前記の表から‘＝c、に対する（N－1＞

段最適過程のVN－1（c1）が判明，これが第2段目のVII

である．以下同様にしてVIII，　VIV，……が順次求めら

れる．

　さて第1図のシステムで，簡単のために図示の線図の
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原点（g・＝O，v－0）を初期条件と考え，時間t＞0に対

しU－U、の場合に図示Pの静的最適点へ向かって進む

最適動的経過（この場合には”最適起動曲線”）が付録4

に計算してある．この計算はシステムの動特性として逆

応答を仮定したので，初期条件の取扱いが上記のCに

対するとは少し違うが，動的計画の根本原理は同じであ

る．第3図が1例についての計算結果を示す．Aは3段

1
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A，B，Cはそれぞれ3，2，1段最適応答，　Dはいきなり静

的最適入力を与えた場合．Aは実線，　Bは鎖線，　Cは破線

Dは点線で表わし，（a）では一致すべき線が平行線状に少

し離してあり，（b）ではA～C間の相違がやや誇張して見

易くしてある．

　　第3図　ある逆応答プロセスの動的応答

最適〔，Bは2．段最適，　Cは一・段最適である・たとえぽB

は1段目ではCより劣るが，1段目をCにすると2段目

にどんなvをえらんでも2段全体としてはBの成積よ

り劣る結果しか得られないのである・なおこの例でUを

いきなり最終最適値へ突変させると，上記3段階期間中

の成績は動的最適成績f，の65％となる（付録5）・

　以上の例は初期条件を一つの量とした・2次系ならこ

れは二つになり，計算回数は上記の約2乗になる．

3．最適化のための自動制御手段について

　1と2では簡単な抽象例について静的および動的最適

化の概念を論じた．これを実際の自動制御でどう実施す

るかとなると，問題によって議論に大差を生ずるだろ

う．たとえば大きな生産能力をもつプラントのかなり長

期にわたる生産量の制御と，そのプラント内に含まれる

1．　プロセスの1例

付

　エネルギや物質収支の動的方程式は，その発生または

供給率Qから消費率とか正味吸収率H，排出率Lを
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一つの化学反応槽の連続制御とでは，かりに理論的には

似た形が認められたとしても，実際的な話がまったく違

ってくる．前者ではoff・lineの数字計算機で日産量を割

り当てるときに動的計画法を適用することが考えられる

のに対し，後者では在来の自動制御に簡単で信頼性の高

い装置若干を追設して性能の一歩向上を図るのが妥当な

ところかもしれない．

　1．M，　Stein7）は昨年”計算機制御の展望”と題する講

演で，計算機の能力だけを見てそれがすぐにも連続プロ

セス制御に威力を発揮するだろうと早合点しては危険で

あると戒めた．Steinは計装機器メーカーの一つである

Leeds＆Northrupの社長である．そこで彼の警告は計

装界に最近仲間入りした計算機関係者に向けられた．こ

れら新人は何でもかでも今すぐ計算機で制御できると約

束しすぎる傾向があるが，計算機技術以外のたくさんの

知識（プロセス特性など）なしでは計算機制御による真

の効果は発揮できまいというのである．

　最適化は性能をよりよくすること，つまり60％から

90％への飛躍よりもむしろ95％から98％への前進を

意味する類の場合が多いようだ．そのことだけからこの

前進を放棄する理由はもちろんない．要は実施手段に帰

着する．高度の段階だけに理論上期待される性能改善量

を正確につかむこと，そのためにはプロセスをよりよく

知ることが要求される．しかし高度の段階だからといっ

て数字計算機使用が唯一の実施手段とは限らない．数字

計算機がいかに精密な数学模型であっても所詮はプロセ

ス特性の近似を扱う点で他の近似手段とは程度の差を残

すに過ぎない．そして近似手段は問題に応じ，在来の自

動制御系を結合するとか，あるいはもっと簡単な（たと

えば接点）機構の組合せ配置とか，閉ループと開ループ

の混用とか，限りなく考えられる．こうして最適化の問

題点は，近似最適制御を実施するための最適近似方式の

企画の問題になるのではなかろうか？　　　（1960－1）

注および引用文献

1）　Inst．＆Control　Systems，32，11　（1959－11）　p．1708

2）高橋安人，自動制御理論，改訂版（1959・岩波）P・174

3）たとえば”自動制御発達の新段階”，　高橋安人，機械学会

　誌，63巻，492号（1960－1），P．187－191

4）Open－loopによるimmediate　correction．
5）‘‘Dynamic　Prograrnming　A　pproach　to　Brachistochro－

　nic　Program　of　Batch　Process．”A．　Nomoto，　Prof．　of

　Case　Inst．　of　Tech．，　Aug．，1959．

6）ここに使うVl，　v2は第1図に関連したものではない．

7）1．M．　Stein，　Modern　Precision，19，2（1959一秋）p．8．

録

引いた残りが蓄積率Sに等しいとの形に書かれること

が多い．

　　　S－Q－H－L　　　・一・・・・・・・・・・・・…　一・一・・・・・・…　一・・（4）

　この収支からプロセス内のポテンシャルθが定まる．

7
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HとLはθに比例，また探作量Vが正味供給率Qと
Lとに関係するとし，
　　　Q＝ん（1－e’－bV），　　H＝＝hθ，　　L　＝（v一トa）θ，

　　　s＝c　dθ／dt，　a，　b，　c，　h，々は定数

なる関係式を前提すれば，v＝一定のときの（4）式の解
は，

　　　・一た幕算）（・一・－t／T）＋e・　e－t／T…一（・）

　　　　　T＝c／（v十a＋h）

　その定常値々（1－e－th”）　／　（v＋a＋h）　一・9はvに対し第1

図のような曲線をえがく．図のPを通る曲線はC＝1，

a十乃＝1，b＝1，々＝1とおいた場合のもの．説明のため

の比喩を使えばQは一定の燃料送給流からの発生熱量，

Hは熱吸収量，Lは持ちにげ量のいずれも時間的割合，θ

は燃焼室温度，Vは空気量．これはどこまでも比喩であ

って，燃焼の問題を扱うのがこの論文の目的ではない．

2・　静的頂点保持制御の動的応答．

　試行（dither）が無限に速く，試行結果検出感度が無

限大で，　試行結果がプラスになる方向へ操作量Vを即

刻に動かすものを理想的頂点保持制御動作と考えよう．

第4図でPを頂点とする静特性をもつ前記のプロセス

o．∂乱ナ

∩ワー

ρ

　　　　一？♪

第4図　前出第2図の説明

が過渡状態にあるとし，ある瞬間のプロセス応答値をθf

とする．ditherが図示Vgの近傍で行なわれておけば，

Vgを少し超すと応答はiに向け下がろうとし，　Vgの少

し手前ならhに向け上がろうとする（（2）式参照）．ゆ

えに頂点保持制御動作はVをVgから左の方へ（無限に

速く）動かすが，図示のe点で（いま記したと同じ理

由から）引き返す．つまりeg間を無限に速く往復する．

Vの平均値はegの中点fに相当するVfである．この
・平均入力Vfによりプロセス応答は第4図のs点に向け

（5）式の応答をおこし，短時間ののちθゴに達する．こ

のときvは第4図に示すlelの中点アに相当する平均

値をとる．以後同様にして結局第2図（a）の経路ab

cdを辿ることが説明される．第2図（b）のabcd
も同様であるが，ab間ではditherの振幅をこえて左

右に偏れることはおこらない．

3．　1段過程と多段過程

　（5）式において付録1に記した定数値を仮定しvの

一定値に対し初期条件値θ。から出発してt＝・d＝・O・2な

る短時間後の応答θ2を求めると，

8
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憶響学の／・⑥
となる・（4）式のHはこのA時間内のθの平均値，

したがって（θo十θ2）／2に近似的に比例するから，正味

利得はつぎのg4によって代表される．
　　　gd＝〔（θo一トθ，）／2〕d＝（θ，一一θ2）／10　・・…　一一・・・・・…　（7）

ここに用いた9は第1，2図および（5）式の下に付記し

た静特性に対するgとは別種のものである．

　いまt＝・　oからt＝Aまで1段の過程で9」を最大に

するようなvの値をθ。の関数として求めよう．たとえ

ばθo＝0としてθ2をいろいろな　vについて計算する

と第1表のようになる．これから内挿によりgdを最大

第1表　θ，　・＝　oの場合

θ2 9d

にする条件は

2．0

2．2

2．4

2．6

2．8

0．13004

0．13135

0．13195

0．13198

0．15157

0。01300

0．01314

0．01320

0．01320

0．01316

　　　艇纏セ貿132。｝一一（・）

と判明する．この条件は変分を使っても求められるが下

記の動的計画法の準備として第1表を用意した．

　さて（8）式のような結果を各種のθ。について求め，

vに対しθ。，θ2をプロットすると第5図を得る．　この

0，3

e。1θe

↑°’2

0．1

　　　　　　　　　i．5　　　　　　　　　　　　　　　　2．5

　　　　　第5図　多段動的最適過程の図解

プロセスでは各段でその段のg4を最大にするVをえ

らんでいくことが，多段過程全体のΣg∠を最大にす

る・その証明は第1表のような特性を念頭において読者

みずからたとえば2段過程について試みられたい．

　したがってこの場合の最適起動過程（Σg∠を最大に

するvの経路）は，第1図の原点を初期条件としてP
点へ向かう場合に，第5図の作図から求まるVI，　VII……

で与えられる．

4．逆応答プロセスの最適起動

　（4）式のQを
　　　Q－k、（1－e－bV）　一一k、　dv／dt

と仮定すればv・＝一定に対する（4）式の解は（5）式と

同形になるが，（5）式中のθ。だけが初期条件ではなく，

第6図の逆応答部分に関し
　　　θ。一θ、」・∠。………．．＿＿．．．＿＿＿．．（9）

　　　　　　　c



第12巻　第4号

θ
　　　θt

第6図　逆応答

　　　となる．ことでc／le2＝100，

　　le，　・＝　1，他の諸定数は付録1

　　におけると同じ値に仮定
t　し，t＝d＝O．2のちの信号

　　値を求めると，それは（6）

　　式と一致するが，式中のθo

　　は（9）式により
t　　　　　一　　θo＝θ1一∠ゴv／loo

　　　　　　　　　　　・（10）

となる・付録1に付記した比喩にあてはめると，’いま求

めた逆応答は”燃焼即空気を増すと焔が一時冷える作

用”と説明できよう．

　さて（10）式を初期条件値，すなわちθ。＝cと考えれ

ば（1）式を満足するfi（のとVl（c）の関係は第5図の

θ。曲線から直ちに得られる．第2表の左端にこれが記

入してある．

　つぎに2段過程を計算して（2）式のf2（c），　v2（c）を

求める・初期条件c’から出発しv・・＝・VAとして得る第1

段の終端値（（6）式）がθ2ならば，これに続く第2段

の初期値clは（10）式により
　　　c「＝θ2－（VB　一　VA）／100　・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　（11）

　　　ただしVBは第2段のvの値
となる．（11）式の一部を移項して

　　　〆＋蒲一・・＋指一ρ…・・…・・6－・…（・2）

とおけば，Pは第1段のθ2とVAだけから求まる．ま

た第2段は（1）式をみたすから，そのVBすなわち（1）

式のv、は〆（すなわち（1）式のo）だけの関数であ

り・Pの値が第1段から定まるとρ＝〆＋v、（〆）／100に

よりc1を見出し，したがってfi（〆）を第2表から見

出すことができる．すなわち次の順序に計算を進める．

　　　　第2表　3段過程の動的計画表
　　　　　　　　　⑫≦3）

cll　Vi　ノ・　v・　f21v・ f3

一〇．04

　0
0．04

0．08

0．12

0．16

0．　2e

O。24

Q．28

2．88

2．　52

2。24

1。98

1．79

1．64

1．48

1．36

1．25

0。0073

0．0132

0．0193

0．0254

0．0316

0．0380

0．0444

0．0508

0。0574

3

3

2．75

2．34

2．04

1．86

1。69

1．　54

1．41

0．040

0．048

0．058

0。067

0．077

0．086

0．096

0．107

0，117

（1）cの値を前提，たとえばc＝O．

3nδ

0．0846

0．0943

（2）いろいろなvにつきθ2，94か求める（第1表）．

（3）各vにつきP・・　e，十v／looを計算．
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　（4）各Pに対しP＝・c1＋v、（〆）！100をみたすctを求

　　める．（第2表のVl（のとcの関係を利用）．

　（5）、各ctに対しfi（cT）を求める（第2表）．

　（6）各vにつき（2）のgdと（5）のア1（cl）の和を

　　求め，この和を最大値f2にするVの値を求める．

　　これがV　＝V2．

　（7）別のcにつき（2）一（6）を繰り返す．

第2表のf2（c），　v（c）はこうして求めた．

　つぎに（3）式の3段過程では上の手順（4）でv、（〆〉

の代わりにv2（c「）を，（5）でf2（〆）を用い，（6）で

’gd＋f2（cl）を最大にするvの値v3を求め九ばよい．

以下同様．

　こうして第2表が必要なところ（たとえ・ば第3段）ま

で完成すると，与えられた初期条件（たとえば第1図の

原点）からの最適過程がつぎのように順次求められる．

　（1）t・・Oの直前にθ＝0，v；Oなら（10）式（第6図〉

　　により

　　　　c＝＝－VI／loo

　　しかるにVI＝v3（c）だから第2表のv3（c）【とcの

　　関係からc＝－0．03を得る．

　（2）c＝－0．03に対し第2表を内挿して

　　　　f3（c）＝0．0870

　　を得る．これが3段過程で得られるΣgdの最大
　　値．

　（3）c＝－O・03，VI＝v，　＝・　3から　（6）式によりθ2＝

　　o・1173，（12）式によりP＝θ2十v，／100　＝＝　O．1473．第

　　2表のv2（c）とcの関係を内挿してc十v2（c）！100

　　＝0．1473となるcの値を〆とすれば，c1　・・O．128．

　　このときv2（c・「）・＝2．02，これが2段目のVII．

　（4）ci・・O．　128とVIIとから（6）式により第2段終端

　　値がθ2＝0．1990と求まる．ゆえにρ＝0．1990十2．0

　　1100＝o・2190＝c十v1（o）／100となるcは第2表から

　　0．203，このときv、＝1．45．これがVIIIである．

　第3図のAはこうして求めた．なお以上の計算では簡

単にするためと手法の柔軟性を示すためにつぎの拘束条

件を前提した．

　　　　　　　　θ≦3

5．　入力を直ちに静的最適値にする場合

　第1図の頂点Pはv＝＝1．146にある．t＝＝oの直前ま

で入出力0とし，t＝0にvを1．146にすれば応答は
　　　θ＝0．3177－0．3292e『2・146t

となり，t－Oから0・6までのΣgdは0．0578とな
る．
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