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複素領域における円筒函数の商函数

尾　　上 守　　夫

1．はしがき

　円筒函数の商函数とは次式で定義される函数である．

　　　　6v（・）－9ε；吉）　　　　　（・）

ここでCv（2）は任意のy次の円筒函数である・もしCv（2）

として第1種のべッセル函数Jv（9）をとれば，それに対

応した第1種の商函数脇（z）が得られる．

　この商函数は円筒座標系における境界値問題一たと

えば丸棒内の熱伝導，弾性波の伝播，円形導波管内の電

磁波，円板，円筒の振動等一をとくのに有用であって

その公式集，数表は生研報告として出ている（り．とくに

需要の多い第1種の函数については昨年広い範囲の表が

出版された（2）．

　これらの表はすべてZの実数値または純虚数値に対す

るものであった．これは商函数が2の実軸または虚軸上

のみで実数値をとり，従来の応用にはそれで十分だった

からである．

　しかし最近次節に例示したように：が一般の複素数の

場合の商函数の値が必要となる問題が多くなってきた．

この要求に答えるため複素変tw　2に対する第1種の商函

数の表を作製した．ここではそれを図面にして複素領域

における函数の性質を概観できるようにした．

2・複素変数の商函数が必要な例一速度分散方程式

　　の複素分枝の問題

　丸棒内を伝播する弾性波の周波数と波数の関係はいわ

ゆるPochhammer・Chreeの速度分散方程式で与えられ

る．この方程式は商函数を使って次の形に書ける（3）．

　　｛（1－・）σ2＋P2｝23、（P）＋（2－・）P2（・q2－2P2）＄、（の

　　　　一（2一τ）P2（q2－P2）－O　　　　　　（2）

ここにP，qは角周波数，波数と次の関係がある媒介変

数である．

　　　　（・H）・－2号洛≒挙）　　　（3）

　　　　（ξH）・一τieis2≡響　　　　（4）

　　　　　2μ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　　　τ＝　　　　Z　十　2，cs

H：半径，ξ：波数，A，μ：Lam6の定数，ρ：密度，

ω：角周波数

Brancehes　of　Pochhammer・Chree’s　Equation

　Solid　lines：Real　branches

　Dotted　lines：Pure　imaginary　branches

　Chained　lines：Complex　branches

　　　　　　　第　1　図

　第1図に（2）式の解を示す．図中実線は実の波数を与

える分枝，点線は純虚数の波数を与える分枝，鎖線は複

素数の波数を与える分枝である．物理的に言えば実の分

枝は距離に関して正弦的な波動を，純虚数の分枝は指数

型の波動，複素分枝は指数的に減衰または増大する正弦

的な波動に相当する．前二者は従来からも知られていた

が，複素分枝はごく最近存在が明らかになったものであ

る（り．後二者は無限長の丸棒では発散してしまって意味

がないが，半無限または有限長の丸棒では重大な意義を

もつ．具体的にいえば丸棒の端面における衝撃，円筒の

振動などの問題であるが，その詳細は別の機会にゆず

る．ただ複素分枝の研究には複素領域における商函数の

性質を理解することがぜひとも必要なことは今まで述べ

たことによって明らかであろう．

3・　図面の説明

第1種の商函数は次式で見られるように2の実軸に関

しては共範，虚軸に関しては対称であるから，考察を第

1象限に限っても差支えない．
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　　　　＄ッ（9）＝＝＄γ（9）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

　　　　＄y←2）＝＄γ（2）　　　　　　　　　　　（7）

　第2図は議（9）の絶対値および偏角を示したもの，第

3図は同じく＄、（z）の実数部，虚数部を示したものであ

る．

　第4図，第5図はそれぞれ＄、（9）および＄、（2）の実数

部，虚数部を示したものである．

　図から判るように実軸の付近は極の存在のため複雑で

あるが，実軸から十分離れたところでは変化の模様は極
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めて簡単である．これは2－X＋iyとするとき，夕が十

分大きければ次の近似式が成立するためである・

　　　　＄・（・）－y－｝＋・－ix　　　　（8）

したがって表をつくつた際は実軸の近くでは変数のきざ

みは十分小さく，実軸から離れるにしたがってきざみを

大にするように配慮した・現在次の部分が完成している・

　　　　y・＝1（1）3，　x＝0（0．1）10，

　　　　y＝＝O（0．1）2．5（0．2）5（0．5）10

　　　　　　　　　　　　　　　　　R●｛z｝

II　　　　12　　　　t5　　　　14　　　t5

Solid　lines：IS1（2）【，　Dotted　lines：Arg〔＄、（z）〕

　　　　　　　　第　　2　　図
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　Dotted　lines：Im〔S1（2）〕
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ReCz）

Dotted　lines：Im〔＄、（2）〕
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　この計算は米国出張中Columbia　UniversityのElectro・

nics　Research　Laboratoryにおいて行った．計算機使用

の便宜を与えられた所長0’Neil教授・またご助言下さっ

たMindlin教授，　Harris教授に深謝する次第である・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1959．3．20）
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