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4次元球面函数について
末　　岡

　1．　緒　　　言

　最近の分光技術の発展によってヘリウム原子のエネル

ギー準位が精密に測定されるようになった．したがって

その実験結果の説明には特に水素原子の場合と同じよう

にLamb　shiftと呼ばれる荷電粒子の作る輻射場の反作

用による電子系のエネルギーの変化がヘリウム原子にお

いても要求されるようになってきた．しかしながらヘリ

ウム原子はよく知られているように原子核のまわりに2

個の電子があり，この2電子系の波動方程式をとくことは

数学的に非常な困難さを伴っており，従来得られている

波動函数の正確度が不十分であるのはいうまでもない．

　従来ヘリウム原子の波動函数を求める近似方法はいく

つか提出されているが，中で最も精度の高いといわれて

いるのがHylleraasの方法である1）．2電子の原子核か

らの距離r、，r、および両方の距離r、2を変数として

　　　　S＝rエ＋r2，　t＝r、－r2，　U＝7、2

にかえる．波動函数をS，t，　Uの三重の級数

　　　　　　ΣCn，，i，mS”t2ium
　　　　　　l，　m，　n

の形に仮定してエネルギーを極小にするという変分原理

を用いる．普通の問題ではこの級数の始めの方をとれば

十分よい近似のものが得られることが分っている．

　しかし最初にのべたような高精度の実験と比較するた

めには項の数が非常にふえてくる．しかも先に行けば行

く程収束度は悪くなってくる．たとえばG．Herzbergの

計算2）によると14項から21項まで項をふやして始め

て1桁精度を上げることができる程度になる．この労力

を省くためにはさらに収束度の早い級数を考えることが

必要になる・ここでのべる4次元球面函数を用いるFock

にポる芳法ほその苛育葛1籔与えるものとし七窪自ぎ五そ

よいと思われる．4次元球面函数というのは早くから，

二，三の人にいわれてきたもので，応用数学的に見れば超

球多項式3）の1例にすぎないものであるが，それがヘリ

ウム原子に応用されたところに一つの面白さがあると考

えられるので，あえてFockの論文4）の紹介をかねてこ

こに書き記してみたいと思う．もちろんここでは応用数

学の面に重きをおくことにして，物理的のことにはなる

べくふれないようにしよう．

　2．4次元の球面函数

　4次元のユークリッド空間の座標をx、，x，，　x、，　x、と

し，4次元のラプラス演算子

　　　　・一舞＋蒜＋轟＋券　　（2・・）
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を考えることにする・4次元極座標R，X，θ，φを用い，

　　　　X1＝」配sin　X　sinθCOSφ，

　　　　X、＝Rsin　X　sinθsinφ，

　　　　X3＝＝RsinXCOSθ，

　　　X4　＝RCOS）ご

とすると，（2・1）のラプラス演算子は

　　　　ロー活轟（R・．皇　∂R）＋藁□＊・

ただし，

（2・2）

（2・3）

　　　　m一諭｛券i㎡・轟＋孟協（sinθ旦　　　∂θ）

　　　　　　　　　　　　＋，i茎，翻　（・・4）

と変換することができる・口＊なる演算子は4次元球上

のラプラス演算子であって，口＊の固有函数，すなわち

　　　　口＊ψ十λψ＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・5）

を満たすΨは4次元の球面函数と名付けてよい．このこ

とは3次元と比べれば分り易い5）．すなわち3次元球座

標（r，θ，φ）により，ラプラス演算子を

　　　　d一湯（禰＋轟・約

　　　　・・一諭轟（sinθ旦　　　　∂θ）＋、、毒，券

とかくとき，∠＊q十λq＝0　　　　　　　　　　　（2・6）

なる固有値問題を考えると，よく知られているように
　　　　　　　　　　　　　　　　imth　　　　　　（2・7）
　　　　ス＝n（n－1－1），　if＝Plm（cosθ）e

なる固有値，ならびに固有函数が得られる・これが3次元

の球面函数である．さて（2・5）にもどって4次元の球面

函数を求誇てみよ5－・一一（2－5）→串4＞一を入れて　　一一

　　　　、i蓋，｛轟（sin・X理　　　∂x）＋A・V｝＋zy－・

　　　　　　　　　　　　　　　　imdiとかき，　y（X，θ，φ）－ll（X）P、m（COSθ）e

と変数を分離すると（2・7）を用いてll（X）の微分方程式

　　　　，i。・X．塑＋2、inX、。、X塑．

　　　　　　　dX2　　　　　　　　　　　　　　　dX

　　　　　　　　　　　　＋｛Zsin2x－1（1＋1）｝n－・O

を得る．11（X）一（sinX）ly（X）　とおくと

　　　　鐸＋・（1＋・）・…塞＋｛λ一1・一・1｝・・…

さらに　cos　X＝ξ　と独立変数をかえると

　　　　（・一・e2）誰（・1＋3）ξ鍵＋｛λ一1・－21｝y・＝・

（2・8）
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を得る．これはGegenbauerの微分方程式6）

　　　　（レ礁一（・β＋・）ξ｛発＋・（・＋・β）・一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・9）

と比べることができる・（2・9）の解はGegenbauerの函数

Cβ（ξ），またはDP（ξ）を与える．－1≦ξ≦1　でy
　の　　　　　　　　　　　　　　の

が一価連続で有限であるとすると，α，βを整数として
cβ
iξ）をとらなければならない．したがって4次元の

球上（0≦X≦π，0≦θ≦π，0≦φ≦2π）でyが一価連続

であるためには（2・8）の∬G・g・・baue・函数Cβ（ξ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w
になればよい．すなわち

　　　　β＝1＋1，　α（α＋2β）＝＝λ一12－21．

これから

　　　　α＝－1－1±／ア平1

αは整数であるから，したがって固有値λはnを正整

数とするとき　λ＝n2－1　となる．固有値n2－1に属す

る（2・5）式の固有函数，すなわち4次元の球面函数は

　　　　！n，・≡（・i・X）・C轟、（…X）pT（…θ）e’mdi

　　　　（1－0，1，2，…・，n－1；m　＝O，1，2，……．1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・10）

とかくことができる。17（X）を17n，1（X）とかくと

　　　　Zln・1（X）＝（sin　X）lC椙．．1（cos∋O．

　3・　一般化された球面函数

　さらにα，βを任意の実数とするとき，一般のGeg－
enbauerの函数Cβ（cosX）の積分表示式6）

　　cl　（c…）筈砦謡裾躍、）

　　　×（藩一躯（β＋・）一醐㌦

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・1）

および島cl（・）一・β　cl率1（・）から得られる微”・Aiik6・

券cl（・）－2β（・β＋・）一・（・β＋2－2）c脇（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・2）

をそれぞれ特に　α＝n－1－1，β＝1十1として用いると

　　ll。，，（。。、X）＿”2＠2一三）’”（n2－12）

　　　　　　　　　　　（smX）1’1

　　　・∫x　…　hv（COSU－COS　X　　　　　l！）L　d・，（3・3）

　　　　0
　　　　　　　　　　　　　（sin　X）1
またはlln，1（cos　X）－
　　　　　　　　　　　n2（n2－1）…（n2－12）

　　　　　　　×d（dt＋，cosX）、＋・（・・snX）　（3・・）

なる形にもすることができるの．

　すでにのべたようにnが整数のとき1＜nならば

ロ＊Ψ＋zy－0の固有函数ととして4次元球面函数が定義

されたが，nが整数でないとき，または4≧nのときは

もちろん固有函数は存在しない．しかしこのとき

　8　　・、
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　　　　口＊Ψ→一（n2－1）Ψ＝0　　　　　　　　　　　　　　　（3・5）

なる微分方程式をとくことはでき
　　　　　　　　　　　　　imφ　　　　Ψ＝17（X）1）IM（COSθ）e

とおくと，刀（X）はGegenbauerの函数のnが整数で

ないときの形をとればよく，積分および微分表示の解を

用いて互いに線型独立な二つの解

　　　　　　　　　　　　　1　　　　ZZn，1（cos　x）＝・－T
　　　　　　　　　　　（sin・X）’＋1

　　　　　　　×∫x・・snv（一デ・・X）t　dv（・・6）

　　　　　　　　　O
　　　　　　　　　　　　　　　di＋1　　　　A。，　1（cos　X）一（sinX）1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（sin　nX）
　　　　　　　　　　　　　　d（cosX）1＋1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・7）

の線形結合をとることができる．すなわち
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　imdi　　　　Ψ＝｛Af7n，1（cos）C）十B∠tn，，（cosX）｝」Plm（cosθ）e

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・8）

が求むる一般解である（A，Bは任意定数）．

次に非斉次の方程式

　　　　口＊Ψ斗一（n2－1）Ψ＝一ア　　　　　　　　　　　　　（3●9）

の解はnが整数でないときcos”ω／sinωが上の方程式

のグリーン函数であることを用いて求められる．ただし

　　　　COSω一COS・X・COS・Xノ＋Sin　X　Sin　Xi　COS　r，

　　　　cosγ　＝cosθcosθノ十sinθsinθノcos（φ一φノ）

でω，γはそれぞれ3次元，4次元球面上の2点を通る

半径のなす角である．すなわちnが整数でないときは

（3・9）の解は

　　　　v（・…φ）－il；一∫f（・…i・…）c寒i謂鵡

　　　　452ノ＝sin2xidX／sinθノde／dφノ　　　　　　　　　（3・10）

の形に一意的に決まる7）・しかしnが整数のときはすこし

厄介で，（3・9）が有限な解をもつためにはノ（X，θ，φ）が

任意であってはいけないので，ロ＊Ψ＋（n2－1）y＝0のす

べての固有函数に直交しなければならない・ア（X，θ，φ）

がこの条件をみたすときにはやはりグリーン函数

（・一＃）・…ω／・i・ω媚いることができv（x…φ）－

t．lf（X・・…φ・）（・－f）畿ω49・　（3…）

と解が求められるり．

　4．ヘリウム原子の波動函数

　4次元の球函数を用いてヘリウム原子のSchr6dinger

の方程式をとくことを考えてみよう4）・ヘリウム原子核

（荷電Ze）から二つの電子までの距離をr、，　r，，それら

と核を結ぶ方向の間の角をθとするとSchr6dingerの

波動方程式は原子単位で

　　　　鐸＋霧＋鐸＋課＋（1　　1　　　十712　　722）

　　　　　　　×∠t＊g十2（E－V）q＝0，　　　　　　　（4・1）
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　　　　V－÷ξ＋〆柵｝2＿諦（・・2）

いまr、，r2，θ，φ（上のd＊には実際にはφが入って

いない．したがって物理的な解としてはφに関係のない

もののみをとればよい・）の代りに

　　　　κ1＝27172sinθcosφ，　x2＝2rエr2　sinθsinφ，

　　　　x3＝＝2rlr2　cosθ，　x4＝・ri2－r22

なる4次元座標を用いる．ここでR＝／κ1・＋κ2・＋x，2＋κ42

＝r12＋r22．これによって上の波動方程式を表わすと

　　　2R口丁一ト（E－V）Ψ＝0，　　　　　　　　　　　（4・3）

　　　　v－一羨等濃詐＋／R≒（・・4）

となる．（2・2）の極座標を用いると

R・ﾟ＋3畷＋口・v＋（；ER－EU〆万）y－・，

　　　　u　一〆R’v＿＿z＿ヱ＿＋　　1　　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝／2＿sinXcosθ　　　　　　　　　　　　　x　　．　x
　　　　　　　　　　　COS－b　　　　　　　　　　　　　　　Sln＿
　　　　　　　　　　　　2　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・5）

ただし実際にはΨはφを含んでいない．余分の座標を

入れているために形式的にこの形となっており，物理的

状態に対応するものはφを含まない部分であることはい

うまでもない・（4・5）をとくためにRと角部分が分離で

きないので，Ψを〆i？一の級数と見徹して展開をする．

（したがってエネルギーEの固有値問題として解くので

はなくEが既知としての近似的な波動函数を求める）・

　　　　　　　　　　　≦n－1
Ψ一ΣR・－iΣ（logR）1Ψ。，1　（4・6）
　　n＝＝1，％……　！冨0

－y、，．＋轟、。＋R（V，，，1。gR＋y、，。）

　　　＋R％（Ψ書，、1・gR＋yg．．）＋

　　　　　　　十R2｛ψ3，2（logR）2十璽「、，llogR十Ψ3，0｝十…

をとり，これを（4・5）に代入する．Y。，1の満たす方程式，

　　　　口＊Tn，　i十　（n2r1）Y。，1＝－2nV。，i＿i

　　　　－（1＋・）（1＋・）Ul‘・，・＋・＋晋V．一｝，i　－iy．一，，，i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・7）

を得る．ここで整数のnに対するT。，　1は（2・10）の

Ψ。，1でm－0としたものである．nが半整数のものは

（3・8）に対応する．また1は0，1，2，・……・・，として

n－1より小さく・それに最も近い整数までとるからgv‘。，　1

（1≧n－1）は恒等的に0としてよいと考える．（4・7）を

πの小さい所から調べてみよう．n－1，1＝＝　Oで

　　　　口＊Ψ、，o＝0．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・8）

（2・10）からΨ、，。＝1が明らかに一つの解である．

n・舞のとき1＝0で
　　　　脚・，・＋甚y・，・一号Ψ・，。・　（・・9）

（3・10）でのべた通り解は一意的に決まる．すなわち

　　　　Y…　＝＝－Z（　　　x　　．　xCOS－・十Sln＿　　　2　　　　2）＋都・一・・・・・…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・10）
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を得る．n＝2のときは1・－1，0があり，

　　　　ロ＊V、，、＋3T、，、－0，

’　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・11）
　　　　脚・，・＋3Y・，・－4靴，、＋雛。－y、，。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・12）

となる．T，，、はn－2の4次元球面函数でφに無関係

なものとして，（2・10），（3・3）からcos　Xとsin　X　cosθ

をとり得る．すなわち

　　　　Y2，1＝ACOSX十BSinXCOSθ．

しかし，このA，Bはこの式の各項が（4・12）の右辺と

直交しなければならないことから任意ではなく，完全に

決まる．次に（4・12）は右辺が斉次方程式の解に直交す

るから（3・11）により斉次方程式の解cos　x，　sin　xcosθ

の線形結合（2任意定数を含む）の部分を除いて一意的

に決まる．以下同様な手．続で（4・7）を次々と解いていけ

ばよい．一般に半整数の所ではSV’．，1が1の大きい方か

ら順に決まってき，直交条件はいらない．整数のnの所

では靴，1が4次元球面函数の範囲で決まり，靴，1－、の

右辺との直交条件によって確定するのはn－3／2のとき

と同様である．ただY。，。のみは4次元球面函数の任意

の線形結合となる．かくしてヘリウムの波動函数の新し

い展開の形が得られることになるが，Hylleraasのそれ

に比べて果して収束度の早い級数が得られるか否かはも

う少し数値計算の結果を見なければ分らないであろう8）．

　なお　R－→。。　では（4・5）の解は

　　　　y－A，“μ（x・　e）VR　　　　（4．・4）

のようにならなければならないことが物理的に要求され

る．・4のRへの依存がほとんどないとすると（4・13）

を（4・5）に入れてμの方程式を近似的に出すと

　　　　（∂μ∂x）2＋、、塾，（器）2＋誓＋穿一・・

さらに両電子が原子核からr、，r，の距離にあり，一・・一一iつ

が十分大きいとするとμはXのみにより，

・イ＝・E…像・・毫±／＝・E・iムi・些
一一一ニー2－［一＝－2－一一一一一一一

が得られる．

　μ＝v／Lli？＝ar1　十　br2　とおくと　a2十b2十2E－＝O。

r2－→。。，　r、が基底状態　〆ηに対応するとすれば

　　　　a＝＝Z，　b＝レ／＿＿　2Z2＿2E

が得られ，物理的に考えられる波動函数になっているの

が知られるであろう．　　　　　　　　（1958・2・1）
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