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拡散型微分方程式への微分解析機の応用

渡辺 勝・安達　芳夫・新井　義男・渡部　弘之

　一般に偏微分方程式を微分解析機で解く場合，一つの

変数だけ残して，他は偏微係数を定差係数の形におきか

えねばならぬ．拡散型方程式の場合

　　（i）　時間座標についてdtおきの解を求めるか

　　（ii）空間座標について∠xごとの点について解を

　　　　　求めるか

のこ通りの方法がある（1）（2）．　（ii）の方法では分けた点

の数だけの連立方程式が得られ，精度をおとさないため

には，分割すべき点の数が多くなり，したがって積分機

も多数必要である．方程式自身の形や境界条件が複雑で

あると，さらに数が増える．ただしこの方法が使えるな

らば，解が一度に決まるので能率的ではある．

　（i）　の方法は微分方程式の数値計算法と同様に，ス

テップごとの解を一つ一つ求めてゆかねばならないか

ら，時間はかかるが，少ない装置の場合には適当した方

法である．

　最近このような問題の依頼を受けて，方法（i）を用

いて解く機会をもったので，その結果をまとめて報告す

る．

　はじめの例は半導体内の少数キャリアの拡散の問題で

正しく偏微分方程式で良い例である．あとの原子炉の場

合は偏微分方程式ではないが，取扱いがよく似ているの

で参考になると思われる．

1．ゲルマニウム・ダイオードの蓄積時間の計算

　ゲルマニウム・ダイオードの少数キャリア蓄積時間

（minority　carrier　storage　time）を実験的に測定し，

これを半導体内の少数キャリアの拡散によるものとして

説明し，拡散方程式を実験条件で決められる境界条件の

もとに解いて得られる計算値と比較しようというのであ

って，安達助教授の依頼によって行った計算である。

　（1）拡散方程式と境界条件

　第1図　ゲルマニウムダイオ
　ードの蓄積時間測定の原理図

ると，

図に示すようなp－n

ジャンクションのp側

に負のバイアス電源

Eeを接続しておく．直

列抵抗Reを介して正

のパルスeinを加え

　　　ジャンクションを通してp側からn側に少数キャ

リァ（正孔）が送りこまれ，ベース（n領域）内部に正

孔の分布を生ずる．パルスが消えた後は，正孔は拡散に

よって両端から流出し，一部は電子との再結合により減

少する．直列抵抗Reを通る電流を観測すれば，分布が

消滅するまでの時間が分る．

　以下説明に必要な記号とその値をまとめておく．

　　P：べ一ス内部の正孔密度

　　P。；同じく熱平衡状態における正孔密度＝2．5×1012

　　　　［cm－3］

　　D：正孔の拡散係数＝45［cm2　sec－1］

　　τ：正孔の平均寿命＝＝　10－4［sec］

　　A＝4／々T＝40［ボルトコ

　　T：絶対温度

　　le：ボルツマン常数＝o．857×10『4「電子ボルト／度］

　　9：電子の電荷＝1．6×10”1g［クーロンコ

　　Ee：バイアス電圧＝－3［ボルドコ

　　R、：直列抵抗一103［a］

　　S：ジャンクションの断面積＝10　－2［CM2］

　　ω：べ一スの厚み＝＝　10－2［cm］

　　ein：入力パルスの高さ～10［ボルトコ

　　Ve：ジャンクションに加わる電圧

　　Ie：ジャンクションに流れこむ電流
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第2図　x－0　におけるツと

　重i芝の関係．（2）式参照

　δx

　接合部を原点にべ一

ス内部にとった距離

的パルスの消えた瞬

間から測った時間tと

して，ベース内部の拡

散を表わす方程式は再

結合も考慮に入れて

　　．勉＿D堂
　　δt　　　δx2

P－P。

　τ

両端における正孔密度はボルツマンの法則に従って

　　x・＝OP（O，t）－P。eAV・　－p。eA（Ee－R・le）

　　　　　　　　－p。eA｛Ee＋・D8噌（・・　・）｝

　　x＝w　P（w，t）＝P。

　これらの式に変換　（P－P。）／P。－y，’／τ＝〆，x／L　＝＝　x，

（L2－Dτ）を行って無次元化し，此X’を改めてちX

とおけば

　　　　馨一霧ツ　　　　　　　（1｝
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x－。、，、（。，、t）一ノ伽霊・…t）｝一、，

　　　　　　　α＝qDSR。P。／L

　　　　　w　　x＝ω一τY（w’・の＝o

　前記の数値を用いてα，wtを求めると

　　　　α＝2．68×10　3　　　wノ＝0．149

　つぎに初期条件を求めよう．それには上の式で

δy／δt　・一　O，Ee→E、＋ein

ばよい．　　　　　　　　　　　　’

　　’一・．・（x・・）一君s響箭）

吻⑧

とおいて得られる分布を用いれ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

ただLAはA－eA｛Ee＋8・・7（c°th　wt）ω4｝－1を鰍、

で求められる．Aとei，tの関係は第2図から分るよう
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Aとeinとの関係

に，ほぼ直線的である

とみなせる．以下の計

算ではA＝500　とし

た．［

　以上で計算に必要な
式（1）～（4）がすべて求め

られた．解くべき式（1）

は線型であるが，境界

条件（2）が非線型で，少

し面倒である．このま

　　　　　　　　　さ

〆

第3図

までも機械にかけられるが，取扱いを楽にするため，

らに　y＝rpe－tと変換して

δη＿δ2η

δt　　δx2

（5）

境界条件の方は（2）のyのところをrpe『tとすればよ

い．

　（2）　計算方法と結果

　（5）をt。一、からt。　・・　t。一、＋dtまで積分すれば

　　　　∫：34’一∫1降’

　右辺の積分を梯形則によって近似すれば

・（tn）一・（t・一・）－i｛（舞）tn＋（舞）t。．，｝　・’（6）

　この式は　（dt）2を省略する近似において正しい．そ

してη（x，t。一、）が知れている時，η（x，　tn）を求める微

分方程式とみなすことができる．したがって初期分布

η（x，to）が与えられれば，順次η（x，ち）→η（x，t2）……

OP　（X，　in）を求めることができる．

　近似を高めるには積分の近似値として梯形則の代りに

シンプソン則またはさらに高い近似式を用いればよい．

ただしη（x，tn）を求めるのにop　（x，ち一1）だけでなく

η（x，tn＿2）……を必要とするので，演算装置および操作

がよけいに入用となる．これらに関しては詳しい研究も

あるから参照されるとよい（3）（4）．

　（6）を実際に機械の上で結線するには，これを2回積分
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した形で表わした方がよい・以下η（x，t。一、）＝・・op。一、（x）．

η（X，tn）＝ηπ（X）と書いて

　　・・n（罪）十ηπ＿1（X）一∫［多∫｛窮ω一脳（x）｝dx］dx

　結線図は第4図に示される．

　dtのとり方は　　　14000　　f4000
近似を悪くしない　　　ηn“’tX　　　ηn

程度に大きくと

った方がよい．こ

の問題では　dt・・＝

0．001にとった．

dtの適当な大い

さが推定し難い時

は，η（x＝0）に適

当な変化を与えて

解が存在するよう　　　　　　　　　　　　　そn－n，1．．．，

なdtを逆算する
のも一方法であ　　50000・50・014000200・　5

る嘉細。おいて第4図綜勘一b・一…p

右側の積分機の　　　　に解く結線図

％ 9 　一
ｰ

十

50001 ％　［

㍉。翼ll・一η・一戯π為

‘醐条件’は・x－・に鮒砺略一・左側では讐

＋㍗であり・この撫・讐は独立でな・渡換

前の非線型関係式（2）で決められるyとδy／δxに対し

etを掛けてη，δη／δκが決まる．　yとδy／δxの関係は

第2図に示されるように，はじめはδy／δxがほぼ一定で

夕だけが減少し，yがo近くなると，逆にδy／6xが急に

減る・こういう関係で結局，x－oではη，δη／δκのうち

一方だけが自由に変えられるから，これを調節して，

x＝0・149でη＝0になるようにtria1で求めることに

なる．

　一一一一i区切の計算で得たηnは，次のステップの入力に使

われる．解を書かせる時は方眼紙を用いた方が便利であ

るが，これをそのまま入力に使うと，自動追従装置に方

眼紙の目盛線が感ずるため，解の書かれた紙を裏返し

て，硝子板上で裏側から光をあてて，透しながらトレー

スし墨書する手段をとった．

　以上のようにして得られた結果を第5図に示す．また

実験との比較のため，x＝Oにおける．y，δy／δxをtに

っいてプロットすれば第6図のようになる．

　（3）不連続性についての注意

　計算中に気付いた注意をのべておこう．第5図から分

るように・この繭で咄初めに㈱。一。が槌徹

変り方をする．これが原因となって，初期分布の場合の

δ2η。／δx2とっぎのδ2η、／δx2，つまり曲線の曲り具合が大

きく変化している．すなわちδ2η。／δx2　soなのに，δ2η、ノ



第10巻第2号

図5第

蘇礁島F恥
二

　一」伽
－「

400

α009

　0．Ofl

　　O．015

0．04　　　O．06

　　　　　　　　x

正孔分布の時問的変化

0．015

0．08

O．2 　α6　　0．8　　1，0

一亡（ノa6ec）

第6図x－・における・（正孔盤）と募（蹴）

　　　　　の時間的変化

δκ2はかなり大きい．δ2η／δX2をtに対しとってみれば

第7図のようになっていよう・それで最初のステップで

　　　　　　　　　　　　　　　　近似式
　　　　　　　　－－’t
　　ol　　　　tt，一△t＿t2　　　　ts　　　　t4

磯

　第7図　イニシャルステップの近
　似における梯形則と矩形則の比較

この誤差が伝播する可能性が生ずる．そもそも第7図の

ような曲線で急激な立上がりを示す部分の近似積分に梯

形則を使5のが無理なので，ここはむしろ

　　　　纂一圭（η1一ηo）

塑＋塑
　　　　δx2　δx2

　　一差（η一丁・）

を不用意に使うと

δ2η、／δx2は大きく

出過ぎ，つぎのス

テップでδ2η2／δκ2

が小さく出過ぎ，
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　　　　として矩形近似をとった方がよいと思われる．

　　　　実際の計算でもはじめの一回だけはこの式を使

　　　　い，以後普通の方法に従った．

　　　　物理的に考えると，t＜0の時加えてあった

　　　　パルスがt－0で急になくなったとしたために

　　　　上記（δη／δめ炉oの不連続がおきたので，パル

　　　　　　　ー．！

　　　　スが　eTのように尾を引くと考えれば，上に

　　　　のべた不連続性も解消するものと思う・

　　　　　2．　球形原子炉の燃焼度計算

　　　　　電気試験所電力部の発電研究室において，天

　　　　然ウラン黒鉛型原子炉の燃焼度の計算を行うの

　　　　に，生研の微分解析機を利用することを計画さ

　　　　れた．以下にその依頼によって行った計算を紹

　　　　介する．
O．1　4

　　　　　（1）　中性子の拡散方程式

　与えられた炉とバックリングの等しい球形の原子炉を

考え，その燃焼度を計算する．球形とみなせば中性子東

分布を決める式が常微分方程式となり，微分解析機が容

易に利用でき燃焼計画に必要な，燃料の交挽配置換え

等も理想化された状態で容易に行うことができる．

　球形原子炉の中性子の拡散方程式は

　　　　裳＋難÷B2φ一・　　　（・）

　　　　　　　　B2－・癖1，・一∫：di・dt

　ここにτは中性子照射量（1021cm－2単位），　le。・は増

倍係数，M2は移動面積．
　原子炉は運転開始前ほ炉内で一様な組成をもっている

が，運転開始後は各場所のうけた中性子照射量に応じて

組成が変ってくる．このことを表わすために上の式で

ん。。やM2をτの関数の形に書いてあり，その関係は

燃料の核反応の過程を計算して求められるもので，第8

図に示してある．

　上の方程式で

αは境界条件を

満足するように

決められるべき

固有値である

が，その物理的

意味は次の通り

である．実際の

炉では反応度に

余裕を持たせて

xfO

　　　　　　　　　0　　　1　　　2　　　5　　　4　　　5

　　　　　　　　　　　　　　　－一τ

　　　　　　　　　第8図　中性子照射量τに対する
　　　　　　　　　　　　　1／M2，　le。。／M2の変化

作ってある．っまり炉を臨界の大いさより大きく作って

おき，適当な吸収体を挿入して平衡を保たせる．このこ

とに対応して炉内の特性を変えずに，分裂当りに発生す

る中性子数が減ったものと考え，解φが存在するように

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11
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αを調整する．　一’MSihaは実効倍率とでもいってよかろう．

　（7）を解くにあたり，運転を始めてから，一定時間］t

おきの解を求める．この際その時刻において轄系は定常

であるとみなすわけで，一種の断熱的取扱いを行ってい

ることに相当する．この場合k・・，M2などを場所の関

数として決めるために，各点のその時刻までの中性子照

射量τ・＝∫φdtを算出しなければならない．この積分値

　　　n－1
をτ＝＝Σφ“dtによって近似する（第9図）．

　　　ie・o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　実際の計算に
φ

　　　　　　　　　　　　　　　　　あたって設定し

　　　　　　　　　　　　　　　　　た今一っの条件

　　　　　　　　　　　　　　　　　は，炉の中心部

　　　　　　　　　　　　　　　　　で中性子束を平

　　　　　　　　　　　　　　　　　坦化したことで

　　　　　　　　　　　　　　　　　ある・炉の半径

　　　　　　　　　　　　　　　　　R，（反射体節約

　　　　　　　　　　　　　　　　　を考慮した）の

中3
屯

≠o

中f』t

中2

o　　t1　t2　t3 t4　　t

第9図・一迹?早@dtの計算に恥た

0＝

⑳万φ

　で野7瓦近＝

0＝で＝7

半分の所まで一

定とみなした．

（8）

（9）

　またφの規格化条件を次のように決めた（本童の終参

照）

　　　　・蚤でφ一・　　　⑩
　こうすると中心部の照射量はdtごとに一定量ずっ増

加する・この増加量をdτ・・　O・3にとった．中心部の中

性子束1・8×10i3　cm『2　sec－1とすれば，∠t－・O．5年に相

当する．

　（2）計　算　方　法

　微分解析機で（7）を解く際，第2項　　　　　　rOo　500

の罪／・の演算は朝の害騰が

あれば問題ないが，積分機だけで行

うには，いわゆるフィードバック接

続を用いなければならぬ（r・＝Oまで

求める場合）．この方法は結線を不

用意に行うと不安定を生ずることが

報告もされ，われわれの所でも経験

した．それで取りあえず以下にのべ

る変換によって，これをさけた．し

かし計算完了後，試験的に実施した

結果ではその心配はなかったので，

今後の計算には活用できると思う．

　ところでわれわれの問題では，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　第10図r＝0　のところまで解く必要はない

から，独立変数に対数スケールを用
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いて

　　　　ρ・＝10gr

　もとの式は次のように変換される．

　　　　鐸＋嘉＋・叩α筆ユφ一・

　結線に容易な形に積分すれば

　　　　嘉＋φ＋∫φd∫（αk。。　　1M2　M2）d（ぜ）一・

　結線図を第10図に示す．

時に・。＋、一∫’”＋’nn“’1

（11）

（12）

この結線で上式を解くと同

　　　　　　　φdt≒Σφ‘dt　＝Σ　¢，　At＋φ。　Atを求め

　　　　　o　　　　　ゴ譜O　　　　i＝o
次のステップの際の入力に用いる・φ。　dtを加える際，

中心部でd・－0．3にとったので，ギヤ比を0．3×塑
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　60

×去＝＝去にとってある．縦求める時・の大きい方か

ら内側にむかって解いた．これはeZPによる誤差の累積

を防ぐ意味でやむを得ないがφを規格化するための手間

が一回余分に必要になる．

　機械の結線の誤りその他を確かめる意味で，t＝oの

時の解を求めて解析解と比較した．また規格化のための

解を求める時に，精度（再現性の意味での）を調べてみ

たが，固有関数で0・5％，固有値で0・1％程度のバラッ

キがあった．

　（3）種々の燃焼計画に対する方法と結果

燃焼計画に応じて次の三通りの計算を行った．

1）燃料の交換を行わず，出力がとれなくなるまで，

　　燃焼を続けた場合

2）燃料がある所まで燃えたならば，これを取り除い

　　て新しい燃料と交換し燃焼させた場合

3）燃料をある値まで燃して，炉の中心と外側の部分

　　を反転し，燃焼を続けた場合

fOθ　　100　　　　　120100　500　　　　　　　106　iOO

篭年△tp　　　　R％・㌃》△t　　　　量勉七P中
　　つト壌

C・Σ伽t

十十

勿 塑 Σ

一十

茎
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｛
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妬
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に解く結線図
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　1）　についてはすでにのべたスケジュールで計算を進

めればよい．固有値αの変化を求め，これがXe，　S〃Z

による妨害作用に打ち勝てなくなる所で燃焼が終るとし

た．すなわちα〉αp－0．977になる所までである（第

11図）．また中性子束の変り方を第12図に示す．運転

0．98

oこ0．97

中

o．96

O．95

　　　　　0。5　　　　　　t．0　　　　　　1．5

　　　　　　－一司PT中　，v

第11図　燃焼進行にともなう固
　　　　　有値αの変化

100

50

の初期は，内側の

le　・・が増加するた

め中性子束が一時

急になり，後々。。

の減少とともに平

坦化する傾向を示

す．

　2），3）にのべ

た交換操作は入力

卓に工夫を施すだ

けで，簡単に実施

できる．まず2）
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　　第12図　燃料進行に伴う中性子分布の変化

の場合である．これは中性子照射量がある値に達した部

分を，順次新燃料と交換してゆくという理想化操作を考

えれば，入力卓に第13図のような曲線を用いて実現で

　d6．－t

　M2
　x2Jo6
　　t
　　「

　　100

一一一 ﾑ
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　　第13図　燃焼交換操作をあらわす入力曲線

きる．図の（i）（ii）（iii）はそれぞれτ一1。23，1，42，

1．50の時に新燃料と交換することを示す．　これらの計

算はJ）の計算の途中から行ったのであるが，交換後の

計算は簡単のため・α＝0・977すなわちXe，　Smの妨害

作用を乗り切るだけの反応度を持たせて行った．このた

め中性子束の平坦になる点が移動するが，その点が炉の

半径の半分以内に入らぬ限り，燃焼は続くものとすれ

37

ば，燃料交換の時期が上記のいずれであっても，燃焼は

可能である．

　3）　の燃料の反転は次のように行った．中心部のτ＝

1・2の所までは（1）の計算を用い，ここで反転を行う．

この際反転前の座標アの部分は，反転後　（R。3－〆）§に

移ったとする．ただしR。は実際の炉の半径．その結

果，炉内各点の中性子照射量は第14図に示す4の曲

線から，4ノの

状態に変る．

このように反

転した曲線を

第10図の左
上の入力卓に

用い，反転直

後の中性子束

を求める．以

後はこれまで

と同じ方法で

進める．その

結果炉内の燃

1．5！

卜
50

　　　600

第14図
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謁司

　　燃料反転前後における櫨内
各点の中性子照射量（4－・4ノが

反転を示す）

焼がかなり均一に行われることが分る．

　なおこれらの計算すべてについて，中性子東中の規格

化条件は，正確にいえば（10）の代りに∫φ　Zf　r2drでおき

かえるべきである（熱出カー定の条件）．われわれの解

析機ではΣ，（τ）を導入するための入力卓が不足して実

現できなかったのは残念である．しかしこのように規格

化条件を変えても，各段階の解φは全体として常数が

掛かるだけである（φの方程式が線型だから）・　それ故

前の計算でdτを一定にとって計算を進めた際，litも

一定とした考え方を変えて，4τは…定だが，atはφの

規格化常数に逆比例して長くなるとみなせば，前の計算

はそのまま生きる．この場合中心部のτは運転時間tと

比例しないことに注意を要する．

　§2の計算に対しては，電気試験所後藤所長，山田部

長，竹越氏ら電力部の方々のご協力を得たことを厚く感

謝する．　　　　　　　　　　　　　　（1958．1。16）
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