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はりがねのヤング牽の温度変化の測定と

それに件う諸問題
松　沢　喜　一一　郎

1　はしがを

　まず普通にヤング率を測る

ことから考えてみよう。第1

図において，力Fを加えて

　鉄のはりがねのヤング率とその温度変化を、たわみ

振動を用いて測定した。精度は少しわるいが簡輩に測

れる方法である。実際に振動させてみると面白い現象

どもが現れるので、その原因も探究した。

棒がdlだけ伸びたとすればヤング率Eは

　　　　　　F
　　　E＝Al　　……………・・…一………（1）

　　　　T・A
である。従つてヤング率を測定するには，引ぱつて伸び

を測ればよいのだが，一般にdlは非常に小さい。第2

図のように「たわみ」にして，　角度θに着目してもや

はり小さい。これらを測るには，ダイヤルゲージで伸を

測つたり，望遠鏡とスケールで角度を測つたりする簡単

なやり方から，機械的挺子で増巾したり，光の干渉を利
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用して光の波長の十分の一の変位まで読むという物すご

いのまであるが，装置も大げさになり，測定者の苦心も

多い。更にヤソグ率の温度変化を知りたいとなると，普

通金属では1°Cあたり10－4の桁位だから，ヤング率

そのものx値を4・5桁位求めねばならなくなり，いよ

いよ大さわぎになる。以上のように一定の力をかけて測

る方法は静的測定法といわれ，あとで触れるようにいく

つかの長所も持つているが，次にのべる振動的測定法に

比ぺて，ひどく不利である。更に，静的測定法では一寸

と手の下しようもない事からが，振動法だと簡単に測れ

てしまうこともある（例えば10－4位の歪の所で，応カ

ー歪の直線関係からの10－4位のずれを測れる（第11図

参照）。

第3図

　第3図のように両端由自

の棒をたわみ振動させる。

基本振動の固有振動数をf

とすると

　　　E－（摺1ρ÷一…一一e……（2）

但し長さ’，密度ρ，試料断面の回転半径kである。

密度や長さは相当な精度まで簡単に測れるが，実は振動

数も大した困難もなく精度よく測れるものX一つなので

ある。従つてヤング率は相当な精度まで簡単に求まるこ

とになる。

　こ！・，に述べる方法の外に，たて振動を用いたり，第3

図のような基本振動だけでなく高次の振動を用いたりす

る方法もあり，また試料を振動させたり振動をピックア

ップする方法にも色々あり，それぞれ測定目的や要求精

度，試料の種類や形などによつて適当に撰ぶ。

　振動法の特長は，精度がよいことの外に，変形が小さ

いことである。応カー歪曲線は一般に直線ではないか

ら，静的方法では，原点に近い直線部分をうまく測るた

めに苦心するが，振動法では，小さな振巾のところで固

有振動数を測るだけでよい。振動法の他の特長は，変位

の粘性部分を測り込まない（正確には，緩和時間と振動

周期との関係で，測り込んだり込まなかつたりする）こ

とである。試料に荷重をかけると，まず一定量だけ瞬聞

的に伸びるが，そのまX荷重をかけ続けると，更にそろ

りそうりと伸びてくるcreepという現象が，例えば高’

分子物質などにけん著である。静的測定法では，いくら

急いで測つてもそろりそうりと伸びる部分を少しは測り

込んでしまう。振動法には一応その心配はない。更に，

静的方法で絶対まねのできないことは，振動数の函数と

してのヤング率（分散）を求めることである。

　では静的測定法は全然無能かというとそうでない。早

い話が，ヤング率の分散を非常に低い周波数にまでわた

つて知りたい場合は，静的にも測らねぽならぬ。一般に

ヤング率を測る限りでは動的方法がはるかに優るが，静

的方法は，例えば荷重一一伸び曲線とかcreepを測る

のに，有能である。

2測定装置

　直径約3ミリの丸い鉄のはりがねの，ヤグン率とその

温度変化を，数％の誤差で測定することを目標として，

第4図のような装置を作つた。測定を1COO舟あたりで

行うため，試料の長さを約12．5cmとした。試料の下

のコイル形の画は，レシーバーの電磁コイルである。発
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振器の・ミリコンを回すと，試料の固有振動数のところで，

増巾器のうしろのメーターは振れて，第5図のような共
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第5図のようになるはずだのに実は第6団のようになる

（数値は，ことがらの目当を与えるために，大たいの値

　　　　　　　を示す）即ち，双峰性であり，しかも

　　　　　　　一一つ一つの山は必ず周波数の高い側の

　　　　　　　斜面がなだらか（非対称）である。

3双峰性
　例えば第7図のような楕円型の断面

をした均質な棒のたわみの強制振動を

考えてみよう。長軸Xの方向の駆動

力を加えると，振動の変位はX方向

に励起され，そのmodeの固有振動

数（基本振動）fxは

第4図

／

コンデンサー目盛

第5図

鳴曲線が得られるはずであり，バリコン目盛から試料の

固有振動数が求まり，（2）式を用いてヤング率が得られ

る。ヤンぐ率の温度変化を知るには，固有振動数の温度

変化を測る。そのため振動部分を恒温槽に入れるのだが，

固有振動数の温度変化はかなり小いので，このまXでは

発振器の不安定さのために測定できない。一般には可変

発振器の周波数を標準周波数で較正（ブラウン管でリサ

ジユ図を画かせ，または混合して捻を聞く）しながら測

定するのだが，筆者は安直法として，第4図のように試

料を二つ並べて，一方は室漁のまXにしておき，二つの

試料の固有振動数の差を発振器のバリコン目盛iで読むよ

うにした。この場合，二つの試料の固有振動数が近い必

要があるが，一本の長いはりがねから同じ長さになるよ

うに注意して切り取つたら，うまくいつた。（離れ過ぎ

ている場合には，低い振動数の試料の端を一寸と欠けば

よい）

　このように試料自身を周波数の標準にすることは，一

つの便法であつて，正式には標準周波数発振器を使うべ

きである。早い話が，振動持続時間によつて固有振動数

が変iる試料の場合など，何を測つているのかわからなく

なる。しかし筆者の場合は，標準周波数発振器が手もとに

なかつたこと，測定値の要求精度がルーズなこと等から，

この方法をとつたが，実際上不都合な点は全然なかつた。

　まず一本の試料をぶら下げて共鳴曲線をとつてみた。
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E－
撃券ﾋ・（ai／／）ゴ・……・・…・・一…（3）

であり，また短軸Yの方向に駆動力を加えると，変位

はY方向に起り，その固有振動数んは

E－
撃穴增E（14b／2）ゴ・……・一一・（4）

であることは，当り前な話である。では，X方向と任意

の角度θをなすZ方向の駆動力を加えると，どんな振

動が起るかというと，Z方向の力をXとyの方向に
ベクトル分解した成分が，それぞれ固有振動数んで変

位方向Xの固有振動のInodeと，固有振動数んをも、

つ変位方向Yのmodeとを励起するのである。従つ
て，駆動力の周波数を変えると，んとんの両方の共鳴

が現れ，もしa＝vbなら見かけ上双峰となる。このこと

は実験事実としてかなり知られている。

　筆者の扱つたはりがねの断面は，直径を測つてみると

楕円に近い形だとわかつた。従つて双峰になつても不思

議はないが，単にキカ学的に円でないことだけではなく，

場所によつて密度がちがつていることなども効いている

のかも知れない。

　試料をまわして（第7図のθをパラメターとして）共

鳴曲線をとつてみると，二つの固有振動数は測定誤差の

範囲でθに無関係であり，また二つのピPtクの高さは・

θによつて第8図のように変つた。このことは上に述べ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7
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た考で簡単に説明がつく。そこで，はりがねのヤング率

やその温度変化を測るには，一つのピークが充分低いよ

うな角度にまで試料をまわして，も一つのピークだけに

着目すれば充分であることがわかる。

4　共鳴曲線の非対称

　例えば，一端噛みしめ一端自由な棒の強制振動では，

その共鳴曲線が非対称になり勝ちなことはよく知られて

いるし，また，両端自由な棒の振動でも，強制力を与え

る駆動装置や，振動をピックアップする受振装置と，棒

との相互作用が大きい場合には，共鳴曲線が非対称にな

ると云われている。また，振動棒の材質の応力と歪とが

比例関係から外れている場合にも，共鳴曲線がゆがむこ

とはよく知られている。筆者のはりがねの場合は，最後

のものが原因であると思われるが，これについて以下少

し考えてみよう。
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第9図　鉄棒（27．Ocm　x　1．5cm×0．30　cm）

　　の第1上督たわみ振動の共鳴曲線

　筆者はさきに，鉄棒を糸で吊し，共鳴曲線をとつてみ

た所，振巾が小さい場合にはきれいな形となるが，第9

図右のように振巾が百分の数ミリ位になると，非対称が

はつきり現れた。ところが，振巾を一定に保つように駆

動電圧をかえて，電圧の逆数対周波数のグラフを画いて

みると，第9図左のように，対称になるばかりでなく，

形も理想的な線型振動系の共鳴曲線（1）と同じになつた。ll

線型の場合も厳密には対称ではないが，共鳴が鋭くてま

た共鳴のすその方を問題にしないならば，対称と考えて

よいのであつて，こNで議論している非対称は，線型の

場合の非対称に比べて，はるかに大きいものなのである。

一自由度の線型振動系の強制振動の微分方程式は

　　莞十2㍑十ax＝Fcosω’・・・・・・・・・…　鱒・・・・・・…　。・。・（5）

であることは衆知の通りだが，材質の応カー歪関係が

非直線的な棒の振動を表すものとして，例えば

　　　莞十22rオ十αx十βx3＝F　cosω’……　……　…（6）

という微分方程式を持つてきてみよう。左辺の第1項と

　8
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第3項に比べて，第2項と第4項が充分小いと仮定して

近似法で計算した解は，上に述べた実験事実を見事に説

明するのであるが，計算に興昧のある方は文献②を参照

して頂くことにして，こXでは，上に述べた実験結果か

らすぐ出てくる一つの結論を述べる。

　第10図のように，駆動カー定で振巾対周波数で画い

た共鳴曲tw　LKMにおいて，頂の点Kの標座標ωδ
は，振巾bに対する固有振動数であると普通に定義す

越勤力
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第10図

妨

る。一方ωbはまた，振巾を一定値bに保つて駆動力

対周波数で画いた共鳴曲線の谷底にあたることは，一寸

と考えればすぐわかる。そこで振巾対固有振動数のグラ

フを求めるには，LKMのような共鳴曲線を，駆動力を

パラメター一としていくつも画いて，その頂を連ねればよ

いのだが，実はもつと簡単に，一つの共鳴曲線を画いて，

その横巾を二等分する曲線（LMの中点Nの軌跡）を

画けば，それは振巾対固有振動数のグラフになるのであ

る。その理由は，振巾をr定値aに保つて駆動力で画

いた共鳴曲線（第10図上）一それが対称であることは

すでに知られている一において，LとL’，　MとM’

は同一点であるが，L’M’の中点N’の横座標は，対称

性によつて谷底の標座標（即ち振巾aに対する固有振動

数）に一致するからである。以上のことは，非線型性が

小さい場合に成立するのであつて，大きい場合には上の

ように簡単にはゆかない。

　第10図下のような共鳴曲線を二つとれば，その横巾

の二等分曲線は，当然互に一致すべきであるが，第11

図の通り，実測でもよく合つている。図中のα，βは

（6）式に出てくるものと同じであり，Aは圃㎜・であ
る。

　話が横にそれてしまつたが，はりがねの場合も，充分

小さい振巾で振動させればよいのであり，また振巾が大

きい場合には，共鳴曲線のゆがみ工合から，振巾による

固有振動数の変化の分量の見当がつく，ということなの

である。
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第11図

　この測定はワイヤロープ（径9ミリ）を構成する鉄の

はりがね一本の真直ぐなものについて行つた。試料と，

駆動受振用の電磁コイルの間隔は，仮りに5ミリとした。

これが1ミリちがうと，見かけの固有振動数の変化は，

1～2x104位であつた。試料の振動振巾は百分の数ミ

リで，充分小さい振巾の固有振動数と，この振巾の固有

振動数との差は，1×10－4ないしその数倍であつた。室

温は30°C位であつたから，恒温槽の温度を50°Cまで

上げると，固有振動数は3x10陶3位かわる。従つて，上

に述べた測定法による固有振動数の変化は，悪くすれば

数％の誤差の原因になる。測定の一例を第12図に示す。

κ耀だ〃864

目盛　　．雛

乏4イ沼塑喫

、忽鯉勿瀞薪
　度〃温86420

第12図
図の点のばらつきは，発振器の周波数の不安定さが原因

である。数個の測定の平均は一一1．51×10－4ノ゜Cとなつた。

　固有振動数の温度変化から，ヤング率の変化を出すに

は，線膨脹係数が要る。しかし後者は前二者より一桁小

いから，前者の測定誤差を考えると，表に出ている膨脹

係数をそのまX借用して充分である。

　　　（dl／de）／1・　：O．10　×　10－4　　　但しθは温度゜C

とすれば

　　（dE／de）／E＝2（4／dθ）ゲ＋2（di／de）／1＝－2、82　x　lo－4

　　なおEの値は（3），（4）式を用い，平均1．94×1012

dynelcm2であつた。　Eの誤差は士1％位と思われる。

　本研究は本所鳥飼安生先生の御指導の下に行つた。非

線型微分方程式については末岡清市先生（当研究所第1

部）に，また共鳴曲線非対称の実験については河合平司

33

先生（小林理研）に御指導を頂いた。こxに謝意を表す

る。（1953．1．7）
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