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内容梗概

本論文は､筆者が1970年代後半から80年代後半にかけて研究開発した整数剰余環上の誤

り訂正符号に関する理論とその応用に関する技術について､これを再度全体的に見直し,若干

の修正と説明の追加および今後の展望を加えてまとめ直したものである｡

情報を符号化して通信する際に､通信路(記録媒体も含む)で生じた符号誤りを受信側で

訂正できるように､もしくは検出できるように､通常､冗長性を付加した符号化が行なわれ

る｡誤り訂正符号技術は,そのための符号化法や復号法に関する技術である｡また､そのよう

な符号化法や復号法あるいは符号の性能評価に関する理論を単に符号理論と呼ぶことも多い｡

誤り訂正符号技術は,大量のマルチメディア情報を高速に通信し,蓄積し､処理するこれか

らの高度情報化社会において､信頼性の高い情報通信を行うために必要かつ不可欠な技術である｡

さて､従来よく研究されてきた誤り訂正符号の大部分は､理論的にみると一般には有限体

GF(q)の上の符号であり,符号語間の距離はHamming距離に基づくものが殆どである｡そ

してその理論的体系もある程度確立されてきている｡しかしながら､符号の構成法としては必

ずしも有限体上に限る必要はなく､通信路における符号誤りの発生の仕方にマッチした距離構

造を持つ符号が､有限環など他の集合の上に構成できるのであれば､従来とは異なる新たな性

能のよい符号の構成法を確立できる可能性がある｡
一方､現実の基幹通信システムは近年益々大容量化を迫られ､高密度のデジタル通信技

術を色々と駆使して大容量化を達成する必要性があった｡ 80年代初頭､周波数有効利用の

観点から高密度化の進むデジタルマイクロ波無線(DMR)通信システムにおいても､その特

性改善のために､変復調技術を含め何がしかの抜本的対策が望まれていた｡そこでは必然的

に多値信号が採用されており,信号点間の距離に配慮した信号設計が課題となりつつあった｡

本論文ではこれらの状況を踏まえて､新たな符号として整数剰余環zq - Z/(qZ) (integer

residllering modulo q)上の符号を提案し,まずその符号の構成法に関する手法･理論を導い

ている｡その際､整数剰余環zq上の線形フィードバックシフトレジスタの性質に関する解析

結果をベースとしている｡符号語間の距離としては､Lee距離を採用している｡これは､符号

の適用対象として高密度の信号空間を考慮してのことである｡ついで､この符号を現実の回

路としてインプリメントするための手法を述べ､符号器･復号器の構成法を導いている｡更

に､この符号を大容量の通信基幹回線に適用する際の手法について述べており､高密度の信号

点間の距離に配慮した効率的な符号系の構成法を提示している｡具体的には差勤符号化多値

QAM(Quadrature Amplitude Modulation ;直交振幅変調)方式を採用している大容量のデジ

タルマイクロ波無線通信システムへの適用である｡そして､その符号系の良好な特性評価結果

も示している｡

以上の結果､本論文で導かれた整数剰余環上のLee距離に基づく符号は､ DMR通信分野の

製品に世界で最初に採用された誤り訂正符号となった｡更に言えば,有限体に限らず､有限環

の上でも実用的でかつメリットのある符号系を構成できることが理論的にも実用的にも提示



されたことになり､今後の現実のシステムに導入する符号系の選択肢が更に広がったともいえる｡

本論文の第1章では､まず符号理論研究の歴史的流れや実用化の状況に簡単に触れた後､本

研究が生まれる背景と動機並びに研究の目的について上で述べた事柄を更に詳しく述べている｡

第2章では､上記整数剰余環zq上のLee距離に基づく誤り訂正符号の具体的な構成法を導

いている｡まず符号構成上の観点から､整数剰余環zq上の線形フィードバックシフトレジス

タの性質について考察し､これを拡大環の表現法につなげて､符号構成上の有用な結果をいく

つか導いている｡つまり拡大環における剰余類に関するいくつかの性質を導いている｡つい

で､これらの有用な結果をもとに巡回符号の概念を拡環した形で環zq上のLee距離に基づく

誤り訂正符号を導き､ 1重Lee誤り訂正符号､ 2重Lee誤りの殆どを訂正する準2重Lee誤

り訂正符号､および2重Lee誤り訂正符号について､それぞれの構成法並びに復号法を与え

ている｡更にはその一般化への試みとその展望についても記している｡

第3章ではこれらの符号をインプリメントするための手法を導き､符号蕃･復号器の構成法

について､例題を用いながら述べている｡そこでの構成法は､第2章で述べた環zq上の線形

フィードバックシフトレジスタの性質と符号の構成法に基づいており､符号券･復号器が線形

フィードバックシフトレジスタを用いた白魚な形の手法に従って構成できることを示してい

る｡そしてBCH符号など有限体上の符号をインプリメントする場合との違いに重点を置いて

述べている｡また高速化の観点からその並列処理法についても論じている｡更に､実際に開発

し実用に供した2重Lee誤り訂正符号のLSIについても紹介している｡

第4章で臥得られた環zq上の誤り訂正符号を現実の高密度デジタル通信システムに導入

する際の技術について述べている｡具体的には大容量のデジタルマイクロ波無線(DMR)通信

システムへの応用について述べている｡ DMR通信の世界へ誤り訂正符号を導入するにあたっ

ては､変調系との親和性を保つことによって､符号の持つ能力を最大限発揮させる必要があ

る｡高密度DMR通信での信号の変調方式としては,高密度の点から通常､差動符号化多値

QAM方式が用いられるが､この方式に誤り訂正符号を導入するには､差勤符号化と誤り訂正

の位置づけ､符号ビットの割り当て､システム構成,更には､電力有効利用の観点から､信号

点配置を原点の周りに円形上に取ったときの誤り訂正符号の巧妙な構成法といった様々な手法

を導く必要があった｡本論文では､これらについて明らかにすると共に､この符号系によって

改善された通信システムの特性評価についても解析し,良好な結果を得ていることを示して

いるoそして､本論文で導かれた整数剰余環上のLee距離に基づく符号が､ I)MR通信分野の

製品に世界で最初に採用された誤り訂正符号となったことを述べている｡

最後に第5章では､まとめとして､本研究により､整数剰余環zq上のLee距離に基づく誤

り訂正符号の構成法が導かれたこと､その符号を用いて高密度の信号空間における効率的な

符号系の構成法が提示されたこと､およびそのことが有限体に限らず､有限環の上でも実用的

でかつメリットのある符号系を構成できることを意味していること､などを結論づけている｡

そして今後の現実のシステムに導入する符号系の選択肢が本論文によって更に広がったとして

いる｡また､最近の動向を踏まえた今後の展望についても考察している｡
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第1章　序　論

1.1　本研究の背景と目的

高度情報化社会への急速な進展に伴い,大量のマルチメディア情報を高速に通信し､蓄積し､

処理する技術/システムが開発されて来ている｡誤り訂正符号技術は､これらの技術を支える

一つの重要な技術であり,各種の通信システムや記録システムの信無性向上を主たる目的とし

た,情報の符号化法に関する技術である｡単に符号理論と言ったときには､この誤り訂正符号

の符号化法やその性能限界に関する理論を指すことが多い｡符号理論に関する研究は､ 1948年

に発表されたC.E.Shanno可1]の有名な論文, 〟 A MathematicalTheory of Communication "

に始まる｡そこに記された通信路符号化定理においては､通信路(記憶媒体も広い意味で含む)

での符号誤りを限りなく零にできる符号が,一定の条件を満たす符号の中に存在するという事

が示されている｡その条件とは､符号の中に占める情報部分の割合(ピット/記号)が､各通

信路固有に定まる通信路容量(ビット/記号)より小さいという条件である｡以来､このよう

な理論的限界を満たす符号を求めて､通信路上で生じた誤りを訂正もしくは検出する符号を構

成する試みが数多くなされ､その過程で多くの優れた効率的な符号が構成されてきた｡ 1950

年のHamming符号を始めとして,巡回符号､中でもBCH符号､ Reed Solomon符号､更に

は代数曲線符号,畳み込み符号/Viterbi復号法､トレリス符号化変調方式等々の理論的･方

式的研究成果は符号理論の中でも代表的なものである【2]刊｡

これらの成果は､先ずは宇宙通信や衛星通信への応用を皮切りにして､その後の情報のデジ
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タル化の波に乗って､あるいはまた､複雑な処理をワンチップ化するLSI技術の発展を背景に､

データモデム､移動体通信､半導体メモリ､更には,マルチメディア情報を高速に通信する大

容量の基幹通信回線､磁気ディスクあるいはCD(Compact Disc)やDVI)(Digi七alVersatile(/

videt') Disc)を含む光ディスクなどの記録媒体､等々の様々な分野で実用的な研究開発を促

し,信頼性の高い情報通信を行うのに必要不可欠な技術として応用されてきた｡そして､今な

お､マルチメディア情報通信システムの高度化･高信頼化に向けて､更に性能の良い符号化方

式を求めた理論的･実用的研究開発が進行中である囲｡

ところで､これら従来よく研究されてきた誤り訂正符号の大部分は,理論的にみると､一般

には有限体GF(q) (q-pm :素数pのべき乗)の上の符号であり､その理論的体系も確立

されてきているoしかしながら､ qを法とする整数剰余環zq - Z/(qz) (imieger residue ring

moduloq)の上の符号については､ m≠ 1のときには､環zqが一般に零因子をもつことによ

る数学的な取扱いの困難さや､メリットのある適当な応用の場を見出すことの困難さと言った

ことから､これまで符号理論の主流的な研究の流れからは遠ざかっていたように思われる｡し

かしながら-そのような流れの中にあっても既に70年代の頃から､環zq上の符号の検討結

果が細々ながらも少しずつ現われ始めていたと考えられる閏-【12】｡

1938年には､ M･Hal1[6]による､ Zqの上の線形再帰系列に関する幾分調査的ではあるが先

駆的な研究が見られるものの､環zqの上の符号の研究が現れるのは.60年代後半からである.

環zqの上の符号としては､ Zqの性質からいって､符号語間の距離が､ Hanming距離に基

づくものと､ Lee距離に基づくものとの2通りを考えることができる｡前者については70年

代にBlake l7]【8],ついで, Spiegell9]flO],そして､ Shankarl11]らがその構成法を示している｡

そこでは-従来のBCH符号やRS符号に似せて, Hamming距離に基づいたzqの上の符号

を構成することが試みられている｡しかしながら､巡回符号を構成することに限定しているた
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めに､有限体上の符号と比較したとき､符号の効率性などの面から､有限環の上で符号を構成

することのメリットがあまり明らかになっていないように思われる.一方,後者の符号は,前

者に類似した性質をいくつか持つものの,前者から直接的に導くことができないので,独自の

検討を必要とする.後者の例として60年代にBerlekmpr31の導いた負巡回符早(negacyclic

cod･e)がよく知られているが,これはqを素数の場合(m-1の場合)に限っており,従って

結局は環というより有限体の上の符号となっている｡一九宮川等t12]は70年代の中頃,義

小Lee距離が3あるいは4の符号を計算機で探索して構成する手法を与えていたD

これらの研究を背景に,もしくは,それらに前後して, 70年代の後半頃から中村[15日23]

も､整数剰余環zqの上の符号､中でも特にZ2-上の2重Lee誤り以下の誤りを訂正する

符号について検討し､その一般的な構成法をこれまで提示してきた｡そして,その応用の場

として､大容量の基幹通信回線としてよく利用されてきた地上のディジタルマイクロ波無線

(Digi七alMicrowave Radio(DMR)通信システムへの効率的な適用を提示し､現実の符号系と

して開発してきたf30日361｡また他機関でのDMRの研究開発にも利用されてきたt37]｡その

後､これらの研究に触発されて,金子らt27][28】も､ Lee距離符号の一般化への検討を進めて

いる｡また,理論研究としては,環zq上のHamming距離に基づく巡回符号の構成法と復号

法というShankarl11]の流れを汲む研究も依然として理論的整備の観点から続いている【14]｡

更に､ A.a.Hammonsら【13]によって環Z4の上の線形符号と有限体上の従来の非線形符号と

の関係が明らかにされている｡一方,大容量の基幹通信回線に応用する符号として,その後従

来のBCH符号､畳み込み自己直交符号あるいはReed Solomon符号などを一定の条件下に利

用した研究開発も報告されている【41日45].

本研究の第1の目的は,上記整数剰余環zq上の符号について､筆者がこれまで検討して得

られた理論的成果に関し､整理し纏めて提示することにある｡つまり､有限体に限らず､有限
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環の上でも実用的でかつメリットのある符号を構成できることを示すことにある｡本論文で

は,まず符号構成上の観点から､整数剰余環zq上の線形フィードバックシフトレジスタの性

質について考察する｡これは､有限体上の巡回符号が有限体上の線形フィードバックシフトレ

ジスタと密接に関連して構成されていることに着目し､その類似的な構成法がどこまで通じ

るかを確かめるためである｡ついで､そこで導かれた有用な結果をもとに巡回符号の概念を拡

張した形で環zq上のLee距離に基づく誤り訂正符号を導く｡すなわち, 1重Lee誤り訂正

符号,準2重Lee誤り訂正符号1,および2重Lee誤り訂正符号をそれぞれ導き､各々につい

て､その構成法並びに復号法を与えるo更にはその一般化への試みと展望について記す｡

本研究の第2の目的は､得られた環zq上の符号を具体的にインプリメントするための手法

について明らかにすることである｡環zq上の線形フィードバックシフトレジスタの性質につ

いての考察と符号の構成法から､符号のインプリメンテーションについては,環zq上の線形

フィードバックシフトレジスタを用いた手法が自然な形で導ける｡その実現法を明らかにする

ために､ BCH符号等の有限体上の符号のインプリメンテーションとの違いに重点を置いて説

明する｡また高速化の観点からその並列処理法についても論ずる｡更に､実用に供した符号

器･復号器のLSI開発例【35]を紹介する｡

本研究の第3の目的は,得られた環zq上の符号を現実の通信システム具体的には大容量

のデジタルマイクロ波無線(DMR)通信基幹回線へ応用する技術を明らかにすることである0

80年代初頭,周波数有効利用の観点から高密度化の進むDMR通信の世界では､その特性改

善のために､変復調技術を含め何がしかの抜本的対策が望まれていた｡このような中で､本論

文で導かれたLee距離に基づく誤り訂正符号が､ DMR通信の世界に始めて導入され､高密度

DMR通信の信頼性の向上に寄与した【311【33】【36】｡特に80年代初めのDMR通信において､

1 1重Lee誤りのすべてと2重Lee誤りの殆どすべてを訂正する符早
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多値化が16億QAM (Quadraもure Ampli加de Modulation)から64億QAMとなる段階で

は､所要CノNの改善と変復調回路(主にアナログ回路)の不完全性を補償する目的で､これ

らの研究成果としての誤り訂正符号技術は,スペースダイバーシティ技術と並んでDMR通信

にとって極めて重要な不可欠の技術となった【33】｡ DMR通信の世界へ誤り訂正符号を導入す

るにあたっては､変調系との親和性を保って､符号の持つ能力を最大限発揮させる必要から､

従来符号をそのまま直接的に用いることには問題があった｡高密度DMRでの信号の変調方

式としては,高密度の点から通常,多値QAM方式が用いられるが,この方式に誤り訂正符

号を導入するには､差動符号化と誤り訂正との位置づけ､符号ビットの割り当て､システム構

成､更には､電力有効利用の観点から､信号点配置を原点の周りに円形上に取ったときの誤り

訂正符号の巧妙な構成法といった様々な手法を導く必要があった｡本論文で‡£　これらの課題

についての解決策を明らかにすると共に､符号によって改善された通信系の良好な特性につい

ての評価も記す｡

本論文では更に､本研究で得られた符号とその応用に関連した結論と､最近の動向を踏まえ

た今後の展望についての考察を述べる｡

1.2　本論文の構成

第2章では,整数剰余環zq上のLee距離に基づく誤り訂正符号について､符号の定義､環

Zq上のフィードバックシフトレジスタの性質,整数剰余環の拡大とその表現法- 1重Lee誤

り訂正符号,準2重Lee誤り訂正符号､ 2重Lee誤り訂正符号の各構成法と復号法,符号構

成の一般化への試みと展望等について述べるo

第3章では､整数剰余環zq上の誤り訂正符号をインプリメントするための手法について述

べる｡すなわち, 1重Lee誤り訂正符号､準2重Lee誤り訂正符号, 2重Lee誤り訂正符号
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の各符号器･復号器の構成､符号化/復号処理の並列化,開発した2重Lee誤り訂正符号の

LSI等について述べる｡

第4章では､整数剰余環zq上の誤り訂正符号のデジタル通信系への応用について､高密度

デジタル通信系への誤り訂正符号の導入と課題について述べたあと,差勤符号化多値直交振

幅変調系にLee距離に基づく誤り訂正符号を導入することを提案し解析する｡

最後に第5章で､結論と今後の展望について述べる｡
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第2章　整数剰余環zq上のLee距離に基づく

誤り訂正符号

2.1整数剰余環zq上のLee距離に基づく線形符号　一定義-

本節では､整数剰余環zq - Z/(qZ)の上のLee距離に基づく線形符号[3]を定義する｡整

数剰余環zqは､簡単に言えば､整数間に自然数q(≧ 2)を法とした演算(mod q)が定義され

た集合である｡

定義2.1整数剰余環zqの任意の2元C, cJに対して､距離dL(a, C')を次式で定義する｡

dL(a,a/) -minicIC', C'-C (modq)) (2.1)

ここに,右辺のminは, zq上の減算C-clおよびcJ-C (modq)のそれぞれの結果rを

Zqの元として, 0≦ r≦ q-1の値で表現したとき,小さい方の値を選ぶ操作を意味する｡

ここで定義した距離を､整数剰余環zqにおけるLee距離とよぶo □

例2.1環Z8の2元2,7に関し､ dL(2,7)-mini2-7,7-2)-mini3,5)-3　　　□

このLee距離に基づいて,整数剰余環zq上のn次元ベクトル2間のLee距離並びに線形符号

を以下のように定義する｡

2一般に環Rの要素のn字組a'- (xl,X2,･･･,Xn) ∈ Rnに関して･それらの和やスカラー倍が自然に定義さ

れるが､ Rが体でなければ集合Rnはベクトル空間をなさない｡しかし,それはベクトル空間と類似の催質をもつの

で､本論文ではRnの要素を``R上のn次元ベクトル"とよび, Rの要素からなる行列との積によって一▲線形写像''

を表現することにする｡
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定義2･2整数剰余環zq上のn次元ベクトルC - (cl,C2,-,Cn)とcJ - (a/"Cも,-,cL)

の間のLee距離dL(a, CJ)を各要素間のLee距離の和として､

n

dL(a,CJ) - ∑dL(ci, Ci)

i=1

によって定義する｡

(2.2)

例2.2環Z8上の3次元ベクトルC - (1,2,7), C′-(7,5,6)に関し,

dL(a,CJ) - dL(1,7)+dL(2,5)+dL(7,6) - 2+3+1 - 6　　　　　□

定義2.3送信符号語Cと受信符号語C*との間のLee距離dL(a,C*)がiであるとき, C*に

紘"i重Lee誤りが生じている"というo有限体上の線形符号と同様に,有限環zq上の線形

符号Cを､次式によって定義する｡

a-ic; cH-0　(modq)) (2.3)

符号語長N,情報ディジット数Xの符号を(N,K)符号とよぶ｡ (N,K)符号Cを定義するた

めのチェック行列HはN行N-K列の行列であるo　符号Cの任意の符号語C∈ Cに関

し､任意のi重以下のLee誤りが訂正可能なとき,符号Cはi重Lee誤り訂正符号である

というo [コ



2.2.整数剰余環zq上の線形フィードバックシフトレジスタの性質 9

2.2　整数剰余環zq上の線形フィードバックシフトレジスタの性質

本節では､ 2･1節で定義された有限環zq上の誤り訂正符号を構成する準備として有限環zq

上の線形フィードバックシフトレジスタ(Linear Feedback Shi氏Register ;以後LFSRと略

す)の性質を明らかにする｡ LFSRの出力系列とも見なせる線形再帰系列に関しては､その

極めて一般的な周期性などの性質を調べる理論研究f6]が古くから行われてはいたが,符号構

成論的な工学的観点からのLFSRについての研究は50年代にはいってからであると考えられ

る【24][2]｡その後LFSRは誤り訂正符号その他に種々の=学的応用を持つことになるが,そ

の際考察の対象とされてきたものは､一般には有限体GF(q)の上のLFSRであり,整数剰余

環zqの上のLFSRに関する研究は, qが素数pの場合(即ち､ zqが有限体となる場合)を除

普, 70年代にはいるまではあまり見当たらなかったように思われる｡本節で紹介する筆者の

研究【17日20]が始まったのも70年代であるが,そこでは符号の構成･解析という観点からZq

上のLFSRのフィードバック結線を基本的なものに限り､その上でLFSRの性質をより具体

的な形で明らかにし提示している｡なお, Zqの上のLFSRについて論じることは､結局のと

ころ･次節で示す有限環zqの拡大環(Extension Ring)の具体的な構造あるも聴性質を論じ

ることにつながり,更には､その構造から誤り訂正符号の構成を考察することに,そして第3

章で見るように､より直接的に具体的な符号岩,復号器を構成する際の手段を考察することに

つながるD

図2･1にZq (q -pm ;pは素数)の上のLFSR (以後LFSR(Zq)と略す)を示す8 LFSR(Zq)

としては､他のタイプも考えられるが､結局の所図2.1のタイプを基本とする話に還元できる

ので､ここでは図2.1のタイプに限って話を進める｡図2.1において､ LFSRのフィードバッ

ク結線を決める特性多項式が次のように定義される｡
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sot sュt

st=(Sot, sit,_一一一,Sk_1t ) :時刻tでの状態ベクトル

10

fi,Sit　∈Zq

□ ‥q値レジスタ

㊨ : a(Dmed%q)

㊨ ‥ fi倍の乗算器
(mod q)

図2･1:環Zqの上の線形フィードバックシフトレジスタ(LFSR)

定義2A　図2.1において,特性多項式J(X)並びに縮約特性多項式　rf.(a)を次のように定

義する｡

i(I) - xk-jk_1Xk-1 -･･･-fix-fo

I(X) - xk -ァfkrlXk~1 ---,fix-,fo

rfi-fi (modr; r-pl (1≦.l≦n))

0≦rfi<r (i-0,1,-,k-1)

⊂コ

但し,

2.2.1　状態ベクトル(列)の分類

まず､図2.1で示した時刻七での状態ベクトルStを､レベルという概念で分類する｡

定義2･5 IJFSR(Zq)の状態ベクトルSi - (sio,si1, --,Stk_1)がレベル2'(0 ≦j_<m-1)

にあるとは､次のことを言う｡即ち､任意のi(0 ≦i_<k-ユ)に対しS芝がpjで割り切れか

つ少なくとも一つのiに対しS…がpj+1で割り切れないことであるDまた便宜上､零ベクトル

はレベルmにあると定義する｡ □
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ハU7-つム
U)U)U)

図2.2: Z4上のLFSRの一例とその状態ベクトル列

例2.3　図2.2にZ4上のLFSRの一例とその状態ベクトル列を示すo図のLFSRの特性多

項式はf(X)-X2-3-3で､またq-4-22よりm-2である｡図から分かるように,

集合G,･に属する状態ベクトルはすべてレベル3'にあることに注意｡ [コ

次に,状態ベクトル列iSt)もレベルという概念で分類する｡そのために､まず次の性質2.1

および性質2.2を導いておこう｡

性質2･l LFSR (Zq)の任意の状態ベクトル列(Si)が周期系列となるための必要十分条

件は, plo ≠ 0が成立することである｡　　　　　　　　　　　　　　　　　`□

(証明) LFSRの状態ベクトル列が周期系列になるということは,その系列の任意の状態ベク

トルから出発して有限クロックの間に最初の状態ベクトルに必ず戻る系列になっているという

ことである.｡これは､状態ベクトルの数が有限である事､任意の状態ベクトルS土からS叶1は

一意に決まる事､逆に任意の状態ベクトルSt+1からStが一意に決まるためにはpfo ≠ 0と

なることが条件になる事から成立する｡ □

性質2･2　L'FSR (Zq)において"fo ≠ 0が成立するならば､各状態ベクトル列iSi)

は､それぞれ,すべて同一のレベルにある状態ベクトルから成る｡ ⊂】



2.2.整数剰余環zq上の線形フィードバックシフトレジスタの性質 12

(証明) Sまがレベルjにあるとし､その要素sik_1がp3'+1で割り切れる場合と､そうでない場

合に分けて考える｡ sik_1がpj+1で割り切れる場合,次のクロックで状態ベクトルのレベルが

変わらないことは明らかである｡ sik_1がp7'+1で割り切れない場合､ plo ≠ 0の条件を用いれ

ば､ sA+1もpi+1で割り切れない｡そのため､この場合も次のクロックで状態ベクトルのレベ

ルが変わらないことが分かるoつまりSiとSi+1とは同一のレベルにある｡よって状態ベクト

ル列iSi)は､すべて同一のレベルにある状態ベクトルから成る｡

以後特に断らない限り　pfD ≠ 0とする｡

[コ

定義2.6　状態ベクトル列iSi)がレベルjにあるとは､ iSi)に属する任意の状態ベクト

ルがレベル2'にあることをいう.

次に､ LFSR(Zq)とLFSR(Zr) (但し､ q - pm , r -pm~i)との関係について述べる｡こ

れは､ mod pmの演算とmod pm-iの演算の関係に留意すれば容易に導ける｡

性質2.3　LFSR(Zq) (q -pm )の状態ベクトル列ISi)がレベル3'(i≦3'≦m)にあ

るならば､系列ip-ist)はrf (X) (但し､ r - pm~i)を特性多項式とするLFSR(Z,)のレベ

ル(i-i)にある系列である｡また,その逆も成り立つ｡

2.2.2　状態ベクトル列(または特性多項式)の周期

[コ

本節以降では話を簡明にするため､またあとの基本的な符号構成の話につなげる観点から,

LFSR(Zq)の縮約特性多項式pf(X) (pは素数)は､環zp上の,従って有限体GF(p)上の既約

多項式であるものとして話しを進めるoこのとき"i(X)の(最小)周期をM(pf)とすれば,

M(pf)の値はpk -1またはその約数に等しいことはよく知られている【2]｡

まず､状態ベクトル列の周期に関しそのレベルとの関係について見ていこう｡

性質2A LFSR(Zq)において､ 2つの相異なる状態ベクトル列が同一のレベルにあるな
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らば､両系列は同一の周期を持つ｡但し､逆は一般に成立しない｡

13

[コ

(証明) 2つの相異なる状態ベクトル列をUt, Siとする｡このとき､ UO - (1,0,-,0),

so - (53, 8g, ･･･,sDk_1)とし, SOはレベル0にある任意の状態ベクトルとしても一般性は失

われない(性質2.3参照)o次に式(2･6)､ (2･7)の場合と同様の意味で,記号,Ui"si, rs芸を

定義し､証明は帰納法を用いて行う｡まず系列IpUi), ipSilの周期が共にM(pf)に等しい

ことは明らか｡次に､ 1≦l≦mllとして､系列ipLUi),lpISi)の周期が相等しいものとす

る｡その周期をNlとしたとき､系列ipl+1UNLiとIpL+1SN弓は次のように表すことができる｡

pl+1UNL　- (1,0,-,0)+(TIoD,私-,私1)

A-1

pL+1SNL　- (pL'183,p,･182,･-,pl･1SDk-1)+∑釣i

i=0

但し, nFはoまたはplの倍数(<pl+1)となるある整数であって､系列l扉)はが-

(rloO,7藍･.･,戒_1)を初期状態とする系列である｡

式(2･8), (2･9)より､ ,70 - 0ならば､系列Ipl+1Ui)とIpL+lSi)の周期は共にNlに等しいo

またrlO ≠oならば､系列ip,+1Ui)の周期がpNlとなることは明らかであるoまた､訂(3)が

Zp上の既約多項式であることから､ 71i(i - 0,1,-,(k- 1))の各要素をすべてplで割った要

素からなるk個のベクトルは, zp上で､従ってGF(p)上で互いに線形独立であること､およ

びsT(i -0,1,-,(kl1))の中の少なくとも一つがpで割り切れないことから∑慧S輝が零

ベクトル(レベルpl+1以上のベクトル)になり得ないことも導ける｡これより､系列Ipl+1Si)

の周期は,系列IpL+1Ui)と同じくpNlに等しいことが導ける｡よって帰納法により､同一レ

ベルにある2つの系列の周期は等しいことが分かる｡なお､逆が成立しないことは,例えば図

2.2のLFSRをZ8上のLFSRとみなし,その状態ベクトル列の周期を調べると､ oレベルの

系列も1レベルの系列もその周期が2No(-2* (22-1) -6)となることから分かる｡　□
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次に､状態ベクトル列の各レベルに応じた周期を定義する｡
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定義2･7　Zq (q - pm;pは素数)の上の多項式f(X)を特性多項式とするLFSR (Zq)に

おいて,レベル3'にある状態ベクトル列iSi)の(最小)周期を､ LFSR (Zq)のjレベル

(最小)周期あるいはpm-i-ary周期と定義し, N(i;qf)あるいは略して単にN(i)で表す｡

□

なお､ N(2')と性質2Aの証明中に現われたNlとの関係および2･2･2節の冒頭に現れたM(2f)

との関係は,次式で与えられることに注意｡

N(3') -　Nm-3･

N(m-1) -　M(pf)

性質2･5　N(i;qf)は､ zq上の多項式J(X)で割り切れる多項式p''(xi - 1)の次数i (≧ 1)

の中で最小のものに等しい｡

(証明) xi (mod i(X))と状態ベクトルSiとを対応させれば明らか｡

⊂]

□

定義2･8　N(3';qf)をZq上の多項式J(X)の3'レベル周期あるいはpm~3'-ary周期とも呼ぶ｡

[コ

定義2･9　0レベル周期(q-ary周期) N(0;qf)を､単にLFSR(Zq)の周期､あるいはzq上

の多項式f(X)の周期と呼ぶo □

3'レベル周期N(i;qf)は更に次のようにも表せる｡表現法は異なるが､ M･Hal1の文献【6】で

も提示されている｡

性質2･6 jレベル周期N(i;qf)に対して次式が成立する｡

N(i;qf) -　pC('''qf)M(pf)　(0 ≦ 2'≦ mll)　　(2.12)
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N(i;qf) - 1 (i-m)

但し､ a(3'; qf)は､ 2',q(- Pm)及びJ(X)に依存して定まるある整定数で､かつ

0≦C(i;qf)≦m-i-1

15

(2.13)

(証明)式(2･8)より､系列ip･Ui)の周期をNlとしたとき､系列ip,+lUi)の周期がNl又

はpNlとなることが導けるので性質2.6は明らか. ⊂]

例2A ZBの上の多項式f(X)-32-X-3に対しては- M(2f) - 3, N(0) - 6,N(1) -

6,N(2) - 3,N(3) - 1であるo ⊂]

特にLFSR(Zq)あるいはzq上の多項式f(X)の周期N(0)に関して言えば,性質2.6より､

次式が成立するD

N(m-1) ≦ N(0) ≦ pm~1N(m-1) (2･15)

N(m-1),つまりp-ary周期M(pf)は, i(X)がzp上で既約であることから､前述したよ

うに､ pk-1またはその約数に等しい[2].

また､性質2.6より次の定義が可能となる｡

定義2.10　jレベル周期が､任意のj(0≦j ≦m-1)の値に対し次式で与えられる時､

Zq(q-pm ;pは素数)の上の多項式f(X)紘,最大周期をもつと定義するo

N(i; qJ) - pm小1M(pf)

また､このときf(a)はZq上の最大周期多項式であると定義する｡

(2･16)

□

容易に分かることであるが､この最大周期多項式はつぎのようにも定義を言いかえることが

できる｡
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定義2･11　Zq(q-pm ;pは素数)上の多項式f(X)の周期N(0)が次式で与えられると

き､ i(a)をZq上の最大周期多項式とよぶo

N(0) - pml1M(pf) (2.17)

さて､例2.4で示した様に､ i(X) -32-3-3は, Z4上の最大周期多項式であるが､ zB上

の最大周期多項式ではない｡このことを更に一般的な形でまとめたのが次の性質2.7である｡

性質2･7 (A) pを奇素数とした時､ zp2上の多項式f(X)が最大周期多項式ならば､任意

の自然数日こ対し､ Zpiの上の多項式とみなしたf(a)もまた最大周期多項式である｡

(B) Z23の上の多項式f(X)が最大周期多項式ならば,任意の自然数日こ対し､ Z2iの上の多

項式とみなしたf(a)もまた最大周期多項式であるo

(C) Z23の上の多項式f(X)が最大周期多項式となるための必要十分条件は､

xM(2f) ≠ j=1 (mod ｡f(X))

が成立することである｡

(2.18)

□

(証明) (A)性質2Aの証明で用いた記号を使う｡条件より､ N2 -PNlであるから､性

質2･3および性質2Aより､ Nl+1 ≠ Nl (つまり､ Nl+1 -PNl)と仮定した時､ Nl+2≠Nl+1

(つまり, Nl+2 - PNl+1)となる事を,系列i Ui )についてのみ示せば十分である｡

まず､ Nl+1 - PNlと仮定する｡このとき､ pL+2UNlは､次式のように表せる｡

pl'2UNl - (1,0,･-,0) +pIEl

但し､ ilはあるレベルoの状態ベクトルである0-

また､ glNLは､次のように表せるo

elNL - el+pl61

(2.19)

(2.20)
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但し､ ∂lもあるレベル0の状態ベクトルであるo

更に､ Nl+1 - PNlに留意すれば､式(2･19)と式(2･20)から､〆+2UNl+1が次式のように表

せることも導ける｡

pL･2UN,+1 - (1,0,-,0) + p(pZEl) + Pip(p2161)　(2･21)

ここでpが奇素数であることから,撃がpの倍数であることに留意すれば､式(2.21)に

おいて撃b2161)はレベル21+1の状態ベクトルとなるo I ≧ 1のとき, 21+1 ≧ i+2と

なるので､ ZpL+2においてはこれはoベクトルとなる｡一九p(plfl)はレベル(i+1)にある

ため, ZpL+2においてはoベクトルではない｡従って,み+2上の式(2･21)において次式が成り

立つ｡

pblfl) + PiTb2161) ≠ 0 (2.22)

よって､ Nl+2 ≠Nl+1となるため,題意が成立するo

(B)条件より､ p-2で､ N3-2N2-4Nlである｡従って､ p-2;l≧2として考え

たとき､式(2･22)が成立すれば､題意が成立することになる｡しかるに､牢-1であり､

またl≧2のとき21≧l+2となるので､式(2･22)の第2項はZp,+2において0ベクトルとな

る0第1項はレベル(l+1)にあるので0ベクトルにはなり得ないoよって式(2.22)が成立し､

題意が成立する｡

(C) Z23の上の多項式f(X)が最大周期多項式であるための条件は､ Nl ≠ N2で､かつ

N2 ≠ N3が成立することである｡最初の条件Nl ≠ N2は式(2.18)において≠ j=1の個所を

≠ 1にした式と等価であるので､第2の条件N2 ≠ N3について以下に考察するo第2の条件

は､式(2.22)において, p- 2; i - 1としたときのZ8上の次の式と等価であるo

2(281) + 2261≠0 (2.23)
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この式(2.23)は､ Z2即ちGF(2)上の次の式と等価である｡

吉1+61≠0

一方､式(2.19)と式(2.20)より､ Elおよび61をGF(2k)の元とみなせば､

glNl　-　fl(1+281)

-　fl+261

が成立するo　よって､上式より､次式が成立する｡

61 - fl*fl (in GF(2k))

18

(2.24)

(2･27)

よって,式(2.24)より,第2の条件N2 ≠ N3が成立するための条件は,バイナリの状態ベク

トルelに対し次式が成立することであるo

El ≠oor 1 (in GF(2k)) (2･28)

式(2.28)を式(2.19) (但し､ p-2; i-1)にあてはめ､ Nl - M(2f)に留意して考えれば,

式(2.28)が式(2.18)と等価であることは容易に分かるo以上により､題意が成立する.　□

さて､次に問題となるのは､最大のレベル周期をもつ多項式を直接得るにはどうしたらい

いかという問題である｡この間に対しては､次の仮説2.1が役立つ｡

仮説2･1 Zpの上で既約なzq(q - pm;pは素数)の上の2次以上の多項式f(X) - xk-

fk-lXk~1---fix-foに対し,各係数fiが, o ≦ fi < pを満たすならば､ i(X)はZq上

の最大周期多項式である｡ □

例えば,多項式32-X-1, X3-3-1, X4-I-1, X5-X2-1, X4-33-X2-3:-1

などは,任意のmに対してZ2m上の最大周期多項式であることが容易に検証できる.
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仮説2.1は, GF(p)上のつまりZp上の既約多項式表がいくつかの文献Ⅰ2日26]で知られて

いることから重要な仮説ではあるが､証明は極めて困難で､筆者は未解決問題としても公表

[18][21]しているo Lかし,未だ解決に至っていないbただ筆者は, p- 2の場合につき､ 16

次までのすべての既約多項式f(a)に対し､仮説2･1が成立することを､性質2.7の(C)を用

いて検証済であるD　また､ 17次以上の既約多項式についても未だ反例となるものには出会っ

ていないoこのZq上の最大周期多項式は､あとで述べる誤り訂正符号を構成する上で重要と

なる.なお､万一､仮説2.1が成立しなくても､次の性質2･8を用いれば､ zq上の最大周期多

項式を簡単に求めることができる｡

性質2.8　Zp上で既約なZq(q -pm)上の多項式f(3) - Xk一錠1Xk11-･･･-fix-fo

が最大周期多項式ではないものとするD　このとき､ある適当な係数fi (0 ≦ i ≦ (k-1))を

fi + p (modqHこ変更することによって,新しいZq上の多項式f(X)が最大周期多項式と

なるようにすることができる｡但し, k≧2とする｡　　　　　　　　　　　　　　　□

(証明)状態ベクトルUO - (1,0,-,0)として､次式を考えるo

p2UNl - (1,0,･･･,0)+pfl (2.29)

性質2.7より､ i(a)が最大周期多項式であるための条件は､ pが奇素数のときに私書1が

0- (0,0,-,0)に等しくないこと､ p-2のときにはflがoまたは1 - (1,0,-,0)に等

しくないことである｡そこで, i(X) - xk-fk_1Xk~1一･･･一flX-foの適当な係数-fiを

-(fi+p)に変更したとき､上記緑こどのような変化が生じるかをみて､ glの値をoでき1でも

ないように制御できるかどうかを調べるoまず係数-foを-(fo +p) (mod q)に変更した場合

を考えるD　ここで､

Ui - (uも,uil,-,uik_1) (2.30)
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としたとき､係数-foの変更によって打こ付加されるベクトル値は､ zqの上の多項式Q(X) -

∑iN=10-1 uik_lXNl-i-1を変更前の特性多項式f(X)で割ったときの剰余多項式RO(X) - r昌+

車+-+rib_1Xk~1について､その係数列からなる剰余ベクトルRO - (r昌,ri,-,rib_1)を

p倍したものであることが導ける｡これは図2･1が多項式f(X)による割算回路【2]であるこ

と, (1,0,-,0)を初期状態としてNlクロック回路を動かすことは､ xNlをf(X)で割ること

に相当し､その商Q(a)が右端のレジスタに高次の係数順にでてくること､右端のレジスタに

非零の値uik_1が現れたとき､次のクロックで,左端のレジスタにpLik_1の値が付加され､最

終的にuik_1に関し, puik_lXNl~ill (mod i(X))の値となって付加されることに留意すれば理

解できる｡しかもzpつまりGF(p)の上で､

xN1 -1 - pf(X)a(I) (2.31)

となり,左辺がGF(pk)において重蔵を持たないことに留意すれば､ zpの上でQ(X)はf(X)

で割りきれない.従って､上記剰余ベクトルRはZpの上で0にならないoつまり､式(2.29)

において､緑こ非零のベクトルが付加されることになる｡

また､一般に係数jiを-(fi +p)に変更した場合には､ ROをZq上の初期状態ベクトルと

してさらにiクロック動かして得られる状態ベクトルRiをp倍したものが付加されるo k個

の状態ベクトルRi (o ≦ i ≦ k-1)はf(X)がzp上で既約であることから､ zp上で考えれ

ば互いに独立なベクトルであり相異なるoよって､ある適当な係数fi (0 ≦ i ≦ (k-1))を

ji +p (modq)に変更することによって､式(2.29)におけると1の値をoでも1でもないように

制御できることから,新しいZq上の多項式f(X)が最大周期多項式となるようにすることがで

きる｡ □
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2.2.3　状態ベクトル列の総数

21

状態ベクトルの総数を各レベルについて求め,それを各レベル周期で割り､更にその総和

を求めれば､次の性質2.9が導ける｡

性質2.9　Zq (q -pm)の上のk次の多項式f(X)が､最大周期多項式であるとき､各レベ

ルjの状態ベクトル列の総数W(3')および､すべての相異なる状態ベクトル列の総数Wは､次

式で与えられる.

u(i) -　p(m-3'-1)(A-1)(pk - 1)/M(pf)

但し,

(2.32)

W　- i(pm(A-1) -1)/b'k~1 -1))ib'k -1)/M(pf)) + 1　(2.33)

0≦j≦m-1 ,　k>2 (2.34)

なお,ここでは､互いにシフトした関係にある状態ベクトル列は､皆同一の系列とみなして

数え上げてある｡

2.2.4　状態ベクトル(列)間の関係､構造

□

あとの節で述べる符号の構成に有用な､いくつかの状態ベクトル列間の関係を､次の性質

2.10にまとめるo

性質2.10　(A) LFSR(Z2-)の上の特性多項式f(3)が最大周期多項式ならば, m ≧ 3

のとき､レベルが(m-2)以下にある状態ベクトル列ISt)とトSt)は相異なる系列であり､

単にシフトした関係にはないo　また､ m = 2の-ときには､次式が成り立てば､レベル0の系

列(SL)とトSi)は相異なる系列であり､単にシフトした関係にはない｡

xN(1) ≠ -1 (modf(3:)) (2.35)
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(B) LFSR (Zp-)抄は奇素数)の縮約特性多項式pf(X)が, zpつまりGFb)上の既約多

項式であるならば､状態ベクトル列iSi)と1-Siiは単にシフトした関係にある同一の系列

である｡

(C) LFSR(Zp-)の特性多項式f(a)は最大周期多項式であるとする｡このときm ≧ 2と

して､レベル2'が(m-2)以下の状態ベクトル列iSi) - i(Sも,stl,･-,Sik_1))に対し､間隔u

でサンプリングして得られる系列iSui)は,間隔uをどのように選んでも､系列iSi iとは

相異なる系列で,単にシフトしたり,あるいは,定数(∈ zp-)倍した関係にある系列ではな

いo但し､ 1<u<N(2')　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

(証明) (A)系列iSi)と1-Sつとが単にシフトした関係にある同じ系列であるとすると

矛盾することを導く. β0 - (1,0,-,0)と仮定して証明すれば十分である｡ β0から出発して

ト1,0,-,0)が現れるまでのクロック数の2倍のクロック数でβ0に戻ることに留意すれば､

まずZ2mの上で次式が成立する｡

sN(1) -(-1,0,･･･,0)

N(1) - 2m-2M(2f)

但し､

(2.36)

(2.37)

ここで, M(2f)は2f(X)の周期を表す｡

更にZ2mの上の多項式f(X)が最大周期多項式であることより､ Z2m-1の上で次式が成立する｡

β叫1) - (1,0,-,0) (2･38)

式(2.36)と式(2.38)とは､ m ≧ 3のとき明らかに両立しない.また､ m - 2のとき､式

(2,35)が成りたてば､これは､式(2.36)に矛盾する｡よって題意のとおりである｡
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(B)まずzpつまりGF(p)上でのpf(a)の周期M(pj) - N(m-1)に対し, zp上で次式

が成り立つことは明らかである｡但し､ (A)での証明と同様､ SO - (1,0,-,0)と仮定する｡

sN(m-1)/2 - (ll,0,-,0) + pVl(X)

但し､ Vl(I)はある高kk-1次の多項式である｡

次に､帰納的に次式を導く｡但し､ Vj(X)もある高々k-l次の多項式であるo

sN(m~3')/2 - (-1,0,･･･,0) + p3-vj(a)

(2.39)

(2･40)

式(2.40)は､次式(2.41)が成立することを念頭に置き､そのためには式(2.40)において,

p > 2より, Vj(X)にpj~1でなくpiがかかる必要があることを認識すれば容易に導ける｡

sN(m~3') - (1,0,- ,0) + piv,A(3)

よって､式(2.40)において､ i - mと置けば, zp-において､

sN(a)/2 - (-1,0,･･･,0)

と表せるo　このことから題意が成立する｡

(2.41)

(2･42)

□

(C) i(a)がzq上の最大周期多項式であることから,そのjレベル周期N(3')は､式(2.16)

より　pm~3'~lM(pf)で与えられる0 3'≦m-2ならばm一行1 ≧ 1である｡一方､系列

ISut)とISiJとをzpにおいて考えたとき､両系列が単にシフトした関係あるいは定数(∈ zp)

倍にある同じ系列であるための条件は､諦ミpを含めpのべき乗倍であることである【24]｡従っ

て､ Zp-の上で考えた場合でも､同じ条件は必要であるoしかるにN(i)はpの倍数であるか

ら､ uがpを含めpのべき乗倍であれば､ zp-の上の系列ISui)の周期はiSi)の周期より短

くなり､両者は同じ系列とはなりえない｡よって題意のとおりであるa

次に,状態ベクトルに対応する状態多項式を定義した後､状態多項式間に演算を導入し､

状態ベクトルの集合がもつ構造について記す｡
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定義2.12 LFSR (Zq)において3'レベルにある状態ベクトルS - (so,81,-,Sh_1)に対

し､多項式S(X) - ∑Z=-olsiXiを対応づけ､ S(a)をそのLFSR (Zq)のjレベルにある状態多

項式と呼ぶ｡　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

性質2.ll (A) i(a)を特性多項式とするLFSR(Zq)において､ Si(X) (i - 1,2,-,u)

をレベル3'iにあるZq (q - pm)の上の状態多項式とするoこのときII;?=1Si(a) ≡ 0 (mod I(X))

が成立するのは, ∑T=13'i ≧ mのとき､その時に限るDまた∑:=13'i < mならば, ∑:=lji

は状態多項式HT=lSi(a) (mod i(a))のレベルに等しい｡

(B) LFSR (Zq)において, a,･をレベルjにある状態多項式si(3) (これを､ p鴫(X)と表

す｡)の全集合とする｡このとき, a-,･ - iBi(X))盲も--,･f(X)を特性多項式とするLFSR(Zpか,･)

のレベルoの状態多項式の全集合に等しいoまたB,･はmod pか,･f(X)の演算のもとに可換な

乗法群を構成する｡

(C)状態ベクトル列ISi)はレベル3'にあるとするoこのとき,次式が成立する｡

N(3')-1

∑ S土(X) ≡ o (modf(X))
t=0

(2･43)

⊂】

(証明) (A)はほぼ自明なので,以下(ち)､ (C)について証明する｡

(B) a,･iこ定義された演算mod p--,･f(X)のもとに､ a-,･の任意の状態多項式A(X)の逆元

が確かに一意に求められることを言えば十分である(単位元はもちろん1である)｡そのため

にまず､ A(X)を次のように表す｡

A(X) - Ao(a) + pAl(X) + p242(X) + A-Pm-3'-1Am_,･_1(a)　(2.44)

A(X)に対する逆元をB(X)とし､ A(X)と同様､次のように表す｡

B(X) - Bo(X) + pBl(X) + p2B2(X) + -Pm小lBmJ_1(a)　(2.45)
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まずzp上のk-1次以下の多項式Bo(X)であるが,これは､ GFbk)の元とみなしたAo(X)

の逆元として一意に求まる｡ついで,:Bl(X)は､ A(X) *B(X) (modpか,･f(X))において､

pの係数多項式がoとなるように定めればよいo即ち､ Ao(a),Al(a),Bo(a)が与えられた

として､ GF(pk)における式Ao(X)*Bl(X) + Al(X)*Bo(a) - 0より一意に求まる｡同

様にして､ p2,p3, -,pm~JL1のそれぞれの係数多項式がGF(pk)において0となるように,

B2(X), B3(X), - BmTj_1(3)を順に定めていけばよいoよって,任意の状態多項式A(X)の

逆元が確かに一意に求められる｡従って､ a,･はmod pか,･f(a)の演算のもとに可換な乗法群

を構成することが分かる｡

(C)まず､ Si(X) - p7'S-i(X)とする｡ S-0(a) - 1として考えて題意が成立すれば､任意の

SO(X)に対しても成立することは明らかなので､以下sO(a) - 1に限って考える｡このとき､

次式が成り立つ｡

N(3')-1

sN(i)(X) - 1 - p3'(S～1(X) - 1) ( ∑ S-i(a)) (mod i(X))　　(2･46)

i=0

式(2A6)において､左辺は周期N(i)の定義よりレベルm以上にある｡また(Sl(X)ll) -

(3-1)はレベルoにあるD従って､ ∑iN=(oJ')~1S-i(3) (modf(X))のレベルはm-3･以上と

なる｡しかるに､

N(3-)-1       N(3')-1

∑ si(X) -p3'∑ S-i(X) (modf(X))
土=O            i=0

であるから､左辺はレベルm以上となり,題意が成立する｡

(2.47)

□
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本節ではZqの拡大環GR(q,k)に関するいくつかの性質について考察し整理する｡これ

らの性質は､ 2･2節で述べたzqの上のFeedback Shift Registerの性質[17H20]ないしは､線

形再帰系列の性質f61と相対応する関係にあるが､ Zq上の符号を構成する観点からはキーとな

る概念となる｡本節では､符号構成の観点から本質的な事柄を整理し,より具体的に考察して

次節につなげる｡

定義2.13　q-pm (pは素数､ mは正の整数)とし, zqの上のk次多項式9(X)はzp

の上で既約であるとするoこのとき, 9(a)を法とする多項式環Rq回/(9(X))をRqlg(X)]で

表わす｡また, Bql9(a)]をzqのガロア拡大環GR(q,k)と同一視して扱う【20][11]｡　□

多項式環Rqlg(X)】､あるいは､拡大環GR(q,k)の各元は, k- 1次以下の多項式で表現す

ることができる8一例として､ 9(3;) -X2-3-1としたときの多項式環R8f9(3;)】 (あるいは

拡大環GR(8,2))の元を表2.1に示す.

表2･1:多項式環R8匝2-X-1] (拡大環GR(8,2))の元

~~~~~~~~~-HJ む iXi-lLかxj 買��･H… 買ｲ�｢~軒~ 買ｲ�H呈 陪b�3 Hl 

1 ��ｳHuﾒ�●7 途ｳHuﾒ�2 澱�4 ���

⊂至コ 4 

4Ⅹ 

4+4Ⅹ 

2 澱�

2Ⅹ 塗uﾒ�

2+2Ⅹ 澱ｳhuﾒ�

2+4Ⅹ 澱ｳHuﾒ�

4+6Ⅹ 釘ｳ(uﾒ�

6+2Ⅹ �"ｳhuﾒ�

1 ���1 ��ｳHuﾒ�7 途ｳHuﾒ�

2 �ﾒ�Ⅹ 釘ｳXuﾒ�7Ⅹ 釘ｳ8uﾒ�

3 �ﾓ"�1+Ⅹ 迭ｸuﾒ�7+7Ⅹ �2ｳxuﾒ�

4 �ﾓ2�1+2Ⅹ ��ｲ緝uﾒ�7+6Ⅹ 途ｳ(uﾒ�

5 �ﾓB�2+3Ⅹ 澱ｳxuﾒ�6+5Ⅹ �"ｸuﾒ�

6 �ﾓR�3+5Ⅹ 途ｳXuﾒ�5+3Ⅹ ��ｳ8uﾒ�

7 �ﾓb�5 迭ｳHuﾒ�3 �2ｳHuﾒ�

8 �ﾓr�5Ⅹ 釘ｸuﾒ�3Ⅹ 釘ｳu��

9 父��5+5Ⅹ ��ｳXuﾒ�3+3Ⅹ 途ｳ8uﾒ�

10 �ﾓ��5+2Ⅹ 迭ｳhuﾒ�3+.6X �2ｳ%��

‥ュl �ﾓ���2+7Ⅹ 澱ｳ8uﾒ�6+Ⅹ �"ｳXuﾒ�

12 膚ﾆﾂ�7+Ⅹ �2ｸuﾒ�1+7Ⅹ 迭ｳxuﾒ�
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表2.1において各元は1次式､もしくは定数で表わされているo　さらに､各元､例えば多項

式5+Xは､

5+a - (1+4X)32 (mod x2-3-1)

という形に表わされる｡つまり,表2.1において各元は､一般に

戻(X) 3'i-1  (mod x2 -a-1) (2.48)

の形に表わすことができる.このことについて次に一般的に説明する｡

まず,拡大環GR(q,k)は明らかに単位元1を有する可換環である｡そこで､ 0を除くGR(q,k)

の元の中で, p7'で割り切れかつp3'+1で割り切れない元p)'ri(X)の集合を､

GJ･ - ip3ri(X)) (0≦3'≦m-1) (2.49)

で表わし､ ej - iri(X) )とすると､ a,･はmodpm-jの演算のもとに可換な乗法群をなすこ

とがいえる｡

更に, a,･はZ2--,･の上で､次に示す巡回部分群HlJを有する｡

葺f'- ll, 3, 32, -, XN(3')~1 (modg(X))) (2･50)

但し､ N(2')は､定義2,7で与えたpm~3'-ary周期(3'レベル周期)であるo

そこでG,･をこの部分群H13によって剰余類分解してできる各剰余類を葺孟(u - 1,2,･･･,W(i) )

とし,さらに､その剰余類首をL3i(X)とすれば, a,･の任意の元は, Z2m-,･の上で,

L'L(X)xi-1 (mod g(X)) (1≦i≦N(3'), 1≦u≦LJ(i))　　(2.51)

の形に表現できるわけである｡ここに, u(2')は､式(2.32)で与えられるLJ(i)に等しい｡また

Gjの元の個数はW(i)N(i)であることにも注意｡



2.3.整数剰余環の拡大とその表現および性質 28

なお､ Hi ; LJi(X)を以下のように定め､それぞれを, GB(q,k)のH13による剰余類､およ

び､その剰余類首とよぶことにする｡

H三　-　pJflJu

戻(X) -　p''L3L(X)

(但し,1≦u≦W(2-))

さて､ j-mの場合に関しても､便宜上次の式を定義しておくo

Gm-Hum-iO); N(m)-1; L㌘(X)-0; W(m)-1

以上のように定義すれば､ GR(q,k)の任意の元は剰余類首L3L(a)を用いて,

L3L(X)xi-1 (modg(a)) (1≦i≦N(i), 1≦u≦U(3'), 1≦31≦m)

(2.54)

(2.55)

の形で表現される｡

表2.1においては､各列が剰余類Hまを表わしており, 2行目の各多項式がそれぞれの剰余

類に対応する剰余類首L3;(X)を示している.従って, GR(q,k)の各元が式(2.55)の形に表わ

されることがいえる｡

次に, Lee誤り訂正符号を構成する上で重要となる剰余類HLの基本的な性質について述べ

る｡ここで述べる性質は, 2.2節の性質2.10(A),(B)に対応したものであり､剰余類の単なる

順序づけ以外は,同じ事を別の形で表現したものであるため証明は不要と考える｡

まず,剰余類Hiの各要素をzqの上で-1倍してできる集合を-Hiで表わすものとする.

性質2･12　多項式9(a)をzq (q-pm : pは素数)の上の最大周期多項式とする｡

(A) p-2,m≧3のとき, Hiと-Hi (o≦3'≦m-2)は相異なる剰余類である｡

従って､

HL+U(,･)/2 - -現(1≦u≦LJ(3')/2) (2.56)
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となるように,各剰余類現を順序づけることができる･

また､ p-2, m-2のときは､次の式が成立するならばHuOと-HBは相異なる剰余類で

ある｡

xN(1) ≠ -1 (mod9(X)) (2.57)

従って､このとき､式(2.56)が成り立つように､各剰余類HBを順序づけることができるD

(B) p≠2のとき, H蓋と一現は同一の剰余類を形成し､次の式が成立する｡

L'L(X) Xi - -L3;(X)xi+N(m~3')/2 (modg(X)) ● (0 ≦ i < N(m -2')/2)　(2.58)

[コ

表2.1において､各剰余類首は､ Lg(X) - 1 - -7- -L3(X); L望(X) - 1+4X- -(7+4X) -

-L2(X); L壬(X)-2--6-L拍) (mod8)であり､従ってまた､式(2.56)が成立している.

次の節以降において, Le･e誤り訂正符号のチェック行列Hが剰余類璃(あるいはその一部

分)の組み合わせとして構成されることをみる.
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本節ではZq(q-pm;pは素数)上の1重Lee誤り訂正符号CIについて､その一般的な構

成法と復号法を与えるt17][19】【20][47]｡

なお, p-2の場合とp≠2の場合とではその構成法に若干の違いがあるので､それらの構

成法は別々に提示する｡また､ Zqの上の高々k-1次の多項式V(X) - vl+V23+-+vkXk~1

とk次元ベクトルV- (vl,V2,-,Vk)との間には1対1対応の関係があるので､両者を同一

視して話を進める｡

2.4.1符号CIの構成法を導くための準備

本節では簡単な一構成例を示し,次節での一般的な構成手順につなげる｡

例2.5 Z8上の符号として､符号語長N-30､情報ディジット数K-28の1重Lee誤り

訂正(30,28)符号の構成例を示す｡この符号を規定するチェック行列Hは､図2.3に示す30

行2列の行列として構成することができる｡以下にその理由を示す｡

実際､図2.3に330て､行列Hの第i行をHi- (hit,hi2)とすれば,任意の相異なるi,3'

に対して,

( ::諾. (-od8,　　(2･59,

が成立している｡従って､送信符号語Cの例えばk番目の位置に､土1 (mod8)の誤りが生

じた符号語C*を受信したとすれば(dL(a, C') - 1であることに注意)､受信側で計算して得

られるシンドロームC*Hが土Hkであることから直ちに､誤り位置k,および､誤り値+1

または-1を知ることができる｡つまり､図2.3のHはZ8上の1重Lee誤り訂正符号の

チェック行列である｡
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0 l　1　2　3　51　0　1　1　2　3

4　62　4

1　　　　　　=　1

X  =  X

1 +　X　=　32

1 +　23　=　33

2　+　33　=　34

3　+　53　=　35

5　　　　　=　a16

5g　=　∬7

5　+　53　=　38

5　+　23　=　X9

2　+　73　=　310

7　+　X　=　xl1
-　- ,-　-　-　--　-　-　-　-　-　■■■-　-　-　亡=-

1　+　4X　=　1+4X

4　+　53　- (1+4亘)a

5　+　X　- (1+4X)X2

1 +　6X　- (1+4亘)X3

6　+　73　- (1+43;)X4

7　+　5X　- (1+43;)X5

5　+　43　- (1+43)X6

4　+　X　- (1+4X)X7

1 +　5X　- (1+4X)X8

5　+　63　- (1+4X)39

6　+　33　- (1+4X)xlO

3　+　X　- (1+4亘)xll

2　　　　　　　=　2

り一　　3　　4　　5

ei　諾　諾　ei ei
2　2　2　2　2二　二　二　二　二g　諾　諾　ei)　諾2　2　4　6　2

+　+　+　+2　2　4　6

(mod x2-I-1 overZ8)

図2.3: Z8上の1重Lee誤り訂正(30,28)符号のチェック行列H

31



2.4. 1重Lee誤りを訂正する符号Clの構成法と復号法 32

図2.3のチェック行列Hの構造について更に述べるD図2.3に示されたように､ Hは3つのブ

ロックに分けられその第j行は次のように､ Z2の上で既約な(Z8上の)多項式9(X) - 3213-1

を法とするZ8の上の多項式J(3) (mod a(a))と1対1に対応させることができる｡

J(I) -

そこで､符号語Cを

33'11　　　(1 ≦j ≦ 12)

(1+4X)xJL13　(13≦2'≦24) (mod8)

2xJL25　　　(25 ≦ 2'≦ 30)

(2.60)

a- (C?.1, C晋.2, -, C2.12, Cal, C2.2, -, Cg.12, C壬.1, C壬.2, ･･･, C壬.6 )　(2.61)

とすれば,式(2.3)の条件は､次に示す多項式C(X)が9(a) -32-3:-1で割り切れるとき､

そのときに限りCは符号語である､と言い換えることもできる｡これは符号器ならびに復号器

を設計する際に重要な性質となる｡

1 s(3') N(3-3')

a(X) - ∑ ∑　∑　CまiL3;(X)xi~1

3'-0 u-1 i-1

(2.62)

(但し, S(o)-2, S(1)-1, N(3)-12, N(2)-6, Lg(X)-1, L2(X)-1+43, Li(X)-2)

なお､図2･3のチェック行列Hの構成の仕方から､式(2･61)において､ cP.1およびC冒.2は

冗長ディジットで､他は情報ディジットである｡

ここで例示した(30,28)符号のチェック行列Hは3つのブロックからなり､各ブロックは

それぞれ表2･1における剰余類HIO, H20およびHllに対応している｡表2.1の各類は式(2.56)

が成立するように順序づけられているから､ HID, H20およびHllからなるチェック行列Hに

対して式(2.59)が成り立つことは当然である｡一従って､ Hは1重Lee誤り訂正符号のチェッ

ク行列であることが確かめられる｡
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2.4.2　Z2m上の1重I,ee誤り訂正符号Clの構成手順
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前節で例示した構成法は直ちに次のように一般化できる｡

step(1) Z2-の上のk次の最大周期多項式9(X)を選ぶ｡但し､ m-2のときは式(2.57)

を満たすものとする｡

step(2)多項式環R2-lg(3;)]､すなわち拡大環GR(2m,k)を前節の手法に従って剰余類分

解し,各剰余類鴎を式(2.56)が成り立つように順序づける｡

step(3) i-0,1,2,-,m-2の各値に対して,剰余類HiをそれぞれS(i)個ずつ選択し,

選ばれた剰余類から構成されるチェック行列Hlを得る｡但し､

0 ≦ a(3') ≦ W(i)/2

とし､ Le(X) - 1を剰余類首とする剰余類HIOは必ず選ぶものとする｡

チェック行列Hlは(例えば)次のように表現される｡式中､ Tは転置を意味するo

(2.63)

Hl - lHIO, H20, -,HsD(o), Hll, H21, ･･･,Hsl(1), ･･･, Elm-2, H2m~2, -,Hs蒜2_2) ]T (2･64)

Step(4) 1重Lee誤り訂正符号Clを,式(2.64)で与えたチェック行列Hlに対し､次式を満

たす符号語Cの集合i a )とする｡

CHI - 0　　(mod2m) (2.65)

ここで､符号語Cの冗長ディジット数は多項式9(X)の次数kであり､符号語Cの先頭のk

ディジットを冗長ディジット､他を情報ディジットとみなせば､符号Clは組織符号である点

に注意o　また､符号長N,および,情報ディジット数Kは次式で与えられることも記してお

こう｡

m-2

N-∑S(2')N(i), K-N-k

j-0

(2.66)
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⊂コ

なお､式(2.64)のチェック行列Hlが1重Lee誤り訂正符号のチェック行列となることは,

性質2.12(A)より明らかであろう｡

さてここで､符号語Cをチェック行列Hlの表現に合わせて､以下のように表現することに

する｡

C - (cg, C2, -,C2(o), cL c茎, -,C三(1), ･･･, CT-2, C㌻-2っ-,CZま2) )  (2･67)

但し､克- (a?u･1, a?u･2, -. ,C'u.N(,～) )

2.3節でも例示したように､式(2.65)が成立することと､符号語Cに対応する次の多項式

a(X)が9(a)で割り切れることとが等価であることは容易に理解できる｡

m-2 s(i) N(3')

a(I) - ∑ ∑ ∑ CまiLJL(X)xi-1

3'-0 u-1 i-1

(2.68)

なお,剰余類首LJL(X),および, 9(a)を､それぞれ､符号Clの変換多項式,および,生成

多項式とよぶことにするo式(2.68)が生成多項式9(X)で割り切れるということは､符号多項

式C(X)の集合がxN(m) - 1を法とする多項式環においてイデアルを構成するということで

あるo但し､通常の巡回符号の場合と異なり､イデアルの1つの元C(X)と､式(2.65)を満

たす符号語Cとの対応関係は,一般には1対多対応の関係にあり,符号Clは巡回符号ではな

く､その変形として理解できる｡

ところで､上記の手法において､すべての3'の値(o≦j ≦m-2)に対して､ S(i) - LJ(i)/2

とすれば､理論的に符号化率K/Nの最も高い1重Lee誤り訂正符号を得ることができる｡そ

の際の符号長Nは, N-2mk~1-2k~1であり､一符号化率K/NはW/N- 1 -

である｡

表2.2に､ p-2のときの1重Lee誤り訂正符号Clのパラメータ例を示すo

2mk-1 - 2k-1
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表2.2‥ Z4およびzB上の1重Lee誤り訂正符号Clのパラメータ例
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4-arycodes 劔唐ﾖ�'呈6�W2�

N 抜�K/N �&����lju(X) 披�K 抜��g(X) 犯ｧR���

6 釘�_667 �"�ぷふ��1 ��"�1.0 偵�32�2 X-X-1 ���

14 免ﾂ�.786 �2�ぷふ��1 ����16 偵ャ����ﾃ"�

28 �#R�.,893 �1,1+2X �#B�22 宝��r���ﾃ�ｳE��

30 �#b�.867 釘�ぷふ��1 �3��28 宝�32���ﾃ�ｳEづ"�

60 鉄b�_933 �1,1+2X �#��25 偵ン2�3 X-X-l ���

90 塔b�.956 �1,1+2X,1+2X2 鼎"�39 偵�#停���ﾃ"�

120 ���b�.967 �1,1+2X,1+2X2,1+2X+2X2 鉄b�53 偵釘綯���ﾃ2�

62 鉄r�.919 父Rﾕ�#��1 都��67 宝鉄r���ﾃ2ﾃ"�

124 �����.960 �1,1+2X 塔B�81 偵田B���ﾃ2ﾃ�ｳ%��

2A.3　Zp-(p ≠ 2)上の1重Lee誤り訂正符号CIの構成手順

前節で導いた性質2.12Bに留意すれば, p≠ 2のときの1重Lee誤り訂正符号は次のように

して構成される｡

Step(1) Zp-の上のk次の最大周期多項式9(X)を選ぶ｡

Step(2)多項式環Rp-[9(X)] (拡大環GRbm,k))を前節の手法に従って剰余類分解し,刺

余類Hiを得て,さらに各剰余類Hiを次のように2分する･

(2･69)

Step(3) 3'-'0,1,2,-,m-1の各値に対して, 2分された剰余類璃(1)をそれぞれS(2')

個ずつ選択し,選ばれた剰余類璃(1)から構成されるチェック行列Hを得るC

但し､　　o ≦ S(i) ≦U(2') (2.70)

とし､ LP(X) - 1を剰余類首とする剰余類HIO(1)は必ず選ばれるものとする｡チェック行列

Hlは(例えば)次のように表現される｡これは､式(2.64)において､ m-2をm-1に変え
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た式になっている｡
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Hl - fHIO, H20, ･･･,HsO(0), Hll, H21, -,Hsl(1), ･･･, Elm-1, H,m-1, -,HS蒜ll) 】T (2･71)

step(4) 1重Lee誤り訂正符号Clを,式(2･71)のチェック行列Hlに対し､次式を満たす符

号語Cの集合Ic)とする｡

cHl - 0　　(modpm) (2.72)

ここで,符号語Cの冗長ディジット数は多項式9(X)の次数kであり,符号語Cの先頭のk

ディジットを冗長ディジット､他を情報ディジットとみなせば､符号Clは組織符号である｡ま

た,符号長N,および,情報ディジット数Kは次式で与えられる｡

m-1

N-∑ S(i)N(i)/2, K-N-k

5-0

(2.73)

⊂]

さて､符号語Cおよび符号多項式C(a)は､それぞれ式(2.67)および式(2.68)において

m-2をm-1に,かつN(i)をN(i)/2に置き換えて得られる次の式で表現される｡

a - (C冒, cbO, ･-,C望(0), C壬, C茎, ･･･,C三(1), -, CT-1, C㌻~1, -,環=1_1) )  (2･74)

但し､ czi - ( C?u･1, C?u･2, - ,C3u.N(,I)/2 )

m-1 s(i) N(i)/2

C(X) - ∑ ∑ ∑ cZ'.iLJL(X)xi~1

3'-O u-1 i=1

(2.75)

CがHlをチェック行列とする符号CIの符号翠であるための条件は"式(2.72)が成立するこ

と"､もしくは､ "a(X)が生成多項式9(X)で割り切れること"である点はp-2の場合と

同じである｡また､すべての31の値(o≦j≦m-1)に対して､ S(i)-LJ(i)とすれば､理
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論的に符号化率K/Nの最も高い1重Lee誤り訂正符号が得られる｡その際の符号長Nは

N- bmk-1)/2で,符号化率K/Nは､ K/N-1-(2k/bmk-1))で与えられる｡

表2.3にp-3のときの1重Lee誤り訂正符号CIのパラメータ例を示す｡

表2.3: Z9上の1重Lee誤り訂正符号Clのパラメータ例

N 抜�K/N 睦���L孟(X) 

12 ����0.833 父"ﾓ%ふ��1 

24 �#"�0.917 �1,2 

36 �3B�0.944 �1,2,4 

40 �3��0.950 �1,2,4,3 

78 都R�0.962 父2ﾕふ"�1 

156 一 ��S2�ﾒ�0.981 - �1,2 ■ 

■ 3由 ����9����■ 0.9-92 刪鼈� ■ ----略--- 

一一 ����■ 辻�■ 

2AA l重Lee誤りを訂正する符号CIの復号手順

例2.5の説明からも分かるように, 1重Lee誤り訂正符号Clの復号の手順は､有限体上の

ハミング符号の手順t2〕に似せて以下のように整理することができる｡

Step(1)受信した符号語C'に対するシンドロームSを次式で求める｡

S - C'Hl　(mod q)

行列Hは､式(2.64)あるいは式(2.71)で与えたチェック行列Hである.

Step(2)シンドロームSが､ o(modq)ならば誤りなしとする.

Step(3)シンドローム方が､

S-土H:

(2.76)

(2.77)
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を満たすならば､誤り位置は受信符号語C*の先頭からl - ∑?=-DIs(i)N(i)+mデジット目の

位置で,誤り値はj=1 (複号同順)である｡そこで､受信符号語のlデジット目に芋1 (複号同

脂)を､ qを法として(modqで)加算することにより1重誤りを訂正する｡

Step(4)シンドロームSが､ o(mod q)でなく一式(2･77)の形にも表現できないときは､訂

正不能の誤りが起こったとみなす｡
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2.5　準2重Lee誤りを訂正する符号C官の構成法

39

zq(q-pm;pは素数)上の1重Lee誤り訂正符号から2重Lee誤り訂正符号へと符号を紘

張するときに､有限体上での符号構成手法が有限環上でどこまで通じるかを確かめる必要が

ある0本節では有限体上での手法を直接的に適用して得られる準2重Lee誤り訂正符号C富

について､その一般的な構成法と訂正能力を明らかにする[17][19]【20]o符号C酢ま, zq上の1

重Lee誤りのすべてと2重Lee誤りのほとんどすべてをそれぞれ訂正できる｡この符号を導

く手法は､有限体上のBCH符号【3]【2]を導く手法を適用しているものの､得られる符号はす

べての2重Lee誤りを訂正する能力はもたない｡しかし､使い方によっては十分に実用的な

符号であると考えられる｡また､本節の内容は次の2.6節(2重Lee誤りを訂正する符号の構

成法)への準備ともなる｡

2.5.1準2重Lee誤り訂正符号C雷の構成手順

本節では､ zq上の準2重Lee誤り訂正符号C富を得るための一般的な手順を記す｡

Step(1) 2･4節で述べたZq (q-pm)上の1重Lee誤り訂正符号Clを構成する｡但し,そ

の変換多項式LZi(I)としては､ i -0のものだけが3､ 8(o)個選ばれているものとするDま

た､構成した符号CIの生成多項式を91(a)､チェック行列をHlとする｡ 91(X)の次数はkl

とする｡

step(2) Zp上で既約で､ Zq (q-pm)上で次式を満たすk3 (≦ kl)次の多項式93(X)を求

める｡これは､有限体GF(q)上で2重誤り訂正BCH符号【2]を求めるテクニックを有限環

Zqにも適用したものであるoなおこの場合､ 3が零因子となるため､以降では- p ≠ 3とし

3一般には､ j ≧ 0の多項式を種々選んで構成することも考えられるが､ 3-- 0のものをベースにした構成が基本

となるので､ここでは不必要な煩雑さを避けるために, i-0のものだけを選んでいるo
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て論を進める4｡

93(X3)-o (mod gl(a))

40

(2.78)

step(3) Zq (q-pm)上で､次式を満たす高々k3-1次の多項式Ru(X) (u- 1,2,･･･,S(0))

を求める.

Bu(33) - (L芝(I))3 (mod 91(I)) (2.79)

step(4) Hlを構成する各剰余類の長さ､つまり,元(ゲン)の数をN'とする｡

91(I)の周期(pm-ary周期)をN(0)とすれば, p-2のときN'-N(0)､ p≠2のとき

N*-N(0)/2である｡あるいは､舟をp - 2のとき､ p-ary周期､ p ≠ 2のとき､ I>ary周

期の1/2として､ N* -pm-JNとも表現できる｡このとき,行列H3を次のように定める｡

H3 - lhll(I), h12(X), ･･･,hlN･(X), h21(X), h22(X), ･･･,h2N･(X),

- , hs(o)1(I), hs(o)2(X), ･.. ,hs(o)N･(a) ]T　　(2･80)

hui(X)-Ru(X)xi-1 (mod 93(X)) (1≦i≦N*, 1≦u≦S(0))　(2.81)

但し､

なお､式(2.80)では高々k3-1次の多項式hui(a)と､その係数を要素とするk3次元の縦ベ

クトルとを同一視して考えている｡

step(5)求める符号C富のチェック行列Hgを次式で定義する｡

Hg-lHl, H3]

)

(2.82)

4他の符号化法(代数曲線符号など)のテクニックを適用し,この条件をはずすことも考えられるが､本意文では

煩雑さを避け､最もポピュラーなBCH符号のテクニックに沿った論を進める｡
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step(6)準2重Lee誤り訂正符号C富を､式(2･82)で与えたチェック行列H針こ対し,次式

を満たす符号藷Cの集合I a )とするo

cH5 - 0　(modpm) (2.83)

ここで､符号語Cの冗長ディジット数は多項式9(X)の次数kであり､符号語Cの先頭のk

ディジットを冗長ディジット､他を情報ディジットとみなせば､符号C富は組織符号である｡

また,符号長N,および,情報ディジット数Kは次式で与えられる｡

N-a(0)N*　(N*については上記構成手順(4)を参照)　(2.84)

k-kl+k3,　　K-N-k (2.85)

⊂]

上記構成手順で得られた符号C雷が､次のようにも表現できることは, 2･4節での議論から

明らかであろう｡

性質2･13準2重Lee誤り訂正符号C富に対する生成多項式9(X),変換多項式Bu(X),お

よび式(2.87)で示した符号語に対する符号多項式C(X)を次のように定義する｡

(1)生成多項式9(X) ‥ 9(X)全91(X)93(a) (k次多項式)

(2)変換多項式Bu(X) ‥高々k-1次の次の式を満たす多項式

Bu(X)全

i

Le(X)　　(mod 91 (X))

Bu(X)　　(mod 93(X))

(u-1, 2, -, 8(0))

(3)符号多項式C(X) ‥符号語Cに対応する高々N* -1次の多項式

(2.86)

a- (cl･1, Cl･2, -, Cl･Nh C2･1, C2･2, -, C2･N㍉ ･･･,Cs(o)･1, Cs(o)･2, ･･･, Cs(o)･N♯ )

(2.87)

)
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s(0) N'

C(3)全∑ ∑ cuiBu(X)xi-1

u=1 i=1

(但し, p-2のときN'-N(0), p≠2のときN*-N(0)/2とする｡)
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(2.88)

このとき,符号多項式C(3)が生成多項式9(X)で割り切れることと､式(2.82)のチェック

行列Hgに対して､

eHg -0　(mod pm) (2.89)

が成立することとは等価である｡すなわち､準2重Lee誤り訂正符号C酢ま,生成多項式9(I)

で割り切れる符号多項式C(3;)に対応する符号語Cの集合Ic)として定義することができる｡

□

2.5.2　符号C富の2重I,ee誤り訂正能力

本節では､ 2.5.1節で構成された符号が, 1重Lee誤りのすべてと2重Lee誤りのほとんど

すべてをそれぞれ確かに訂正できることを示す｡

性質2･14準2重Lee誤り訂正符号C酢ま､ 1重Lee誤りのすべてと2重Lee誤りのほと

んどすべてをそれぞれ訂正できる.そのとき､訂正できる2重Lee誤りパターン数の全2重

Lee誤りパターン数に対する割合Rcは以下の式を満たす｡

(a)　Bc - (2N-48(0))/(2N- 1)　b)-m - 2)

(b)　Rc ≧ (N-pm~ls(o))/N　　(その他)

(証明)まず誤り位置変数ziを次式で定める｡

zi - LB(3) Xi-1~(～ll)N♯ (mod 91(3;))

)

)

⊂]

(2.92)



2.5.準2重Lee誤りを訂正する符号C富の構成法

( (u-1)N*+1≦i≦uN* (u-1,2,-,S(0)) )

(L芝(X), S(o), N*については上記構成手順(1)と(4)を参照)
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また､送信符号語Cが､式(2.87)で表されるとして､ Cの第i番目と第3'番目(i≠2')にそ

れぞれEiおよびE,･ (土1またはo)の誤りがあったとすれば,受信符号語C*に対するシン

ドロームSl(a), S3(X)に関し､まず次式が成り立つ｡

sl(a)全C,Hl - EiZi+E,･Z3' (mod gl(X))

更に､式(2.78) ～式(2.81),および､

E%? - Ei, EJg-EJ･

S3(a)全C*H3

に留意すれば,

としたとき､次式が成立することが分かるo

S3(33) - Ei3Z3i+E,･3Z33' (mod 91(X))

(2･93)

(2･94)

(2･95)

(2.96)

ここで, Sl(a)がpで割り切れない場合について考えるoこのとき,式(2.93), (2.95)より､

次式が導ける(冒頭で述べたように､ p ≠ 3に注意｡)

■

EiZi･E,･zJ'- (Sl(I)3 -S3(X3))/(3Sl(X)) (mod 91(X))　(2.97)

従って､式(2.92)､ (2･93), (2･97)よりEiZiとE,･zJ'は一意に定まる5｡一九Hlは1重Lee

誤り訂正符号のチェック行列をなすから､ EiZ3, EjZ3'より､誤り位置i, j､および誤り値

Ei, Ejが一意に定められ-訂正できることが分かるo

5式(2･93)および式(2･97)をまず､ zpで解き､次いでZp2で､そのあとzp3でという風に脚こ解いて行けば解が

得られる｡その臥桁上がりに注意が必要である｡ Zp(p ≠ 2)での解法は,いわゆる負巡回符号【3]での解法となる.
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なお､ Ei､ Ejの一方のみがoのとき､すなわち1重Lee誤りが生じたとき, Sl(a)は前記

変換多項式の選び方からpの倍数とはなり得ないoよって､ 1重Lee誤りのすべても訂正で

きる｡ (1重Lee誤りが生じているか否かは, Sl(X)3 - S3(33) (mod 91(X))が成立するか

否か,あるいは,式(2.97)がoか否かで区別できる｡)

さて,問題はSl(X)がpの倍数となる場合である｡これを考察するためにまず,前記変換多

項式現(3)としては､一般性を失うことなく､ 1+pAu(a)の形に書き表わされるものだけが

選ばれているものとする(但し, Au(X)はある適当な高々k1 -1次のZp--ユの上の多項式)a

このとき､ 2重Lee誤り以下の誤りが生じたとして, Sl(X)がpの倍数となり得るのは次

の場合である｡但し､ N(mll)は前記91(a)の升auy周期である.

(1) p-2のとき

(a)誤り位置i, 2-の差がN(m-1)の倍数の場合

(b) 1つのディジットにj=2の誤りが生じた場合(Ei-E,･-j=1, i-2')

(2) p≠2のとき

誤り位置i, 3'の差i-jがN(m-1)/2の倍数である場合

(2)の場合, Ei, a,･の値によってはSl(X)がpの倍数とならないときもある点に注意｡ま

た､ q - 4の場合を除き, Sl(a)がpの倍数となっても訂正できる場合があり得る｡それは､

そのような誤りに対するシンドロームSl(X)､および､ S3(a)と同一のシンドロームをもつ他

の相異なる2重Lee誤り以下の誤りパターンが存在しない場合である｡

以上の点を考慮すれば,準2重Lee誤り訂正符号C官が訂正できる2重Lee誤りパターン

数の全2重Lee誤りパターン数に対する割合Bcは､次のようにして求められる｡
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符号長Nに対し, 2重Lee誤りパターンの総数は､ p-m-2のとき､

で､それ以外のとき､
(2㌢)

数は, p-m-2のとき､

(2㌢)
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=2N2-N

+N-2N2である｡また,訂正不能な2重Lee誤りパターンの総

(2 - 228(0))N(1)
- (48(0) -1)ガであって､それ以外のとき,高々

( (2pm-218'o') ･p--1S(0,) N(1, - 2p-118(0,N

である｡以上より､式(2.90)および式(2.91)は容易に導ける｡

表2･4に準2重Lee誤り訂正符号C富のパラメータ例を示すD

表2A:準2重Lee誤り訂正符号Cgのパラメータ例

□

(a)4-aryQDLECcodes 

N 抜�K/N �&2�蛋(X) �'R���

14 唐�0.571 ��繝ヲ�(X3-X-1)一(X3+X2+2X-1) ���

28 �#"�0_7.86 ��繝s2���ﾃ��%�"ｳ%ィ�

30 �#"�0_733 ��纉C��(X4-X-1)J(X4+X3+X2-X-1) �#��噸��

60 鉄"�0.867 ��纉C���#��墜#"�噸2ｳ%さ%�"ｳ%�2ｳ%コｳ%ビ�

90 塔"�0.911 ���3���#��墜#"�墜#2�噸2ｳ%さ%�2ｳ%ィｳ%ッ�

120 ���"�0.93.3 ��纉3r��#��墜#"�墜#2�墜#B�噸�ｳ%�"ｳ%ィｳ%コs%モｳ%ビ�

(b)8-aryQDLECcodes 

28 �#"�0.78.6 ��b��繝Sr�くX3-X-1)I(X3+3X2-6X-1) �#��噸��

56 鉄��0.893 ��c�繝Sr��&ﾂ�墜#"�噸�ｳe�"ｳ%ィ�

224 �#���0.973 ��c�繝Sr��#��墜#"�陳ﾒﾘ耳耳耳爾�

60 鉄"�0.867 ��c�纉32�(X4-X-l). (X4-3X3-5X2-X-1) �#��噸��

120 ���"�0.933 ��f�纉32��#��墜#"�噸rｳeさ%�"ｳ%�2ｳ%コｳEッｳ%ビ�

(a)25-aryQDLEC.codes 

3103040.981≧0.984 劔(xJ-4X2-3)J] (X3+2X2+2X-2)I �#��噸��

6206140.99≧0.984 劔�#��墜#"�噸Bﾓ��%ふ�%�"ﾓ��ィﾓ父R�
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2.6　2重Lee誤りを訂正する符号CHの構成法
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本節ではzq(q-pm;pは素数)上の2重Lee誤りあるいは1重Lee誤りのすべてをそれぞ

れ訂正できる2重Lee誤り訂正符号CⅡについて,その一般的な構成法を与えるt17][19]L20]｡

構成法としては､前節で得られた準2重Lee誤り訂正符号C富の構成法がベースになってお

り､それにいくらかの変更を加えた形になっている｡その際､構成法の一部に探索的部分を残

すものの､実際の符号構成においては､例えば､冗長ディジット数10以下程度なら容易に前

もって構成しておくことが可能であり､かつ十分実用的で多様な符号を構成できるため,応用

上特に問題はない｡

2.6.1符号CⅡの構成法を導くための準備

本節では, 2重Lee誤り訂正符号CEの構成法を示す｡この構成法は､符号C富を符号

CⅡへ変更するために､式(2.86)で定義した変換多項式Bu(a)に対して,すなわち,

Bu(X)全く≡'(33㌦≡三三三;;  (2･98)

(u-1, 2, -, 8(0))

に対して,新たな条件を付加するという形で提示される｡そこでまず,若干の準備を行なう｡

zqiの準2重Lee誤り訂正符号C晋のチェック行列Hgの各行ベクトルは､ 2･5節での説明

から､次に示す多項式と1対1に対応する｡

Bu(X) ･ xiN+i (mod g(X)) (2.99)

1≦u≦S(0)≦Gl,　0≦i≦-p*-1,　0≦3'≦N-1　　　(2.100)

但し, Bは､ p - 2のときu(o)/2, p ≠ 2のときLJ(0)である(Wについては､ 2.2.3節参照)｡

また, p* -pm-1である｡更に､ 1nま､ p - 2のときは㌢ary周期で, p≠ 2のときはp-ary
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周期の1/2である｡

ここで､

I - (u-1)p*舟+(iN+2-)+1
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(2.ユoュ)

としたとき､式(2.99)はチェック行列Hgの勤行を表す多項式である｡

さて､そこで､符号C晋を符号CⅡへ変更するために､式(2･99)をどのように変更させる

必要があるかを考える｡

まず､ 2重Lee誤り訂正符号となるための条件として､符号語の1つのディジットに生じた

土2の誤りを訂正できることが必要である｡このことから､直ちに次のことが言える｡

p - 2のとき､チェック行列H富を構成するHlおよびH38=含まれる0レベルの各剰余類

は､前半分のみとする必要があるC　従ってその長さN*は､ oレベルでなく1レベルの剰余

類の長さとなり､ N*-N(0)/2-N(1) -2m~2N(m-1)となる｡また,選べる剰余類の個

数G,も､ W(o)/2からLJ(1)/2に減少する(個数が実に1/2k11に減少する｡)｡このことは､式

(2.99)､ (2.100)における但し書きを次のように変更する必要があることを意味する｡

●　但し､ Dは､ p-2のときはLJ(1)/2で､ p≠2のときはW(o)であるo

また､ p-2のときはp* -pm~2で､ p≠ 2のときはp* -pm~1である｡

励ま､ p - 2のときはp-ary周期で､ p ≠ 2のときはI>ary周期の1/2である｡

式(2.99), (2.100)に対する但し書きをこのように変更することにより,次式が成立する｡

2Bul(X) ･XilN+3'1 ≠ 2Bu2(X) ･Xi2jg'3'2 (mod g(X))　(2.102)
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但し､ (ul,il,jl) ≠ (u2,i2,3'2)
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2Bul(X) ･XilN+311 ≠ -2Bu2(X) ･Xi2N+j2 (mod 9(X))　　(2.103)

但し､ q - 4のときの(ul,il,211) - (u2,i2,32)を除く｡

なお､式(2.102)および(2.103)は､符号語の各ディジットに生じた士2の各誤りに対するシ

ンドロームがすべて相異なることを意味する｡

さて,以上の準備のもとに､次の性質が成立することを導く｡

性質2.15チェック行列の第l行,但し､

i - (u-1)p*舟+(iN+i)+1,

が､以下の多項式の係数列として表現される. Zq (q - pm)上の誤り訂正符号C.を考える｡

Bu(X)･xiN+i (mod a(X)) (2.104)

1≦u≦S(0)≦&,　0≦i_<p*-1,　0≦j≦N-1　　　(2.105)

但し､ Dは､ p- 2のときはU(1)/2で､ p ≠ 2のときはU(o)である(LJについては, 2.2.3節

参照)oまた､ p- 2のときはp* -pm~2で､ p≠ 2のときはp* -pm-1である｡励ま､

p- 2のときはp-ary周期で, p≠ 2のときはp-ary周期の1/2である｡ここで,上記パラ

メータのもとに一次の集合Bjを定義する.

Bj全Ij=Bu(X)･xijg+31 (mod 9(X))) (2.106)

このとき､符号C*が2重Lee誤り訂正符号CⅡとなるための条件は､式(2.106)で定義した集

合Boに属する任意の4つの多項式β10(a)～640(X)に対し､次の式が成立することである｡

4

∑βlO(X) ≠o (modq)
l=1

(2.107)
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但し､ β10(X)～p40(X)のうち,同じ多項式の重複は2個までとする｡しかし､ q - 4の場合に

限り､同じu,iに対し､ +Bu(X)･xi舟, -Bu(X) ･xi舟をそれぞれ2個ずつ重複してとることは

禁止する｡ ⊂]

(証明)チェック行列Hを構成する部分行列Hlの構成において､変換多項式LP(a) - 1と

していることから､ Bl(X) - 1となる｡これに合わせて､ Zp-上の多項式Bu(a)は､一般性

を失うことなく､ Zp-1上の高々k-1次の適当な多項式Au(X)を用いて､次の形に書き表せ

るように選択することができる｡

Bu(a) -1+pAu(3)　(1 ≦ u ≦S(0)) (2.108)

このとき､符号C*が2重Lee誤り訂正符号CⅡになるための条件は､ 2.5節の性質2.14の証

明においても述べたように､シンドロームSl(I)がpの倍数となる場合にも, 2重Lee誤り

を訂正できることであるo性質2.14の証明で述べたことの繰り返しになるが､ Sl(X)がpの

倍数となり得るのは次の場合であるo但し､ N(m-1)は前記91(X)のp-ary周期である｡

<Sl(X)がpの倍数となる場合>

(1)p-2のとき

(a)誤り位置i,jの差がN(m-1)の倍数の場合

(b) 1つのディジットにj=2の誤りが生じた場合(Ei-E,･-j=1, i-2')

(2)p≠2のとき

誤り位置i, jの差i-2'がN(m-1)/2の倍数である場合

従って､証明すべき点は､次のようにまとめちれる｡

(1)符号語の(2'+1) (0 ≦ i ≦万一1)ディジット目から始めて舟ディジットごとに選んで

いったディジット全体のみに着目したとき､そこに生ずる2重以下のLee誤りに対する
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シンドローム(Sl(X), S3(X))がすべて相異なること､つまり2重以下のLee誤りがすべ

て訂正できること｡

(2)項目(1)において､ 3'- 3'1の場合とj - j2(≠ jl)の場合の2重Lee誤りを区別できる

こと｡

さて､ここで式(2.106)および(2･107)をよく見ると､式(2･107)揺,上記項目(1)にお

いて､ 3'- 0の場合を記述しているに過ぎないことが容易に分かる.項目(1)がj - 0のと

きに成立すれば､他の2'(≠ 0)の場合にも成立することはzp上で既約な, zp-上の多項式

91(3;), 93(X)を法としたX3'倍の演算(LFSR(Zp-)でブクロック進めることに相当)の性質か

ら明らかであるo

問題は､項目(2)である｡ここで､ 2'-jlのときの2重Lee誤りと､ i -j2のときの2

重Lee誤りとが一致したとすれば矛盾することを導く｡例えば､

β131(a) +虜1(X) - β芸2(X) +磯2(a)

βfl(X)一機2(a) -一成1(X) +魔2(X)

とすると､

(2.109)

(2.110)

が成り立つo両辺とも､ 2'がjlのときの1重誤りと, j2のときの1重誤りとによる2重Lee

誤りに対するシンドロームを表わす式と見なせる｡ところが､ o ≦ 3'1,32 ≦カー1であるの

で､両辺ともpの倍数になることはないo従って, 2.5節での説明からこの2重Lee誤りは訂

正できるので,式(2･110)が成立することはない｡これは矛盾である｡よって上記項目(2)徳

成立するo　以上により,性質2.15は成立する｡ - □

性質2.15で示した条件式(2.107)を満たす符号C*を､改めて符号CⅡと名付け､そのチェッ

ク行列をHEとすることにするo
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2.6.2　Zq上の2重Lee誤り訂正符号CⅡの構成手順
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本小節では, 2.6.1節で述べた説明を, Zq上の2重Lee誤り訂正符号CBの構成手順として

まとめる｡

step(1) 2.4節で述べたZq (q-pm)上の1重Lee誤り訂正符号Clを構成する｡但し､そ

の変換多項式LJL(X)としては､ 2'-0のものだけをS(o)個選ぶが､ p ≠ 2のときは､ S(o)紘

LJ(0)以下である｡ p - 2のときは,まずその手順としてj - 1の変換多項式Lt(a)を選び,

その後で､ Le(3;) - Lt(aT)/2とするo従ってj=の分を考えると, S(o) ≦W(1)/2となるo以

後特に断らない限り､ Lu(X)は､ LOW(3;)を意味するものとする｡更に､各変換多項式を剰余類

首とする各剰余類の前半分のみをチェック行列の構成に利用するo構成した符号CIの生成多

項式を91(X),チェック行列をHlとする0 91(a)の次数はklとする｡

Step(2) Zp上で既約で､ Zq (q-pm)上で次式を満たすk3 (≦kl)次の多項式93(a)を求

めるoなお,以降, p≠3とするo

93(X3)-o (mod 91(X)) (2.111)

Step(3) Hlを構成する各剰余類の長さ､つまり､元(ゲン)の数をN*とする｡ 91(X)の

周期(pm-ary周期)をN(0)とすれば, N*-N(0)/2である｡ (あるいは､舟を､ p - 2のと

きp-ary周期､ p≠ 2のときp-ary周期の1/2とし､ p*を, p - 2のときpm-2, p≠ 2のと

きpm~1とすれば, N'- p*Nとも表現できる｡)

Step(4) Zq (q-pm)上で,次式を満たす高々k3-1次の多項式Bu(X) (u-1,2,･･･,S(0))

を求める.

Ru(3;3) - (Lu(a))3 (mod 91(X)) (2･112)
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step(5)符号CIの生成多項式を9(X)全91(X)93(X) (k次多項式)とし,変換多項式Bu(X)

を高々k-1次の次の式を満たす多項式とする｡

Bu(X)全

i

Lu(X)　(mod 91 (X))

Ru(3)　(mod 93(X))

(u-1, 2, ･･･,S(0))

ここで､多項式の集合Bを､次のように定義する｡

B全‡土Bu(X)･xi舟(mod a(X)))

(2.113)

(2･114)

(u-1,2, ･･･,S(0);i-0, 1,I-, (p*-1))

このとき,集合B k属する任意の4つの多項式β1(X)～64(X)に対し,次の式が成立するよ

うに､ Bu(a)の選択を絞る.従ってこのことから､上記手順(1)と(3)でのLu(X),Ru(X)の

選択にフィードバックがかかる｡

4

∑pl(X)≠0 (modq)
l=1

(2.115)

但し, β1(X)-P4(X)のうち,同じ多項式の重複は2個までとする｡しかし､ q - 4の場合に

限り,同じu,iに対し, +Bu(X)･xi舟, -Bu(X)･xi舟をそれぞれ2個ずつ重複してとることは

禁止する｡

Step(6)行列H3を次のように定める.

H3 - lhll(X), h12(X), -,hlN.(X), h21(X), h22(X), -,h2N*(a),

- , hs(o)1(め, hs(o)2(X), - ,hs(D)N, (X) 】T　　(2･116)

hui(X)-Ru(X)xi~1 (mod 93(a)) (1≦i≦N卓, 1≦u≦S(0))　(2.117)

但し､
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なお,式(2.116)では高々k3-1次の多項式hui(X)と､その係数を要素とする毎次元の縦

ベクトルとを同一視して考えている｡

step(7)求める符号CEのチェック行列HEを次式で定義するo

HⅡ -fHl,H3] (2.118)

step(8) 2重Lee誤り訂正符号CEを､式(2･118)で与えたチェック行列HHに対し,次式

を満たす符号語Cの集合I c iとするo

cHIl - O　　(modpm) (2･119)

ここで､符号語Cの冗長ディジット数は多項式9(X)の次数kであり､符号語Cの先頭のk

ディジットを冗長ディジット,他を情報ディジットとみなせば､符号CⅡは組織符号である｡

また､符号長Ⅳ､および､情報ディジット数ガは次式で与えられる｡

〟 - β(0)Ⅳ* - β(0)〟(0)/2

(Ⅳ*については上記Step(3)を参照)

k-kl+k3,　　K-N-k

(2.120)

(2.121)

[コ

<符号CⅡの構成手順凱ep(5)に関する補足>

ここで､上記構成手順Step(5)に関して補足する｡ Step(5)に関しては､その一般的な手順

を任意のp, k, mについて求めることは難しく､大きなパラメータによっては存在しないこと

も有り得る｡しかし､実用的なパラメータとしては小さな値の方が十分利用価値があり,小さ
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な値の場合には最後は試行錯誤ででも求めることができるoその際に有用な性質を､特に実用

上重要なp - 2の場合について若干述べておこうo

(補足1)p-･m-2の場合:

集合Bに属するのは､土Bl(X) - ±1のみである｡また､符号長Nは動こ､つまりbinary

周期の長さに等しいo　このとき､ 2重Lee誤りでシンドロームSl(I)がp - 2の倍数になる

のは､各シンボルに+2(ニー2)の誤りが生じた場合のみであるD従って,式(2.115)(その但

し書きに注意)を持ち出すまでもなく､この場合の符号は､ 2重Lee誤り訂正符号であって､

Bl(3) - 1のみを用いる符号である｡

(補足2)p≠2;m-2の場合:

チェック行列を構成してみるとすぐ分かることであるが､選択する剰余類の個数は､必ずし

も最大数W(o)/2は選べないことに注意｡

(補足3)p-2;m-3の場合‥

集合Bに属するのは､ ij=Bu(X),j=Bu(a)･xN (mod g(a))) (u - 1, 2, ･･･, S(0)(≦

LJ(1)/2))であるo　ここで､ 9(X) - 91(a)93(X)で, 91(X)をZ2で見たとき､ kl次の原始多項

式であるとする｡更に､剰余類の個数S(o)を最大の値W(1)/2に選択できたとすると､その値

は式(2.32)より2k1-1/2となるので､集合Bに属する多項式の個数は士の分とX舟倍の場合

も考慮して､その4倍の2klである｡なお､集合Bに属する多項式をZ4の多項式とみた場合

でも､式(2.102)と式(2.103)を考慮すれば､相異なる多項式の個数は2klであることに注意｡

ここで､式(2.113)および式(2.108)に留意して次式を定義する｡

1 + 2Afl(I) + 4AuL2(X)

1 + 2A雷1(X) + 4A雷2(X)

1 + 2A雷1(X) + 4AuB2(X)
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上の式において､ Lu(X)を決めればRu(X)が決まり､ Lu(a)とRu(X)からBu(X)が決まる｡

上の議論から､集合iLu(3;))紘, Z4の多項式と見た場合に2kl個の相異なる多項式の集合と

なることから､ A乏1(X)としては選択し得るすべての多項式が選ばれることになる(ここでは､

上記j=とX舟倍もすべて含めて数えている)｡そして､各A乏1(X)に対し､ひとつのA乏2(X)が,

最終的に式(2.115)を満たすように対応づけちれねばならないoその対応づけは,もちろん1

対1である必要はない.この対応づけは, klが3,4,5程度ならば,試行錯誤的にも決められるo

その例は後で掲げる衰2.5に示す｡なお､井上･金子【28]も上記中村による符号CEの構成法

において､ Lu(X)の選び方として､集合il + 2xi)(i - 1,2,-,(k1-1))に含まれる多項式

(重複は除く)の積(mod 91(X))として2kl~1個選ぶことを提案しており､その選び方はkl

が3,4,5のとき有効､ 6以上のとき無効としている｡

(補足4)m - ml(≧ 3)の2重Lee誤り訂正符号を､ m - m2(< ml)の2重IJee誤り訂

正符号を使って構成する方法:

簡便な方法として図2.4に示す方法6が考えられる｡

N

lシンボル

情報ディジット 

情報ディジット ��y+r�6h4(5x6(6r�

N-K

図2･4: Zp-2上の符号をペースにZp-1上の符号を作る方法(ml > m2)

図2Aにおいて.まずmlディジットからなる各シンボルのm2ディジット分を使ってZp-2

上の2重Lee誤り訂正符号を作り,残りの(m1 - m2)ディジット分は符号化しないでそのま

6本論文ではこれまで説明の都合上､チェック行列の構成の仕方から冗長シンボルが情報シンボルより先に来る形

になっていたが､図では通常の例にならい､その順番を逆順にしてある｡



2.6. 2重Lee誤りを訂正する符号CEの構成法 56

まで符号を構成する｡但し､復号の際はまずzp-2上の符号として復号し､誤り位置と誤り

値を得た後､シンボルの修正はmlディジットからなる各シンボル単位の演算で行なう｡この

とき､構成された符号が2重Lee誤り訂正符号となることは特に説明を要しないであろう｡な

秦, zp-2上の2重Lee誤り訂正符号の符号化率をK/Nとすると･新しく構成されたzp-l上

の符号の符号化率Rは((ml一m2)N + m2K)/mlNとなるo □

本節では､ zp-の上の2重Lee誤り以下を訂正する効率的な符号が新しく導かれた.衰2.5

にZ23上の2重Lee誤り訂正符号CⅡのパラメータ例を示す.

衰2.5: Z23上の2重Lee誤り訂正符号CⅡのパラメータ例

N 抜�K/N 睦���Bu(X) 

28 �#"�0.786 着�2ﾕふ�停�2ﾓ5�"ﾓeへﾂ��B1(X)=1,B2.(X)=1+6X2+2X4 

.60 鉄"�0.867 着ィﾕへﾂ白�Bﾓ5�2ﾓU�"ﾕふ���Bl(X)=1,B2(X)=7+6X+2X2+2X3+2X5+4X6+2X7 

120 ���"�0.933 傳l(X)=1,B2(X)=5+6X2+4X4+2X7+2xB+6X9, B3(X)=7+2X+6X3+6X4+4X5+6X6+4X7, B4(X)=5+4X+2X2+4X3+2X4+2X5+6X6+2X7 

124 ���B�0.91-9 �*ﾕコﾕ�"ﾓ�亦�Rﾓ5ィﾓU�2ﾕ�"ﾓ���B1(X)=1,B2(X)=5+6X2+4X4+2X7+2X8+6X9 

248 �#3��0.96 傳1(X),B2(X), B3(X)=7+6X+2X2+2X4+4X5+6X6+4X7+6X8+4X9, B4(X)=3+6X+6X4+2X6+6X7+4X8+2xg 

372 �3c"�0.973 傳1(X),B2(X),B3(X),B4(X), B5(X)=7+2X2+2X3+2X4+6X5+2X6+4X7+4X8+2X9, B6(X)=7+6X3+2X4+2X5+6X6+2X7+2X8 

496 鼎ッ�0.98 傳1(X),B2(X),B3(X),B4.(X),B5(X),B6(X), B7(X)=1+6X+2X3+4X4+2X5+4X7+6X8+2X9, B8(X)=1+6X+6X2+6X3+4X4+2X5+2X7 
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2.7　2重(/準2重)Lee誤りを訂正する符号CⅡ(/C曾)の復号法

本節ではzq(q-pm; pは素数)上の2重あるいは準2重Lee誤りを訂正する符号の復号法

についてのべるL22]【23]【20]L48】｡前節まで両符号の構成法について述べてきたが､ 2重Lee誤

り訂正符号は､準2重Lee誤り訂正符号に制限を加える形で構成されているため､復号手順

の大枠は共通している｡そこで以下ではまず2重Lee誤りを訂正する符号CIの復号手順につ

いて述べ､準2重Lee誤りを訂正する符号C針こ関しては,符号C丑の復号手順との違いをコ

メントするにとどめる｡

2.7.1符号CⅡ(/C富)の復号法を導<ための準備

符号C丑(/C曾)の復号法としては､いわゆるSyndrome napping勘50]t51]を拡張して適

用する手法【22]t23][48]を用いる｡すなわち､数式からの直接的な計算結果として,誤り位置

および誤り値を算出するのではなく､シンドロームと誤り位置および誤り値との間の関係を示

す小さな対応表をいくつか前もって作成しておき,その対応表をうまく用いて誤り位置および

誤り値を導き出す手法である｡この手法はシンドロームと誤り位置および誤り値との間の対

応そのものを直接示す大きな表を用いるのではなく､別のより小さな表を利用して中間解を求

め､そのあと中間解とシンドロームとの間にごく簡単な演算を施して､最終の誤り位置および

誤り値を算出するところに特徴がある｡まず､復号の手順を述べる前にいくつかの準備を行

なう｡

(準備1)　受信符号語のシンドロームについて整理する｡ 2.5節で述べたように誤り位置変

数ziを式(2･92)で定義し( (u-1)N*+1 ≦ i ≦uN'に注意) ､誤り値変数をEi,E,A(土1ま

たはo)で表す｡送信符号語Cが,式(2.87)で蓑されるとして､ Cの第i番目と第j番目

にそれぞれEiおよびE,･の誤りがあったとすれば､受信符号語e*に対するシンドローム
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て以下に示す｡

Sl (X)

S3 (33)

EiZ3+EJ･ZJ (mod 91(X))
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(2.125)

Fl(X)xi~1 + Fm(X)xj~1 - paFn(X)xe-1 (mod gl(X))　(2.126)

Ei3Z3i+Ej3Z3j　(mod 91(X))　　　　　　　　　(2.127)

(Fl(X)Xi-1)3 + (Fm(X))33'11)3 - pa'bFw(X)xv-1 (mod 91(X))(2.128)

但し, aとbは共にo以上の整数で,

+LOW(I)または-LB(a)またはo　　(u - i, m)　(2.129)

+L芸(X)/paまたは- L芸(X)/paまたはo　　　　　　(2.130)

+L;+a(I)/p(a+a)または- L;+i(a)/p(a+a)またはo　(2.131)

1 ≦ i,m ≦ S(0)　　　　　　　　　　　　　　　(2.132)

諾lz',･凝妻董ト…::≡;;
ここで, L望(a)は､ L望(X) - pd(1 +pA乏(X))と表される多項式で, 2.3節で述べた拡大環

GR(q,k)のdレベルの剰余類の剰余類首である.従って､ Fu(X) (u - I,m,n,W)はpで割

りきれない多項式となる｡また､ LJ(i)は､ jレベルの剰余類の総数を示す｡ 2.2.3節参照C

(準備2)特に､ a-oのとき,つまり､ Sl(a)がpの倍数でないとき､式(2.126)およ

び(2.128)より次式が成立する｡ Fn(X)は､ pで割り切れない多項式であることから､逆元が

存在することに注意｡

(Fn(X))~ユFl(X)X(i~e) + (Fn(a))~1Fm(X)X(i-e) - 1 (mod gl(X))　(2.135)

I:i
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((Fn(X))-lFl(X)X(i-a))3 + ((Fn(X))-lFm(X)X(i-e))3 - pb(Fn(X))-3Fw(X)XV-3e (mod 91(X))

(2･136)

ここで､ pb(Fn(a))-3Fw(a)aV-3e (mod 91(X))を変形シンドロームと呼び､ (Fn(X))~1Fl(I)xi-e

と(Fn(X))~1Fm(a)xj-e (modal(a))を中間解と呼ぶことにする｡上式より,前もって変形シ

ンドロームと中間解との対応関係を与える対応表IE10(a - 0の場合の対応表Ⅲ)を用意して

おけば､変形シンドローム(およびα - o)より､中間解が対応表ELoを用いて得られること

が分かる｡

なお､前もって用意する対応表Ⅲ-oを作るには､次のようにする｡まず､すべての2重Lee

誤り以下の誤りに対するシンドロームをそれぞれ前もって計算し,求めた各シンドロームに対

応する変形シンドロームおよび中間解をそれぞれ式(2.136)の右辺および式(2.135)の左辺の

各項に従って算出する｡そして算出された変形シンドロームを入力とし､対応する中間解を

出力とする対応表Ⅲ-oをつくる｡変形シンドロームとして値が存在しないところに対応する

出力桶には､誤り訂正不能の誤り検出の印をつけておくo　また､ 1重Lee誤りに対応する表の

出力欄には,便宜上同じ中間解を2つ並べておくo l重Lee誤りが生じているか密かをシンド

ロームから判断するには,次式が成立しているか否かを調べればよい｡

(Fn(a)xe-1)3 - pbFw(a)xv-1 (mod 91(X)) (2.137)

(準備3)　ところで､ Fu(3)(u - 1,2,-,8(0))が､ zp-1 (ml < m)の上で特定できる(他

と区別できる)ときは､上式はZp-lの上で解を求めればよい｡例えば､ p - 2, m-3のと

きには､ 2.6.2節で述べた構成手順の(補足3)の所で述べたことからも分かるように, Sl(X)が

pの倍数でないときには､ Fu(X)をZ4の上で特定できる(他と区別できる)｡そのため､以下
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の関係式を利用すれば上の式はより簡単な式になる｡
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(Fu(X))ll - (Fu(a))~3 - Fu(X) (mod 4; mod 91(a))　(2.138)

更に､ Fu(X)を1+2A雷●(X)で表すことにより､次式が成立する｡

Ful(X)･Fu2(X) - (1+2AE1(a))(1+2Af2(X)) - 1+2(Af1(X)+A芸2(a)) (mod 4 ; mod 91(X))

(2･139)

従って､積Ful(3) ･Fu2(X)の計算は､加算AuFl(X) +AE2(X) (mod 2)だけの計算で済む｡そ

のためこれらの事実を使えば､インプリメントする上では非常に簡単になる｡

(準備4)　Sl(X)がpaの倍数であって､かつpa+1の倍数でないとき｡ (但し､ aは1以上

の整数)このとき, S3(X3)も､ paで割り切れる｡ここで､式(2.135), (2.136)を導いたのと

同様の手順で次の方程式を導くことができる｡ Fn(I)は､ pで割り切れない多項式であること

に注意｡

(Fn(a))llFl(X)37(i-a) + (Fn(X))~1Fm(a)X(3'-e) - pa (mod gl(I))　(2.140)

((Fn(X))-1Fl(X)xi-e)3 + ((Fn(X))-1Fm(I)xJ･-a)3 - pa+a(Fn(a))-3Fw(X)xv-3e (mod gl(X))

(2.141)

従って, 2重Lee誤り訂正符号である限り,この場合も中間解(Fn(a))-IFl(X)xi-eと

(Fn(X))~1Fm(X)xJ'-eは,変形シンドロームpb(Fn(I))~3Fw(X)xv-38およびaの値を与えれば､

前もって用意した対応表Ⅲ-aを用いて特定できる｡この場合,中間解同士の積と変形シンド

ロームとの間に､次式が成立することに注意しておこう｡

((Fn(X))~lFl(a)xi~e) ･ ((Fn(X))~lFm(X)xJ'~e) -　b2a -pb(Fn(3))~3Fw(X)xv-3e) /3

(modpm~a　, mod91(X)) (2.142)
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なお､ (準備2)と(準備4)をわざわざ区別して書いたのは,用意する対応表を瓜の値ごとに

揃えて､全体として表の大きさを小さくするという狙いを示したかったためである｡その際,

(準備3)で述べたように､表はZp-lの上で作るようにしておくとよいo通常実用的な大き

さの符号では､ α - 0, 1の場合の対応表を用意すれば十分なことが多いが､一般論としては

そう削ゆず, a - 01,･･･,1ogpp*(- *)の場合の対応表を前もって準備しておく必要があ

る｡ p*については､ 2.6.2節符号CIの構成手順Step(3)を参軌

(準備5)　なお,上式(2.126)､ (2.128), (2.135)および(2.136)において, 1重Lee誤り

のときは, Fm(X) - 0 ,誤りなしのときには､ Fl(X) -Fm(X) -0となる式が得られる｡

またj=2の誤りの場合には､ i -2', Ei -a,･; i - m, Fl(a) - Fm(I)となることにも注意

しておこう｡

2.7.2　2重(/準2重)Lee誤りを訂正する符号CE(/C富)の復号手順

前節までの準備のもとに,以下2重Lee誤りを訂正するZq(q - pm)上の符号CEの復号

手順について述べる｡準2重Lee誤りを訂正する符号C酢こ関しては､本節の冒頭で述べたよ

うに,符号CEの復号手順との違いをコメントするにとどめる｡

Step(1)受信符号語e'に対するシンドロームSl(3:), S3(X)を定義式(2.93)および(2.95)

に従って求める｡

Step(2) Sl(X) - 0かつS3(X) - 0のときは,誤りなしとしてStep(12)へ｡それ以外の

ときは､ Step(3)へ｡

Step(3)シンドロームSl(X)およびS3(X)を次式のように表現し,それぞれ(a,Fn(X),e)

および(a,Fw(a),V)に変換する｡ここで, Fn(a)は､ pで割り切れない多項式である｡また､
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sl(X) - PaFn(X)Se一l (modpr(r ≦ m) ; mod 91(X))　　(2.143)

S3(X3) - pa+bFw(X)xv-1 (modpr (r ≦ m) ; mod 91(3))　(2.144)

なお, Sl(3=)から(a, Fn(X), e)への変換,およびS3(3)から(a,pbFw(X),V)への変換は､前

もって､すべての2重Lee誤り以下の誤りに対するシンドロームに関し計算しておいて､そ

れぞれを対応表1 ､対応表Ⅱとして作っておくとよい｡

Step(4) a - 0のとき､つまりSl(X)がpの倍数でないとき, Step(5)へ｡それ以外のとき

はStep(9)へ｡

step(5)変形シンドロームpb(Fn(X))-3Fw(X)X(V-3e)を算出し､前もって用意した変形シンド

ロームと中間解との対応表moより､中間解Fn(X)-1Fl(a)X(i-a)とFn(xr1Fm(X)a(3'-e)

(modpr(r ≦ m) ; mod 91(X))を得る｡中間解を得たらStep(6)へo中間解が得られず､訂

正不能の出力を対応表Ⅲ-oから得たら, Step(12)へ｡

Step(6) Step(5)で得た中間解とStep(3)で得たシンドロームSl(X)の表現から､解Fl(X)3:i-1

とFm(X)33'-1 (modpr(r ≦ m) ; mod gl(X))を得る｡ (土1の1重Lee誤り,あるいはj=2

の2重Lee誤り(p ≠ 2)が単独で起こっている場合は､上記対応表IE-oの作り方から,両者

同一となることに注意｡)この結果､誤り位置と誤り値を得たことになる｡ Step(7)へo

Step(7)得られた解が1重Lee誤りか否かを､式(2.145)が成立するか否かで判定する｡ 1

重Lee誤りと判定したら, Step(8)へ｡そうでなかったら､ Step(ll)へ｡

Step(8)得られた解Fl(X)xi-1に対し､以下の式で与えられるiとEの値を用いて,誤り位

置が先頭から七ディジット臥誤り値がE(- +1または-1)であるとして､受信符号語に生

じた誤りを訂正するoその際の土1の演算は､ zp-の上でmディジットのシンボル単位に行な
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Fl(3) - E*LP(X); (1 ≦ i ≦ S(0)); E* - +1または-1)　(2.145)

であるとする｡そして,

i-(i-1)N*+i ;E-E* (2.146)

とするoなお､ N*は2.6.2節のStep(3)を参照のこと｡ lの値で順序づけられたLIO(3;)の表記

法については､ 2.3節と2.4節再参照のこと｡ Step(12)へ｡

Step(9) a ≧ 1のとき､つまりSl(X)がpの倍数であるとき｡

変形シンドロームpb(Fn(a))13Fw(a)a(V-3e)を算出し,前もって式(2.140)と(2.141)に基づい

て用意した,変形シンドロームと中間解との対応表Ⅲ-aを用いて､中間解Fn(X｢lFl(X)X(i-a)

とFn(a)-1Fm(X)X(3'-e) (mod pr(r ≦ m-a) ;mod　91(X))を得るo中間解を得たら

Step(10)へ｡中間解が得られず､訂正不能の出力を対応表Ⅲ-aから得たら､凱ep(12)へ｡

Step(10) Step(9)で得た中間解とStep(3)で得たシンドロームSl(X)の表現から,解Fl(X)xi~1

とFm(a)xJ'-1 (modpr(r ≦ m-a) ; mod 91(X))を得る｡ (p- 2,a- 1のとき､ +2ま

たは-2の2重Lee誤りが1箇所で生じたときは､上記対応表Ⅲ-aは,対応表Ⅲ-oにおける

1重Lee誤りの場合と同様､得られる解が両者同一となるように作成してある.)この結果,

誤り位置と誤り値を得たことになる｡ Step(ll)へ｡

Step(ll)得られた解Fl(X)xi~1とFm(X)X3.-1 (modpr(r ≦ m-a; mod 91(X))に従っ

て, Step(8)で述べたように受信符号語に生じた誤りを訂正処理する｡このとき,土1あるい

はj=2の訂正処理の演算は, zp-の上でmディジットのシンボル単位に行なうoなお, +2ま

たは-2の2重Lee誤りが1箇所で生じていB,ときは､同じ誤り位置に同じ1重Lee誤りが

2回起こっていると解釈するとよい｡ Step(12)へ｡

Step(12)復号処理を終了する｡
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さてここで, ｢準2重Lee誤りを訂正する符号Cgの復号手胤についてコメントしておこう｡

符号C富の復号手順は符号C丑の復号手順と基本的に同じであるが､上記符号CⅡの復号手

順凱ep(7)において､複数の解が存在して中間解が得られない場合が大部分である｡そのため

大部分の場合､ Step(9)においては訂正不能の出力を対応表IE-aから得て､ Step(12)へ進む

点が異なる｡なお他の情報をもとに､凱ep(9)における複数解を特定の一つに決めて出力して

しまう復号も勿論考えられる｡
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前節までに､ 1重Lee誤り訂正符号から2重Lee誤り訂正符号までの符号の構成法および

復号法について述べてきた｡ 1重Lee誤り訂正符号については理論的に最適の線形符号が得

られ､ 2重Lee誤り訂正符号についても､限定した範囲ではあるが非常に効率的な符号が得

られた｡これらを更に一般化し､ Lee距離のもとで最適ないしは準最適な符号を完全に構成的

な手順として求めることが一つの課題であるが,これはなかなかに大変な課題である｡符号の

パラメータとして,整数剰余環を規定するpとm､冗長シンボル数に関わる生成多項式の吹

数k､訂正能力iを任意に与えたときに､符号長Nが最大の,従って符号化率最大の最適な

線形符号を如何にして求めるかという課題になる｡

金子ら【27】【28】は,符号長をbinary周期の2倍に限定したとき､筆者の構成法の自然な

拡張としてZ2m上のi重Lee誤り訂正符号が構成できることや, 2重Lee誤り訂正符号とし

て,符号長がbinary周期の(2kl~1 - 1)倍の符号の構成法を与え,更にその拡張の指針も与

えている｡しかし､最適符号には至っていない｡

一般には､ mやkの値を大きくとると､チェック行列に取り込める剰余類として､ 0レベ

ル以上の色々なレベルの剰余類を選択できるようになり,符号長が長く取れるものの最適符号

を得るための一般論が因業臣になる｡

恐らく当面は上記パラメータのいくつかを固定して一般解を求める戦略が順当と思われ

る｡例えば､単純な例として､特定の(小さな)値mでの最適符号を一例見出し､そのとき

の符号長Nおよび訂正能力iを固定した上で､このmの値を大きくしたときの符号化率最大

の最適符号を得る方法は､明らかに､ 2.6節の図2Aで示した方法を使えばよいo

一方､例えば､ p - 2,m - 3に固定した上でkやiの値を任意としたとき,最適符号は





)

)

67

第3章　整数剰余環Zq上の誤り訂正符号のイ

ンプリメンテーション

3.1　符号器･復号器の構成

3.1.1 1重I,ee誤り訂正符号の符号器･復号器の構成

本節では､ 1重Lee誤りを訂正する符号の符号器と復号器の構成法【47]について簡単に述

べる｡ 2章で述べた符号は､その構成の仕方から有限体上の巡回符号の一種であるHamming

符号やBCH符号と類似している･ただ基本的に異なる点として,有限環zq上の符号である

こと､変換多項式を有すること,そのため巡回符号ではないこと､しかし,符号語をいくつか

の部分に分け､各部分をそれぞれ対応する変換多項式で変換しつつ重畳してできる符号は巡回

符号であること,などがある｡特に最後の性質を用いれば,巡回符号と同様､符号多項式割り

算回路を利用した符号器･復号器を構成することができる｡符号多項式割り算回路としては

フィードバックシフトレジスタ【2] (但し有限環zq上)を利用することにすれば､問題は変

換多項式を如何に回路の中に組み込んでインプリメントするかということになるo　これは､入

力ディジット列に対し前処理(premultiply)操作を実施することにより解決できる｡そのイ

メージ図を図3.1に示す｡

図3.1は､ 2A節で例示したZ8上の1重Lee誤り訂正(30, 28)符号の符号器と復号器を

示す大まかなブロック図である｡まず符号器においては,多項式の係数列とみなした入力情報

ディジット列の最初の6ディジットには2X2を､次の12ディジットには(1+4X)X2を,さら

に次の10ディジットにはX2をpremultiply Lながら,冗長ディジット生成器であるZ8上
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図3.1: 1重Lee誤り訂正(30, 28)符号の符号器･復号器の構成

の符号多項式割り算回路(結線多項式は32-I- 1)へ送り込む.各変換多項式をX2倍して

いるのは､冗長ディジットを2シンボル分最後に付加するためである8.情報ディジットが入

力され終わった時点でレジスタ内にあるディジット列を-1倍(mod8)したものが冗長ディ

ジット列となる｡

復号器の構成もHamming符号の復号器に似せて若干拡張した形で構成できる｡まず､符号

器と似たような操作でフィードバックシフトレジスタを利用してシンドロームを算出する｡そ

のあと,いわゆるChien's Algorithmf2】をZB上のアルゴリズムとして解釈し直し, 6つのパ

ターンj=(2,0)､土(1,4),およびj=(1,0)を検出する｡どの六ターンをどの時点で検出したか

によって, +1または-1の訂正パルスを出力し､遅延回路から出てくる受信ディジットを訂

正する｡

8前章までは説明の都合上,符号語内では冗長ディジット,情報ディジットの順に並んでいたが､本章以降ではそ

の順番を前章までの符号語の最後からの順にした通常の表記法に従う｡従って､情報ディジット　冗長ディジットの

順に並ぶものとする｡



3.1.符号器･復号器の構成

3.1.2　2重(/準2重)I,ee誤り訂正符号の符号器･復号器の構成

69

2重(/準2重)Lee誤り訂正符号の場合も､符号器は､生成多項式9(a)で結線が定まる

フィードバックシフトレジスタと､変換多項式および冗長シンボル数によって規定される前処

理回路(premultiplier)とから構成することによって図3･1とほぼ同様の形で実現できる0 -

諺,復号器の方は有限体上のBCH符号の場合もそうであるように､シンドローム生成回路を

91(X)用と93(X)用の2つに分け､そのためのpremultiplierも, LB(a)倍とR芝(3;)倍の2つ

のグループに分けて実行した方が回路規模の点から望ましい｡全体として有限体上のBCH符

号と類似した形の回路を構成できるが, 2･7節で述べたようにZq上の符号特有の処理が必要

となるので､以下では､ 2重Lee誤り訂正符号の復号器について更に詳しく説明する｡

なお､上で述べた符号器および復号器の構成の仕方は､式(2.68)や式(2.88)に示した符

号多項式C(X)が､生成多項式9(X)で割り切れるということに一つの亜拠を置いている｡

図3.2はZq上の2重Lee誤り訂正符号の復号器の概略を示すブロック図である｡処理の流

れは､ 2.7.2節で示したr2重Lee誤りを訂正する符号CⅡの復号手順｣に沿っているo

(1)受信した符号語は､復号処理の臥バッファに退避させられるとともに､フィードバックシ

フトレジスタを利用した符号多項式割算回路に送られるDここで､シンドロームSl(X), S3(X)

が生成されるo

(2)シンドロームSl(X)およびS3(X)を､対応表Ⅰ ､対応表IIに従って,式(2.143)と(2.144)

で示した(a,Fn(X),e)および(b,Fw(3),V)にそれぞれ変換するDこのとき､ aとbの値の組

み合わせ(例えば､ b < 0など)によっては､訂正不能の誤りが生じていることが検出できる

ため,これを検出信号として利用し, Mod加算器M4による訂正動作をすべて禁止する｡ま

た､ a-b-m (但し､ q-pm)のときにも､誤りなしとして､訂正動作制御回路を制御し

て訂正動作を禁止する｡なお､対応表は通常ROM (Read Only Memory)を用いて作られる｡
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図3.2: 2重Lee誤り訂壷符号の復号器の構成
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(3)シンドロームを変換して得た多項式をもとに､回路MlとElを使って､変形シンドロー

ムpb(Fn(X))~3Fw(X)xv-3e (mod 91(X))の構成部分を求めるoそれらをROMで作られた対

応表Ⅲへ入力するoあわせてaとbの情報も入力するD回路Mlは, V-3eの値をmodprで

演算するMod加算器である(r ≦ m,2.7.2節の復号手順参照)｡回路Elは多項式演算回路で

あるが､ 2.7.1節の(準備3)で述べたように､ q - 23のときは､回路Elは単にExOR回路を

並べたものになる｡

(4)対応表Ⅲの出力として､中間解(Fn(X))~1Fl(a)xi-eと(Fn(a))~lFm(a)xJ'-e (mod 91(X))

の構成部分を得るo解がなく､訂正不能のときには､検出情報Cを得る｡検出情報Cは､訂

正動作制御回路を制御して､ Mod加算器M4による訂正動作をすべて禁止するD

(5)得られた中間解の構成部分(Fn(X))~1Fl(I)と(i-a),および(Fn(X))~1Fm(X)と(JLe)に､

対応表Ⅰの出力として得られたFn(X)とeをそれぞれ作用させて､ iとFl(X)およびjとFm(a)

を得るo iとjは､ Mod加算器M2､ M3をそれぞれ用いて, Fl(a)とFm(X)は､多項式演算

回路E3､五2をそれぞれ用いて得る｡

(6)先頭からn番目の受信ディジットが受信バッファから出力されるとき､カウンタの値も

nになるものとするo解Fl(X)xi~1と解F,n(a)xJ'-1によってそれぞれ指定される誤り位置の値

とカウンタの値とが一致したとき､バッファに格納されていた受信誤りディジットを訂正する

べく､比故制御器から検出信号AあるいはBを得る｡そのとき,検出信号AあるいはBは,

Fl(a)あるいはFm(a)からそれぞれ指定される誤り値+1または-1の情報を含んでいる,つま

り検出している信号とする｡これらの検出信号は､ Mod加算器M4を用いて受信誤りディジッ

トからその誤り値を減算するべく､訂正動作制御回路を制御する｡

(7)なお,検出信号AとBが同一の受信シンボルに対し､同じ誤り値E( - j=1)を検出し

ているときには､ 2aEの値をそのシンボルから減ずるべく訂正動作制御回路を制御する｡
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前節で述べた符号器/復号器の構成と2.2節で述べたフィードバックシフトレジスタの周期を

念頭に置けば､図3ふ図3.2の符号多項式割り算回路において､冗長デジットないしシンドロー

ムの算出に要するクロック数を減らせることができるo即ち､複数個の前処理(premulもiply)

をシークエンシャルでなく並列的に同時に実行し各演算結果を合算して多項式割算回路である

シフトレジスタに供給することによって､通常シークエンシャルに処理を行う場合にはⅣ (-

符号長)クロック分要する処理をN,(-採用した各剰余類の長さ)クロック分で済ませること

が出きる｡一種の並列化処理であり､ (超)高速回線等への応用を考える場合には有用であるo

この考え方はさらに拡張することができ､有限環上の符号に限らず､有限体上の符号に対し

ても応用することができる匝2】【53】｡それは,上記各剰余類の長さN*を更にu等分し9､チェッ

ク行列の先頭からi - (i-1)N*/u + 1番目(i - 1,2,-,u)の各行に対応するBi(X)を変

換多項式として,上で述べた並列化の方法を適用することである｡この場合Ⅳ*(-採用した

各剰余類の長さ)クロック分のさらに1/uクロック分で符号多項式割算回路の処理を済ませる

ことができる｡

なお,筆者の文献【52]r53]でも詳しく述べているが､情報ディジット部分と冗長ディジット

部分を別々にu等分して処理した方が､回路構成上適している場合もある｡符号化での冗長

シンボル算出のための処理は､この場合に相当する｡

以上,述べたように変換多項式の考え方と並列処理の考え方をうまく結び付けることによ

り､色々なヴァリエーションを構成することができる｡

9有限体上の符号では,通常このN'が符号長Nとなるo uで割り切れないときには､ダミーのシンボルを付加

する｡



3.3. Lee距離に基づく2重誤り訂正符号LSI

3.3　Lee距離に基づく2重誤り訂正符号LSI

73

本節では､大容量デジタルマイクロ波無線通信向けに開発した2重誤り訂正符号LSIにつ

いて述べるt35】｡図3.3に示す図が､開発した2重Lee誤り訂正符号LSIの外観図である｡符号

はZ23上の符号であるが､これを効果的に利用して､ 23× 23 - 64値あるいは24× 24 - 256

値のSquare多値QAM伝送系あるいはStepped多値QAM伝送系に適用している(4.3節参

煤)｡送信側2.5Ⅹゲート､受信側4.3Ⅹゲートおよび誤り位置演算用ROMとして64Ⅹピッ

トを要する｡符号の性能評価については､ 4.2節を参照されたい｡ほぼ理論値に一致した訂正

能力が確認されているo表3.1は,本LSIの諸パラメータについて記したものである｡本LSI

は10年前当時の技術(1.5 〟 m)を用いて作ったものであるが､現状の技術(0.35 〟 m)を用

いれば､更に面積約1/20､消費電力1/30程度になると予想される0　2重誤り訂正符号LSIと

しては非常にコンパクトな回路規模で構成されている｡

.?.'i V) jr J]:_符を3-化回端 誤り訂lL授与化LE'11鞘

図3.3: Z23上の2重Lee誤り訂正符号LSI

表3.1: Z23上の2重Lee誤り訂正符号LSI諸元

符号 儿Hﾘi+r�鼎偵b�372 �#C��124 情報デイゾツト数 �48.6 �3c"�238 ���B�

符号化利得 剴2�&D"�3.4dB �2綰D"�4.OdB 

回路規模 剳ы�� �"綏ｴv�FR�
復号器 �� 4.3kGate(+ROM:64kb) 

動作速度 剴S�ﾔ�GdF�6�｢�

J 消費電力l 剳ы�� ����ﾕvc��ﾔ��ｲ�

復号器 ����"�#��ﾕw#��ﾔ��ｲ�
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第4章　整数剰余環zqの上の誤り訂正符号の

デジタル通信系への応用

4.1　高密度デジタル通信系への誤り訂正符号の導入と課題

4.1.1　差動符号化多値直交振幅変調系への誤り訂正符号の導入

ディジタルマイクロ波無線(Digi七alMicrowave Radio ; DMR)通信系,あるいは､電話回線

を用いたデータ通信系などの分野において､情報伝送の高密度化をはかり､帯域あたりの情報

伝送速度を大きくするための努力がこれまで続けられてきた｡高密度化の進展にともない､従

来単なるオプションとしてしか考えられていなかった誤り訂正符号を､最初からシステム設計

の一環として取り入れていく必要性が認識されてきた｡その際,効率的な誤り訂正符号を採用

するためには､システムの特殊性を十分考慮に入れて,符号の選択･設計を行う必要があったo

高密度デジタル通信系の実現に向けては､まず波形伝送技術､変復調技術等において様々な

技術の進展が見られた｡その中で､高密度化に伴って増大した伝送路上での雑音の影響を軽減

して所要C/ N (Carrier to Noise Ratio:搬送波平均電力対平均雑音電力比)の改善を図るため

に､あるいは増幅器の非線形領域での利用に伴う信号歪等による残留誤りの低減を図るため

に､その抜本的な対策として､誤り訂正符号を利用することがDMR通信系において80年代

初頭あたりから検討され始めた｡高密度デジタル通信系における変復調技術としては,周波数

利用効率の高い多値直交振幅変調(QuadraもureI Amplitude Modulation ; QAM)方式の利用

が主流であったため､誤り訂正符号を導入する上では多値QAM方式に親和性のある符号の

導入が求められた【33]｡
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高密度のDMR通信系は,当初既存の非同期デジタルハイアラキー( pI)H : PIesiochronous

Digi七alHierachy)に沿った形で開発されてきた｡そこでの誤り訂正符号としては,米国系の

6GHz帯135Mbps(帯域幅30MHz)のI)MR通信系で､ 64億QAM方式のもと､まずZ8上の1

重Lee誤り訂正(84,81)符号が世界に先駆けて適用され開発された【33]｡またヨーロッパ系の

Lower-6GHz帯140MbpS(帯域幅30MHz)のDMR通信系で､ 256億QAM方式のもと､ Z16

上の1重Lee誤り訂正(72,70)符号が適用され開発された匝4]｡これらの符号は第2章2.4節

で述べた符号である｡

更に､ 1988年､当時のCCITT (Consdting Commi七七ee of hternationalTelegraphand

Telephone ;現在､ ITV-Tに引き継がれている)が､将来の高速広帯域サービスの提供や運用性

の充実を考慮して､世界的標準として同期デジタルハイアラキー( SDH : Synchronous I)igi七al

Hierachy)を勧告した(CCITT勧告G_707,708,709)【39】【40]o SDHでは､ 155.52MBPSが情

報伝送速度の基本となっており､上記140Mbpsに比べ情報伝送速度が10%強アップしたため､

更に高度の変復調技術やフェーディング等化技術､スペースダイバーシティ技術､誤り訂正符

号技術等々が求められた｡誤り訂正符号技術としては､冗長度が少なくしかも訂正能力が更に

高いものが求められた｡そこで､それまでの1重誤り訂正符号から2重誤り訂正符号で符号化

効率の良いものへのVersion Upという流れができた｡ 3.3節の2重Lee誤り訂正符号LSIは

この流れに乗って開発されたものであり､符号自体は2.6節､ 2.7節で述べた符号である｡

DMR通信系用に開発(もしくは推薦)された誤り訂正符号としては､その後BCH符号､畳

み込み自己直交符号､ RS符号などが発表されている【41]一匹4】[38]｡ただ符号化率､装置規模､

訂正能力(符号化利得(coding Gain))等々全体のバランスから考えて完全な決め手になって

いるものはない｡その点本論文でのlee距離に基づく符号はバランス的に優れているという

特徴はある(3.3節参照)｡



4.1.高密度デジタル通信系への誤り訂正符号の導入と課題 76

さて､多値QAM方式においては色々なデジタル信号処理が施される｡そこで､多値QAM

信号S(i)は次式のように表されることをまず確認しておこう｡

S(i) - p(i)cosuc(i) + q(i)sinLJc(i) (4･1)

式4.1において､同相成分の信号p(i)と直交成分の信号q(i)は､時間軸上で離散的に与えら

れる多値パルス信号の列として表現されるoこれが情報を担う多値データの列である｡ wc(i)

はこれら同相･直交成分の信号を運ぶ搬送波である｡

ところで､多値QAM方式による高密度のDMR通信系に誤り訂正符号を導入するとき､

考慮すべき特殊性あるいは課題として次の点が考えられるo

(1)多値信号-従来の2値符号では非効率的である｡送信シンボル(ディジット)が他シン

ボルに誤る場合､距離的に近いシンボルには誤りやすいが遠いシンボルには誤りにくい｡

このことを多値信号ないし多値符号の効率的な符号構成にどのように反映させたちょい

のか?高密度化の上で､符号化効率改善への鍵となる｡

(2)直交性- QAM信号が対象であるので,同相側､直交側で独立に誤り訂正符号化が可

能である｡このことを通信系での雑音を考慮しながら符号の構成に如何に反映させるか?

(3)再生搬送波の位相の不確定性位相スリップの存在･･･再生搬送波の位相には, oo ,90

0 , 1800 , 2700の4種類の不確定性が存在する.正しい受信信号を得るには､再生搬送

波の引き込み位相を検出するか,何らかの手段で不確定性を除去する必要がある｡通常使

われる解決策として､差勤符号化による方法がある｡これは､情報を絶対位相に対応させ

るのではなく,位相差に対応させるものであるo　しかし､この場合差動復号後に伝送誤り

が倍になるという欠点があるD　これから逃れる方法はないか?

(4)高密度の帯域制限系-帯域制限通信路に対して多値化で高能率伝送を行う事から､符
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号化率の非常に高い符号が求められる(冗長度は数%以内)

(5)多中継システム- DMR通信系は､基本的に多中継システムであることを考えれば, -

ホップに許される絶対遅延時間も制限される｡従って､絶対遅延時間に直接関係する符号

長も短い事が望まれる(高々500シンボル程度以内:ここでは､ DMRでのホップ数を最

大50､変調速度25MH z , DMRに許される絶対遅延時間l mSeCとして､ (lmsec/50)

/40nsec - 500として算出)｡

4.2節において､これらの課題に答える方式として, 2章で述べたLee距離に基づく誤り訂

正符号を利用する方式を提案し解析する｡ただその前に､上記(3)の課題に閑し,Lee距離に

基づく誤り訂正符号が差勤多相位相変調系にまず適していることを以下に詳しく述べ､ 4.2節

の提案につなげることにする｡

4.1.2　差動符号化多相位相変調系への誤り訂正符号の導入

本節では､特にZqの上のLee距離に基づく誤り訂正符号が､まずq粕の差勤位相変調に

よる通信系に適していることを述べ､次節へつなげる｡そして､位相の不確定性に対し,いわ

ゆるトランスペアレント(transparent)な多値符号(後述)を,ここではzqの上のLee誤り

訂正符号として与えたということを述べる｡

まず､差勤位相変調系においては､各位相27Ti/qは,整数i(modq)に1対1に対応させ

て考えることができる｡つまり､各データはzqの元として表現できる｡そこで､差勤位相

変調系は,図4.1に示す形にモデル化できるoまた-データ列OiO,Oil,Oi,2･･･は､ βi(X) -

oi.+Oils+Ci2X2+-　と表現できる.図4.1より､ q相の位相変調系､および､差動位相変

調系の入出力関係は次のように表わされるo

ラ
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(1) q相位相変調系:

q相の位相変調系

図4.1: q相の差動位相変調系のモデル

β3(X) -02(a)+a(a)+△(X) (mod 2m)
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(4.2)

ただし, e(I)は伝送媒体における誤りディジット列e(X)-eo+elX+e232+-　で､

△(X)は復調器における位相の不確定分Sを表わす系列△(X) -6+ゐ+632+-　で

ある｡

(2) q相差動位相変調系:

04(a) -01(X)+a(X)(1-X)+(6+α-β)

但し､ αとβはそれぞれ差勤符号器､および､差動復号器の初期値である｡

(4･3)

式(4.3)あるいは図4ユから明らかなように､伝送媒体上の誤りは差勤復号器を通過するこ

とにより約2倍に拡大される｡そのため､倍化される以前､つまり,図4.1のB点に誤り訂

正復号器を置く方式が考えられる.この場合､符号器は当然A点に置かれている｡しかしな

がら､その際の問題点として,式(4.2)からもわかるように,位相復調器による位相の不確定

分が残っている状態で誤り訂正を実行しなければならないo逆にいえば,位相の不確定分が誤

り訂正の操作に何ら影響を及ぼすことなく誤り訂正復号器を通過するように､そしてその不
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確定分は､そのあとの差勤復号器で取り除くようにしなければならない｡そのための1つの方

法として､使用される誤り訂正符号が, 2つの条件

(1)線形である｡

(2)位相の不確定分に対応する語(♂,∂,-,♂)が1つの正しい符号語である｡

を満たすように構成されるならば､式(4.2)より△(X)は何ら誤り訂正に影響を及ぼさず､そ

のまま誤り訂正復号器の外に出る｡このような符号は位相の不確定に対し､ transparentな符

号とよばれる【29]oなお､条件(2)は符号の線形性より, (1,1,-,1)を正しい符号語として

もつという表現に置き換えられる点に注意｡

さて､このtransparentな符号としては, 2相データの場合は､例えばBCH符号などを用

いて容易に構成し得ることはよく知られているが,多相データに対して､直接的にどのように

構成したちょいか､それまで知られていなかった【19]｡

ここで, 2A節､ 2･5節で導いたzp-の上の1重Lee誤り訂正符号Cいおよび準2重Lee

誤り訂正符号C富についてみると､両符号とも明らかにZp-の上で線形である｡さらに､式

(2A3)を考慮すれば,任意の2'の値(o≦j ≦m-2)に対し､ zp-の上で次式が成立するこ

とも明らかである｡

pj(1+X+32+-+xN(m~3')-1) -o (mod9(3)) (4.4)

このことから,両符号とも(1,1,-,1)を正しい符号語としてもつことがわかる｡

したがって､本章で導いた符号ClおよびC富ともに位相の不確定に対してはtransparent

な符号であるo

また, 2･6節で述べたZp-の上の2重Lee誤り訂正符号CⅡについてみると,もちろん,

Zp-の上で線形であり､また､その構成の仕方から, CEが偶数個の変換多項式を有すると
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き､そのときに限って､ (1,1,･･.,1)を正しい符号語としてもつことがわかる｡従って,その

とき符号CIも位相の不確定に対しtransparentな符号となるo

以上により, 2章で導かれた符号CI, C富, cEは,差動位相変調による通信系に適した符

号となっていることがわかる｡
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4.2　IJee距離に基づく符号系を導入した差動符号化多値直交振

幅変調系の提案･解析

本節では､ 4.1.1節で述べた特殊性を持つ差勤符号化多値直交振幅変調(QAM)系に対し､

Lee距離に基づく多値transparent誤り訂正符号を用いることを提案し解析する｡次いで特に

64億QAMを例にとりあげ､この多値transparenも符号が上記特殊性のもとで如何にシステ

ムの一部として取り入れられるかについて詳しく述べるとともに､符号の性能について評価

を行うこ

まず,差動符亘化を併用した多値QAM用誤り訂正符号化システムとして図4.2に示すシス

テムを提案する【461｡図に示すように,誤り訂正符号化･復号は差勤符号化･復号の内側で行

うのが一つの特徴となっている｡更に,同一のtransparent誤り訂正符号を同相側､直交側に

独立に置いている点が二つ目の特徴である｡後で見るように,これらの特徴から､図4.2のシ

ステムにおいては､差動復号の前で位相の不確定性があっても伝送誤りの訂正を支障なく行え
名

る｡そのため､差動復号による誤りの倍化が例えあったとしても､誤り訂正処理後の残留誤り

の倍化であるため影響は少なく､誤り訂正回路の訂正能力を損なうことなく動作するシステム

となっている｡以下,各ブロックについて､ 64億- (8×8)値QAMの場合を例にとって説

図4.2:差動符号化多値QAM用誤り訂正符号化システム
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明していく｡

4.2.1　信号点配置

64値QAMの各信号点は､通常8 ×8の各格子点に位置する｡ 4.1.1節でも述べたように,

各信号点は距離的に近い信号点に誤り易い｡誤り訂正符号を使うと否とにかかわらず､各信号

点のピット表現を定める際には､このことを念頭に置き次の諸点に留意する必要があるo　これ

は,訂正能力以上の誤りが生じた場合のことを考慮しての話である｡

(1)相隣る信号点間のハミング距離(相異なるビット数)をなるべく小さくする｡これは､

隣接点への誤り確率が大きいことによる｡

(2)原点より遠い相隣る信号点間のハミング距離は,なるべく最小距離1とすること｡これ

は,増幅器による非線形歪の影響を少なくするためである｡

(3)差動符号化/復号化に関与するビット数は2とする｡従って､残りのビット(64億の

場合6-2=4ビット)は受信時の位相回転に対して不変とすること｡これは象限数が

4=22であり,差動復号によるビット誤りの拡大を最小にするためである｡

(4)差動復号により差勤符号化部分の誤りの拡大を防ぐため､象限を越える相隣る信号点間

のハミング距離は､なるべく小さくすること｡

(5)平均のビット誤り率が小さくなるようなビット表現にすること｡

(6)信号点のビット表現の定め方は規則的な方が望ましい｡解析もし易い｡

これらすべての項目を同時に満たすことは難しいが､以上の点を念頭に置いて求めた信号

点配置の例を図4.3と図4.4に示す｡なお,図4.4の方は､従来のQAM方式での信号点配置

図としてよく知られている｡図4.3,図4.4において､下位4ビットは再生搬送波の位相の回
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Q

信号点(Ⅹ, Y)

Ⅹ: 0-3

0-00

1-01

2-1 1

3-10

Y: 0-15

0-0000

1-0001

2-0011

3-0010

4-0110

5-0111

6-0101

7-0100

8-1100

9-1 101

10-1111

ll-1 110

12-1010

13-1011

14-1001

15=-1000

信号点(A.B.C)

A,B,C: 0-3

0-00

1-01

2-1 1

3-10

(1.0)　(1.7)

0　　　0

(1. 1)　(1.6)

0　　　0

(1.2)　(1.5)

○　　　○

(1.3)　(lA)

0　　　0

(1.8) (1.15)

0　　　0

(1.9) (1_14)

0　　　0

(1.10) (1.13)

0　　　0

(1.ll) (1.12)

0　　　0

(0. 3)  (0.2)  (0. 1)  (0.0)

0　　　0　　　0　　　0

(0.4)　(0.5)　(0. 6)　(0_ 7)

0　　　0　　　0　　　0

(0.ll) (0.10) (0.9)　(0.8)

0　　　0　　　0　　　0

(0.12) (0.13) (0.14) (0.15)

0　　　0　　　0　　　0

(2.15) (2.14)

○　　　○

(2.8)　(2.9)

0　　　0

(2. 7)　(2.6)

0　　　0

(2.0)　(2. 1)

0　　　0

(2.13) (2.12)

0　　　0

(2.10) (2.ll)

○　　　○

(2_5)　(2.4)

○　　　○

(2.2)　(2_3)

0　　　0

図4.3: 64億QAM用信号点配置-1
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(1.0_1) (1.0_2) (1.3.2) (1.3.1)

0　　　0　　　0　　　0
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0　　　0　　　0　　　0
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0　　　0　　　0　　　0
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0　　　0　　　0　　　0
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図4.4: 64億QAM用信号点配置-2
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(3.3.0) (3.3.3) (3.0.3) (3.0.0)

0　　　0　　　0　　　0
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転に対し不変であり,回転対称の構成になっている｡また,各信号点を表現する数値は､いわ

ゆるグレイ表現されており､隣接信号点への誤りを極力1ピットに押さえるよう工夫されてい

るが,象限を超える隣接点への誤りがあったとき､下位4ビットに起こる誤りビット数が4と

なる個所もある0 -方,象限内での隣接信号点への誤りは1ピットになるよう押さえられてい

る｡どちらの信号点配置を用いても基本的に差はないと考えられる｡

4.2.2　スクランブラ,ディスクランプラ

各信号点を表わす6ビットの各ラインのビット誤り率を均等化するために､いわゆるPN

系列発生器などを用いてラインの入れ替えを行なうスクランブラ,ディスクランブラを利用す

る｡なお,送信データを擬似的にランダム化することによって,復調を容易にするためにも､

スクランブラ､ディスクランブラは用いられる囲｡そのため､もともとモデム内に内蔵して

あれば,それを利用することもできるo

4.2.3　差動符号化､復号

4.1.2節で､多相位相変調方式の場合に即して述べたように､差勤符号化･復号により､再

生搬送波の位相データの不確定分を取り除くことができる｡ QAM方式の場合には,伝送デー

タの各ピットのうち､象限を表わす2ピット列を､ 0-3の数値列として, isi)で表わし､差

動符号化された2ピット列をidi)で表わせば､差動符号化は､

di-di_1+si (mod4)

si-di-di_1 (mod4)

に従って行われ､復号は､

に従って行われる｡

(4.5)

(4.6)
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図4.2におけるGJ N変換は,式(4.5)を通常のナチュラル4値表現で計算するための,グ

レイ･ナチュラル変換を表わす｡すなわち､ 00100, 01101, 11110, 10づ11という変

換であるo NI G変換はその逆である.

4.2.4　信号点の変換fとその逆変換f-1

64億QAMの場合､図4.2における誤り訂正符号としては, 8億のLee距離に基づいた符号

を同相側､直交側で用いることになるo　この符号の各シンボルは0 - 7の整数値で表わされ､

符号化､復号の演算は8を法とした整数演算となる｡従って､各信号点は､例えば図4.5の

ように表現されていることが望ましい｡図4.5において,各信号点の表現を(3,y)とし､ 3,y

のビット表現をナチュラル表現とすれば､この表現は､ -4≦X,y≦3の表現で負の数を2の

補数で表現しているとみなせる｡従ってこれはモデムへの入力信号としても適している｡

Q

(4_3)　(5_3)　(6_3)　(7.3)

○　　　○

(4. 2)　(5. 2)

0　　　0

(4. 1)　(5. 1)

0　　　0

(4.0)　(5.0)

0　　　0

○　　　○

(6.2)　(7.2)

○　　　○

(6. 1)　(7_1)

0　　　0

(6_ 0)　(7.0)

0　　　0

(0.3)　(1.3)

○　　　○

(0.2)　(1.2)

0　　　0

(0.1)　(1. 1)

○　　　○

(0.0)　(1.0)

○　　　○

(2_ 3)　(3.3)

○　　○　　　　(Ⅹ, Y)

(2.2) (3.2)　　　Ⅹ, Y:0-7

○　　　○

(2. 1)　(3ユ)

○　　　○

(2.0)　(3_ 0)

0　　　0

(4.7) . (5.7)

0　　　0

(4.6) ･ (5.6)

0　　　0

(4.5)　(5. 5)

○　　　○

(6.7)　(7.7)

0　　　0

(6.6)　(7_6)

○　　　○

(6.5)　(7.5)

○　　　○

(4A) ～(5A)･･ (6.4)　(7_4)
一　〇　　　〇　　　〇　　　〇

(0. 7)　(1. 7)

0　　　0

(0. 6)　(1.6)

○　　　○

(0. 5)　(1.5)

○　　　○

(oA)　(1 A)

○　　　○

(2.7)　(3.7)

0　　　0

(2.6)　(3.6)

0　　　0

(2.5)　(3. 5)

○　　　○

(2 A)　(3 A)

0　　　0

図4.5: 64億QAM用信号点配置-3

3-011

2-010

1-001

0-000
-1-7-1 1 1

-2-6-1 10

-3-5-101

-4-4-100

(mod 8)
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さて､図4.2の変換J､および､その逆変換.｢1は,図4.3(または図4.4)の信号点配置の

上位2ビットをナチュラル表現したものと､図4.5の信号点配置-3の間の変換として定義さ

れるo例えば,図4.6のような変換となる｡

(2, 8)

ナチ=<,レiuィ　f-1

(4, 6)
＼ヾヽ

ナチュラル

図'4.6‥信号点の変換jとその逆変換.｢1の一例

4.2.5　多値transparent誤り訂正符号

図4.2において､誤り訂正符号化および復号は､それぞれ,差動符号化のあとおよび差動復

号のまえで行われる｡これは､差動復号による誤りの倍化を避けたためである.従って､誤り

訂正の復号の段階では,再生搬送波の位相データの不確定分は除去されないままになってい

る｡このような状態でも位相データの不確定分に影響されることなく誤り訂正を正しく実行

できる符号がtransparent符号であり,位相の不確定分は誤り訂正復号器をそのまますり抜け

て､差動復号器において除去される｡

前節において, PSX､あるいは, DPSX変調方式に対するtranspare山符号を定義したが､

そのための条舶ま整数剰余環zq (今の場合, q-8)の上の線形符号で(1, 1, ･･･, 1)を正し

い符号語とし辛もつ符号であった｡

ここでは前節で示した同一のtransparent符号を同相側,直交側に独立に置くことを提案し

ている_｡このようにすれば､ QAM方式においてもtransparentな符号構成となっている｡そ

の理由を以下簡単に記しておこう｡
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図4.5において､一つの信号点を(X, y)とし､この信号点がそれぞれ900, 1800, 2700回

転したときの信号点を求めると､それぞれ(7-y, a), (7-a, 7-y), (y, 7-I) (mod8)と

なる｡

ここで､使用する符号がmod8の演算に基づいた線形符号であって､かつ, (1, 1, ･･･, 1)

を正しい符号語としてもつこと､従って､ (7, 7, -, 7)も正しい符号語としてもつこと､お

よび,同相側,直交側で同一の誤り訂正符号を用いていることから,上記X,yに加えられた

誤りは､訂正能力以内の誤りである限り,すべて訂正されることがわかる｡ついで､誤りを除

去された信号点(X, y), (7-y, X), (7-3, 7-y)または(y, 7-3)は変換f11により,それ

ぞれ, (u,V), (u+1, V), (u+2,V), (u+3,V) (ただし, uに関する加算はmod4で考え

る)で表現される信号点に変化するo uに加算された不確定分+1, +2, +3 (mod4)は､差

勤復号器によって除去されるo

なお,このような誤り訂正符号の配置は,バイナリの誤り訂正符号をQPSX変調方式にお

いてtransparentな符号として用いる方法【29】の素直な拡張となっている｡

4.2.6　IJee距離に基づいた符号

図4.2における誤り訂正符号としてはLee距離に基づくq (今の場合, q-8)を法とした,

つまり､整数剰余環zqの上の多値誤り訂正符号を使用することを提案したoこれは図4.5か

らも分かるように,例えば,最も確率の高い隣接点への誤りは､同相軸あるいは直交軸上にお

ける土1 (mod8)の誤りとして,つまり1重lee誤りとして表現でき､信号点間の距離とLee

距離とがうまく整合しているためである｡従って､極めて効率的な符号を用いることができる

と考えられる｡

簡単のため､ 1重あるいは2重Lee誤りを訂正する8値のtransparent符号について､そ
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表4.1: Z8上のもransparent Lee距離符号のパラメータ例

Ⅰ 披�Ⅹー �ﾒ��

30 �#��0.933 

84 塔��0.964 

90 唐綯�0.95.6 

120 免ﾂ綯�0..967 

252 �#C停�0..988 

Ⅱ �#��22 售�縱ッ�

60 鉄"�･0.867 

120 ���"�0.933 

124 ���B�0.919 

248 �#3��0.960 

372 �3c"�0.973 

496 鼎ッ�0.980 

N:符号長　Ⅹ:情報ディジット数
ⅩノN :符号化率

_I : 1重Lee誤り訂正符号

刀 : 2重Lee誤り訂正符号

のパラメータ例を2章の結果より表4.1に示す｡なお, 2章ではZ2m上の2重Lee誤り訂正符

号の構成において､符号のチェック行列を構成する剰余類の長さを本来の長さの半分とした｡

従って, (1, 1,.･･, 1)を正しい符号語としてもつようにするためには､チェック行列の部分

行列∬Ⅰに含まれる剰余類の個数β(o)が偶数となるようなパラメータを持つ符号を選ぶ必要

がある｡表4.1の2重Lee誤り訂正符号はこの条件を満たしていることに注意｡また表4.1に

は､冗長度がそれほど許されない高密度ディジタルマイクロ波通信や音声回線での高密度デー

タ伝送を念頭において､符号化率K/Nが0.933以上となる符号を掲げてあるo
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4.2.7　符号誤り率特性

本小節では, Lee距離に基づく誤り訂正符号を組み込んだ差勤符号化多値QAM伝送系に対

し､符号誤り率(Bit E汀Or Rate : 石ER)改善特性を算出する式を導く【36]【55】【56]｡符号誤り

率は､誤り訂正符号に限らず､一般のデジタル信号の伝送系において､最も重視される評価基

準となっている｡導く式は伝送系に熟雑音(加法的白色雑音)が生じたとき符号誤り率はどう

なるかという式であり,いくつかの仮定を置いて導いている｡実際のBER改善特性は､変復

調系,誤り訂正符号系などを含む全体の伝送系自体の理想的な特性と様々の劣化要因(信号の

線形非線形歪み､変復調回路の不完全性)によって決まるが､劣化要因を熱雑音として求めた

式は主要な評価尺度である｡

以下いくつかのステップを経て符号誤り率に関する式を導くが了容易に導ける式や良く知ら

れている式については説明を略し単に式を掲げるだけにしてある｡

(1) 2シンボル間の符号誤り率:

2つの信号点A,B間の距離が2d(振幅が土d)の2値信号のガウス雑音による符号誤り率は,つ

まりA点からB点へ(あるいはB点からA点へ)誤る確率pLlは､次式で与えられる｡

pd - L∞去e-'3'd'2/2q2

去erfc(m)

但し､ erfc(I) -孟/3∞e-i2df

(2)多値QAM伝送系でのシンボル誤り率:

M (- (2n)2)値QAM伝送系におけるシンボル誤り率psは次式で近似できるo

Ps-
2(2n- 1)

n

Pd (4.10)

式(4.10)は､以下のようにして導ける｡まず､シンボル誤りとしては,支配的な隣の信号点
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への誤りのみを仮定する｡更に多値QAMの信号点配置図において､ 4隅の信号点は2方向に

しか誤らないこと,辺上の4隅以外の信号点は3方向にしか誤らないこと,残りの内部の信

号点は4方向へ誤る可能性があることを考慮に入れると次式が成立するD次式より､式(4.10)

は容易に導ける｡

ps-義(4×2Pd･4(2n-2)×3Pd･(2n-2)2×4Pd) (4･11)

(3)多値QAM伝送系での平均信号電力と搬送波の平均電力:

M(- (2n)2)値QAM伝送系における信号ベクトル長の2乗平均値Sは次式で与えられる｡こ

れは直接計算すれば容易に得られる｡

S -蛋(M-1)d2 (4.12)

また搬送波の平均電力をCとすれば､次式が成り立つ(簡単のため､無変調波で考える)｡

･･-圭子 (4ユ3)

(4)多値QAM伝送系でのシンボル誤り率とCノNとの関係:

M(- (2n)2)値QAM伝送系におけるシンボル誤り率psは､式(4.8)､式(4.10)､式(4.12)秦

よび式(4.13)より,次式で近似できる｡ (C/N : Carrier to Noise Ratio)

ps =聖二ユerfc(僻) =
n

2(2m- 1)

a 節) (ul,

以下説明の都合上､ M - 64(従ってn - 4)として, 64億QAM伝送系において考えるo

(5上シンボル誤り率とピット誤り率との関係:

シンボル誤り率psとピット誤り率pbとの間に次式が成り立つo但し信号点配置図は､図4.4
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で示した回転対称の信号点配置図を用いるものとする｡

pb - Zps (4･15)

式(4.15)を導くためには若干の説明を要する｡まず,図4･4の信号点配置図において､信号点

(A,B,C)を((Al,A2),(Bl,B2),(Cl,C2))として表す｡同相軸に写像したシンボルのビット表

現を(Al,Bl,Cl)､直交軸に写像したシンボルのピット表現を(A2,B2,C2)とし,それぞれの

ピット誤り率をpl､P2､P3; ql､q2､q3とする｡図4Aの信号点配置図に注意して､各シンボル誤

りをビット単位に見て,どんなビット誤り率に影響を与えるかに着目すれば､次式が導ける｡

pl - ql-憲pd-去pd (差勤変換後は芸pd)

8×4+2×2×4
P2　=　q2　=

P3　=　q3　=

64
pd - ;pd

16×4+2×2×4

64
pd - ipd

従って､これらの式とn - 4と置いた式(4.10)から､次式が成立する｡

pl - ql-嘉ps (差動変換後は孟ps)

p2 - q2-ips

p3 - q,-嘉ps

式(4.15)は､これらの式(4.19)～式(4.21)の平均をとれば求められる｡

(6)誤り訂正符号によるBER改善効果:

受信シンボルの同相成分,直交成分の誤り率をそれぞれpJ､PQとすれば､次式が成り立つ｡

Pz - PQ-- Ps/2 (4･22)

同相軸,直交軸で､それぞれ独立に誤り訂正を施していることから､誤り訂正処理後の受信シ

ンボルの同相成分､直交成分の誤り率をそれぞれpl､ Pbとすれば､次の近似式が成り立つ｡
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1重誤り訂正符号の場合と2重誤り訂正符号の場合を分けて記す｡

(6-1) 1重Lee誤り訂正符号の場合:

pi　-　Al･PI2(1-PI)N-2k Al･PI2

pb　-　Al･Pa(1-PQ)N~2記Al･Pb

Al-孟NC2 (狛ま符号長) (4･25)

但し､

上の式(4.25)では,訂正能力以上の誤りが生じた場合には､誤った訂正により誤りが1つ付

加されると仮定しているo

ここで､誤り訂正処理後のシンボル誤り率をpLとすれば､式(4･22)～式(4.25)より次式が

成立する｡

pL -芸AIPB　　　　　　(4･26)

また,誤り訂正処理後の受信シンボルの同相成分および直交成分に関し,各構成ビットの誤り

率をそれぞれp/1, P左, p; ; qi, q芸, q左とする｡このとき､式(4.19)～式(4.21)および上の式(4.26)

より､以下の式が導ける｡

函去･芸AIPB-去AIPB (差動変換後は孟AIPB) (4･27)

q妄-孟･去AIPB -孟AIPB

q持去･去AIP3 -品AIPB

従って､誤り訂正処理後のピット誤り率をpiとすれば､ pbJは上の3式を平均することによっ

て､次式で与えられる｡

pb/ -芸AIPB (4.30)
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また､訂正前後のBERの関係としてみるときには､上式に式(4.15)を代入して､次式を得るo

pi 33 2.1AIPb2

pi - 2.61*102･pb2

例えば､ Ⅳ=84のとき,

(6-2) 2重Lee誤り訂正符号の場合:

pi　-　A2･PI3(1-PI)N~3宍ゴA2･PI3

pb　-　A21Pa(トPQ)N~3宍ゴA2･PB

A2 -孟NC3 (N-号長)

但し､

(4.31)

(4･32)

(4.35)

上の式では､訂正能力以上の誤りが生じた場合には､誤った訂正により､誤りが2つ付加さ

れると仮定しているD

ここで､誤り訂正処理後のシンボル誤り率をpiとすれば,式(4.22)および式(4.33)～式

(4.35)より次式が成立する｡

pL -芸A2PB　　　　　　(4･36)

また､誤り訂正処理後の受信シンボルの同相成分および直交成分に開し,各構成ピットの誤り

率をそれぞれpJl, Pら, p; ; qi, q昌, q左とする｡このよき,式(4･19)～式(4.21)および上の式(4.36)

より:以下の式が導ける｡

pJ1 -両去･去A2P3-品AIPB (差勤変換後は孟AIPB) (4.37)
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pら- q持去･芸A2PB-孟AIPB

p3 -か芸･芸A2P3-品A2PB
J

従って,誤り訂正処理後のビット誤り率をPbJとすれば､ pb/は上の3式を平均することによっ

て,次式で与えられる｡

郎孟A2PB　　　　　　(4AO)

また､訂正前後のBERの関係としてみるときには､上式に式(4.15)を代入して､次式を得る｡

pbJ R3 4AIA2Pb3

pbJ - 5･04*105 ･pb3

例えば, Ⅳ=372のとき,

(4.41)

(4.42)

式(4.32)および式(4A2)に基づいて､差勤符号化64億QAM伝送系に1重Lee誤り訂

正(84,81)符号および2重Lee誤り訂正(372,362)符号をそれぞれ適用したときの､各BER改

善特性を図4.7に示す｡また､図4.8に,この両符号それぞれを現実の差動符号化64億QAM

伝送系に適用したときのBER改善特性(対C/N特僅)を示す｡図4.8では､実測値と計算値

の両方で示す｡ここで,実測値とは､ C/N値を定めて誤り訂正符号装置系をONにしたと

きのBERの実測値である.また計算値とは､ C/N値を定めて誤り訂正符号装置系(差動符

号装置系を含む)をOFFにした時のBERの実測値を式(4.32)および式(4A2)での訂正

前ピット誤り率pbとして､訂正後のピット誤り率piを計算した値である｡図より,訂正後の

ピット誤り率pb/の実測値と計算値は殆ど一致しており､本節での評価手法が有効であること

が分かる｡また､ BER値10~6での符号化利得(Co°ing Gain)は､ 1重Lee誤り訂正(84,81)

符号で約3dB. 2重Lee誤り訂正(372,362)符号で約3.4dBあり､良好な特性を持つ符号であ

ることも分かるo
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4.3　電力有効利用のStepped多値QAM方式に適した符号系

の構成

本節では､ Square多値QAM方式の信号点の位置を一部変更し､波形歪みを軽減する

Stepped多値QAM方式に適した誤り訂正方式について述べる【49]Square多値QAM方式

は,信号点を正方格子状に配置した通常の多値QAM方式である｡変調信号の振幅は位相平

面上の原点から信号点までの距離に比例するので､ Square多値QAM方式では正方格子の4

隅の信号点で振幅が最大になるoそこで､ 4隅の近傍のいくつかの信号点の位置を変更して信

号点群の最外側の点を円形に近くなるように配置したStepped多値QAM方式を採用するこ

とも多いD Sもepped多値QAM方式では,変調信号の最大振幅がsquare多値QAM方式にお

けるよりも小さくなるので,伝送路で受ける振幅に依存する歪みが小さいという利点がある｡

さらに平均信号電力も小さくなる｡

図4.9に､一例として24× 24のSqlユare多億QAM方式の信号点配置図を示すDまた､それ

をStepped多値QAM方式に変換した時の信号点配置図を図4.10に示す｡図4.9における4

隅近傍の黒丸の点が､図4.10に示すように近くの辺沿いの黒丸の点に移動し､信号点全体が

円に近く,平均信号電力も小さい形になっている｡

図4.9において､各信号点の座標は同相軸上の座標Ⅰおよび直交軸上の座標Qともに0-

15の数字で表してある｡また図4.10においては､同相軸上の座標Ⅰおよび直交軸上の座標Q

をともに､ (A,ち)の形で表し､ Aは0-15の数字で､図4.9に比べ4だけ巡回シフトした形で

表し､もは黒丸の点のとき1､白丸の点のときoとして表している｡
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さて､図4.10の信号点配置図が用いられるとして､同相軸､直交軸それぞれにZ24上のLee

距離に基づく誤り訂正符号を採用するとした場合､次のような問題点が発生するo

●　誤り訂正符号としては､あくまでもSquare多値QAMでの信号点配置として,情報シ

ンボルと冗長シンボルの間は関係づけちれる.従って､情報シンボルだけは,図4.10の信号

点配置図の上で表現したとしても,冗長シンボルは､図4.9のSquare多値QAMでの信号点

として計算されてくる｡従って図4.10の信号点配置図にない､図4.9の黒丸の点として計算

されてくる場合も起こりうる｡その場合､その黒丸の点の座標を無理に図4.10の黒丸の点の

座標に写像した状態で誤り訂正符号として処理すると､誤り訂正符号の距離構造が変わってい

るため,写像したシンボルに誤りが生じた場合には､誤り訂正処理に支障をきたす｡誤った訂

正処理を起こしかねないoそのため､符号化によって生成される冗長シンボルも,図4.10の

Stepped多値QAMでの信号点として表現できるようにしたい｡

本節では､この間題を解決するための方式について述べる｡そのために用いたアイデアのポ

イントは, 2.6節の図2.4で示した手法の利用である｡すなわち､同相軸,直交軸それぞれに

Z28上のLee距離に基づく誤り訂正符号を採用し,誤り訂正符号化の処理は,同相軸､直交軸

それぞれ4本のラインのうちの各3本のラインに対してそれぞれ施す｡復号においては､ Z23

上での復号処理の結果得られた土1あるいは士2の訂正信号を､各4本のライン全体に対して

それぞれ作用させる｡その際の芋1あるいは〒2の演算は, Z24上でおこなう｡

さて､このような方式を取った場合に, (誤り訂正符号化に使わなかった残りのラインの

ビットも含めて) 4ピットとしてみた冗長シンボルが図4.10のStepped多値QAMでの信号

点として表現できるか否かは､各残りの1本のラインの利用の仕方に依存する.例えば､表現
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できるための十分条件として,各残りの1本のラインを高位のMSDビットのラインと考えた

とき,同相軸の残りの1本も,直交軸の残りの1本も,両方とも同時に値1をとらないことと

いう条件が考えられるo言い換えれば､どちらか一方の残りのラインをoにすることである｡

このとき, 4ピットとしてみた冗長シンボルは､図4.10の縦長または横長の長方形のどちら

かの中に含まれる信号点として計算されてくる｡この条件を裏返して言えば､冗長シンボルの

残りの1ビットを載せたラインは､同相軸､直交軸の各残りの1本のラインを例えば時間的に

交互に使用することによって､制御信号など付加情報ビットを載せたラインとして利用できる

ことを意味する｡このとき､交互に使用する際の他方の軸のラインのピットはoにしておく｡

なお､交互に利用するのは､ピットバランスを考えてのことでそれ以上の意味はない｡

以上の考え方に従って構成した､送信側､受信側の符号処理系のブロック図をそれぞれ図

4.11および図4.12に示す｡説明の都合上､以下の説明は図4.10での信号点を想定して行う

が,信号点数の異なる場合にも一般化できる｡まず送信側の符号処理系の図4.11において､

Square多値QAMにおける同相葺臥直交軸の各(4ピットの)シンボル列とみなされた情報シ

ンボル列が信号線1と2から入力され,符号変換器で図4.10における信号点の列にそれぞれ

マップされる｡マップ後の各値(A,b)は､それぞれ信号線11と21､および信号線12と22に

得られる0倍bが黒丸の信号点か否かを示す｡信号線11と12を流れる各情報シンボル(4ビッ

ト)列の一部(3ビット)がそれぞれ誤り訂正演算回路に送られ､冗長シンボル(3ビット)の列

が信号線31および32に得られるo冗長シンボルに与える付加ピット(4ピット目)の値はそ

れぞれ信号線41と42から与える｡上で述べたように､同時に値1を取らないように制御し

さえすれば,この信号線41､ 42を用いて付加情報を送ることができる｡情報シンボル列と冗

長シンボル列が多重化回路で時間的に多重化され､送るシンボル列(A,ち)が信号線51と61

および信号線52と62に得られ､変調器で送信信号に変換されて伝送路へ送り出される｡



ll

+窓等+ 式 喜急 襲 ･3- 乾き 乃刔ｧ��ﾄT､､ｨ�ｲ��螽��р�31 熟払p 

陸琵琶豊潤誓琵雷撃 ･符 ��さニ幣誉 � 

夢､ 

⊂コ ち 変 換 器 ��(��爾褪�
＼J＼21, 

.//し22㌧ 
■ー 

･盛{- 

震;髭 佛(袢n盈亂ﾙ?��敷.gyWT窺:=試○7-類≡X.i:一課潜まだ碍鄭 凛ﾉm��｣ｶe3､ﾂ罟�3ﾘ��ﾒｩnﾂﾒ�

932 

12 
鮎謂鮎 佩ｸ.�/��2��螽��р� 
す 凵｡ 

誤 り 訂 ��C��
夕∫ 劍ﾎｸ.�/��2��螽��р�ヽ-._L 

80 劔劔Z｢�＼ー 
正 回 路 誤 り 訂 正 回 路 ��#�2�JH�･��符芸 亡コ ち 変 換 器1 1 

調 �����劔苗�3�ﾂ�

器 �6ﾒ�+S��(+R�劔�6ﾒ��ﾈ+S�3(+R�∫ ･一.L..L-■.... 劔 凵[一 路で一 142 

;対 ��誤り訂正 僞8���冢ﾂ���"�v��B�

夕2 賢遣紙長野 �伜ｨ��фh�ｲ�



4.3.電力有効利用のStepped多値QAM方式に適した符号系の構成 101

一方,受信側の符号処理系の図4.11では､信号線80において受信した信号が復調器で,図

4.9における信号点を示すシンボル列に変換される｡シンボル列はそれぞれ信号線91と101

および信号線92と102に得られる｡信号線91と92の各情報シンボル(4ピット)列の一部

(3ピット)がそれぞれ誤り訂正演算回路に送られ､誤り訂正信号(誤り位置と誤り値(士1また

は土2)の情報を含む)が信号線111と112に得られるo誤り訂正信号をもとに誤り訂正回路

で､各シンボル全体(4ピット)に含まれる誤りとして､誤りが訂正(芋1または芋2加算(mod

24))される｡訂正後のシンボル列が､信号線121と131および信号線122と132に得られる｡

冗長シンボルに含まれる付加情報は分離回路で取り出され,信号線141あるいは142に得ら

れる｡情報シンボル列は符号変換器で変換され,送られた情報シンボル列として信号線151､

152に得られる｡
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第5章　結　論

本論文では,整数剰余環zq上のLee距離に基づく誤り訂正符号を導き,特に1重Lee誤り

訂正符号,準2重Lee誤り訂正符号､および2重Lee誤り訂正符号について,それぞれの具体

的な構成法並びに復号法を明らかにした｡その際､整数剰余環zq上の線形フィードバックシ

フトレジスタの性質について解析し､その結果を拡大環での剰余類を用いた表現法につなげ,

それをベースに環zq上のLee距離に基づく誤り訂正符号を導いたo得られた符号は巡回符号

ではないが,巡回符号の概念を拡張した形の符号となっている｡符号語間の距離としてLee距

離を採用したのは,高密度の信号空間への適用を考慮してのことである｡　次に,羊の符号を

現実の回路としてインプリメントするための手法を与え､符号器･復号器の構成法を導いた｡

そこでは､上で述べた環zq上の線形フィードバックシフトレジスタの性質と具体的な符号の

構成法に従って,符号器･復号器が線形フィードバックシフトレジスタを用いた自然な形の手

法に基づいて構成できることを示した｡またBCH符号など有限体上の符号をインプリメント

する場合との違いに重点を置いて述べたD　また高速化の観点からその並列処理法についても

論じた｡更に､実際に開発し実用に供した2重Lee誤り訂正符号のLSIについても紹介したo

更に,得られた符号を用いて高密度の信号空間における効率的な符号系の構成法を提示

した｡具体的には差勤符号化多値QAM(Quadrature Amplitude Modulation ;直交振幅変調)

方式を採用している大容量のデジタルマイクロ波無線通信システムへの適用を示したoそこ

では､差動符号化と誤り訂正の位置づけ､符号ビットの割り当て,システム構成､更には､電
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力有効利用の観点から､信号点配置を原点の周りに円形上に取ったときの誤り訂正符号の巧妙

な構成法といった様々な手法を導いた｡そして符号化率,符号化利得(co°ing G血)および

装置規模などの観点から､その符号系の良好な特性も提示した｡そのことによって,有限体に

限らず,有限環の上でも実用的でかつメリットのある符号系を構成できることを示したo　この

ことは現実のシステムに導入する符号系の選択肢が本論文によって更に広がったことを示して

いる｡

次に今後の展望として､以下2つの側面から述べる｡

まず,整数剰余環上のLee距離に基づく誤り訂正符号そのものに関して述べる｡本論文で

導いた整数剰余環上のLee距離に基づく誤り訂正符号には､まだまだ未知な面が多いo有限体

上の符号と異なり､割り算が一般にはできないことや､加算演算における桁上がりという非線

形の現象が､符号構成上のいろいろな見通しをさまたげている｡ 2.8節でも述べたように,一

般のt重Lee誤り訂正符号としての最適符号を如何に構成するかは､これからの研究に委ね

られている｡それは恐らく.符号パラメータを限定した中での一般化がしばらく続いて､その

データの蓄積を経たのちに,何がしかのアイデアによって更なる前進があるものと思われる｡

例えば多段符号化の概念の援用や最近研究が進んでいる環Z4の上の線形符号と有限体上の従

来の非線形符号との関係からの切り込みといった方向も考えられる｡

次に､高密度の信号空間における符号という観点から述べる｡本論文では､得られた整数

剰余環上の符号を用いて高密度の信号空間における効率的な符号系の構成法を提示したo差

動符号化多値QAM方式を採用している大容量のデジタルマイクロ波無線通信システムへの

適用である｡このシステムへ適用する符号としてはその後､冗長な信号点を時間軸上ではな

く､信号空間の中で増やすことによって(信号点間の距離は小さくなるが)帯域拡大を伴わず

に信号点の誤りを訂正するトレリス符号化変調､あるいはその変形として帯域拡大を許し,宿
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号点間の距離を変えないトレリス符号化変調の適用といった方法も有力な方法として採用され

ている【57]｡またブロック符号としてReed Solomon符号も有力な符号として報告されている

[44]o Lee距離符号の変形ないし拡張もまだまだこれから有り得ると考えられ､ DMR用の符

号の選択肢は大きな広がりをみせているoその選択には､対象とするシステムが､符号化率､

符号長､符号化利得､装置規模等々で何に重きを置くかに大きく依存する｡同一種類の符号で

も､重きを置く評価項目で選択する符号のパラメータは変わる｡そのため､すべての評価項目

において決定的な差がでない限り､これからも選択肢を多く残したまま,現実に適用される符

号の開発競争は進むと考えられる｡それがまた新たな適用対象を生み新たな地平を開くこと

にもつながる｡
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