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8 表-1tz

はじめに

本論文は，情報の単位が疏れのrPi造を形作るととによって計算:が進むような一

連の問題を，統一的に扱う試みを述べたものである.tJJめtc，乙のような研究

を行なうに至った個人的な経緯について，触れておきたい.

筆者比大学院時代，伊理正夫教疫のど指導のもとで，ネットワーク上の最

適化問題などに関心を抱いていた 1972年，妹式会社三菱総合研究所入社と

ともに，主主初K取り組んだ仕事が，大規模な数理計画問題を取り扱う数理計画

システムの開発であった とくに，ある種の構造をもっ大規模線形計画問題に

対し，その構造を活かして効率を向上させる技法を，中心的な言果題とした

続いて，大規模なネ y トワーク上の数理計画問題，たとえば最短絡問題，五芝

大流問題，最小費用流問題，多種流問題などを総合的に取り扱うソフトウェア

の開発に従事した ζとで，疎で大規模なネットワーク上の問題を取り扱うた

めの技術について，知見を得たまた，とくに多種流問題は，構造をもっ線形

計画問題の特~問題といえ，前の数理計画システムの開発プロジェクトとの関

連も深いものであった

さらに， 1976年頃より，ソフトウェア工学の分野K取り組むζととなった

最初に手鍋けたのが計算機の原始プログラムの静的な解析を行なうツールの開

発であり，そのためにコンバイラの最適化手法として研究されてきたデータフ

ロー解析技術を調ペモれを応用した.

並行して，やはりソフトウェア工学の分野で，プログラムがその仕機と合致

しているか否かを後械的に検証するという，笑験的君主システムの開発も試みた.

そとでは，やはり原始プログラムの構造的な解析を行なうとともに，その意味

についての取り扱いが必要となった.モとで，記号笑行と呼ばれる技法をわれ

われなりに工夫して，適用した.

9 



10 はじめに

とれらの一連の仕事を通じて，そこに一つの共通性がある ζ とに気がついた

のは， 1977年頃である 大規模問題の精進の分析と分解，大規模なグラブの

憐造の分析と分~fl，最短絡問題，データフロー解析，記号実行などが，グラフ

上のデータの流れを扱うという点で，共通な鱗造をしているという認識であっ

た.

文献を当たってみると， ζのような認識に基づく研究例は，すでに多く見ら

れるととが分かった.たとえば，最短絡問題とデータフロー解析に関して，そ

れぞれの問題が，実数体上の線形方程式系と類似の織造をもち，その解法と線

形方程式のj呼法との間にある窃の対応関係があるととは， しばしは.指摘されて

いる(最短路に関しては例えば [8，68]，データフローに関しては例えば [43]). 

しかし，母短絡問題とデータフロー解析問題とを直接結び付けて論じたものは，

案外少ない 中で例外的なものとして， R. Tarjan Kよる一連の優れた研究が

ある [52，53， 55， 56J. 

とれらの類似性は.きわめて一般性の高い計算の精進が存在するととを示唆

する.その構造とは，大雑把にいえば，グラフの頂点にある性質をもったデー

タが存在し，頂点と頂点とを結ぶ辺の上でそのデータが変換されて，その結果

が辺の終J互におけるデータに結合されるというものであるーすなわち，計算は，

データが辺の上を流れて変換されるととと，頂点で結合されるとと，また頂点

から分配されるとと，によって笑行される. とのような構造を，計算の流れの

構造と呼ぶζ とKする

乙の計算結果は，頂点上のデータに関する不動点解になる ζれを苦手的K捉

えれば，ある頂点から各頂点に至るすべての経路を数えあげる ζ とと，ほとん

どの場合等価になるー したがって， ζの問題は経路問題(pathproblem)と呼

ぼれる ζ ともある [6，55， 42J. またとれを動的に捉えれば，メ yセージ交換K

よる並列プロセスモデノレとみなすととができ，すべての頂点(プロセス)が送

信を行なわない定常状熊が，計算結果となる.

本言論文では，最短路問題，データフロー問題を含む， とのような計算の流れ

の機造をもったグラフ上の問題を扱う.第1章て九との問題を抽象化し，グラ

フ上の不動点問題として統一的に定式化する.定式化には様々な方法が考えら

れるが，とζでは対象とする情報の構造を表すのに束を，その上での操作を表

すのに束から束への関数群で一定の性質をもったものを，用いる.グラフ上の

11 

多様君主問題を束を用いて統一的K取り扱うととついては，すでに伊理による先

駆的を研究がある [24，25] データフロー解析に来(正確Kは半束)の概念を

最初に議入したのは G.I<ildallである [32J.

第2宝告では， ζれまで研究されてきている類似の定式化との関連において，

第liliで定めた定式化の特徴を議論する.

次に第3j奪以降で，統一的に記述された問題についての解法を考察する.線

形方程式の解法K逐次型のものと消去型のものとがあるように， との問題に対

しでも両者の系統のアノレコ・リズムが考えられる.

ととではまず第 3 掌で，~次型の解法で一般性の高いものを提示する. との

アノレゴリズムは個別の問題領主までは何らかの形ですでに知られているものであ

るが，ととで一般的に定式化した問題K対して， Lの方法が正当であるとと札

それほど自明ではない.そとでζのアノレゴリズムの正当性について証明を与え

る証明Kより， このアノレゴリズムが成立するためのなるべく一般的な前提条

件も明らかとなる.

さらK，との解法と個別の領域Kおける既存の解法との関係について，効率

の問題も含め議論する.

第4章で， i1肖去型の解法を取り上げる 最短路問題やデータフローIrl胸 Tて咽

7JIJK工夫されてきたW~法の多くは，線形方程式における jj "7 ス消去法などの消

去型解法に対応する ζ とが知られている しかし，とれまでの消去法系統のア

ルゴリズム自体の記述は，まったく行列表現で表されるか(最短路問題K対す

る[2，8、68])，活自にまったくグラフ表現に従って表されるか(データフロー解

析に対する [3，5， 17， 58])で，操作レベノレでの両者の関係が明確にされていな

い.行列表現では，問題の疎な性質を明示的に活用できないが，一方で，グラ

フ表現は全体の消去順序に応じた過程が見えにくく，行列の三角分解やプロッ

ク化に対応した消去法の掃き出し戦略との対応、がつけにくい

ζとでは統一的に記述された問題K対して，題々の消去裂flf.t法を系統的に導

出する.その際，行~J上の操作として考えられた消去法と ， グヲフ上の操作と

を対応させる それにより消去法アノレゴリズムの鱗造に明確な視点、を与えると

とも に，個別の問題分野に帰着させた場合にどのような特性が生じるかが明ら

かになる.

次に第5宝誌で，問題の構造，すなわち対象とするグラフの俄造K基づいた分
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解によって，消去法の効率を上げる方法を述べる.ζれは行列の消去順序の選

択問題に対応する.初めにとくにデータフロー解析でよく研究されている簡

約可能グラフの性質を利用した既存の解法を，消去順序と LU分解との関連と

いう新たな視点で捉え，上三角行列に木(森)の機造を保つという性質に基づ

いた特徴を明確にする 次f'C.簡約可能グラフの佐賀に直接依存せず，上三角

行yiJf'C極大無関路グラフを保持するという特徴をもっアルゴ日ズムを提案する

とのアルコ'リ ズムはs プロック三角化(グラフの強連結成分分j鮮に対応)の自

然な鉱張Kなっており，簡約可能グラフの性質を利用した方法と比べ，

1 間約不可能なグラフK対して自然に拡張できる;

2 特殊なデータ総造(森や2-3木)を保持するための複雑念処理を必要と

しない，

という実用的な特徴をもっー

最後に第 6 章でまとめを行ない，また今後の研究毒~題として， ζζで取り上

げた問題の発展形悠という位置づけて九並列計算システムおよびANDjOR型

のそデんについて述べる.

記法

本論文で用いる数式などの記法は，ほぼ?古識的をものを用いており，必要な

場合はモの説明を本文中i亡示している ただ，次の2点についてはやや特殊な

記法を使っている

l 論理式

次のような，論理記号を用いる.

連言 & 

選言 11 

否定

合意 ーー+

同値 H 

全称記号 V 全称論理式はV変数ε集合論理式

存在記号 ヨ 存在論E型式はヨ変数ε集合.論理式

13 

とくに，連言記号と選言記号ーに&と 11を用いるのは. と̂ Vを来の演

算記号としてよく用いるからである.

なお，とれらの論理記号を含めた演算子の順位関係については，習慣に

従う分かりにくいl時は，括弧()を適宜用いる.

2.アルゴリズム

-アノレゴリズムは，入力と出力の条件，および手続きによって表す.

場合によって，手続き内部で使用するデータ熔迭も示す.

・表現は，日本語に数式を混ぜたものとする.

・手続きの言己主Jif'Cは，次のようなゆるい構文規則を用いる.

字下げによって，処理の構造を表す.すなわち，たとえばAl

gol系のプログラミング言語でbeginとendで囲うー速の処理

を，同じレベノレの字下げで表す.

一代入文は， “[変数]←一[式J"で表す.

謝辞

一条件文は， “もし. [論理式]ならば. [文J"などによって表す.
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第 1章

問題の記述

1.1 問題の定式化

1.1.1 準備

G = (V，E)を有向グラフとする. ζζで Vは頂点の集合， Eは辺の集合で

ある.辺eは頂点の11瞭序対(v、1O)1'C.対応する(順序文、t(v，山)に複数の辺が対応

しでもよい). との時，vを辺eの始点、，凹を終点という eから Uへの:写像

をh(ε)，山への写像を t(e)と書く.頂点。 κ入る辺の集合 in(υ)とuから出る

辺の集合out(v)を，それぞれ次式で定義する.

in(υ) = {eε Elt(e) =υ}， out(υ) = {e E Elh(e) =υ}ー

また，頂点υの先行点の集合pred(υ)とりの後続点の集合succ(v)を，それぞ

れ次式で定義する.

pred(υ) = {h(e)leξ1口(ν)}，succ(υ) = {t(e)leξout(υ) }ー

有向グラフ Go= (Vo，Eo)が， 九 CV，EoCEを満たす時，GoはGの部

分グラフであるというー とくに，Eo=En{¥も×陥)であるような部分グラフ

を，頂点集合%によって定められる部分グラフという

2つの頂点v，1o問の経路とは，辺の列 e1，e2， ...， ekで，h(et) = v， t(e;) = 

h(向付)(i= 1，...，k-1)，t(ek) =叩を満たすものをいう. とくに vと叫が
同じ頂点て・ある時，その経絡を閉路という.特殊なケースとして 1つの辺で

作られる閉路，すなわち頂点、uから uへの辺がある場合，その辺をセルフルー

15 
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プという.また， IJから叩への経路が存在するi碍，四はりから到達可能であ

るという.

関絡をもたt:J:い有向グラフを，有向無関路グラフという.

以下では，有向グラフのみを扱うので，有向グラフをE誌にグラフという.ま

た vおよび Eを有限集合とする有限グラフのみを考える.
Lを束とする すなわち Lは以下の性質をもっ2種類の2項演算，結びV

および交わり八に関して閉じている.

1.結びも交わりもそれぞれ可換で結合的である.

:r ^ y = y ̂:r， x V y = y V x， 
X̂ (ŷ z)=(x八y)八Z，xV(yVz)=(xVy)Vz 

2.次の吸収則が成り立つ。

x V (x八百)=x八(xVy)=x

さらに吸収則から導かれる関係として，次の怒等則も成り立つ.

z八x= x， x V x = x. 

半順序関係~が，次式によって定義て・きる.

x ~y H X 八y= x. 

束はさらに適当な性質を仮定するとと I'Cより，いくつかの極類に分類される

(たとえばモジュラ一束，分配来，プール束).以下の議論では上の基本的な

性質のほかI'C，次のいくつかの性質を組み合わせて，場合κ応じ付加l的K仮定
するととにする.

L 最大元と最小元の存在

最大元1と最小元OがLI'C含まれる.す念わち，任意のzε LI'C対し，

l八x= x， 0八x= o. 

1.1.問題の定式化 17 

2.完備性

Lの任意の部分集合X は，最大下界inf(X)をもっ すなわち，

Vx E X. inf(X) ~ x &内 εL.((VxεX.y三x)→官三 inf(X))

ζれはまた，Lの任意の部分集合Xが，最小上界sup(X)をもっととと

同等である [65]. Lが完備であれば，L自身の最小上界と最大下界は，

それぞれLの最大元と最小元K在る.すなわち，上の性質1を含む.

3 有限下降鎖 (descendingchain)条件

Lの任意の要素91JXl， X2， X3，ー・が，XI > X2 > X3 >・ーを満たすなら

ば，その列は布限である. とζで，

x>y <-> y~x&y ヂ x.

有限下降鎖条件が満たされれば，Lの空でない任意の部分集合Xが，最

小上界sup(X)をもっととがいえる とくに，L I'C最大元 iが存在すれ

ば，空集合を含めた任意の部分集合が俵小上界をもっととになり(空集

合の最小上界が 1)，Lは完備となる.

なお，Lが有限集合の時は，有限下陶u'i条件が自明に満たされる.

後の議論で，逐次型の解法を扱う場合Kは佐賀3および最大元lの存在を(し

たがって，性質Iと2を含む)，消去型の解法を扱う揚合には性質2を仮定す

る.

FをL→ Lの関数の集合とする Fの要素問にも， 2つの2項演算，結び

Vと交わり八が自然に導入される.すなわち，J，!I>んεFとして，

J = J， V J2 H Vxε L. J(x) = !I(x) V h(x). 

J=Iム.1^Iん2<-> VxεLム‘fパ(x吋)= JムI(X吋)̂ん(μxτ

さらκ，関数の合成i演寅算.を，次のよう K定義する. J，J，，!2εFとして，

J = Jl . f， <-> VτE L. f(x) =!t(ん(x))， 

以降では，関数問の演算Vと八のうち，主K一方のみを扱う.それを， 八

とする ( ζ の 2 つの演~ムは双対性があるので， どちらをとってもよいが，デー
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タフロー解析の研究分野での習慣に従う).そとで，Fを， 八と・の 2つの前

算が定義された代数系としてみる

交わりハは可換で結合的であり，合成・は結合的である また，と八との

問K次の分配則が成り立つ.

3c.連続性

任意のfεFは次の意味でiID続である.ただし，Lの完備性を仮定す
る.

'VXε2L. J(inf(X)) = inf({f(x)lx E X}) 

(h八h).J=/，.J八ん J， 分配性は単調性を含み，連続性は分配性を含む.すなわち，との3つの佐賀は，

下のものほど強い仮定となる. とく tc，):巨が集合として有限集合の場合には，

連続性は分配性と一致する.逐次型の解法K関しては性質3a(または 3b)を，

消去型の解法K関しては性質3cを仮定ナる

さらに F上1'(1項演算本を導入し，次の性質を仮定する ζ とがある

J. (fl ̂ん)=J.JÎ J.ん.

Fは次の性質を満たすものと仮定する.

1.演算とハ K関して閉じている

2.・の単位元として ιが， 八の単位元としてァが Fの中に存在する るは

恒等関数，r は常~f'C 1を返す関数，すなわち任意のzε LI亡っき.

4. Fは次の性質をもっ l項演算*に関して閉じているー

任意のfεFf'C対し，

r=ι八J.r
ι(x) = x， r(x) = 1. 

すなわち Fは， 八K隠して可換なモノイド(単位元をもっ半群)をなし， .IC 

関してやはりそノイドをなす.とのような代数系を， (乗法Kついて単位元を

もっ)半環と呼ぶととがある (2.2節参照). 

なお，合成の結合性から，Jkをk偶のfをーで結合したものとして定義で
きる.rはιとするー
さらに次の性質のうちの，いずれか lつを仮定する

との演算は，問題を以下のよう l亡不動点、問題として定式化するためだけなら，

潜入する必要がない. しかし，ある極の問題に対しては，その解の表現に必要

であり，また第4章で述べる消去型の解法では，本質的な役割を果たす.第4

牽では， *演算を上のように公理的に与えるのではなく，Lの完備性と Fの

連続性を仮定して，基本演算から構成する ζとを試みる.それによりこの演算

の意味が明確になろうー

1.1.2 問題

3a.単調性

任意のfεFは次の意味で単調である

'Vx，y E L. (x三百→ J(x)三J(y))

問題は次のよう i亡記述できる.EI亡属する各辺ef'C， Fの要素んがラベん

として結びつけられている. ¥1に属する各頂点υf'C， Lの上の変数%がラベ

ルとして結びつけられていて，次の掛ー方程式を満たす

3b.分配性

任意のfεFは次の意味で分配的である.

Xv = 八 J.(Xh(.))
eElD(v) 

)
 
1
 
・Eみ(
 

'Vx， y E L. J(x八y)= J(x) ̂  J(y). 
ととで〈は可換で綜合的なので，右辺のような拡張記法が可能である. 問題

は， との方程式の解として Xvの値を求めるととである.
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(1.1)の解は一般に不定となりうるので，それを避けるためK次の形で考え

るととがある.各頂点。に対し定数6.E Lを与えて，

まったく同様に， (1.3)は 1点、を}.iIJKもうけてsとのr:lll'C同じような辺を

作れば，ただちに(1.4) (または(1.1))になる.

X. = ( 八 f.(Xh(e)}}八九 )
 

n
d
 
l
 
(
 1.1.3 解の意味

多くの場合は，ある特定の頂点sK対してのみん f1で，他の頂点υに対

しては九=1である.とのようなとき，sを出発点とl呼ぶ. との場合の方程

式を陽に書けは:次のようになる.

.EJn(，) 

方程式の不動点解の意味を，より直観的K明らかKするために，次のように

経路に沿って計算された束の値の交わりという概念を湾入する.

頂点υから頂点目へのあらゆる経路の集合を， path(v，w}とする 聞各}Jε

path(v，山)の辺の列を el，C2l・・・，ekとした時，}J I'Cよって定まる関数ん EF 

弘次式で定義する
X， (八 J.(:l;h(吋))̂  b" 

X . 八ん(Xh(e)) (υrf s). )
 

内‘
ul
 
(
 

ん=J.，'"ん-ム
eEID(υ} 

Xu = 八人(引い)) (υ手s)ー (1.4) 

ただし，経絡が~列の!時は Jp=ιとする.
頂点vK対して，出発点sからの経路全体についての交わりをとった解 (meet

over a11 paths (通称MOP)solutions;以下ではとれを経路解と呼ぶ)とは，次

の形式のものである

とく K，in(s} =自の場合は，次のようになる.

x.， = b$l 

eε111(0) 
Xv = 八ん(6，) )

 

F
h
υ
 1
 
(
 ζれらの定式化の間の関係は，次のようである.

(1.1)において，ある頂点sから他の任意の頂点vK到達可能念とき，後I'C

述べるような解法により， :tuをX，の関数として解くととができる. とくに X，

自身Kついては，x， = J(x，}という形の不動点方程式になる. とのx，K関す

る不動点方程式の一つの解をんとして， %を b，K固定すれば，元の方程式(l.l)

は， Xj! tc.関する式を X5=んにかえるととにより， (1.4) K帰鷲する.

一方，x" K.関する式を削除し，辺eεout(s)の終点v= t(e)については，

bu =ん(b，)を与え，その他のυ(f5)についてはん =1を与えれば， (1.2)に

帰着する.

また， (1.2)で，vと別K新たに頂点sと変数%を導入し 5からνεv

にそれぞれ辺e却をもうけて，そのラベノレん岬を J.，，(x)=んと定め， (1.2) 

の右辺からはんの項を除くと，出発点sのみに b，を与えた(1.4)に帰着する

ただし， ん=1であるような頂点りには sからの辺を作る必要はない.なお，

b.は任意でよいから，とれを X.s = X"というような不定な形にしておけば，

(1.1) K帰着するともいえる.

pEpath(.，u) 

ただし， L は完備であると仮定する.そのI時，上式は path(s ， v) がl!~限集会で

も意味をもっ

具体的な間短の多くでは， (1.5)の形の解が実際的な意味をもっ ζ とが多い.

との経路解と不動点解との関係Kついては，次の定玉虫が成り立つ.

定理1.1Fの要素が単調性を満たす時，式ρ4)の鮮は，次の性質を満たす.

九三 八ん(b，)
pεpath("u) 

(1.6) 

との定理は，次の補題からただちに導かれる.

補題1.1Fの要素が単調性をもっとき，方程式(1.4)の不動点解 Xuは，出発

点、sから υに至る任意の経路}JK対して，次の不等式を満たす

X.壬ん(b，)
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証明 P= (e"e2，...，ek)とし，対応する頂点列を υ0(=s)， Vl) V2，... 1 Vk(=υ) 

とする.また，pの先頭から e，までの部分経路(すなわち部分ylj)を Piと書

く.ζのとき，次の式が成り立つととを，帰納法で示す

Xu，三ん，(b，)， (i = 0，... ，k) (l.7) 

i = 0の場合 Xvo=んであり， ん。=，であるから，自明に成り立つ.

次IC，i-1までは(1.7)が成立しているとして， i IC対して (1.7)が成り立

っととは次のように示される.

Xu， 八人(x/判)
e日n(u，)

壬ム(XU，_，) 

三人(ん日(b，))

ん目(b，) 

式(し7)で，とくに i= /，.とすれば補題の不等式に帰箔する. (証明終的

さらに，Fが分配性を満たす時，式(1.6)の両辺が等しいような不動点解が

存在するとと，すなわち経路解が最大の不動点解と一致する ([32])ととがいえ

るが，それにつ加ては，第3章で述べる.

1.2 問題例

いくつかの具体的危問題が，上記の定式化によって扱えるととを示す‘

1.2.1 到達可能性

グラフ上の lつの頂点から到達可能な頂点、の集合を求める問題である.

出発点sから到達可能な頂点を求めるものとする.Lとして (0，1)のプーノレ

束をとり，すべてのeEEに対しんを ι(恒等関数)とする.b. = 0として

方程式(1.4)の極大な不動点解を求め，解zν がOならsから υに到達可能 1

なら sから υK到達不可能と解釈する.

[例]

図l.lのグラフを考える出発点を頂点1として，方程式(1.4)を書き下すと次

1.2. 問題例 23 

図1.1到達可能性問題の例

のようになる

Xl = 0 

X2 - XjハX6

"'3 = X， 
X'I = X'2八X3

:1'5 = X6 
X6 Xs (1.8) 

ζの日寺，極大な不動点fflと経路解は一致し，

Xl X2 = X3 =ね=0， 

Xs = X6 = 1 

となる.すなわち，頂点lから 2，3，4へは到達可能だが， 5， 6へは到達不可

能という結果が得られる ただし，不動点解として極大であるという条件をつ

けないと， むと X6もOとするものも解となってしまい，経路解と一致しないー

なお，よく知られるように，グラフの連結成分，強連結成分，極大木などを

求める問題，また行列のプロック分解，プロック三角分解などが，すべてζの

到達可能性の問題と関連する.
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1.2.2 最短路問題

グラフの各辺IC"距離(または質問)"が数値として与えられて， 2つの頂

点、肌山間を結ぶ経路の長短距離を求める問題である.ととで経路の~ê継とは，

経路上の辺に与えられている距般の合計をいう.最短距離を与える経路を最短

絡と W うー通常は，m:短距荷reのみでなく最短路を求める ζ とも要求される.な

お，用いられるアノレゴPズムの遠いから， 1点から他のすべての頂点への最短

Z告を求める問題L 全頂点聞の最短路を求める問題とに区分されるととが多い.

1 J点、iから他点への問題は，次のように定式化される.出発点を sとする. L 

として非負整数が通常の順序関係Kよってつくる束をとる.最大元として， ∞ 

をLI亡加える. ^に 2 数の小さい方をとる演~mill を対応づける(双対的に

Vはmaxとなるが，実際Kは必要としない)

各辺 elC対応づけられた距離d.ICより，関数んは

!.(X) = x + d" 

となる.b， = 0として方程式(1.4)を解くと，解九は出発点sからuへの最

短距自reとなる また，最儲告は， 3.6.3節に述べるような方法で求められる.

金頂点問の最短距離を求める問題は 1点からf也点への問題を繰り返しj砕く

という形で考えてもよいが，一挙に求める形に定式化し解く方法も知られてい

る. とれKついては，消去裂の解法のととろで述べる.

なお，ととでは，距離を非負整数と仮定したが， ζれは Lが有限下降鎖条件

を満たすようにするために，おいた仮定である.完備性の条件を仮定するので

あれば，非負実数に無限大∞を加えたものでもよしさらK全実数に無限大

∞と無限小一∞を加えたものでもよい.有限下降鎖条例=は，逐次型の解法の

停止性のために仮定するものであるが，後で述べるように，最短絡問題K関し

ては， もっと緩い仮定のもとでも逐次解法が有限回で収束するー

[例]

図1.21C簡単な最短絡問題の例を示す辺K記した数値が距離を表す.

出発点を頂点1として， ハキ min，!.(x) = X + d.の対応で方程式(1.4)を
書き下すと次のようになる.

x， = 0 

1.2. 問題例

4 

図1.2最短路問題の例

X2 = min(xJ + 2，X6 + 4) 

X3 = "'1 + 5 

X. = min(x2 + 3， X3 + 1) 

X5 = min(x2十4，"'3+ 2) 

X6 = min(x4 + 3，X5十1)

25 

(1.9) 

ζの不動点解は経路解と一致する たとえば X6の解は7となるが，とれ

は頂点列(1， 2 ， 5 ， 6) に対応する経路上の~ê縦であり，他の経路 ((1 ， 2 ， 4 ， 6) ， (1，3，4，6)， 

(1，3，5，6) ;など)の~e縦より短い

1.2.3 ネットワークの信額性問題

ネットワークの故障に対する信頼性を求める問題である [46] グラフの各辺

e IC，ある時点でそれが故R告により切断されているととがない(すなわち接続

している)という確率P.が与えられているとする.その時，頂点町山間が接

続されている確率という意味での信頼性を求める

ととで，各辺に起とる故障の聞の独立性が問題となる そ乙で理論上は，互

いに独立な故陣要因 A;(i= 1，・ .，k)が数え挙げられるとし，各要因A;の生
起確率をふとして，辺が接続されている確率]1.は P，= j - Q，(i = l，...，k) 
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の多項式で表現されるとする 各辺に故障が起ζるという事象が互いK独立な

ら，各P.をそのまま Rと考えればよい

東 Lとして.P;から次の演算によって生成されるすべての多項式をとる.

1. PiおよびOと1は.Lの要素

2.項Pi，Pi，...Pi..は. Lの要素.ただし， αヂbならば 1α 手正 1&・項p

K含まれる変数の集合を var-set(p)と書く.

2つの項1'，qから項を作る次の演算が定義される

p八q三 II P. 
p.Evar-seL(p)uvar-seL(q) 

在お，

p八1= 1八1'=1'，

p八0=0八p=o

3. 2つの項1'，qから次の演算で作られる式は Lの要素.

なお，

1'Vq三 p+qー (p̂ q) 

pVl=lVp=l， 

pvo=oV1'=P 

4.演算〈と Vは，分配則を用いて式問土の古賀算に拡張される また，多項

式の性質から，どちらの演算も結合則と交換則が成り立つ.

辺 eの接続確率1'.として ζのように定められた束Lの要素，すなわち Piの

多項式を割り当て， ラペノレとなる関数J.は，

J.(x)三九八 X，

で与える.なお，ととでは習慣に合わせて，積に相当する積算を八で，和に相

当する演算を Vで定義したので，基本方程式の八は，との問題K関しては V

K読み替える必要があるー
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[伊11]

図1.3Kネットワーク信頼性問題の例を示す. ととでは各辺K起とる故障は互

いK独立なものとし.P.を要素とする多項式で考える

図1.3ネットワーク信頼性問題の例

出発点を頂点1として，上記の対応、で方程式 (1刈を書き下すと次のよう K

なる.

Xj = 1 

X2 = (PI八，'J)V (119八3'6)

3'3 = 11'八市】

X. = (113 ^ X2) V (115 ^ X3) 
X5 = (114八X2)V (116 ^ X3) 

X6 (117 ^ X4) V (1'8 ̂  XS) (1.10) 

との予芹として，たとえば X6は次のようになるー

X6 = (111 ^ 113 ^ 117) V (1'1八1'4八1'8)V (11'八))5̂  P7) V (1'，八1'6八1'8)

との式の各項は，頂点1から 6tc至る閉E告を含まない経絡に対応しているー と
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れを多項式として展開すると，次のようなかなり長い式になる.

X6 = P，P3P7 + P，P.PS + P2PSP7 + P2P6PS -P，P2P3P5P7 -P1P2P.P6PS一

P1P3P.P7PS -P2P5P6P7PS -P1P2P3P6P7PS -P1P2P.PSP7PS+ 

P1P2P3P4P5P7PS + P，P2P3P4P6P7PS + P1P2P3PSP6P7PS十
Pl P2P.P5P6P7PS -P1P2P3P.P5P6P7PS 

1.2.4 有限オートマトン

Kleeue fCよって最初'JfC研究された，有限オートマトンとそれに受浬される

正規言語の関係を解析する問題である [2].

有限オートマトンの状態Kグラフの頂点が対応し，遷移K辺が対応する 頂

点の 1つが開始状悠K対応し，また最終状態K対応する頂点、が1つ以上ある.

辺はその始点で受理される文字(アルファベットと呼ばれる有限集合2の要

素)fCよって， ラベノレづけられている

アルフアベ y トS上の正規表現を考える.正規表現は 2酒類の 2lJil寅算(ー，

U)と1つのl項演算*で生成される.各正規表現は Eの要素を文字とした

文字列の集合の部分集合に写像される.そ乙て二束Lとして，との文字列集合

の部分集合のクラスが作る集合束をとる. ^は集合の和に対応し，正規表現

ではutc対応する

辺 eのラベノレとなるんは，辺eJニの文字を a.として./.(x)=x・α.tcより

定義される. ζ 乙で，演算・は正規表現の演算であるが，結果を文字列集合の

クラスK写像したものとして解釈している.その意味は，文字列集合zの各要

素の末尾に文字ιを連接してえた文字列の集合となる.

関数空間Fの上の1項演算として導入したネが，正規表現における*に対

応する.

問題(1.3)の出発点を開始状態に対応させ，初期値んとして空列からなる集

合を与えた時，最終状態に対応する頂点の解が，との有限オートマト γで受理

される言語を与えるととになる.

[例]

図l.4tc有限オートマト γの例を示す.アルフアベット E= {α • b， c}として，

各辺に受理される文字を示している

1.2. 問題例 29 

a 

図1.4有限オートマトンの例

開始状態を頂点1として，方程式(1.3)を書き下すと次のように怠る.

x， 
X2 = Xl αU X6α 

X3 - Xl・b

x. - X2・bUX3・c

Xs = X2・αUX3・b

X6 = X4・cU XS. a (1.11) 

終了状態を頂点6とすると，解X6はとの有限オートマトンで受理される言語

を表す.その解は，.次のようになる.

X6 = (αbcUαααU bccU bbα)(α(bc U aa))棚

ただし表現としては正規表現を用いている(束として見る時は，文字列集合の

クラスK写像して考える必要がある)ー演算記号ーは省略した

1.2.5 データフロー鮒庁

データフロー解析は，手続き的なプログラムにおける実行の流れを表現した

フローグラフ上で，到達ナる定義，使える式，忙しい式，活きている変数，な
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どを解析する問題の総称である. Kildall [32]1Cより，半束を用いて ζれらを

統一的に扱う方法が示された

フローグラフは通常，頂点としてプログラムの実行単位をとり，辺Kよって

実行の順序関係を表すように，定義される. Kildallを初めとして，データフ

ロー解析を扱ったほとんどの論文では，フローグラフをとのように定めている.

われわれの定式化では，笑行単位を辺ft:対応させ，辺と頂点との主要続関係によっ

て，実行の流れが分岐したり合流したりする関係を表すよう Kする.それによ

り，データの状1廷が各頂点で定義され，モの状態を次の状自援に変換する関数が

辺の上で定義されて，状態遷移の流れがグラフの構造K自然K対応するー従来

のフローグラフの定義の仕方では，データの状態を各頂点の前と後でそれぞれ

)]111C考える必要があった.

なお，笑行単位としては，たとえば次のようなものが考えられる.

fεFの単調性を仮定した場合，とれはデータフロー解析の中のかなり広い

(しかしすべてではない)問題群をおおう [30].

[例]

データフロー解析問題の具体例として，最大公約数をとる簡単なプログラムを

対象IC， “到達する定義"の解析を定式化しようー図1.5IC，対象とする Pascal

プログラムと対応するフローグラフを示す.

1.プログラムをコンパイラで翻訳する際IC，中間的IC生成されるコードの

各命令(いわゆる 3つ級や4つ組〕

while a<>O do begi且

t := a; e 

progr四 gcd(input，output);

var a，b，t: integer; 

begin 

read(a，b); 

2 手続き的なプログラムの各笑行文
a := b mod a; 

b :=七

3.モジューノレ(プロシージャ，サプノレーチ:-'，など)

)
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Lとして，対象とするデータの性質(たとえば到達する定義)をすべて集め

たものを全体集合とした時，その部分集合のクラスが作る集合束をとる. と̂

Vは，それぞれ集合の積と和に対応する ただし， 1くildallが半束を採用した

ζ とからわかるように，東の 2iji算のうち本質的には一方だけを用いればよい.

式(1.1)~ (1.4)に対応してそれを八とすると，問題によって八は集合和に解

釈される ζとも(たとえば到達する定義，活きている変数)，集合積に解釈さ

図1.5データフローF間一r問題例

f.(x)=xnR.uG， 

"到達する定義"における“定義"とは，代入文などの実行によって，プログ

ラム変数1亡値が結びつけられるととをいう.たとえば辺匂の代入文Kよって，

プログラム変数αに値が定義される.それがフローグラフ上のある頂点に“到

達する"とは，その頂点、でその定義が参照可能な ζ とをいうーたとえば e3に

おける aの定義は，頂点、4，5などに到達する.

変数への値の定義は，プログラムの実行文(辺K対応)とプログラム変数の

対で識別できる そこで，たとえば辺匂における変数αへの値の定義を，a3 

というように表記する ζ とにする とのプログラムのすべての定義の集合D

れるととも(たとえば使える式，忙しい式)ある [18J.

関数fE Fは問題Kよって異なるが，たとえば到達する定義の場合は，

の形をとる. G，は辺elC対応するプログヲム ・コードで生成される定義の集

合， [(eはそとで消滅する定義の集合でR，はその補集合である.解%は，頂
点、υに対応するプログラムの場所で観測可能なデータを表す
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を数え挙げると，次のようになる.

D= {α1，bl，t2，α3， b4} 

Dの官官分集合が作るクラス，すなわち 20を，集合束とみなしたものが対象と

する束Lとなる.

ある辺でプログラム変数zに値の定義が行なわれた時， ζ とに到達した他の

辺Kおける同じ変数zへの値の定義は消滅する との点、を考慮して，式ん(x)= 

xnI<.uGeを明示的K書き下し，方程式を作ると次のようになるー

x， = {} 
X2 = ((x，一{α3，b4})U{αl，bl})Uxs
X3 = X2 U {t2} 

x" = (X3一{α1})U {α3} 

Xs = (x. -{61}) U {b4} 

X6 = X'l 

との不動点解と経路解は一致し，次のようになる.

$， {} 

X2 = {α1， b1，α3， b4， t2} 

X3 = {α1，61，α3， b4， t2} 

x. = {61， a3， b4， t2} 

X5 = {α3， b4， t2} 

X6 = {α1， bl， a3， b4， t2} 

1.2.6 記号実行

(1.12) 

記号実行(symbolicexecution)とは，プログラムの入力として具体的な数値

を与える代わりに，数値を代表する記号を与えてプログラムを模蓄量的に実行し，

その結果を評価する手法である [74].

ζの問題は，データフロー解析と同様tc，プログラムのフローグラフ上にお

ける状悠の選移を解析するものと考える ζ とができる.記号実行の溺合，もし

1.2. 問題例 33 

状f畿がプログラム変数に結びつけられた記号値て・表され， ζの記号値の空間が

陽に数えあげられるなら，データフロー解析と同じ構造の問題に帰着する.

しかし，一般にプログラム状悠は，プログラム変数と記号値を含む等式のほ

かにフ.ログラムの実行経絡を定める述語を含む論理式によって表される モ

の論理式は，プログラムの状悠空間をモデルとするような適当な論理系(プロ

グラム言語に現れる述言語や関数K関しての公理を含む)に属する. ととで状態

空間とは，入力値として与えられる記号とプログラムに現れるすべてのプログ

ラム変数を軸として張られ，それぞれがとりうる値の領主主の積空間として織成

される(一般に不確定値を含む) 論理式を充足可能とする変数の値の組は，

一般に状態の部分空間を構成する.状態空間の部分集合族が作る集合来を考え

れば，乙の揚合もわれわれの統一的な問題の定式化に形式的には適合するとと

になる.

来の結びと交わりは，論理式上ではそれぞれ論理和と論理積に対応させるの

が自然であるがョデータフローの場合と同様tc，ととでは交わり〈のみが本質

的であり，それは論理和l亡対応する(半束の表現を，データフロー解析におけ

る習慣Kしたがって八を用いて記述するととにしたが，との場合はVを用い

た方が自然だった ζ とになる).また， J順序::;は，合意に対応する

各辺の上の変換関数は，プログラミング言語の文の意味を定義する意味関数

に対応する.

しかし，とのような一般的な枠組では，状態間の順序関係の判定K定理証明

機能を必要とするので，一般に殺しい.そ ζで，対象とするプログラムの性質

を限定し，プログラムの状態に対応する論理系を扱いやすいものにする ζ とが

考えられる.たとえば，述書苦として等号関係のみを扱うとか[36)，半順序関係

のみを扱う [48]という方法がある，また，記号実行の過程で得られる，状態を

表す論理式を，何らかのまま準で弱めるとと によ り，プログラムの繰り返し繕造

に対する不変表明を発見する試みもある [59，60， 48). 

[側

データフロー解析で対象としたプログラム図1.5を， ζ とでも対象とする.記

号実行では，プログラムの入力に対して記号値を与える. ζのプログラムの場

合，入力となるのは最初jのread文Kよる変数α，6への値の読み込みであるか

ら，乙のとき α，6tc与えられる値をそれぞれCi，sと表すζ とにする.一般tc，
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関数や手続きに対して記号実行を行う場合は，引数や大域変数を通じて入力が

与えられるので，それらK記号値を割り当てる ζ とになる.

記号実行が級うプログラムの状態は，プログラム変数の{直を定める部分と論

理的な制約条件を定める部分からなる論理式として表される す君主わち， BNF 

風に書けば，

くプログラム状態>::=く値定義>八<制約>

プログラム状態SfCたいし，その値定義部分を取り出したものをS"，制約部

分を取り出したものを Scと表すととにする.なお，との記号実行の例題説明

に限り. と̂ Vをそれぞれ迎言記号および選言記号として用いる.

プログラム変数に割り当てられる値は，記号値式として与えられる.すなわ

ち，

<値定義>::= <値定義式>(八<値定義式>)・

<値定義式>::= くプログラム変数>=よ|

くプログラム変数>=く記号値式〉

ここで上は不確定値である 記号値式は，記号値定数(今の場合 C1，s)およ

びプログラムK現れる定数と関数記号からなる項である.値定義では，プログ

ラムに現れるすべてのプログラム変数に対し，ちょうど lつの値定義式が存在

する.また制約は一般の言論理式であるが，そとに現れるすべての項も同じく記

号値式である.

プログラム変数を含む論理式に対し，与えられた値定義を代入するととによっ

て，プログラム変数を腸に含まない論理式K変換するととができる.論理式P

Kフ・ログラム状態Sの値定義を代入した結果を，(P)Svと書くととにする.

プログラムの実行がフローグラフ上のある頂点に達したとき，そ ζで一つの

プログラム状態が成り立つ.可能な複数の実行経路を考えたときは，それぞれ

に応じたプログラム状態の論理和をとるととになる.乙れをプログラム一般状

態と11ft'!う.

フローグラフの各辺では，プログラム状態が変換される.その変換はプログ

ラム言語の意味(semantics)fC依存するが， Pascalのような言語では次のよう

Kなる.
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1 代入文などでプログラム変数IC式の値が割り当てられる場合，モの式に

現れるすべてのプログラム変数を，現在のプログラム状怒の値定義Kよ

る記号値式に白き換え，それと代入されるプログラム変数を等号で絡ん

だ値定義式を値定義に連言的に加え，もとの値定義から同じプログラム

変数に対する値定義式を削除する.値定義 VfClつの値定義式Eを加

え，対応する古い鑑定義式を削除した結果得られる新しい値定義を Va

Eと表すととにするー

2. wlule文.if文などで条件が定められた場合，その条件式に現れるすべて

のプログラム変数を現在の1直定義による記号値式K置き換え，それを!Lij

約官官に連言的に加えるー

プログラム一般状態K対しては，それを構成ナる個々のプログラム状態K上

の操作を個別に適用し，その結果の論理和をとる.

変換操作を具体的に示すと，次のように念るー

辺 elではデータの読み込みKより記号値が割り当てられるので. (I直定義K

α=白 b̂ = s 

が与えられる またとのとき，プログラムの仕様として定められた，入力値K

対する入力条件が制約に加えられる.との場合，

integer(ロ)八 inlegel伊)̂ 白三日 ŝ"2.0

となろうー

辺 e2では， while文の繰り返し条件が成立しているととから，制約に

(αヂO)x，_v

が加えられる.ただし Xlは頂点、 lのプログラム状態である.また，代入文

の実行により値定義に

t = (α)町 V

が加えられ.t fCつ加ての元の記号値式は除かれる.
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以下，他の辺Kついても同線ーその結果，方程式は次のよう Kなる.

X， = (α=上八b=ムハ 1=上)̂  Lrue 
X2 = x， ̂ (integer(o)八integer(β)八自主 O八β三0)ED (α=0八b=β)v Xs 

X3 = X2 ̂  (αヂ0)町，VED (1 = (α)町y)

X1 = X3 ED (α= (bmod a)町川)

X5 = x， ED (b = (t)"..v) 

X6 = X2 ̂  (α = O)"2，V (1.13) 

ただし， 1:乙で X，がプログラム一般状態を表しているとすれば，新たな値

定義式を EDf'Cよって加えたり，新たな制約を〈によって加えたりする操作は，

一般状態を構成する各プログラム状態K個別f'C適用される.上式は，その操作

を略記したものと解釈する.

各 X;は論理式を表しているが，来としての解釈は1:れらの論E型式を充足

する(白，s)空間あるいは(α，b，t)空間，あるいは両者の積空間がつくる集合来

とみなすことになる.

ζの方程式の解が求められれば，プログラムの出力時K成立する出力条件が

XGとして得られる. とくに， このプログラムの出力 bの記号値は，X6の値定

義部から得るととができる.しかし，一般にプログラムが繰り返しを含む揚合，

不動点解を明示的に求める ζ とは難しい.通常，記号実行の技法では，次のい

ずれかの方法をとるととが多い

1.笑行経絡を指定する. 1つの経絡に沿った解を得るととは機械的にでき

るーただし，式の簡約化機能があるととが望ましい.

2.繰り返しに対し，ループ不変表明を仮定する.ループ不変表明とは，繰

り返しの中の I点，たとえば頂点2に対し，

X2コん

を満たす論理式んで，プログラムのノレープ， ζの場合はフローグラフの

閉路匂 1e31 e'h es tc沿った変換によって不変性を保つもの，すなわち，

Is(ム(fJ(J2(ん))))=ん
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が成り立つものをいう.

んは X2より弱い表明て・あるが，プログラムの仕様として出力時に成立

ナベき条件尺がんから導かれれば，プログラムがその仕緩を満たすと

とを検証するのに有効であるー との場合，

R三 b= gcd(白，s)

であり，

ん(ん)コ R

が証明できれは'よい.モのためKは

ん三gcd(α、b)= gcd(o，s) 

とするのが適当である.ただし，実際に検証を行うためKは関数gcdf'C 

闘する性質を公理として与える必要があるー

1.2.7 高速自動微分法

計算手続きの与えられている関数に対し，各変費支についての偏導関数を，や

はり計算手続きとして生成する手法を，高速自動微分法[27，67Jという.

口個の変数 ZllZ2，' .噂，Znから関数 g(Z" ・，Zn)を計算する手続きが与えられ

ているとする.その計算過程から，次のような計算グラフを作る. ととで，計

算は，四則前算や初等関数などの単項または2項演算の組合せから成るとするー

計算過程に現れる入力変数 Zl，Z2，・ ，Zn，定数，中間(および最終)結果を

置く中間変数，それぞれに対応する頂点からなる頂点集合を作るー各中間変数

の頂点、K対し，それを終点とし，その値を計算するのに必要な他の変数または

定数を表す頂点を始点とする，辺をもうける.各辺ef'C，その終点の値を得る

演算に対して，その始J点の変数による偏導関数d.をラベルとして付ける.

情報を表す集合 Lとしては，頂点K対応する変数および定数と辺に対応す

る関数から，自由生成される項を考え，それらの墳の iつ以上の和をとったも

のとして生成される式からなる集合をとる.Lを半来に対応させたときに， 八

百貫主平K相当するのが和になるが，和に対しては案等則が成り立たないので，半
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来にならない したがってまた，八演算から導入される半順序も定義できない

しかし，各辺K与える関数んを

J.(x) = d.. x 

で定義すれば，問題を表す等式として，式(1.4)がそのまま使える たとえば，

偏導関数θ'g/δZiを求める場合，出発点sは Zitr..対応する頂点とし，値んとし

ては Iを与える， l'縛は，中間変数回に対応する頂点K対しては，その Ziによ

る偏導関数θ凶/δZ;を与え，関数値gを与える変数K対応する頂点K対しては，

θg/δZiを与えるー

第3草で述べる逐次ヨ却1芹法は，東の半順序性を計算の制御に用いているので，

そのままでは使えないが， との問題ではグラフが無関路となるので，あらかじ

め定められた順序により計3草すれは'良く，アノレゴリズムはむしろ簡単になる.

[(9IJJ 

関数

g(い)=ァ主三二
ムーー、J~' ι2

を対象として考える.対応する計算グラフは，図1.6のようになる.

。g/θZ[を求めるには ZJ1'[対応する頂点を出発点とする問題を解けばよし

その結果，

θg/8z1 =土問+(_.2..)-(ーl)-zLZ2 
Vs Vs t;.V4 

と念る.右辺の2つの項が引に対応する頂点から gK対応する頂点に至る経

路によって生成される ζ とがわかる.同様に， δg/8z2は， Z2 K対応する頂点

を出発点とする問題を解く ζ とによって，

θg/θZ2 =土ZJ・V，+ (_.2..)・(ーljzLZ1 
us US ~~ 

となる.なおと ζで，

VI = eZ2 

'1:，の島合，厳穏にいえば.z; tc:対応する頂点、から到達可能在部分グラフを対象として考え

ている 計算グラフ全体を対象と想定する証言合は，形式的に方程式(1.2)の形で考え.Zj(j j正

i)に対応する頂点 vlCはb，としてOを与えればよいが，本質的には同じである.

1.2 問題例

図1.6計算グラブ

" Vz = Z1e 

V3 = ZJ2Z 

V" = .j五五

Vs =ト~

39 

V4 

以上のほかK， AI における探索問題 [37J (とれについては， 3.6.5節で触れ

る)なども，ととで述べた枠組に含められる.
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第 2章

定式化の比較

ζれまで述べてきたように，ととで扱っている問題の構造に関する研究には，

多くの流れがある その主なものは，有限オートマトン，最問者問題，データ

フロー解析であり，またそれらとの関連という意味での迎立一次方程式系であ

る.

各々の分野でより一般化した定式化が工夫され，連立一次方程式系との関係

も論じられてきた それらを大別すると，次のようになる.

1.正規表現によるもの

2.半環Kよるもの

3東とその上の関数族によるもの

以下でとれらの定式化の方法を述べ，われわれの方法との比較を行なう

2.1 正規表現による定式化

I<leeneは有限オートマトンと正規表現で規定される言語の等側性を示した

が，それを自然K発展させ正規表現上の代数によって問題を定式化するととが

できる. とれは， Backhouse & Carre[6]やTarjan[55]でとられている立場で

あり方法である とくに，とれらの問題がグラフの経路の数え挙げに帰着する

という本質を，よく示す定式化といえる.

41 
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すでK1.2.4節において，正規言語を受理する有限オートマトンが，われわ

れの来とその上の関数による定式化によって表現てeきるととを示した 以下の

議論は1.2.4節の説明と一部重複するが，改めて正規表現から出発して問題を

定式化するという立場から述べる.

アルファベット 2上の正規表現を考える.正規表現は，次のよう に構成的に

定義される.

R1 f(空列を示す)， O(空集合を示す)，および2の任意の要素は，それぞれ正

規表現である.

R2ふとんが正鋭表現の時， Rl. R2およびRlUR2は正規表現である R 

が正規表現のI時，R"は正規表現である.

正規表現は Eを文字とする文字列からなる集合の部分集合(との部分集

合を言語と呼ぶ)に写像される.その写像を与える規則は，次のようである

R1' f， o，αεZは，それぞれ{ε)，o， {α}K写像される.

R2'正規表現Rlとむが写像された言語をL"L2とすると，Rl・んは Ll・

L2 I亡， Rt UR2はLtu Lz K写像される.ただし，Ll・L2= {α blaε 

Ll & b E L2} ととで文字列i亡対する演算・は，連接である

正規表現Rが写像された言語を Lとすると，R・IiL' K写像される.

ただし，LO = {ε}， 1) = L，-t . Lとして，L" = U立。Lk

2つの正規表現RtとR2は，その写像先の言語が集合として等しいとき，等

価であるといい，Rt=R2とかく.さらに，正規表現には，次のような等式が

成り立つ.

任意の正規表現 R，5，TI亡対し，

r1 RU5=5uR (uの可換則)

r2 R u (5 u T) = (R u 5) u T， 

R. (5. T) = (R. 5) . T (uと それぞれの結合則)

r3 R. (5UT) = R.5uR-T， 

(SUT) .R= 5・RUT.R (Uと・の問の分配JiliJ)
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r4 o u R = R U o = R (自はUの単位元)

r5 f:.R = R.ε=R (ιはの単位元)

r6 0・R=R・0=日 (日はの零元)

r7 RU R = R (u Kついての客等則)

グラフ G= (V，E)よの経路は，Eをアルフアベットとする文字列と見な

せる 有限オートマト γと正親言語との関係から示唆されるように，経路の集

合は正規表現に対応する.たとえば，グラフ上の1つの頂点から別の lつの頂

点K至るあらゆる経路の集合 1つの頂点から他のすべての頂点に至る経路の

集合，すべての 2 頂点問の経路の~~合，はそれぞれ正規表現で表される. した

がって，経絡を列挙し，それらの問で成り立つ性質を求めるタイプの問題を，

正規表現によって定式化するととは自然であり，また可能である.

実際Tarjan[55Jでは，正規表現から対象とする問題領域への写像を定める関

数を与えるととにより，最短絡問題，線形方程式系，データフロー解析，など

の問題が，統一的に取り扱える乙とが示されている.たとえば，掻短路問題K

対しては costとshor1.es1.という 2つの写像を以下のように定義する

1. cos1.( E) = 0， shor1.田l(ε)= Cj 

cost(日)=∞， short田t(日)=経路が存在しない，

eε EK対して，

cos1.(e) = c(e)， shorLcsl(e) =ι 

ただし， c(e)は.辺eK与えられた費用(Ji!e離)ー

2. cost(R1 uRz) = min(cost(Rt)，cost(R2))' 
ShOft田 t(Rtu R2) = if cost(Rt) :::; cost(R2) then shor1.est(Ri) 

else shortest(R2); 

cost(R1 . R2) = cost(Rt) + cost(R2)， 
short田t(Rt. R2) = short田も(Rt). shortest(R2); 

cost(R') = if∞5t(R1)くotben -∞else 0， 
5hoft田t(R")= if∞5t(ん)くothen最短経絡が存在しない e15eε 
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2.2 半環を用いた定式化

最短絡問題を出発点として問題を抽象化している例では，代数系として半環

を用いているものが多い.たとえば， Aho， Hopcroft & Ullman[2]， Carre[8]， 
Rote[4-2]，後藤[68]，などの例がある

正規表現についても， (rl)~(r7) のような等式を公混として与えて，代数系

として定義するとともできる.ただし，等式の代人に関する推論規則のみを前

提とした公理系では正規表現を完全には公理化できない乙とが知られており，

なんらかの推論規則を付り加える必要がある [44].

たとえばBackhouse& Can毛[6]は， (rl)~(r7) に加えて 1 :項演算事 K関

する公理を，次の2つの等式Kよって与えた上てコ

r邑 R・=εuR.R"

r9 R" = (εuR)・

次の推論規則を与えている.

[推論規則] 代数系の要素Rが限定的であるとは，任意の要素xJ亡対し x=

R. x→ x=自が成り立つ ζ とであると定義する 推論規則は，Rが確定的

なIf寺，

x=R.xUS→ x=R" .S 

なお， ζの公IDl系はSalomaa[4-4];õ~与えたものと，ほぼ同じものである.

同様K，主な発想を，最短絡問題と連立一次方程式系との対比から得て，問

題の鱗造を抽象化するような忌小の公理群を与えた代数系を定義しようという

のが， ζの立場である

碁木的には，次のような半環が用いられる.代数系Sが 2つの2項演算(ED，

.)に関して閉じていて，次式を満たす.

81αEDb=bEDα (EDの百J換則)

82αED(bEDc) = (αED b) ED c， 

a.(b.c)=(α.b).c (EDと・それぞれの結合則)

83 a. (b EDゆ=αbEDα.c， 

(bEDc)・α=b.αEDc. a (EDと・ の間の分配則)
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84αEDO=α (0は@の単位元)1 

84' 0・α=α0=0 (0は K関して吸収的)

85 1・a=α1=α (1はの単位元)

想定している問題により，さらKいくつかの公裂が加えられる.正規表現の

代数系との異同を見ても分かるように，よく加えられる重要な等式は，(?(の軍事

等則である.

86α@α=α (ED Kついての議等日11)

ただし，一次方程式系では怒等則は成立しない

最短絡問題では Sを(非負)整数または実数とし EDをminK，を+

(和)K対応させる.とのとき， に関して可換則が成り立つので， ζれを公理

に加えている例もあるが(たとえば[8])， との可換性は，通常，本質的な役

割を果たさない

問題は 1項演算本をどう導入するかである. ゲ=u立oaIとして導入した
場合，右辺の収束性をどう保証するかという問題が生じる.右辺の存在を公理

として仮定してしまうという立場も，ありうる.あるいは，すでにあげた Back-

house & Carr邑のような形の公震を与える方法もある.

半環の公理の一部を除いて，さらに一般化しようとする試みもある.たとえ

ばある極の電気回路の配線問題を扱うのに， Lengauer & Theuoe[34-]は， ・の

結合性や， EDに関して代数系が閉じているという条件を緩める ζとKついて，

論じている

2.3 束を用いた定式化

束を用いている例には，一般化情報ネットワークとして電気回路網上の諮問

題，輸送問題， 信号アローグラフ，グラフの連結性「曙~，グーム理論，などを

統合化した伊理 [24]の例と，データフロ一日間?の諸問題を半束を用いて定式化

したKildall[32]以来の方法([29，30， 40， 53])とがある.

1われわれの定式化との対応では，$は八にあたるので， 。と Iの役割が反対Kなってい

る点に注意
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本論文でとっているアプローチも， ζの束を用いた定式化に属する.その特

徴は， “情報"を記述する代数系として(半)来をとり，それK対する操作と

して束から束への写像を与える関数放をとるという形で，対象を 2つに分けて

級っているととろκある.伊理[24Jでは，束の代数構造を規定する Vと八を

内部演算と [J手ぴ，本論文で関数空間Fとして取り扱っている演算を外部演算

とI呼んで区j}IJしている.

定式化の詳細についてはすでに述べたので，ととでは他の定式化との関係を

議論する.

われわれの定式化で関数空間Fを代数系としてみた時，半環をなすととは

すでに述べたしたがって，pと2.2節の定式化で対象としている半環とが対

応するととは，みやすい. 乙の場合，Lの構造については，モの任意の要素α

を， αを!直とする定数関数とみなして， FIC.J翠め込のだものと見るととがで

きる.

あるいは，半環を用いた方法を，われわれの定式化における関数fεFを，

次の形K制限したものとみなすζ ともできる.

J(x) =α.x 

ととで aは半環に属する適当な定数である.

正規表現による方法も，それが対象としている問題の情報構造を表している

という視点、から見れば，半環によるものと同じであり，その代数構造も細部の

違いしかない. したがって，上K述べた半環による方法と来による方法との対

応と同様なととが，正規表現による方法との関係でもいえる.ただし， Tarjan 

[55]では，正規表現から問題領域への写像という概念を導入し，その写像のと

り方により，本論文の定式化がPIC.与えているような柔軟性をもたせている

2.4 考察

本論文でとった方法の根拠について，他の方法との比較を適して考察するー

問題の記述を，方程式(1.1)~( 1.4)あるいは(1.5)IC.よるものとすると，そ ζ

でもっとも基本的念演算とその性質は，L における演算八とその可換性およ

び結合性.Fにおける演算・とその結合性であるととが分かる.次の3つの概
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念は， ζれら1(，続いて基本的と思われるが，問題を方程式として記述するため

だけなら，とくに必要とはしないわけである.

1.正規表現で基本的な演算である本古賀算

2半環としてみた時に基本的走法則となる八と の分配性.

3. (半)束としてのLにおける家等目Ij，あるいは同じ意味で半順序性.

ζのうち〈と の分配性は，われわれの記法では関数fεFの分配性K対

応するが2，たとえばKam& Ullman[30] Il'示すように，データフロー解析の

問題の中には単剥性は満たすが分配性を満たさ在いものが存在する また，あ

る意味で有限オートマトンを拡張したとみなせる Mjln引のccsでは [35]では，
われわれの八とーに相当する 2つの演苦手 (Milnerの記法でと+)の問に必ず

しも分配性が成り立たないという観察を理論の出発点にしている.

正規表現の事演算と束の半順序性は，問題の解を求めるのに必要となる概念

である.前者は消去裂の解法で，後者は逐次型の解法で用いられる.いずれも，

対象とするグラフが閉路をもっ時IC.，はじめて必要とされる.実際， もし閉E告

が存在しなければ，あらかじめ定められた順序にしたがって計算するととによ

り，方程式の解は代入操作のみで求められ， キ演算も半順序性も必要としない.

たとえば，高速自動微分法はとれK該当する.

線形方程式系の場合は，L IC.務等性が成り立たない れと真の値との問の

距離の上限を評価するととにより，順序関係が導入できるが，有限下降鎖出条件

はもちろん成り立たないー ζれK対しては，周知のように，適当な誤差純闘で

反復を打ち切るという指置がとられる.

以上の考察を前提として，本論文でとっている定式化の特徴を挙げると，次

のよう Kなる

双対性上K述べたように， ζの問題のもっとも基本的な織成要素は〈演算

と 演算であるが，両者を半環として一つの代数系を構成する 2つの演算と見

るよりも，本論文におけるようにある種の双対性をもっ2つの空間(1つは情

2われわれの定式化で.Fにおけるiiim八と。の問には分配員lが成り立つが， ζれと関数
f E Fの分配性とは異なる概念である しかし，半環を用いて定式化した錫合KモEで成り

立つ分配則は，後者K対応する.
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報を表す空間，もう iつは傑作を表す空間)のそれぞれに所属させた方が，問

題の本質をより明確に表すように思われる.

その一つの根拠は，すでに述べたように， 八と の分配則が，必ずしも基本

的念性質とはいえない点にある.

さらKより重要念論点は，との両者の演算と，対象とする問題のグラフの位

相的左隣造との関係である. ^積算の定義されたデータ空間の要素は，グラフ

の頂点K結びつけられており， 演算の定義された関数空間の要素は，辺に結

びつけられている.比町会的にいえば，データは頂点と頂点を結ぶ辺の上を流れ，

その問に変換を受けると見なせる ハ演算r.t，頂点の回りで，モζK入ってく

る辺の上のデータの流れの集合K対して適用される演算を表し， .1貸主事は，辺

の列としての経路に沿って，その上の操作を結合する演算を表す.また，前者

はグラフの辺の並列結合に後者r.t直列結合K対応すると見るとともできる.

とのように，問題領竣の 2種類の対象聞の関係と，グラフの頂点と辺(位相

幾何学的に言えば， 0次元単休と l次元単体)との関係が対応する事例比電

気回路における電位と電流との関係に代表されるよう 1'(，自然界に多く見られ

る.したがって，データ空間と関数空間， 八演算と・演rr-を，位相的なO次元

要素と l次元要素との双対関係と対応させ，全体の構造を双対的}亡捉えるとと

は，重要だと恩われる

代数系としての性質 半環を~本として，対象とする問題の熔造を公理的IC規

定しようとするアプローチでは，場合によってその公理府の取り方が懇意的K

なる可能性がある.実際，同じような問題を対象としながら，研究者によって

公理の取り方に微妙ま違いが認められる

それに対し，来は正規表現と同様に，その代数構造がすでによく研究され，

モの具体例も多く知られている さらに，問題K応じて仮定すべき性質も，た

とえば，来に関しての完備性，有限下降鎖性や，来から来への関数に関しての

単調也分配性，連続性，など，データ空間と関数空間とに分雛され，それぞ

れで仮定の強さの階層が明確Kできる.

“非線形性" 半環を基本とする定式化は，われわれの記法における Fの要素

を，

J(x) =α.x 
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の形K制限したものに相当するととを述べた 線形方程式系との対応と加う意

味では，との制限は自然であるが，次意以降で述べる逐次型および消去型の解

Eまでは， との“線形性"の仮定はとくに必要としない.

実際，データフローF附一rの問題は，とのような線形関数ではうまく記述でき

ない ([42)ではそれが試みられているが，きわめて部分的な定式化でしかない). 

また，方程式系との対応でいえば，非線形方程式K関しても，ある極の収束条

件の仮定のもとで第3牽における逐次型の解法が使えるし，非線形関数の逆関

数が計算可能であるという条件のもとで，第4i"(lの治去型訟の解法が使える.す

なわち，本論文における定式化は， 1誌により一般的であるというだけでなく，

実用的な意味をもっ，

本演算の扱い 正規表現Kおりる*演算に相当する操作は，天下り的K与える

のでなく，後の第4意で示すように，構成的に等入するという立場をとった.

その理由は，次のようである.

・*演算は問題の記述に必要がないだけでなく，逐次型の解法でも演算と

して必要とし念い.

• * 1演算は消去裂の持軍法では基本的な役割lを来たすが，その操作を構成的
に導入した方が，方程式系の解法との関係が明確になると思われる.

半東と束 Kildall を ~Jめとするデータフロー解析の統合的定式化では，束で

はなく半束を用いている.確かに，問題の記述と解法l亡は，束の21寅算の内の

一方しか用いない.本論文であえて束を採用した理由は，次のようである.

・対象とする問題の情報の俄造自身K，東の性質が本来的に備わっている

ζ とが多い たとえば，最短路問題では 2つの値の最小値をとるlTUO

演算のみを用wるが，その双対演算としての maxも，対象となる整数や

実数の集合上では自然に定義される.また，最短路問題でmin演算を m削

減算に置き換えれば，最長路問題という意味のある問題に変換される.

データフロー!閑7でも，情報を表すきを聞は集合来として捉えられ，東の

2演算に集合の荊lと積が対応する.一つの解析問題としては，集合利か

集合積のどちらか一方をとるととになるが，問題によってそれが和であっ

たり積であったりする.
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• 1つの頂点に入る辺の集合i亡対して適用される演算として八を取ったと

して，辺に結びつけられた関数んは，f.(x) =αeVxの形を取るような

問題も存在する(ととで， αeは来の要素である適当な定数).前章で挙

げた例では，ネ ットワークの信頼性問題が，とれに相当する. との場合

は，すでK述べた八と・の間の2つの空間にまたがる双対性が， 1つの

空間(来)の自己双対性に帰治される.

とのような問題例は案外少老いが，データフロー解析のように，関数ん

の定義KV と〈の両者を用いている ~J もある(1 .2.5flij参照)

-本論文では本格的な議論の展開は行なわないが，束の両演算を対等な関

係で用いるととKより定式化ができるよう念問題訴が存在するー伊理[24]

によって取り上げられている 2 人ゲームなどが，その~Jである.その定

式化については，第6.3f1iiでANDjOR型の問題として述べる

計算の粒度伊理[24]では，束とそれに対する操作を基本として，一連の問題

に対する精微な浬論が機築されている.本論文の立場はとれに近いが，多少の

遠いがあるとすれば，東で表された情報の操作K基づく計算の処理単位の捉え

方であろう.

本意で見たいずれの定式化によっても，傑作の基本単位は正規表現，半環，

あるいは束で表された情報の要素に対するものであり，グラフ上では1つの頂

点あるいは辺K，その情報要素と操作が結びつけられて出る. しかし， ζれを

グラフ全体i亡対する一括した操作に拡大するととも，自然に可能である. との

ような拡大された操作は，よく行事1)表現で表される.グラフの辺を，頂点、の集

合を行および~I)K対応させた正方行~IJ K よって，隣接行列として表すととはよ

く行恋われるが，その要素を辺K結びつけられた関数K置き換えれば，頂点、集

合に対応するデータ全体K対する操作が，表現できる とのように，操作の対

象となる単位の大きさを，視点、i亡よって変化させるととができるが，その単位

を並列処理などで使われる用語を借用して，粒皮(grallularity)と呼ぶ ζ とに

しよう

本論文ではー貸して，基本となる細かい粒皮，すなわち頂点に対応する情報

単位を辺に対応する操作単位で処理するという観点、を，保持する. もちろん，
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行列のような大きな粒度の観点も，理論的な分析の目的では利用するが，アノレ

ゴリズムはすべて，基本操作のレベルて守己述する. ζれは，とくに大規模な問

題の疎な性質(頂点対の内，辺が存在するものの割合がきわめて低いとと)を

利用するには，粒度の細かいレベルの処理から計算を構成していくととが必須

だからである.

したがって，たとえば際絡にまつわる処理K対応する本演算は，関数空間JF

の要素となる各関数K対して定義するーとの点が， 什亡相当する積算を集合的

な行列積算に対して定義している [24]のアプローチと，異在るととろである.
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第 3章

逐次型の解法

前章で定義した問題の解法には，一次方程式系の解法と同様に，逐次型のもの

と消去型のものとが考えられる.本主主では，逐次型のものを取り上げる.

3.1 逐次型アルゴリズム

木宣言では，束Lは最大元1をもち，かつ有限下附員の条件を満たすととを仮

定する.第l:il告で述べたように，との時Lは完備であり，したがって最小元日

ももっーまた関数空間Fの関数は，単調性をもっととを仮定する.ただし，

場合Kよっては，より強い条件である分配性を仮定するととがある.

問題の形式は，式(1.4)とする す左わち，出発点sがあり，その出発点に

入る辺が存在しないものと仮定する 1.1.2節の議論により，との仮定はとく

に一般性をそとなうものではない とζで，式を再掲する.

x" == bs) 

Xv ==八ん(Xh(e)) (νヂ5).
eEJn(匂)

)
 
-。。(
 

Lの演算八は一般に逆元をもたない.またFの任意の元fもf(x)= Y IC-

対して x= f-1(y)となる遊関数f-1をもっとは限らない. したがって，一次

方程式K対するガウス・ザイデル法のようIC-，あるいは非線形方程式系i亡対す

る解法のように，次のよう念逐次型の収束算法を考えるのは自然「である.

53 
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[アルゴリズム II逐次型基本形]

入力 グラフ G= (¥f，E)，出発点sι V，束 L，関数空間Fと各eεEK対
するん εFは，すでK定義した返り sK初期値b，(ヂ1)が与えられている

とし，式(3.1)の形の方程式を対象とする.さらに便宜上，任意の z巴Lただ

しzヂ 1，eεEKっき J，(x)ヂ1とする1 とれは，アノレゴリズム上で各頂

点をすでに調べたととがあるか否かの判定と，その値を書き換える必要がある

か否かの判定とを，同時に行うための方便である.一般に元lは人為的に導入

されるので， ζの仮定は一般性を失わずに満たすととができる.

出力 Vのうち sから到達可能な頂点の集合を Vj，それ以外の頂点の集合を

V2としたとき， υE viについては方程式(3.1)を満たす解むを得， υε V2 
については Xv= 1となる

内部データ構造 頂点をしまう集合Sを用いる.

手続き

各νεVKっき Xv←l

x，← b， 

S← {s} 

Sヂ自の問，以下を繰り返す.

Sから任意の頂点を一つ取り出しりとする

(Sからはυを取り除く ) 

各e巴out(v)につき

もし x，(，)~ Je(x.)でなければ

x'.(eJ←x'(eJ八人(xv)

t( e)をSK加える

1関数fがVx，yEL.x<y→ J(x)< f(y)を満たすという意味での強い単調性をもてば，

Eの性質はただちに導かれる.

3.2. アルゴリズムの正当性の証明

3.2 アルゴリズムの正当性の証明

r:.r.: 
;);) 

アルゴリズム IIの正当性を， Floyd-Hoare流の不変表明を用いる方法で証

明する

手続きの4行自にある繰り返し終了判定の!時点で，不変表明を考える. ζの

時点での Vを，次のように， 3つの互いに素友部分集合V.，v"， vc K分割す
る

¥1. = {υ|υε S}， 

v" = {匂Ivε v-S，xv =1 l}， 

VC = {υIv E ¥f -S，xv = l} 

補題として，次の4つの不変表明が成り立っととを示すー

補題 3.1v E v"で，辺e= (v，w)が存在すれば，

Xw三人(xv) (3.2) 

証明 繰り返しの回数に基づく帰納法による.最初に繰り返しに入る時点では，

v，，=日だから自明に成り立つ.

k回自に成立しているとして，k + 1回自にも成り立っととを示す VbK新
たに加わる頂点は， 5行目で取り出される Uである. out(υ)に属する eK対

し，10 = t(e)とすると， 8行自の条件文から， もともと Zω~ J.(x.)が成立

しているか，モうでなければ9行目の代入文が実行されて，xωの代入後の値

をx:'e書くと，
x~ = xω 八J.(xv)三ん(x.)，

が成り立つ.

同じ代入文によって， 叫に入る別の辺dの始点uでv"K属するものと，山

との問で， (3.2)の関係が影響を受ける可能性がある との場合は，

x~ = Xw八ん(xv)::; Xw  ::; [d(xv)， 

だから，やはり (3.2)は依然として成立する.ただし，上の最右の不等式で帰

納法の仮定を用いた (証明終り)
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補題 3.2vEV-{s}tc対し，

九三八 J.(Xh(e)) (3.3) 

証明 同じく帰納法による.最初に繰り返しに入る時点では，V E V一{s}tc 

対し九 =1だから成り立つ.

k回目の繰り返しで成立しているとして，k + 1回自にも成り立つととを示
す. 9行闘の代人文によって(3.3)の関係が影響を受けないととを示せばよい.

右辺に現れる Xh(，)が代入によって変化したとすると，代入後の値を Xh(e)とし

たとき，Xh(e) 三 Xh(c)であるから， んの単調性より， (3.3)はやはり成り立

つ.

左辺の Xu が代入により変化したとする.代入後の値を X~ とすると，

x~ = Xv ̂ん(:t:，，)三(八 fc(xh(.))) ん̂(九)

ただし，uはk回目の繰り返しでSから取り除かれた頂点であり，dはU，V問

の辺である 不等式については，帰納法の仮定を用いている.ととろで，d E 

in(υ)， u = h(d)だから，結局(3.3)に帰着する (証明終的

補題 3.3vε¥lbで，辺 e= (v，w)が存在すれば，

山手 ¥lc.

証明 υε V)"すなわち Xuヂ1だから，9行自の代人文がt(e)=υとしてす

でに実行されている また，v rf Sだから，v tc対して5行目以下の処理がす

でK実行されており，その結果eE out(v) tc対し Xt(けがとの処理以前tc1で

あったとしても 9行自の代入文が実行されて1=1となる (VXεL，VeεE
Z 手l→ん(X)ヂIの仮定に注意).さらに，一般に X'"の変更の可能性があ

るのは9行自の代入文のみで，その値は単調に減少するので，一度ヂ 1となれ

ばふたたび lとなるととはない (証明終り)

補題 3.4V. =自のとき，v E Vcであれは:sからりへは到達不可能である.

L一一二
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証明 V. =自のとき，ある vE 11，があってsから υへの経路が存在するとす

る.sEllbだから，その経路上に隣接する頂点ω1 Vk+lがあって Ukε Vb，

Vk+1εVcが成り立つ. とれは，補題3.3と矛盾する. (証明終的

以上の 4つの表明が補題として成立するととを用いて，アルゴリズムの正当

性が示される.

定理 3.1アノレコ・リズムロを入力条件を満たす入力によって実行すると，停止

したl時にはアノレコ・リズムの出カ条件に述べた意味で，問題 (2.1)の解を得る.

証明 アノレゴPズム終了の時点で，上の4つの表明と繰り返しの終了条件s=
0，すなわち V.=日が成立している 柿題3.4により，V)，は ¥1， tc， ¥lcは%

に，それぞれ一致する.

補題3.1より，任意のυE¥Ii" e E ouL(v)に対し，

Xt(c) ~ Jc(xu). 

ζとで締題3.3より t(e)も¥lbtc属するととに注意すると， ζれを次のように読

み替えるととができる.任意のvE IIbただしり1=s， e E i日(v)に対し，

Xu三Jc(Xh(川

さらに， ^の性質から次式が成り立つー

九三八 J.(引い)).
.EIU(υ} 

一方，補題3.2より任意のυε V-{s}tc対し，

九三八 J.(Xh(.))
eEIU(u) 

したがって，vεVb-{S}tc対し，

Xv = 八 J.(Xh(け)
.EIll(v) 

また，明らかに x" = b"，かつυε Vc，1C対しれ=1ゆえ，アルゴリズムの出

力条件が成立する. (証明終的
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3.3 停止性の証明

アルゴリズムの停止性はみやすい. 1つのむ εVIC対し， Xvの値は手続

きの9行自の代入文で真K単調減少するから，有限下降鎖の仮定によりとの代

人は有限回しか起とりえない.代人Kともない，vはSft:加えられるが，V 

は有限集合と仮定したから， Sへの頂点の追加は有限回しか起とらない.一

方， 5行目以降の繰り返しは， 1回どとK必ず 1つの頂点を Sから取り除くか

ら，いつかは必ず繰り返しの終了条件So=:日が成立する.

3.4 経路解との関係

l<ildall[32)は，関数空間FIC属する関数が分配的であれば，彼のアノレコ・リズ

ムKよって計算される解が，極大な不動点解になるとともに， (1.5)を満たす

ととを示した同じ ζ とは，アノレゴリズム nについてもいえる.それを見る

ために，アノレゴPズムK仮想的K経絡に関する情報を保持するようなデータと

処理を加える.

各頂点 vlC対し，経路の集合を与える変数九をつくる.すべてのPvは空集

合l亡初期化しておく ただし，P，には {ε}を与える.ζζで tは空列である.

アノレコ・リズム IIの繰り返しを，次のようfCPv fC関する処理をつけ加えるよ

うに変更する.

Sヲ正日の間，以下を繰り返す.

Sから任意の頂点を一つ取り出し匂とする.

各eεout(v)κっき

もし x，(.)~ !.(Xv)でなければ

Xt(.)← X'(e)八!.(xυ)

pt(.)←p'(e) U {p . elp E九}

t(e)をSfC加える

ととで，p. eは，経路pの後ろに辺eをつけ加えた経絡を表すものとする.
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Fが分配的であれば， との繰り返しの先頭で，次の不変表明が成り立つ.

補題 3.5次式が，不変表明として成り立つ.

Xu=八ん(b，) (3刈
pEP. 

証明 帰納法による.最初K繰り返しK入る時点では，自明K成り立つ(ハの

単位元は lだから，空集合の要素に対して八をとったものは lとみなすζ とに

注意). 

k回目の繰り返しで成立しているとして，k + 1回目Kも成り立っととを示
す. との問fCSから取り出された頂点υの後続点で xおよびPの値が変更

を受けたものを凶とする(アノレコaリズム中ではt(e)と表されている). 

の代入後の値をそれぞれ x~ ， P~ とすると，次式が成り立つ.

zL=zw八!，(れ)=八ん(b.)八!.(八ん(b，))
VEPw pεp， 

P~=P，ωU {J!' elpε 九}

ζζでんの分配性を考慮すれば，計算により

x~= ん̂(b，)pEP~ 

Z凶 ，P，ω

の成り立つととがわかる.すなわち， (3.4)が任意の頂点K対して相変わらず

成立する. (証明終り)

との ζ とから，アルゴリズムが終了した時点でも，式(3.4)の成立がいえる

が，そのときの各頂点vlC対する凡は，一般fCpath(s， v)の部分集合となっ

ている. path(s，v)一九#自の場合，任意の経路PE path(s， v)一九につい

て，

Zνざん(b，) (3.5) 

がいえれば，経路解と不動点解との一致がいえる ζとになる ととろが，上の

関係は第1軍事で証明した補題l.lにほかならない.

とれにより，次の定理が成り立つ.

仁二一一←一一ご一一一一三二一一一一一一二二
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定理 3.2アルゴリズム 11の解は，Fが単調性を満たすとき次の性質をもっ.

九三 八ん(b，J
pEpat.h(s.v) 

さらに，Fが分配性をもっときには， Jニ式の不等号が等号として成立するー

したがって ζの場合， 得られた解は，不動点解の内て・最大のものとなる.

ζの佐賀はよく知られているが，その紋拠としては通常， IJアノレゴDズム

と類似する Kildallのアノレコ'Yズムに対し， Kildall自身が与えた託明 [32]が参
照される. しかし， Kildallの証明は不動点解と経路解の関係を明示しておら

ず，またFが単調な場合と分配的な場合とを対比していない. しかもその証

明は，分りやすいとはいえない.ととで述べた証明は，解が経路の部分集合か

ら作られるという構造を明確にしている点からも，意味があると恩われる.

なお， Kam & Ullman [30]は，分配性の成り立たないデータフロー問題K

対しては，経路解を求める解法が一般には存在しないととを示した ζの揚合

も，逐次解法で求められる極大不動点解は，実用的な意味がある

3.5 データ構造の選択によるアルゴリズムの多様性

アルゴロズムI!は，内部データ構造として設定した集合Sの実現方法によっ

て，動作が異なる たとえば，

1. Sをスタ yクとする場合.深さ後先探索となる.

2. Sを待ち行列とする場合.広さ優先銀索となる.

3優先順位付き待ち行列とする場合.最短絡問題のダイクストラ法は，優

先順位を，S IC登録されている頂点、K対し現時点で計算されている最短

距離の昇li原Kつけた場合K相当する.ただし，後で述べるように，ダイ

クストラ法が使える条件は，かなり限定される.

4. Sを先頭と後尾の両者を入口とするリストとする場合.最短路問題に対

する Pape[38]による方法が笑現できる.

なお，スタック，待ち行列やりストとして実現する場合，すでに笠録されて

いる頂点、を二重K登録する ζ とがないように工夫しないと，むだが生ずる.
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3.6 分野別の解法との関係

逐次型のアノレゴリズムは，個別の分野ですでにさまざまな提案がされている

以下で，アルゴリズム 11と，モれらの既存の解法との関係を述べる

3.6.1 到達可能性と極大木

グラフの到達可能性を検査する方法がアノレゴロズム 11のベースとなってい

るともいえるので 11と同じ勝造をした手法がとの問題fC使えるととは明ら

かであり，また実際よく使われる.

なお，第4牽でグラフの艦大木の性質を使うので，と ζで極大木についても

述べておく.与えられたグラフ (ζ とでは有向グラフ)は，ある一つの頂点か

ら任意の{也の頂点に到達可能という意味て1 連絡であるとするそのグラフの

関絡をもたない部分グラフで， どの辺の終点にもなっていな加一つの頂点が存

在し，それを除く他のすべての頂点に入る辺の数はちょうと 1であるもののう

ちで綴大なもの，すなわちその部分グラフK属さない辺を lつでも付け加えれ

は'との性質が満たされなくなるものを，極大木という.極大木を求めるには，

到達可能性を検査するアルゴリズムの中てら新たに到達可能と判定された頂点、

が見つかるたびに，その頂点に達するのに使われた辺を木K属するものとして

登録していけは'よい.

3.6.2 線形方程式系

われわれのアノレゴリズムはガウス・ザイデノレ法と類似する.ガウス ・ザイデ

ノレ法を問題(3.1)fC素直に適用すると，次のようになる，

[アルゴリズム 12 逐次型ガウス・ザイデル法l
入力 アルゴリズム IIと同じただし， .5を除く頂点の集合Vー{5}に適当

なli瞭序Sが定められているとする

出力 アルゴリズム 11と同じ

手続き

X，←b. 

change←真

三二二.，
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changeが真の問，以下を繰り返す.

chαnge←偽

Sの11肢に取り出した頂点匂について，以下を行なう.

z←八eEin(包 )J.(引い))
もしzヂXvなら

九← x; change←真

との形のガウス ・ザイデノレ法と比べて，アルゴリズム IIは次のような特徴

をもっ.

1 計算のI1厨序が，変数 XvI'C.対して固定的でない.

2.逐次的な変数の値の更新を，式(3.1)の右辺をそのまま計算するのでは

なく，変更のあった変数の値の変化分を伝婚させるという形にして，計

算量を減らしている.

とれらは原理的には線形方程式系にも適用可能であるが，問題の構造が行列

表現よりもグラフ表現が向くという程度i亡疎であるとと，および各変数の値が

単調K減少し，収束計算回数が本質的に有限であるだけでなしその数が少な

いとと，が効果をあげる要因となる.

3.6.3 最短路問題

アルゴリズムIl比長短絡問題でポテンシャル法として知られている方法

[71 e，本質的K同等である. しかし，と ζで定式化した一般化された問題に

対してζのアノレゴリズムが正しく動作するととは自明ではなく，実際，正当性

の証明は育Ij節で述べたようにかなり複雑となる.

収東条件

最短路問題に関しては，すでに述べたように，有限下降鎖の条件を緩めても

アルゴPズムnは収束する たとえば，束Lとして実数u{∞，一∞}I'C.通常の
11蹟序を導入したものをとる.そして，負の距離をもっ閉絡がないものと仮定す

るー
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アルゴリズムの停止性は，次のように証明できる鴫

まず，アノレゴリズムによる解と最短絡との関係を改めて考える. 3.4節で述

べたように， (3.1)の解は，経路上K拡張された変換関数によって，出発点に

与えられた初期値を変換した結果を，あらゆる経路についてとった交わりと密

接に関係づけられる.最短絡問題の場合，その本来の問題の意味からも，出発

点からある頂点へ至るあらゆる経路の中で，もっともE団住の短いものの距離に，

その解が対応していなければならないー との関係を直接的にみるために， 3.4 

節と同様に経路に関する情報をアノレゴリス'ム中で保持し処理するようにする.

3.4節では，各頂点に対し，出発点からその頂点にいたる経路ですでに調べ

られたものの集合を，変数 PvI'C.作成した 最短路問題の場合は，束が全順序

性をもっために，すでに調べた経路の集合ではなしその時点で計算されてい

る最短距離を与える一つの経絡を保持すれば十分であるーそのために，変数PV

を用意する P，は， ιに初期化するーアノレゴリズムの繰り返し部分に次のよ

うに経絡についての情報を与える処理を追加する.

Sヲ正日の問，以下を繰り返す.

Sから任意の頂点を一つ取り出しυとする

各eE out(υ)につき

もし Zε(，)~ J.(xv)でなければ

Z州←引い)^ Je(xv) 
Pt(巴}←九・e

t( e)をSに加える.

ζのとき，繰り返しの先頭で次の不変条件が成り立つ ζ とは， 3.4節と同様

の議論により簡単に示すととができる.

Xu =んυ(0)

ただい最短絡問題では Fが明らかに分配性をもっとと，およびb，= 0を

用いている.



64 第 3主主逐次型の解法

また，経路PV= (e" . . . ， ek) IC対応する頂点列を匂10，Vl，...， Vkとしたとき，
その部分経路P(i)= (e"...， e，)， (iく k)は，頂点υilC対して，少なくとも過

去においてPv‘K代入されたととがあるととは，ただちにいえる.

さて，負の距離をもっ閉路地:存在しない ζ とを仮定すれば，Pνに部分的に

閉路が含まれないととを示そう.すなわち，経路PvIC対応する頂点列を Vo，V]， 

..， Vkとしたとき， i =f j→ Vi ヲ" Vj・実際 tく Jで Vi= Vj (=山と
おく)と仮定すみ出発点sから頂点、切 K至る 2つの経路P(i)= (eJ，.・ ，e，) 

とP(i) = (e"・ー・，eil ・，ej)を比べると，仮定からんの(0)三 fp(ぷ0)・とこ
ろが，P(i)の部分列として P(りがあるという ζ とは，頂点山に対して経路TJ(l)

が代入された時点で，すでに P(i)が以前ICPWに代入されているととになる.

ζのととは，xω とPWの更新の条件と矛盾する.

アルゴリズムがもし停止し左いとすると，sへの頂点の登録が有限回で終
わらないととになる.頂点集合は有限集合と仮定したから，少なくとも一つの

頂点υにつ加て，sへの笠録が無限K行われるととになる そのたびに，Xv 
とれが更新される. むの値は真に単調減少し，経路Pvはそれに対応するか

ら，Pv I亡時系列的に代入される経路はすべて異なる.辺の集合も有限と仮定

しているから，sからりに至る閉路を含まない経路は有限であるので， とれは

矛盾である.すなわち，アノレコ'リズムの停止性が証明された

とれを定JAとして改めて書くと，次のようになる.

定理 3.3最短路問題において，東Lとして実数集合+{∞，一∞}をとったと

き， もしグラフ上K負の距離をもっ開絡が存在しなければ，アノレコ・リズム IJ

は停止し，正しい解を与える.

実は最短絡問題に限らず， 4.2節K示すよう IC，典型的なデータフローF開T

問題などの多くの問題では，有限個の閉路を含む経路のみを考えればよ加ーそ

の時，経路集合の有限性から，東LIC有限下降鎖条件を仮定しなくても，アノレ

ゴPズムの停止性が上と同様K示せる.

t.J:~， ととて・停止性の証明のために挿入した経路を求めるアノレゴリズム上の

処理は，笑際上も有用である.実用上は，PV IC経路全体でなくりを終点とす

る経路上の最後の辺をもち，経路全体を sを根とする木として表現すればよい.

(しかし，たとえば Lispなどのリスト Kよって経路を実現する場合，そのよ
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うな考慮は賜K行わなくても，実質的に木構造がつくられる. ) 

ダイクストラ法
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最短絡問題に対して有効なダイクストラ法は，次の条件が満たされるときに

使う ζ とができる.

1.東Lが全JI贋序関係をもっとと，

2.関数fεFが，(jzの意味で拡大的である ζ と.

Vxε L.f(x)?:._x 

条件2は，最短路問題にダイクストラ法を適用する場合K仮定する，負の距

離が存在しないという条件に対応する との条件が成立している場合，ダイク

ストラ法に相当する方法を用いると，アノレゴリズム上で，一度SIC登録され，

5行自でSから取り除かれて処理された頂点は，それ以降再び SIC登録される

ととがえtいととが保証できる.

なお，最短絡問題に対しても，笑用上は，sとして待ち行列を用いた広さ優
先探索の方法の方が，ダイクストラ法よりも効率がよいζ とが多い[66J. とれ

は，広さ優先探索Kより平均的に出発点からの距離が短い頂点がSから選ば

れる反面，優先順位付き待ち行列を保持するための余分な処理がなくてすむか

らである.笑際，少し古いデータではあるが，筆者等が行なった実験で次のよ

うな結果が出ている

実験を行なったのは 1975年，使用計算機は当時のIBM370j168である.

問題として与えたグラフの構造比頂点の数と 1点から出る辺の数の平均と

をパラメータとして与えて， i'iL数Kより作成している 辺の距離も一様舌L数で

生成したダイクストラ法の実現に当たっては，優先順位イ寸き待ち行列をヒー

プとして作成したポテンシヤノレ法では対応するデータ構造を待ち行列とし，

広さ優先探索を実行している との結果からは，効率的にもポテンシャル法の

優位性が認められるが，さらにプログラムは単純であり，負の距荷量も扱えると

いう利点がある

その後，同様な趣旨のさらK精級な実験が行なわれ報告されている [23J.そ

れによれば，やはりヒープによる方法は，平均的K待ち行列を使った場合より

効率が惑い. しかし，同じ程度の規模と織造をもっ問題K対する計算時間の分
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表 3.1ダイクストラ法とポテンシャノレ法の比較

問題 頂点の数 辺の数 ダイクストラ法 ポテンシャノレ法

(CPU時間(sec)) (CPU時間(sec))

1 100 565 0，022 0.016 

2 100 1036 0，025 0.018 

3 300 1662 0，058 0.031 

4 300 3089 0.069 0.040 

5 400 2253 0，077 0.039 

6 400 4286 0.093 0.055 

散は小さく，安定している.それK対し，待ち行列は分散が大きいーポテンシャ

ノレ法では，初めて登録される頂点はYストの末尾IC，すでに笠録されたととの

ある頂点が再び登録されるI時はリストの先頭におくという， 2つの人口をもっ

方主主(Lwo.waysequence meLhod [38])が，平均的に符ち符亨Ijより優れ，分散も

小さい.ダイクストラ法では，パケット法[10]を改良した可変パケy ト法が，

平均時間と分散の両而で優れており 2つの入口をもっリストを使ったポテ y

シャノレ法より，さらに良い結果を示している.

3.6.4 データフロー解析

一般的K定式化されたデータフロー解析問題Kは， Kildall [32]が逐次的ア

ノレゴリズムを与えている. その後，多くの改良逐次型アノレゴリズムが提案され

た[21，29， 30， 31， 53]. 

面白いととに， KildaLlより後に発表された既存のアルゴリズムはすべて，

Xvの更新を次の形で行っている

Xu←八 f，(Xh(吋)
'Em(v) 

それに対し，アノレゴリス'ム Ilでは， もとのI<ildallのアルゴリズムと同様IC，

引い)← X，(.)八f.(xv)，
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の形で更新している前者は辺を後ろ向きにみて言|算守するのに対し，後者は前

向きに計算しているととになる.両者は，各辺に対してん(xu)の八をとる計

算を一度だけ行えばよい場合Kは，計算の手間が等しくなる.しかし，一般に

は繰り返しが起とるので，後者の更新方法の方が，変化分のみを計算している

という点、で効率がよい.

たとえば， HechL & Ullman [21]のアルゴロズムは，頂点の計算順序を工

夫することによって， KildallのアノレゴPズムより効率をあげようするものだ

が，われわれの記法K直せは'次のようになる.

[アルゴリズム 13 逐次型ー頂点の順序づけ法l
入力， 出力はアノレコ・リズムI1と同じ

手続き

頂点を sを桜とする深さ優先極大木の逆後11厨(reverseposLorder，極大

木で定まる半順序で位相整列したものとなる)にまず並べる との時，s 

は必ず先頭に怠る.先頭のsを除いたv-{s}の11瞭序を Sとする.以下
の処理はアルゴリズム 12とまったく同じ

Hecht & UlImanは，グラブが簡約可能 (reducible)2であればとのアノレゴ

リズムによる手間がfの評価K関して高均 (d+2)m回， 八演算に関して高々

(d+2)(m-n)回であるととを示した [21]. ζζで， 百は頂点の総数 m は辺

の総数，dは簡約可能グラフの深きである.深さは，グラフ上の閉路を含まな

い経路K含まれる後退辺の最大数と定義される.後退辺とは，グラフ上にとっ

た艦大木に対し，それに含まれない辺で極大木K付け加えると閉路を作るよう

なものをいう.間約可能グラフに対しては， 乙の後退辺の主主義が，極大木の取

り方によらないととが知られている 簡約可能グラフの佐賀Kついては，第5

重量で詳しく扱うーなお，深さの直観的な窓味は，図3.1K示す通りである. d 

はデータ フロー解析が通常対象とするような原始プログラムのフ ローグラフの

場合は， 1や 2などの小さな整数となる.

25.3.1節参照

仁 一一一一一一一一一一τ 一一一一二一-111
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深さ 4の間約可能グラフの伊j とζで点線は極大木

に属する経路様方向の曲線は後返辺を含まない経

路ー上方向の矢印は後退辺.

図 3，1簡約可能グラフの深さ

との手間の評価のうち，係数 (d+2)はアルコりズムの外側の繰り返しの回

数に対応する そのうちの 1四分は c/tαngeが偽のままであるという収東条件

を確かめるためのもので，むだである アルゴPズムIlのように，変化のあっ

た頂点をSというデータ精進に登録する後構を作り，収東条件をSが空かど

うかで判定するよう Kすれば， ζのむだは防げる， dが1や2の場合はとの効

果は大きいー

また，アノレゴリズム 13では外側の繰り返し I回どとに内側の繰り返しに

よりすべての頂点Kつhて晋|・算処理を行っている. しかし繰り返しの2回目以

降比値の変化が伝播して計算処理をする必要が生じるのは，対象とするグラ

フの閉路の綴造K応じた部分グラフK限られる.平均的には，との点を考慮し

た方が効率がよい.

アルゴリズム 11では，アルゴリズム 12との関連でも触れたように，との点

tc.関し2つの方法で対処している

、""，.._.
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1.変化のあった頂点、を Stc.登録するととにより，計算の及ぶ範囲を限定す

る.

2， X，(.)←引い)̂ ん(xu)'Cよって計算するととにより，式の中でも変化K応
じた分だけ計算するよう忙している.

ただし，アノレゴリズム 13の手間の許仰1を用いるには，アルゴリズム 11でも

深さ優先極大木K基づく頂点順序を利用する必要があるそれには，集合Sを

深さ優先極大木の逆後順を保つような優先順位付き待ち行列とすればよい.ダ

イクストラ法で用いる優先l順位付き待ち行列と異なり， ζの場合の優先順位は

あらかじめ定められ固定であるから，その実現はさらに容易である

ζの実現方法をとれば，簡約可能グラフに対して，計算の手間は最悪の場合

fの関数評価が(d+l)m， 八百着算が (d+l)(mーπ)となるが，平均的にはと

れより十分よくなるととが期待できる.なお， i也の逐次的な方法と同様IC，ζ

のアノレゴリズムは簡約可能でないグラフKも正しく動作する.

実用的には，深さ優先極大木に基づく優先順位付けを行わず，単純念待ち行

列(ただし二重登録は防ぐという措置はつけたもの)を用いても，繰り返しの

橋大は平均的にはそれほど大きく念く，深さ優先極大木を作る手間や，それに

基づく優先原位を保持する手間がないだけ，得なととが多い.

KildalllCよるもとのアノレゴリズムとアルゴリズム 11とを比較すると，われ

われがSと名づけたリストに次に計算すべき頂点を登録する代わりtc.，そ

の頂点の先のすべての辺とその辺のラベんによる計算結果を登録している点が

異なるーとれは本質的な遠いではないが，プログラムの実現上は効率に大きく

影響する.

より本質的な遠いは，われわれが関数を辺に結びつけているのκ対し， Kil-

dallは頂点K結びつけている点である.データを頂点tc.，関数を辺に結びつけ

た方が，グラブの位組織造との対応からいっても，最短絡問題や他の経路列挙

型の問題との対応からいっても，問題の本質が明解に在る.実際， Kildall流

の定式化では，頂点の入口と出口の両方でデータを考えるという，わずらわし

さが起こる， Tal'janの一連の論文[53，55， 56Jではわれわれと同じ形式をとっ

ているので， とくに目新しいととではないが，データフローを扱ったほとんど

の論文がとの点でI<ildallを踏援しているので，注意する意味があろう.

正一二二一-ーーーーτ- ーて二
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3.6.5 探索問題

傑索問題を，状態集合と状態遷移のための録作の集合が与えられて加るもの

とし，状慾集合に含まれる初期状態から出発して，操作を繰り返しながら，あ

らかじめ定められた状悠集合の部分集合である目標状態のいずれかに達する経

路を探すものであると定式化すれば，われわれの問題K帰着するととや，とと

で述べた逐次型の解法が使える ζ とは，ほぼ自明であるー しかし， Cの探索型

の問題はきわめてよく現れるので， ととでアノレコ..]}ズム 11を探索問題l亡適応

した形式K表現しておく.

[アルゴリズム14逐次型採索]

入力 グラフ G=(V，E). ただし 11は状態集合に対応し Eは状態から状

態への遷穆を与える操作に対応するー初期状態sE V，目標状態のm合FC
V. 

出力 sから到達可能な目標状態の lつ.

内部データf構造 頂点をしまう集合SとTを用いる. sの役割はとれまでと
同様K，探索過程で到達したがまだその後続点を調べていない頂点をしまうも

のである. アは，一度到達した状態を登録して，重複して探索しないよう K

ナるために用いる.

手続き

S← {s} 

T←{s} 

S#自の問，以下を繰り返す

Sから任意の頂点を一つ取り出しむとする

各凹 εsucc(υ)につき，以下を行なう

もし山 εFならば， ωを解として終了する.

もし山手1Tならば，

ωをSK加える.

切を TK力日Jえるー

、，・一
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通常の探索問題の場合，状態策合と操作集合があらかじめすべて数えあげら

れていないととの方が多い.すなわち，グラフ Gが初めから陽に与えられて

いるのではなく，任意の状態に対し，適用可能な操作を見つける方法と，その

操作て・遷移する先の状態を得る方法とが与えられている， というものであるー

そのような場合でも，逐次型の方法はもちろん有効である. とれは，逐次型の

方法を，グラフを動的に生成ナるように解釈する乙とができるからである(後

述の消去型の解法では，とれは難しい)

なお，単に到達可能な目標状態を得るだけではなしそとに至る経路も必要

な場合は，長短路問題の節で述べたように，各頂点でそCK至る経路を保存す

るようにすればよい.

とのアノレコ・リズムでは，一度到達した頂点を Tというデータ構造に保持し

ている.アノレコ.]}ズムIlでは， との情報を特}jIJK取り扱う代わりに， TK主主

録される前の頂点は，対応する変数 Xuの値が最大元 lであるととを利用して

いた しかし，との探索手法ーのよう K，頂点が既探索か否かを陽に取り扱う方

が自然であるともいえる. ζζでわざわざアルゴリズム 14を示したのは，と

の点を比較する意味もある.なお，データ階造の具体的な実現l亡際しては， T 

とSを容易に共通化できる.

実際の探索問題Kは，探索の過程で守らねばならをw拘束条件が与えられて

いるととがよくある.また，探索の効率をあげるための工夫が，拘束条件と関

連して取り扱われるととも多い. AIの教科書によく登場する最良優先探索や

A'アノレゴリズムはその典型的な例であるが，手法としてはすでK議論した最

短絡問題の解法(とくにダイクストラ法が援用されるととが多い)と同型であ

るー

分綬限定法

数理計画法の分野で，整数昔|画法の解法として知られる分校限定法も，その

本質は探索である. ζζでは， [69] にある分校限定法の一般的な枠組にしたがっ

て，モの方法の骨子がととで取り上げたアノレゴリズムと同じ構造であるととを

示す.

X = (Xl，X2，...，.Ln)を盤数変数としえ制約xEDのもとで，z = f(x)を

3分校限定法は，通常，連続変数も含む混合整数百十回問題を対象として記述されるが，全盛

L』一一一一一一一一一一~ 一一一一一一一一一一一」. 圃・圃_..
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最小化する問題を考える. との問題に対して，分校限定f去による解法の基本的

な摘造は，次のようになる.

[アルゴリズムI5分枝限定法]

入力 目的関数J(x)と制約D. とのもとの問題を九と呼ぶ
出力最適解z

内部データ4構造 問題をしまう集会Sを用いる.

手続き

Z←-00 

S←{九}

S手目の問，以下を繰り返す.

Sから任意の問題を一つ取り出し，Puとする.

p.，の緩和問題ペを作る.

P~ の解丸 と対応する目的関数値 Zu を求める.

i'uを加工し，笑行可能解 X Ul.zVを作る
もし 九<zならば，

噂 '
Z 令- ZVI X 令- Xu 

Puの子問題 Pv.l，PU，2" 九，kを作り， S I'C.入れる.

ζとで，緩和1院曙とは， !lW約条件の一部を緩和したもの.典型的Kは変数の
整数制約を緩和して笑数領域の問題とする.実行可能解とは，制約条件を満た

す解たとえば，実数解を丸めて整数解とするなどが，整数条件を緩和した問

題K対する解から実行可能解を得る典型的な方法である.子問題は，たとえば

整数条件を満たしていない変数K対して，有界市Ij約を 2つに分解して 2つの子

問題とするととたどが，典型的な作成方法である.

数問題としても本質的Kは同じ在ので，ととでは段数変数のみとした.

『ー.-ー

第 4章

消去型の解法

本家では，消去型の解法を扱う ガウス消去法などの消去型のアノレゴリズムは，

線形方程式の解法としてよく知られる 最短絡問題やデータフロー解析問題で

も，消去型に分類しうる解訟が，それぞれ1度立K工夫されてきた モれらと，

線形方程式系の消去型アルゴリズムとの関係もすでに指摘されているが，とと

では行~Jj記法とグラフ記法との関係を明確に対応づけながら，系統的にアノレゴ

リズムを導出する Eとを誤みる.

4.1 行列記法

線形方程式系の消去法アノレゴリズムとの対応をとるためI'C.，行91J記法を導入

する

叫=IVIとして nxnの正方行列Aを考える 頂点集合 Vの要素を，適当

なJI関序で並べる.その頂点順序K従川頂点、を行列Aの行および列に割り当

てる.以下で， fi (列) i I亡割lり当てられた頂点を，混乱のない限り頂点iと

呼ぶ

行列の (i，j)要素に頂点1から zへ向かうの辺 el'C.対応する関数J.を割 り当
てる(グラフの隣接行列では，要素 (i，j)IC辺 (i，j)を対応させるととが多いが，

Eζではあえて逆向きにしているととに注意). j， i聞に辺が複数存在する揚

合は，Aの(i，j)要素んを次式で定義する.

ん=八ん
{eEElh(e)=i・t(e)=i)

73 
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J，包聞に辺が存在しない場合は，Fにおける演算ハの単位元である関数ァを

割り当てる.

変数九を同じ頂点、順序κ従って並べたものをベクトノレと考え，X と書く.

同様K，定数九を並べたベクトノレを，bと書く.行列AとベクトノレZの税Ax

を次式で定義する.

1.代入操作: 行iから変数むを消去すなわち，行iの右辺K現れる Xk

K，行 kの右辺を代入する. こζで，行kの右辺にはXkの項が現れない

ものとする(いいかえれば，fkk = r) .代入した結果は，

y = Ax H y; =八f;j(Xj)

Xi ==八ん(Xj)八b;̂  J，バ八ん(Xj)八bk)
3ヲH J 

=八(j，リ̂ J;k' fkj)(xj)八(b;八f叫 (bk)). 
2ヲ'k

(4.3) 

との記法を用いると，基本方程式(1.1)および(1.2)は，それぞれ次のように

書ける

ζ とで，関数の連続性の仮定を用いている.

X= Ax， (4.1 ) 
2.還元操作: 行 kの右辺KXkが存在するとき，式を XkKついて陽i亡解

く. ζのためκは，JεFK対して，X = J(x)八αを満たすzをf・(α)
として与える関数f・が求められればよい.X = Ax ̂  b j

 

n，tM
 

• 必守(
 

ただし， ベクトノレ間の演算ハを，要素どとに八をとったものとして用いてい

る.

(4勾式は，領域を笑数{本上l亡移し，関数適用を係数の乗算， 八を加算K読

み替えれば，線形方程式x= Ax + bまたは (1-A)x = b K対応する.

ム=ι八f八J2̂・̂l，
とおき，1"を次式で定義する.

f・(x)= inf{f;(x)[iさO).

4.2 消去型アルゴリズムの導出
γ=J・(α)とすると，

J(y') ̂ α = J(inf{fk(α)[k三O})̂α 

= inf{f(!k(α))八α[k三O}

= inf{fk+' (α)[k三O}

本車では， J;;巨Lは完備束であるとし，また関数空間Fの関数は連続性を持

つととを仮定する.

4.2.1 消去法の基本録作

線形方程式(I-A)x = bの解を求めるには，消去法により (J-A)-'を直接

計算するか，(I -A)の三角分解を行って Ux= L-'b (Uは上三角行列，L 

は下三角行列)の形式に変換し，後退代入を行うととが通常である. (4.2)に

対しては，減算K相当する八の逆演算と，逆行列を求める際に必要となる除

算に相当する関数適用の逆演算とが，一般に存在しない しかし，消去法の構

成を考えれば，以下のような 2酒類の操作により消去法の掃き出し計算が可能

念ととがわかる

ととでムの定義から，ム+，(α)三fdα)が成り立つから，上式の最後の

項は inf{ム(α)[k:::O:O)すなわちγと等しい. したがって，

γ= f(y')八ι

なお，t.-=ι、T--=ιである

fからrをつくる操作を用いて，

Xk =八fkj(xj)八九

』」工一一一一一一一一一τz一一一一一一一一一一
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は，右辺l亡Xkの項が陽K含まれる場合(fkkf. r)，次のように変形され
る (r・=ιだから，次式は実はfkk= rの場合も含め，一般に成立す
る)

Xk =八fムー fkj(Xj)八f;dbk)
j#  

(4.4) 

は変数である なお，データフロー解析問題の中には， 2以上の次数を持つも

のや，有限の次数を持たないものも知られている [55].

有限次数の問題K関しては，連続関数Ji'C対して J"も明らかにi謹続である

以下では，一般κf・の連続性を仮定する.

関数fi'C対してf・を作る古賀tr.をホ演算と呼び，J"を不動点関数とIl'fbとと

にする.

ととで導入した*演算は，もともとの方程式 (4.2)の右辺の各行ii'C現れる

J;iか，代入操作を繰り返した結果生じるf;;に対して適用される.前者はセノレ

フノレープ(始点と終点が一致するような辺)のラベノレであり，後者は代入操作

の意味に注意すれば，問題のグラフ上の閉路pi'C対して定義される関童文ん(と

れは，閉路上の辺のラベルムの合成として定義された)に相当するととが分

かる. とれらの関数Ji'C対して*をとった結果は，多くの場合，有限の ki'C対

する Jkと一致する す在わち， h = fk+lとなるんが存在すれば，r = fk 
である. ζのような kの最小値を問題の次数と呼べば，一般に次数が高いほど

複雑な問題であるといえる 実際，逐次型のアルゴリズムが有限回で収束する

のは，次数が有限であるととによる.

ζの分類でいけば，最短路問題はO次である ただし， 3.6.3節で議論した

ように負の距離を持つ閉路はないものとする.実際，閉路上の距離がかならず

非負であれば， *演算の対象となる関数は，f(x) = x+ d，(d三日)となる

が，との場合， x = J(x) α̂ は，x = min(x + d，α)となり，その解は明ら
かtcx=αとなる.すなわち，J"(α) =α，あるいはJ"=ιである.なお，

J(x)=x+d，(dく 0)i'C対しては， J"(α)=一∞と形式的に定めてもよいー

同様に，ネァトワークの信頼性問題の次数も， 0である

データフロー解析の多くの問題(到達する定義，使える式，忙しい式，活き

ている変数，など)は l次である すなわち，f* =ι八fである.とれも，関

数が

4.2.2 基本操作のグラフ上での解釈

消去法の基本操作を，グラフ上の変形操作として解釈する.

1.代人操作

(4.3)式は，グラフの接続関係を陽に表すように書けば，次のようになる.

z‘= 八 (ん八J;k'Jkj)(Xj) ^ (bi ̂  hCbk)) (4.5) 
jEpred(;)upred(k)ー(k)

(4.5)式の右辺第l項で1を1つK回定させて考えたとき 3頂点、i，j，kの

関係は図4.1のように在る. 乙とで代入操作は，次のようなグラフの変形

に対応する

k 

-
k
 
f
 

• 
k
 
i
 
f
 

図 4.1代入操作

J(x)=xnJ(UG 

(a) j， i聞に辺が念い場合には， Jから tへの辺をつくり，そのラベル

をh・hjとする.すでに， jから zへの辺が存在する場合は，そ

のラベノレを Ji;八fik'fkj i'C変更する.

(b) k， i問の辺を削除する.
という形をしているととを考慮すれば，明らかである.ただし， 1(， G， xはい

ずれもある集合Dの部分集合のクラス 2Dの要素であり，J(とGは定数，x とのうちの操作 (a)を，以降では“代入 (k，j，i)"とp手ぷ.

瓦二ご ~h 
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2 還元操作

還元操作は，グラフ上ではセルフループの除去操作にあたる.すなわち，

図4.2のように，kから kへのセルフノレープがある|王寺，kのすべての先行

点jについて以下を行う.

fe} 

K
 

L
K
 
f
 

i-k 
f
 

図 4.3合併録作

(b) e!， e2を削除する

図 4.2還元操作
ただし，以降ではグラフ表現のi深でも必要な合併操作は事前K実行されてい

るとし，頂点、u，v問に辺が高々一つしかないものとするーしたがって，辺eの

ラベルんを，対応する頂点の対(u，v)によりんu と表記する ζ ともある.
(a) j， k間の辺のラべんを jkk.jkj K変更する

(b) k， k問のセノレフノレープを削除する.

とのうちの (a)の操作を，以降では“前還元(k，j)"と呼ぶ.

とれとある意味で双対な操作として，セルフループのある頂点kと，そ

の後続点iK対して k，i問の辺のラベんを jik.!kk K変更するという

ものが考えられる.実際，後で述べるガウス・ジヨルダン型のアルコ・リ

ズムでは， との操作を用いる. との操作を， U後還元(k，i)"と呼ぶ

なお，行列記法を述べた際 2頂点間K複数の辺がある揚合K，それを

lつK辺に集約する操作を導入したが， ζれは (1)の代入操作が直列に並

ぶ辺をまとめるものである ζ とに対応し，並列に並ぶ辺をまとめるもの

といえるー ζの操作は上記の代入操作の中でも j，i聞にすでに辺が存

在する場合には暗に実行されているが，基本操作として独立させた方が

見通しがよい.とれを合併操作と呼ぶととKする.

4.2.3 ガウス・ジョルダ‘ン消去法

まず，ガウス・ジョノレダン型の消去法を行手IJ記法で記述する

3合併操作

図4.3のように J，'問K2つの辺町， e2が存在する場合fc，以下を行

う.

(a) j， i聞に辺をつくり，そのラベノレをム八人2とする

[アルゴリズムMl ガウス・ジヨルダン(行列型)1 

入力 方程式 x= Ax 八 b を定める行~Ij A とベクトノレ b

出力方程式を満たす解:J;.

手続き

z← bとする

kを1から nまで動かして，以下を行なう

1をk+lからπまで動かして，以下を行なうー

ん←fkk.fkj 

Xk← j;;dXk) 

zを1から k-lおよび k+)から nまで動かして，以下を行なう.

3をk+lから nまで動かして，以下を行なう.

ん←ん八fok. !kj 

」竺三三一竺一一一一一一一士一一一一一一二一



80 第 4輩消去型の解法

Xi← Xi八j，k(Xk)

手続き中の変数ktc.対応する行列要素 (k，k)を，かなめ (pivot)と呼ぶ か

なめに応じて，(i，j)で指される範囲に対して実行される操作を，掃き出し演

算と呼ぶ.

問題の条件を緩めて，関数fε Ftc.関して必ずしも f"が存在するとは限ら

ないとすると，手続きの中で，j;kを求める計算が，実行できないととがある.

たとえば，最短路問題で負の距離を持つ閉路が存在する場合である. とれを利

用すれば，負の距自mを持つ閉路が存在しうる場合tc.，それを検出しながら最短

路問題を解く ζ とができる. ζれは，以下にあげる消去型のアノレゴリズムにつ

いて共通にいえるととであり，逐次型にない特徴である.

とのアノレコ'リズムを，グラフK基づいた表現に書き換えると次のようになる

[アルゴリズム Gl ガウス・ジヨルダン(グラフ型)1 

入力 方程式 X = Ax八 btc.対応するグラフ表現.ただし， (1.2)式を(1.4)

式に帰着させる操作K対応したグラフ変形を行なう.すなわち，グラフ G=

(V，E) tc.，新たな頂点sと， sを始点とし bv1= 1 1.1:る uを終点とする辺の集

合E，を加えたグラフ G'=(VU{s}，EUE，). (s，v)問の新たな辺e，vには，

ん岬(x)= bvで定義される関数人叫をラベノレとしてつける.

出力 グラフ G"= (V U {s}， E;).ただし，E; t土sからすべてのυεVへの

辺 e，vの集合.方程式を満たす解 Xvは， e.svのラベルん"により，ん“(0)で

与えられる.

手続き

/キ以下で還元操作と代入操作を下位手続きとして利用する 手続きの過程で

グラフが変形されるが，モれKともないpredやsuccも更新されるととを仮定

ナるり

各 vE V tc.っき，以下を行なうー

もしυKセノレフノレープevuがあれば，

各 uE pred(υ)一{v}につき，前還元(v，u)を行う.

、--ー

4.2 消去型アノレゴリズムの導出

ellVを削除する.

各uε succ(ν)につき，以下を行なう噂

各 uεpred(v)につき，代入(v，u，w)を行う.

v，W 問の辺を削除する

81 

アルゴリズム Mlでは，かなめ ktc.対して，列はkの右側 (j>1.;の範囲)， 

行は全体から第k行を除いた範囲を掃き出し演算の対象にしている.ζ乙で，

第k夢IJにいわゆる積形式の進府事IJの列をつくり，さらに掃き出しの対象範囲を

列の方も全体から第k列を除いた純凶とすれば，よく知られるように逆行列が

計算できる

[アルゴリズムM2 ガウス・ジヨルダン逆行列]

入力 方程式x= Ax八bを定める行亨IJA 

出力 方程式の解を A"btc.よって与える行~IJ A-

手続き

kをlから πまで動かして，以下を行なう

yを1から k-1および1.;+1から nまで動かして，以下を行なう.

ム2←fム・ん
iを1から k-1および1.;+1から nまで動かして，以下を行なう.

Jをlからんー lおよび k+1から nまで動かして，以下を行な

う.

1;j←ん八九 jkj

jik←九 jkk

j..←jkk 

とのアノレゴリズムを最短路問題K適用すると， よく知られるようにFloydの

方法[14]になる.との関係をみるには，次の2点K注意すればよい.

1. (負の距離を持つ閉路がないととを仮定した)最短絡問題では手続き中

し一一一 L 一一一一一一一一一一一一』圃 守司・・・・・・・・・圃園田園田聞



82 第 4章消去型の解法

のJkkはすべて ιだから，Jkkが入っている代入文はすべて不要と去る.

2. 出力として得られる A・の第 j~IJは， bの第3要素を 0，{也の要素をすべ

てlとした(単位ベクトノレに当たる)場合の解になる.とれは頂点Jか

ら他のすべての頂点への最短距離を意味するから，A'の各要素により

全頂点間の畳短距離が表されているとと Kなる.

アルゴリズム M21亡対応するグラフ表現は，7j¥_のようになる.

[アルゴリズム G2 ガウス・ジヨルダン逆行91J(グラフ型)1 

入力 方程式x= Ax ̂  b tc.対応するグラフ表現G= (V，E)・ただし，アノレコ'
リズム Glと奥なり bについてはグラフ上で阪に表現しない.

出力 グラフ G'=(V，Eっととで E-コEであり E'の各要素etc.{寸け
られたラベノレん Kよって，方程式の解 Xvが，次のように与えられる.

Xv = 八人(bh(吋)

手続~

各υε Vtc.っき，以下を行なう.

もし匂にセノレフノレープ E仰があれば，

各uεpred(υ)ー{υ}につき，前還元(v，u)を行う.

各tuξSUCC(υ)一{υ)につき，以下を行なう

各uξpred(v)一{υ}tc.っき，代入(v，u，山)を行う

もし vtc.セノレフノレープeuuがあれば，

各 tuESucC(v)一{υ}κっき，後還元(v，山)を行う.

e山のラベルを J;刊に変更する.

なお， とのアノレゴリス・ムの結果得られるグラフ G・は，元のグラフ Gで uか

ら匂が到達可能なら (u，v)聞に辺が存在するという，Gの閉包になっている.

とくにGが強連結の場合は G'は完全グラフとなる.

4.2 消去型アノレゴリズムの導山 83 

4.2.4 ガウス消去法

ガウス消去法比線形方程式の解法としてはガウス・ジヨルダン法より効率

がよい.消去法の掃きl:l:lし操作の範囲というJえからみれば，ガウス法では，か

なめ ktc.対し行も列も kより大きい範囲を鍋き出す.

[アルゴリス9ムM3 ガウス消去法(行列型)1 

入力 方程式 X= Ax ̂  bを定める行列 Aとベクトノレb.
出力方程式を満たすj併X.

手続き

z←bとする.

kをlから nまで動かして，以下を行なう

jをk+lから nまで動かして，以下を行なう.

!kj←tu .!k} 

Xk←Jkk(xk) 
zをk+lから nまでIDJJかして，以下を行なう.

1をk+lから nまで動かして，以下を行なう.

ん←J，}八J，k • !k} 

Xi← Xj八J;k(.1:k)

/ホ後退代入"/

kをn-lから lまで動かして，以下を行君主う.

Xk←八j>k/kj(Xj) 

ζれに対応するグラフ表現は，次のようになる.

[アルゴリズム G3 ガウス消去法(グラフ型)1 

入力 アルゴリズム Glと同じグラフ G=(VU{s}，EuE，)・

出力 現在閉路グラフ Gu=(VU{s}，Eu). Euのラベんは後述の“後退代入"

により，元の方程式のf停を与えるものになっているー

正三三一一一一一一一一一一τz一一一一一一一二一ー



84 第 41詳J消去型の解法

内部データ構造 未処辺の頂点をしまっておく集合w.
手続き

W ← V 

各旬 EV tcっき，以下を行なう

W ← W ー {v}

もしりにセルフノレープe叫があれば，

各 uE pred(v)一{υ}につき，前還元(匂，u)を行う.

C仰を削除する.

各wE succ(υ)nWKっき，以下を行なう

各uE pred(v)につき，代入 (v，u、切)を行う.

h山間の辺を削除する.

とζで，¥1から頂点を取り出す順序(または Wから取り除く11厨序)は任意

だが，結果として lつ定まる.その順序を Sとすると，sの最後にsを加え
たものは，終了時の無関路グラフ Guで定まる半順序(頂点(v，w)問K辺があ

る時uベ切とする)で，頂点を昇順K位相整列したものの逆順となる Sの

逆順を Rとする.

グラフ Guと順序Rを用いて，次の後退代入手続きにより解が求まる.

[後退代入 ]

手続き

X，←0 

Rの順に取り出したvKっき，

Xv←八<EIn(ν)fe(xh(e)) 

ガウス・ジョノレダン法で逆行列を作った場合と問機に，行列をLU分解した

場合の下三角行9"I]Lの逆行列を同時に求めるととが，上のアノレゴリズムの変

形で可能となる.

4.2 消去型アノレコ'9ズムの導出 85 

[アルゴリズム G4 ガウス消去法 (L-1グラフ型 )l 

入力 アルゴリズム G2と同様のグラフ G= (V，E). 

出力 グラフ G'= (V， Eu U EL). ととで，Eu n EL = 0-手続きの中で，
アルゴHズム G3と同様に Vの要素の処周|頃序を任意に定めるが，そのn原序S

の最後の頂点を tとすると，部分グラフ Gu= (V，Eu)は tに入る辺が存在

しないよう友銀閉路グラフ，部分グラフ G[..= (V， EL)は，辺の向きをすべて

逆向きにしたときに，セルフループを除いて，やはり tK入る辺が存在しない

ような線開始グラフとなる.任意の定数ベクトノレbK対して，方程式の解は後

述の前進代人を都分グラフ GLK対して行川その後，後退代入を部分グラフ

Gu K対して行ったものとなる

手続き

W ←V 

各υξVにつき，以下を行なう.

W ←W ー {υ}

もし υにセノレフノレープ evvがあれば，

各uεpred(v)n W I亡っき，前還元 (v，u)を行う.

evυのラベノレを f;叫とする

各山 Esucc(υ)nwにつき，以下を行なう.

各uεpred(υ)nWKっき，代入 (v，U，凹)を行うー

/￥辺の集合 {eE in(υ)Ih(e)εW}はEuK， {e E out(υ)It(e) E 

W}はEf， に，それぞれ属するものとする.また vKセルフルーフ

があれば，それはELK属するのものとする. ネ/

[前進代入]

手続き

/牢グラフ GLK対して適用する.上の手続きにおける Vの要素の処理11原序を

Sとする ネ/

z←b 

Sの11原K取り出した旬につき，以下を行う

開・・・・・・・・・・・・・・同司・・・・・・・・園田園田園田
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もしセルフノレープe叫があれば，

Xu←ん..(Xv)

各叩 εsucc(v)につき，

Xw←九八f叫 (xul

4.2.5 ガウス消去三去の効率について

第 4i(i:消去型の解法

以下の性質札実用上重要である.まず，準備として次の補題を証明する

犠題 4.1Lが完備束で fεFが連続性を持っとき，

f(l) = 1 

証明 関数の連続性の定義と， in[(日)= 1が成り立つことを用いて，

(証明終り)

f(inf(日)) = inf( (J(:r)lxε日})

inf(日)

とのように束の完備性と関数の連続性がいえるときには，bの要素が，式(1.3)

のよう tcl要素を除いてすべて Lの最大元ltc等しい場合(とれは l頂点から

の最短路問題や，出発点のある通常・のデータフロー問題K対応する)， b.-I 
1怠る出発点sをかなめの順序Sの最後に置けば，前進代入州事tclj:る.な

ぜなら，前進代入のアノレゴリズムの中で Xu= 1とした時， ム山(1)= 1およ
びfωv(l)= 1が成り立つので XuとZωの値K変化がなlハ.

たとえば最短路問題の場合Kは，前進代入のアノレゴリズム中のん..-ιであ

り，また んυはf叫(x)=x+d叫という形の関数であるから (d酬は頂点uか

ら凹までの距離を表す)，いずれにせよf(∞)=∞となり，前進代入の必要
がないわけである.

との性質は，全頂点間の経路引開Tする易合Kも役立つ とのときは vの
すべての要素どとtc，モれを出発点とする bを作って，モのn個の btcつきそ

4.3 逐次法と消去法の関係 8i 

れぞれ前進代入と後退代入を実行して解を得る 出発点sはかなめの順序Sの

中で任意の位置にくるととに怠るが，上の前進代入は，アノレゴリズム中K現れ

る関数fが，1(1) = 1を満たす限り， 5の先頭から出発点sまでの問は不要

になる.すなわ弘前進代入Kおける関数評価(および八街算)は，たかだか

n3f6のオーダですむ 後藤[68Jは，とくに最短絡問題についてととで述べた

ガウス型のアルゴリズムを提案し，全頂点間の最短路問題に対して，n3f6オー

ダの手間である ζとを指摘している

4.3 逐次法と消去法の関係

消去法における基本操作の内，代入操作は逐次法Kおける基本的危操作単位

と一致するーしたがって，消去法が逐次法と本質的に違う点、は，還元操作の存

在と，代入操作および還元操作を実行する11厨序をあらかじめスケジューリング

しているという 2点である.

還元操作K相当する処理は，逐次法では閉E告に沿った代入操作の繰り返しと

して実現される. 4.2.1節で述べたよう tc，ζの繰り返しの回数は問題の次数

で定まる.特殊念場合として，最短絡のようた次数日の問題では，乙の繰り返

しを行なう必要がない.いずれにせよ，還元操作も代入操作に帰着させるとす

れば，消去法のアノレゴリズムは，逐次法の処理の順序を，第3牽tc示したよう

なデータ構造Sの性質(スタ ック，待ち行列，優先l順位っき待ち行列，など)

に依存して決めるのではなく， 事前K定めたスケジュ-)JYグに従うようにす

るものと解釈するととができる.逐次法の処理11頂序をあらかじめ定めるという

考え方の例には，すでKアノレゴリズム 13としてあげた Hecbt& Ullm阻 [21Jの

ほか， Kenneclyによるもの [31Jなどがある また， Tarjan[56Jも，消去法ア

ルゴリズムを， Kennedyの着想を一般化した頂点の処理順序という観点、から，

統一的に述べている.

一般tc，手間の上限を見積もれば，消去法の方が逐次法より効率がよい. し

かし，逐次法Kは，笑現が簡単であるという特徴のほか，グラフの構造をあら

かじめ明示的K保持せずに，処理過程で必要に応じ頂点や辺を生成するととも

可能であるという便利な性質がある 探索アノレゴリズムが，通常は逐次型の構

造をしているのは，とのためて'ある

」ご三三一 -一ーー-
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消去法に対しでも，消去する頂点のI1瞭序(行列表現でいえば，行列の行(列)

の並べl慎)K関しては任意性があり，その順序によって効率が左右される.こ

の問題K関しては，次望者で級う‘

第 5章

構造の分解と消去順序

第4章のアノレゴリズムでは， かなめの選択順序は，任意に lつを悶定するもの

とした. しかし，との)1原序は効率K影響する. とのような消去順序を定める問

題は，構造解祈念どKおける大規模方程式の解法や，大規模な俗造を持つ線形

計画法の分野では，疎行列の分解と関連してよく研究されている.また，ネッ

トワーク ・アノレゴリズムでも，グラフの構造と関連づけた多くの研究がある

ヌド章では，われわれの定式化K従ってとの問題を整理するとともに， とく にデー

タフロー解析の消去型解法で研究されている，グラフ変形の)1岡序と関連した消

去順序弘行列の掃き出し順序との対応Kより考察する.さらに，新たな消去

順序を提案し，その許イ聞を行なう.

5.1 手間の評価基準

まず，アノレゴPズムの手間の警Iイ日目基準を考える. ととでは， アノレゴリズム G3

およびG4をとくに対象とするー

基本となる演算は代入および還元であるが，とれをさらK分解すると次の演

算に帰着する.

1.関数K関する演算

(a)関数の合成

(b)関数の交わり

(c)不動点関数の生成

89 
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(d)関数の適用

2.グラフ操作

(a)辺の生成

(b)辺の削除

第 5宣言燐造の分解と消去l順序

l回の代入操作には， 1回の関数合成と l図の交わり演算または辺の生成が

伴う. 1図の還元操作には， 1回の不動点関数生成と l回の関数合成が伴う.

ただし 1つの頂点の先行点(または後続点)の集合同fし，不動点関数の生

成は共通tc.1固だけ行なえばよい

第4i誌では，アノレゴPズム G3とG4を，取り出した頂点の集合を W という

データ鱗造に保存する形で記述した.以降の考察では，Vから取り出す頂点

のI1原Ffが意味を持ってくるのてらあらかじめ適当な順序Sが定められている

として，アノレコ・リズム G4を以下のように書き換える. ζζで，頂点uε V1<: 

対し 5tc.よる順位(1，2，・ ，n(=1V1l)を与える関数を ord(v，5)とする 文脈

から想定している頂点、l順序Sが明らかな時は 5を省略してord(υ)と書くと

ともある また sのJI原序で頂点uより後にある頂点の集合を 5+(υ)，vより
前にある頂点の集合を 5-(υ)と書く すなわち，

s+(υ) = {山 εVlord(山，5)> ord(v，5)}， 

S一(t，) = {叩εVlord(切，5)く ord(v，5)}

[アルゴリズム G4' ガウス消去法(頂点、順序指定)1 

入力 アノレゴリズム G2と同様のグラフG= (V，E)，および，適当な頂点の

l願!亨s.

出力 グラフ G'= (V，EuUEL). ととで，Euはord(υ)> ord(日)であるよう

な頂点町山間の辺の集合ー E/.， は， ord(v) $ ord(日)であるような頂点町山

間の辺の集合. JI瞭序Sの最後の頂点を tとすると，部分グラブ Gu= (V， Eu) 

は， t tc.入る辺がない無関路グラフ，部分グラフ GL= (V，EL)は，辺の向き

をすべて逆向きにしたときtc.，セルフループを除いて，やはり ttc.入る辺がな

い無関路グラフとなる.

5.1.手間の評価基準 91 

任意の定数ベクトノレbtc.対して，方程式の解は，前進代入を部分グラフ GL

1(.対して行h その後，後退代入を部分グラフ Gutc.対して行ったものとなる.

手続き

Sの順に取り出した。 EVtc.っき，以下を行なう.

もしυKセノレフループe".があれば，

各uεpred(υ)n 5+(v)κっき，前還元(v，u)を行う.

e酬のラベルをJ;..とするー

各山 Esucc(υ) n s+(υ)につき，以下を行なう.
各uE pred(υ) n S+(v)につき，代人 (v奄u，w)を行う

アルゴリズム G3をG4と比べると，本質的な違いは辺を削除する点だけで

あるが，順序Sを考慮すれば，辺の削除操作は陽に実行する必要がない ord(υ) > 

ord(山)であるよう友頂点、町山間の辺を，無視すればよいからである.

とのアノレゴリズムの手間を罰叩目する.

1 不動点関数生成は高々fl!1回(正確には，GLにおけるセルフノレーフの

数). 

2 関数合成はLevliu(v，Gu)1 x lout(υ，GL)I回.

3.関数の交わり商事草と辺の生成操作の合計数は，Levlin(v，Gu)lxlout(v，Gυ| 
回.

ζ とで， IUとoutは対象とするグラフを第2引数で明示するように記法を

変更している.また，グラフ Gi_はGLからセルフループを除いたものである

前進代入ではグラフ GLの辺の数の関数適用と交わり演算を行なう 後退代

入では，グラフ Guの辺の数の関数適用と，辺の数から頂点の数を引いた回数

の交わり演算とを行なう.

以上の手間の許価は，アルゴリズムの実行の結果できるグラフ GuとGLの

辺の数などの特性に基づいているため，実行前のiJ!I怖としては使えない点、κ注
意がいる. グラフ GuおよびGLの辺の数は，アノレゴリズムの笑行Kよって一

般K増加する.その地加量が効率K影響する

」一一一一一一一一一τz一一一一一 一-.
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5.2 ブロック三角化

21 0 X x 
2 4 

とのような行(列)の)1原序を定めて行列を三角化する手法をさらに拡張した，

プロァク三角化の方法もよく知られており，それに基づいたかなめのl順序で掃

き出し操作を行う ζとにより， (一般に非線形を含む)方程式系の解法の効率

を向上させるととは，笑際よく行なわれる [13，22， 75)・筆者も， 1916 ~IC数

理計画法のシステムを開発した際，線形計画法における基底行列の逆行列を求

めるのにとの手法を採用し，それまでの方法と比ベて，行列の逆転後の非零要

素を絡段K減少させるととができた経験を持つ [72).その時点で，文献[22)の

方法は知られていたが，商用の数理計画システムKそれを実現した例は，まだ

なかったと思われる.

行列のプロック三角化を形式的に定義すると，次のようになる ([64，12)参

照)

行手I!Aの行番号の集合を 1，列番号の集合を Jとしたとき， 1の部分集合λ

とJの部分集合J，の対の列 ((I，J，)(I2J2) ー(ltJl))を求める ζと.

ただし，次の条件を満たす.

1. 1;(i=1，.牟，1)はIの分割lをなし，J;(i = 1，・・・，1)はJの分割をなす

またんと J;の位数は等しい.

2. 1，の各行は， Uk~\ Jkの任意の列に要素を持たない. (したがって， Jj 

の各列は， U~=叶lh の任意の行K要素を持たない. ) 

3. 1の分割引i= 1，・ー ，1)，およびJの分割1IJ;(i = 1，・，1)は，条件(1)(2)
を満たすもののうちで分割の細かさが極小である. (すなわち，任意の

1;， J;をさらに分割して， (1)(2)を満たすような列を作るととはでき念

い)

[13]， [22]， [15]や [12]の方法は，行と列とを独立に並べ換えてプロック三角

化するものである.その基本的な方法は次のように書ける.

1.行と列とのマッチングを求める マッチ Yグとは，行と列との1対1写

像で，写像関係にある行z列jlC要素が存在するものをいう.

2. 9"11 IC対応する頂点からなる集合 1ゐと，行に対応する頂点、からなる集合

VRとの問の2部グラフを作る 行z列jlC要素があれば1からiへの辺

第4章の消去型アノレゴPズムの導出においては，行列表現を出発点としなが

らも，グラフ表現を， ζζで定式化している問題K対する自然な表現方法とし

て，強調してきた.しかし，頂点の順序を固定した場合には，行列の行と列の

並びが自然な意味を持ってくる.また線形方程式系の解法で消去順序はよく

研究されているので，その対応を見るためにも以下では行列表現を併用してい

く.

順序Sを定めて，それにしたがった行と列のI1厨序を与えた行列表現を作った

時，行列が上三角化されていれば，すなわち t> Jであるような行列の(たj)

要素はすべて最大元 lの定数関数である T (線形方程式系の係数 OIC対応)で

あれば，消去演算は明らかに不要になる ζの場合，対応するグラフがilli閉路

グラフであるととも，ほf宏明らかである

[{911] 無関路グラフと対応する行列の例を，図に示す行列中の ×はず以外

のラベノレを持つ辺の存在を示す.対角要素は oで表す.

1 2 3 4 5 
5 

110 X X 

の‘
υ
4
a
a
w
、υ

o X X 

。x
。

図 5.1i!民間路グラフと上三角行列

なお，以下では図5.1の行列で×で表したような，T以外のラベノレを持つ辺

に対応する行列要素を，単に要素と呼ぶ

同じ無関路グラフに対しても，頂点、の順序によって，対応する行列が上三角

行列になるとは限らない.上三角行列を与える順序を得るには，無閉路グラフ

が作る半順序関係，すなわち，頂点旬から凹に向かう辺があればv~叩とす

るという関係に対して，位相整列した順序の逆)1原とすればよい
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を作るー さらに iとjがマッチング関係にあれば，行zから列Jへの逆

向きの辺を作る.

3.生成した2部グラフを強連結成分K分解する 各強連結成分K含まれる

行と9"1]を対Kして，分割(1"J.)を作る.それらを，各強連結成分を iつ

の頂点、に紛約して得られる無関路グラフで定まる半順序関係K関して，

位相整列したものの巡り|煩K並べる.

われわれの定式化では行(等式)tc9"1] (変数)が本来的に対応しているから，

行と列の対応関係をjおさずに並べ換え念ければならない. との場合はさらに簡

単で，もとのグラブをそのまま強連結成分分解すればよい す念わち，もとの

グヲフがすでに強連結である場合を除けば，向じ強連結成分K属する頂点はま

とめて連続するよう Kし，強連結成分間は，それらの到達可能性K基づく半順

序関係を保つように位相整列させた頂点、JI原序の逆順をとると，かなり効率の良

い消去を実現できる.

念お，強連結成分分解i亡関しては， Ta.rjan [50J tc深さ優先探索に基づく O(m+

n) (m，πはそ託ぞれ辺と頂点の数)の手間の効率の良いアルコ・リズムがある.

5.3 簡約可能グラフ

5.3.1 簡約可能グラフの定義

すでに述べたように，アルゴリズム G3や G4における効率を決定する尺度

として，代入操作によって新たに生成される辺の数を用いる ζとができる. ζ 

の生成される辺とは，線形方程式系における疎行列の級いの中では，手l'零要素

の混入(日l-in)と呼ばれる概念K対応する.非零要素の混入を最小にするよう

念消去順序を求める問題は，一般にNP完全であるととが知られている [40，61].

データフロ-Pi仰rtcおいては，消去型の解法に関迎して，特定の性質を持つ

簡約可能グラフ (reduciblegraph)がよく研究されている.既存のほとんどの

消去型データフロー・アルゴリズム比簡約可能グラフK対してすぐれた効率

をあげるものであるー 以下で，簡約可能グラフIC対する既存のアノレコ・リズム

も消去順序と辺の生成という観点から考祭し，その特性を明らかにする.

5.3. 簡約可能グラフ 95 

簡約可能グラフは，通常，フローグラフに対して定義される.プログラムの

階造を表現したフローグラフの意味的な定義については. 1.2.3節で与えたが，

グラフとしては，有向グラフで，出発点と呼ぶある特定の頂点から，他の任意:

の頂点K到達可能なものをフローグラフと定義するととにするーすなわち，フ

ローグラフは，頂点集合 V.辺集会E.出発点sε V，の3つ組G= (V， E，s) 

で定義される ζれまでの議論では，非連絡なグラフも対象としてきたが，第

l章で例を示したようなほとんどの解析は，連結成分どとに別々に行なえばよ

いので，出発点と他の頂点との連絡性の仮定は，一般性を損なうものではない.

なお. 1つの頂点を出発点として特別視する ζ との意味については，後K改め

て考察する (5.5節). 

簡約可能グラフの定義の仕方はいろいろあるが 1つの定義は次のようであ

る[19].

フローグラフ G= (V，E，s)が簡約可能とは，次の 2つのグラフ変形の繰り

返しによって，頂点sのみからなり辺をもたないグラフに簡約されるものを言

う

T1: eがh.(ε)= t(e)であるようなセルフループであれば，それを取り除く.

T2: 叫 i=sであるような頂点切に対して，すべての辺eE i吋山)が同一
の頂点uを始点とするとき. in(切)にあるすべての辺を削除し. out(叩)

にあるすべての辺の始点、を vtc取り替え，それKよって頂点叫をりに吸

収する

Tl， T2変形を続けて， もうそれ以上刻移ができなlハIt;'ftc得られるグラフは，

T1， T2の適用順序によらないととが知られている [19] したがって上の簡約

可能性の定義は，妥当である.

最初に与えられたグラフに対しても. T2による変形の途中でも，ある頂点

から別の頂点、への辺は高々 lつであるように保つ(すなわち，ある頂点対に2

つ以上の辺があったら，ただちにそれを 1つの辺となるように合併する)もの

と仮定すると. T2操作は次のよう K言い換えてもよい.

T2': 叩ヲ正 sであるような頂点叫に入る辺がただ1つのとき，その辺eを削

除し. out(w)にあるすべての辺の始点を vtc取り替え，それによって頂

点凶を vtc吸収する
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以下では，必要な合併操作は常に行なわれるものと仮定し， T2操作をT2'の

形て考久るー

T2操作の条件により，同じグラフでも出発点のとり方κよって簡約可能に
をったり簡約方司I能になったりする ζ とK注意しよう.

[例] 次のグラフでは，出発点を 1，4，7のいずれかにとると簡約可能となる

が，それ以外の頂点を出発点とすると簡約可能でない.

7 6 5 3 241  

。
。
ー勺

t
n
h
u

× 

× 

123  4 567  

110 x x 

21 X 0 × 

3 X 0 
6 

41x o X 

5 × 。
6 × 。
7 × 。 3 5 

5

3

2

4

 

o X 

。×

× 。 x 
X 。×

7 
11 x x 。

図 5.2出発点のとり方K依存する簡約可能グラフ

Eの頂点、順序K応じて簡約を行なう すなわち， Lの順序で取り出した頂点

vlCっき， もしυから出てvlC入るセノレフノレープがあれは'それをTl操作で取

り除いた上で， T2操作によりりをしかるべき頂点(簡約11鹿序でuより後にあ

るばずである)に吸収する.

なお，簡約l順序を効率良く求める方法としては， Tarjan[51]がある.

各頂点、vlC対し，簡約によりそれが吸収される先の頂点をヘッダと呼び，

header(υ)と書く もとのグラフの頂点集合と， header(v)から Uへ向かう辺

によって作られるグラフを考えると，それは明らかに出発点sを根とする木に

なる との木をヘッダ木という [51] 上の例題に対するヘッダ木は，図5.3の

ようになる なお， Tl操作が行なわれるのは，頂点2と1である，

図5.4では， T2によって生成された辺を、/で示している.ただし，対角上

にできる辺，すなわちセルフループは⑧で表す

との例からも，簡約過程がガウス消去法(アルゴリズム G3または Gりに

ちょうど対応しているととが分かる.との対応K関し，次の性質がいえる.

5.3.2 簡約順序

簡約可能グラフを対象としたデータフロー解析で，言I'~字量を抑える工夫を凝

らした消去法アノレゴリズムの代表として， Ullman[58]， Graham & Wegm回 [17]，

Tarj回 [56]の3つをとりあげ，考察を行なう.いずれの方法も，消去順序は本

質的ICTl， T2変形Kよってグラフを簡約する過程に基づいている.す念わち，

T2変形で吸収される頂点の順序を，そのまま消去順序とする.

もともと， Tlが還元操作IC，T2が代入操作に関連するととは，明らかで

ある. ととで，その対応を具体的に見るためIC，T2によって吸収削除される

頂点の順序を簡約順序と呼び，それにしたがって行列を並べ変えたとしよう.

図5.2のグラフで頂点 lを出発点とした時，簡約11贋序(の 1つ)は， (7， 6， 5， 

3，2， 4， 1)となる.それKしたがって並べ替えた行列の憐造は，次のようであ

る.

補題 5.1

1. 簡約JI関序IC対応した行列表現では，初期行flJの各行の対角要素より右には

高々 lつの要素しか存在しない.すなわち，初期行列の上三角仔亨IJIC対応する

グラフは，森(木の集合)になる

2. T1および T2によ る変形過程では，次ICT2をほど ζすべき行 (グラフの

縮小に応じて行列を縮小させていくとすれば，その時点、の行fljの第 l行)の対

』一二



610  

5 

3 
7 

2 

4 
3 q 

11 x x 

98 第 5章構造の分解と消去I1贋序

5 

図 5.3ヘッダ木

角要素より右Kは，ちょうど Iつの要素があり，他の行の対角より右Kはi高々

Iつの要素がある. したがって T2操作による辺の生成(消去法において，

あるかなめによる 1つの行の掃き出しで生ずる要素の混入に対応)は，高々 l

つである.

3. 最終的に得られる行列全体の上三角行~IJK対応する部分グラフは，ヘッダ

木を構成する.

証明 いずれもとれまでに述べた簡約過程の性質から，明らかである (証明

終り)

上の初lでは，初期行列の上三角行列がそのままヘァダ木K対応し，簡約の過

程で森が合成されて木になるという変化が生じていないが，一般には木同士を

結合してより大きな木とするような辺の生成が，起ζ りうる.

5.3.3 簡約順序に基づく消去法

簡約順序で単純に G4'アノレコ'リズムを実行しても，効率は必ずしもよくない.

上の締題の性質2と， 5.1節に示した手間の評価から，関数合成はLvevlout(v，Gl，)1 

回，関数の交わり演算と辺の生成傑作の合計数はLvεvlout(v，Gu)1回である

5.3. 簡約可能グヲフ 99 
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図 5.4簡約後の行子IJ表現

ζとがいえる.すなわち，加ずれもグラフ Gc.の辺の数K比例した手間となる.

しかし，もとのグラフが疎であっても，辺の生成により Gl， は最悪の場合O(n2)

の辺を持つので，手間のオーダはO(π2)となる

簡約l順序に基づく消去法では，との手間を O(mlogn) (ただし m = IEi) 

K押える工夫をしている.

それを述べるための準備として，消去法の基ー本的なアノレゴリズムを変形する.

アノレゴリズム G4'では，ある順序で取り出した頂点υをかなめとし 11より順

位の大きいすべての後続点、切 と 11よりl順位の大き悼すべての先行点uの組

合せK対して，代入(υ，u，w)を実行した ζれは行列の上の操作イメージでい

えば，かなめ u の~IJの υ より下側にある要素を， 11の行で掃き出しているとと

になる. との順序を変えて 11の行の左側にある要素を，左から/t闘にりより上

の対応する列K対角要素を持つ行で伺き出していってもよい 乙の掃き凶しの

順序を図示したのが，図5.5である

とれを，アルゴリズムとして書くと次のようになる.

[アルゴリズム G4" ガウス消去法 (横方向掃き出し)1 

入力，出力は G4'を参照

手続き

Sの順に取り出した 11E V Kっき，以下を行恋う.

」一一一一一一一一一一一一三正一一一一一て一一-
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図 5.5掃き出υ|厨序ー 左がG4'，右がG4"に対応

各叩 Epred(v)nS-(v) ICっき，

以下を行なう.

Sの順序で下位にあるものから)1買に

各uE pred(叫)n s+(w)につき，代入(山，u，v)を行う.

もしvlCセノレフノレープe..があれば，

各uE pred(v) n s+(υ)ICっき，前還元(υ，u)を行う.

e u• のラベノレを J;.. とする.

ととで消去順序の変更にともない，各頂点uに対する還元操作と代入操作の

11碩序が，入れ替わっているととに注意.なお， とくに間約順序の場合Kは， と

の消去法に対応するグラフ変形は，補題5.1と同様の理由て二上三角部分K相

当する部分グラフが，へyダ木を構成するものとなっている(後述の補題5.2). 

したがって，手続きの4行自のuE pred(山)n s+(山)，および6行自の tLε

pred(υ)内s+(υ)は，それぞれちょうど lつしか存在しない

以降の考察は， との手続きで， 1つの頂点υを処理する時点に固定して考え

るーとの時点でのn;>IJの上三角部分に相当するグラフを Gu，下三角部分K相

当するグラフをGLとする

上に述べたように， むと切を定めるとむはただ iつに定まる. とれら3点の

問IC，次の関係が成立する.

5.3. 簡約可能グラフ 101 

補題 5.2簡約l原序によるアノレコ'リズム Gイ"で，上K述べた 3点、υ，叫，'u IC関

し，

l グラフ Gu上で，頂点集合s-(υ)と，それに属する頂点のヘッダからなる

部分グラフは，それらの頂点を含むヘッダ木の部分グラフ(森)となっている

Z もしord(u)> ord(v)ならば，u = header(υ)であり， ord(u)三ord(v)な
ら，ヘッダ木上ICheader(りから ulC至る(さらに辺(u，w)により叫に至る)

経路が存在する(図 5.6および 5.7参照). 

証明 lを vの)1原序i亡関して帰納的IC仮定する(帰納法の基底が成り立っ

ととは自明). 凹 εS-(v)だから，u = hcader(切)である T2操作によ

り山をulC吸収した時，辺(u，v)ができるが， ord(u) > ord(υ)なら，uよ

り先ICvが吸収されるととになるので，その吸収先はuでなければならない

すなわち， header(υ) = IL. ord(u)壬ord(υ)の場合は u-vであるか，

uε S-(υ)である.後者の場合は，上の議論の叩をulC取り替えるととを必

要に応じて繰り返すととにより，最終的lCuは，やはり beader(v)I亡行きつく

かυK行きつくととになる.いずれにせよ，ヘッダ木上でheader(v)から u (そ

して山)IC至る経路がある.すなわち 2.が証明できた.

1.の帰納法を進めるために，v =F sと仮定する. header(v)から匂への辺

が初めから存在している場合は，vの処理が終った時点で，S-(υ) u {υ} IC対

しヘァダ木の部分グラフができている ζ とは明らかである.そうでない場合，

w E pred(υ) nS-(υ)であるような凹のうち(代入操作によって新たに作られ

た辺によって pred(υ)が途中で増えるととも考慮)，少なくとも 1つは， u = 

header(山)で， ord(u) > ord(v)，すなわち u= header(v)となるものがあ

る そうでないと，S-(v)のすべての頂点ICT2操作を行なった後 vlC入る

辺が存在し念いととになり，矛盾である.ζのようなり，山，uIC対し代入(切，u，v)

を行なえば，u = header(υ)からりへの辺が生成され，やはり S-(v)u {υ} IC 

対しヘッダ木の昔日分グラフができるとと Kなるー (証明終的

なお，乙の補題の後半はTarjan[56]のlemma3と実質的に同じである.

補題5.2から，アノレゴリズム G4"では w εpred(v)n s-(υ)に対して，

ヘッダ木上にりから凹または header(υ)から切に至る経路があるととが分か

」一一一二孟 一一一一ーって一一一一一一一一一一 ー
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header (vl 

w 

図 5.6消去法における 3点、の関係

る(図5.7参照). 

Case 1 Case2 

w U v 

ーー・.X

ー血手

hcheader (vl 

図 5.7ヘッダ木上の経路

との経路は，辺 e= (山，v)とその時点で作られているへ yダ木の部分グラフ
(森)で定まる. cの経路p，IC.対応する頂点列を UO，Ul，...，U-kとするーとと

で，Uo =1.'または header(υ)， Uk =切である Uo=りの場合(図5.7のケー

ス1)，p， IC. eを加えると百円E告となる. 旬。=header(v)の場合(ケース 2)

は，閉路とならない (Tarjan[51]では，前者のような辺を cycle(υ)，後者を non命

cycle(v)と分類している とれはまた，secht & UUman[20] における後退辺
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と交差辺IC.，ほぼ対応する概念である)ー

辺eの消去操作，すなわち代人(山IUk_l，υ)によって，新たな辺(包ト1可υ)が

生成される 1 さらに， (Uk_l'υ)を消去するという操作を続けて k回の代入

操作により， eおよび経路向上の辺によって新たに生成される辺が消去され

るーその結果，ケース 1ではり にセルフループが，ケース 2では辺(header(υ)，υ)

が生成される 後者は，ヘッダ木の一部となる

ζとで，経路 p，の長さ len(Pe)を，そとに含まれる辺の数で定義する すな

わち， len(Pe) = k そうすると， ζの一連の操作における手間は， len(p，)回

の代入操作(関数合成と辺の生成各1回)とさtるから，全体では， L:eEEL len(p，) 

に比例する手間となる.ただし cとではELは最初'JIC.与えられたグラフK対

応、する行列の下三角部分に存在する辺，すなわち EI_= {eεEIOl'd(h(e))く

ord(t(e))}とする

とのままでは，最悪の場合の手間はまだ O(n2)である.しかし 1つの辺e

k対する len(p，)の上限は，その時点で山=h(e):が属する部分木の高さで与

えられるとと K注意しよう 2 そ乙で，消去の過程でとれら部分木の高さを低

くするような変形を適当なタイミングで行なえば，全体の手間を本質的に減ら

すととが期待できるー とのアイディアが， Ullman[58J， Graham & Wegman[17]， 

Tarjan[56]の3手法K共通するものといえる たとえば木を平衡2分木Kすれ

ば，その高さはlog2nとなる.平衡2分木を保つ手間も log2nのオーダですむ.

したがって，全体の手間はmlog271て・おさえられる.

具体的Kは，次のような方法を取るととができる.辺elC.対してまEまる経路

Pe (頂点列llO，'Ul，.'.) Uk) に対して，消去の順序を変えて， (Ul，UO，U2)， (U2，Ul，U3)， 

・..の順にそれぞれを引数とする代入を実行し，最後lC.eの消去(代入 (Uk，Uk-i> v)) 

を行なう いま，s-(υ)の下三角部分はすでに掃き出され辺がないととを仮定

しているから， ζのような消去順序によっても，下三角部分については影響を

受けない.上三角部のKついては，消去が起とる その結果，図5.8のように，

1すでに辺(U'_I'v)が存在する易合は，新たな辺を生成する代わりにすでにある辺K合

併させればよいが， 1:. とではとれまでの仮定と異なり.辺が同じ頂点、対の問K窓復しても別に

生成させるものと仮定する.
2一般に経路el，e2， ー，e.の長さを，含まれる辺の数kとして，木の高さを根から任意の頂

点に至る経路の長さの経大!直で定義する.

1園・圃園田園圃圃・・・・・・・・圃・・・・・・・・・・・・・E



木の高さが縮小される. との操作は，上三角部分も摘き出すという意味では，

ガウス・ジヨノレダン法に穏当する. しかし，上三角部分の儲造を森K保ってい

るために，手間が省略されている.実際，との消去(代入)操作と，アルゴロ

ズム G4"における下三角部分の掃き出しに相当する操作とを比べると，

の辺eK対して，どちらも同じ len(Pe)回の手間となっている.

l05 5.3. 簡約可能グラフ

以上をまとめて，アルゴリズムとして記述する.
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[アルゴリズムG5 簡約順序による消去法]

入力 アルゴリズム G2と同様な意味で，方程式x=Ax^bK対応するフ

ローグラフ表現G = (V，E，s). ただし，ベクトノレb仕出発点sにのみ1でな

い要素b，をもつものとする.すなわち方程式は式(1.3)の形で考えるー

ローグラフは簡約可能とし，間約順序Sが与えられているものとする.

lつ

とのフ

出力 フローグラフ Gu = (V，Eu，s). ただし，Guはsを根とする木であ

る.方程式を満たすjrflXvは，木上でsから υK至る経路et，e'21・， ek K対し

て，ん〆・んん，(b，)によって求められる.

手続き

Sの順K取り出したυεVKっき，以下を行なう.

Sの順K取り出した叩 εpred(υ)nS-(りにつき，以下を行なう

Gu上で加の属する部分木の根から切に至る経路pを求め，圧

縮 (p)を行なう

u八

Ul Uo 

もしりにセノレアノレープevvがあれば，

むのGu上の親 (pred(υ)の唯一つの要素)u K対し，前還元(υ，u)
を行なう.

円

V
円

V

一
圧縮(p)

入力 辺 e= (日，v)K対応する，部分木の根Tから頂点叫に至る経路p. そ

の頂点列を uo，包1，....， Ukとする (Uo= r，uk =叩).さらに Uk+l-νとす

る

ア¥
ぷ

i
t
--1・さ
・・

e
 -

• 
-

I同

出力 辺eを消去し，それK伴い部分木のi萄さを低くするような圧縮変形を

行なったグヲフ G.

手続き

tを1から kまで動かして，代入 (Ui，U1_l，U1+l)を行なうー

u， 

図 5.8木の高さの縮小

」二二孟二=一一一一ーって一一一一一一一一一一十1

とのアノレゴリズムについて，以下の点を注意する.

以上述べた方法は，説明の仕方は異なるが，本質的KTarjan[56]に基づいて

いる. Tarjan[54]1Cより，との手間がO(mlogn)である ζ とが分かる
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1.出発点と初期値

ととでは， とれまでK扱ってきた消去法アルコ'9ズムが方程式(1.2)の形

の一般的な定数ベクトノレbを想定していたのと異なり，出発点にのみ1

でない要素を持つ方程式(1.3)を仮定している. とれは対象とするグラ

フが出発点sをもっフローグラフであるととからも，自然である. とく

に簡約可能グラフを対象としているので，アルゴリズム G1のように，

一般のベクトノレbK対して sから bI亡要素をもっ頂点K辺をもうけると

いう拡強を行なうと，簡約可能性が必ずしもいえなくなる点K注意がい

る.

ζのbK対する仮定から，初期値bsを変えても，前進代人K相当する計

算は通常不要である (4.2.5節にある議論を参照). また， とのアノレゴリ

ズムではガウス・ジョノレダン法のように上三角部分も一部消去している

が，同じ理由によってベクトノレbK対して対応する演算をほどとす必要

がないー

2.出力グラフGvと後退代入

結果としてできるグラフ Guは木であるから，任意の頂点υK対するPR
Xvを求めるには，sからむへの経路K沿って初期値b.を変換していけば

よい. しかし，全頂点についての解を求めるKは.順序Sの逆順Kアノレ

ゴロズム G3における後退代入に相当する計算をした法が，効率が良い.

最終的な木Gvの高さは，多くの場合1になる.1より大きい場合でも，

さらに木の高さを縮める変形，す恋わち根からの経路の長さが2以上の

頂点、K対して圧縮を行なえば，木の高さを 1にできる. との変形を行な

えば，上記の解を求める計算(たとえば後退代入)は，笑は不要になる.

しかも，高さ lにまで木を変形する ととに要する手間の上限は O(mlogn)

で変わらない. c:の変形結果は，アノレコ'リズム Glのガウス・ジョノレダ

ン法で最終的K出カされるグラフに対応する

ζ とて・述べたアノレコ・リズムはTarjan[56]にあるものとほぼ同じであるが， Gra 

bam & Wegman[17]とUllm叩 [58]との異同K触れておく，基本的にグラフを

木に変形して計算の構造を捉えようとする考え方は，共通している.すなわち，
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手続きの途中の時点で部分的に構成されている木(または森)は，根から頂点

に至る経路上の関数を合成するととによって，その頂点K対する部分的な解を

与えるという性質を保っている.同じ性質を持つ木でも，その隣造により計算

の効率K違いが生じる.そとで，効率の良い木に変形していく工夫をしている

のも共通だが，その工夫の仕方K若干の違いがある.

Graham & Wegmanは，木としてヘッダ木を取り扱うのではなく sを根
とする Iつの極大木を最初K固定ナる 簡約順序にしたがえ氏 T1，T2の変

形の過程κ，との木の高さを圧縮する処理を mJognの手間で導入するととが

でき，それによってT2操作の手間も同じ上限を持つようにできるととは，上

K述べた方法とほとんど同じである Graham& Wegmanは，頂点の簡約順
序という概念ではなくて，与えられたグラフのある佐賀を持った部分グラフで

ある領域(後述)の11厨序という概念を利用しているが，実質的Kはまったく同

じである.

UlImauは，やはり簡約順序でT1，T2変形を行ないながらヘァダ木K相当

するものを織成していくが，効率の良い木として 2-3木を導入すると ζろが異

なる 2-3木の構成はアノレゴリズムとしてやや複雑であるが，手間の上界は同

じく mlognとなる.

5.3.4 簡約可能グラフの3まざまな性質

前節のアノレゴリズムは効率的K優れたものであるが，次のような問題点もあ

る.

1.計算の手間としては O(mlogn)のオーダが笑現されているが，プータ機

造としてたとえば森を扱h その高さを圧縮する処理をするとか 2・3

木の構造を維持するというような，かなり複雑な処理を行なわなければ

ならない

2.簡約可能グラフi亡のみ適用可能で，簡約不可能なものに対して自然な拡

'*ができない

次節以降で，簡約不可能なグラフに対しでも有効で，アルゴリズムも簡便な

ものを考察する.計算の手間の上限は 0(n3)となるが， i!i車な性質を持つグラフ

K対しては平均的Kよい効率を笑現するものである.
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そのt制iifjとして本節では，鈎約可能グラフの持つ性質について，改めて整理

しておく もともと簡約可能グラフは，プログラムのフローグラフにおけるルー

プの入れ子燐造l亡応じて，データフローを解析する方法K関連して，提案され

た[3，4，5]. その後， Hecht & UlIman[19， 20]等により，その性質が精級化さ

れた.多くの性質があるが， とくに重姿なものを，以下に証明なしに挙げる.

み1めにフローグラフのある頂点が5111の頂点を“支配する(dominate)"とい

う関係を定義しておく.フローグラフ G= (V， E，s)の頂点uがuを支配する

とは，sから uへの任意の経路上1(.Vが含まれるととをいう.

閉路への入口の一意性

性質1フローグラフは，図5.9のような2つの人口を持つ閉路を部分グラフと

して含まない時(言いかえると，任意の閉路に対して，そのよのすべて

の頂点、を支配する頂点が，閉路上にただ1つ存在する時)，またその時

に限り，簡約可能である.

図 5.9間約可能でない部分グラフ

極大無関路部分グラフ

性質2フローグラフ Gと同じ頂点集合Vをもっ Gの部分グラフで，閉路を含

まないという性質を満たす磁大なグラフを極大無関路部分グラフ(通称

ダグ(dag:directed acyclic graph))と呼ぶ. Gが間約可能であるのは，

そのダグが唯ーである時であり，またその時K限る.
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ダグを得るには，まず山発点を根とする極大木を，たとえは'深さ優先探索な

どによって求める (3.6.1節参!被).艦大木によって定まる頂点閑の半順序を

ベで表す.すなわち，辺eが木1'C}Iltする時h(e)ベ t(e)とし，その推移的関包

をとる.さらに，

υ三u....v=ullvベu

とする との時，木K属さない辺を次の3極類に分類できる.

1.前進辺(forwardedge)・h(e)ベt(ε)であるような辺e.

2.後退辺(backedge) : t(e)三h(e)であるような辺ι

3.交差辺(crossedge) :前進辺でも後退辺でもない辺.

性質3簡約可能グラフのダグは，極大木の辺の集合K前進辺と交差辺をすべ

て付け加える ζ とによって，構成できる その際，極大木のとり方に依

存し念い.

性質4プローグラフに対して深さ優先極大木をつくったとするーその極大木

で定まるすべての後退辺(u，v)について， υがuを支配するとき，また

そのときに限り，もとのフローグラフは簡約可能である

領域

Ullmanによる領壕の定義は次のようである [58J. フローグラフ G= (V，E，s) 

に対し， フローグラフ G，= (v，.， E" sγ)が次の条件を満たすとき， G，を s，

をヘッダとする Gの領;援という.

1. v，.CV，E，cEかつ srεVr.

2. sから任意のvE v，.に至る任意の経路は，必ず s，を入口とする すな

わち，任意の経路e}，ez，...，e，，(h(e，) = s，t(ek) = v)に対し，ある IE 

{1， 2，.・，k}が存在して，

(a) h(ei)=s， 

(b) ei， ei+l，・・・， ekはすべて E，I'C属するー

」ーーで三竺一一一一一一τ了一一一一一一一一ー
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との領域は，フローグラフの簡約という概念i亡以下のように結びつけられる

フローグラフのTl，T2による簡約過程で得られるグラフの各頂点は， もとの

グラフの頂点と辺の部分集合を代表し，各辺もまたもとのグラフの辺の部分集

合を代表していると考える 代表(representation)の定義は次のようである.

1.もとのグラフでは，すべての頂点と辺はそれぞれ自分自身を代表する

2. Tlが頂点υのセノレブループelC適用された場合，モの結果得られるグラ

フにおける υは， りと eが代表していたものの合併を代表する.

3.頂点りから日への辺eI'C. T2が適用されて， eが消去された場合，モの

結果得られるグラフにおける υは， υとωとeが代表していたものの合

併を代表するーまたとの劉附rif'C，辺el= (v，u)と匂=(四，1L)とがあ

るような頂点uが存在する場合は，変形後I'C.ejはelとe2が代表してい

たものの合併を代表する.

性質5簡約過程の任意の時点、で，各頂点が代表するグラフは，もとのグラフ

の領域となっている [58J.

Graham & Wegman[17J は，領域の概念にさらに制約を加えた “簡約集合(re-

duce set)"を用いている 簡約集合のもとの定義は，極大木K対して定まる後

退辺(上に述べたように，節約可能グラフの場合，辺が後退辺かどうかは媛大

木の取り方i亡よらない)の終点、を hとしたとき，その hI'Cよって定まる次の性

質をもった頂点υの集合である.

1.りはhlC支配される.

2. vから hl'C.至る経路で，その上のすべての頂点、が hI'C支配されるものが

存在する.

簡約集合によって定められる部分グラフは，日月らかに hを入口とする領竣と

たるが，さらに強連絡であるという条件が加えられている

Grah叩.1& Wegmanは， ζれら簡約集合のうち，入口が他の簡約集合の入

口を支配していないものから順K簡約し，それでさらI'C.jfi~~l路グラフが残れば

それを簡約するという方法を取っている.
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5.3.5 ダグ順序

ダグが定める頂点問の半順序関係K関して，位抱整列した順序の逆順をダグ

順序と呼ぶとと Kする.簡約可能グラフのダグI1原序を求めるのには，深さ優先

艦大木を作りながら，モの

ダグ列l順願F序Fを1つ選んてで:5とする. 問題を， 5の頂点、順序に対応して行と列

を並べた行列Kより表現すれば，明らかに，その上三角部分KダグK属する辺

に対応する要素が現れ，下三角部分Kダグi亡属さない後退辺(すなわち，閉E告

を作る辺)I'C.対応する婆索が現れる. Gが簡約可能であれば，次の性質が満

たされる.

定理 5.1ダグK基づく順序51'C.従って並べた行列では，下三角官官分K現れる

要素の数 (j，ヮヂ T，i > jであるような要素数)が最小となる.

証明 簡約可能グラフでは，ダグがただ一つ定まるーしたがって，ダグの辺

に対応する上三角部分の要素数は極大であると同時に最大となり，それに応じ

て下三角部分の要素数は最小となる. (証明終的

ζの佐賀は，ダグl原序に行列を並べ変える乙とが，行亨IJの三角化の自然な拡

張Kなっている ζ とを示すものである.

次に，ダグ順序の重要な性質として，モの順ICG4'の消去法を実行すると，

上三角部分には新たな要素が生成されないととを示す.

消去の対象となる下三角部分の要素は，すでに述べたように後退辺に対応し，

ダグの一部と結合して強連結成分を構成する. ζれは，すでに述べた簡約集合

が定める部分グラフにほかならない.後退辺 e (u，匂)IC対し，その終点匂

Kよって定まる簡約集合を redu ce-set ( v )とする.簡約可能グラフの性質4に

より，uεreduce-set(りである reduce-seも(υ)の旬以外の頂点はすべてUに

よって支配されるから， 1つのダグ順序Sをとった!時，

Vv.εred uce-set(υ)ー {υ}.ord(u，5)く ord(υ，5)，

が成り立つ.

さらに次の性質がいえる
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補題 5.3ダグ11原序Sにしたがって並べられた行列K関し，後退辺 e= (u，v) 

による reduce.set(v) K対応する行と，vより右にある列，すなわち S+(υ)に

対応する列で作られる部分行列で，受素が存在するのはυの行に限られる.

証明 節約集合が定めるl'¥il分グヲフとしての領域が 1つの入口(すなわち

旬)しか持た念いという性質から明らか. (証明終り)

ζの有fi題のイメージを図示すると，図5.10のようになる.図でOで示した
部分には，下辺上を除き要素が存在しない.ただし，一般のダグl順序では， reduce-

set(υ) は必ずしも連続した行(および~IJ)をしめない.また， vはreduce-set(υ)

の中で順位がもっとも大きい(最右の亨1]，最下の行)が uは必ずしも順位が

もっとも小さいとは限らない.

図 5.10ダグ順序l亡並べられた行列上の間約集合

以上の考書長により，次の定理が成り立つ.

定理 5.2簡約可能フローグラフに対し，ダグK基づく順序SI'C従ってアノレゴ

Pズム G4'の消去法を行うと，上三角部分K新たな辺をまったく生成しない.

すなわち，上三角部分 (対角成分は除く)は変形を受けずにそのまま三角分解

後のUとなる.

証明 辺 e= (u，v)に対応する要素んu(ただしord(u，S)くord(v，S))を消去

するとする 以下，簡単のためにSK従った順位と頂点とを同一視する.すな

わち， ord(υ，S)をあらためてむとみなす(したがって，(uくυ)). 

5.3 簡約可能グラフ 113 

消去とは，w εpred(u)について代入(包，切，v)を実行する ζ とであるが，

著fi題5.31亡よりそのようなωは叩::;旬の範囲にしか存在しない(さらに，消去

のアルゴリズムよ uく叫である).したがって，との代入Kよって新たに

生成される辺(町、りは，下三角部分(対角要素を含む)に限られる.

ととで，wεred uce-sel( v )である.実際， 却はuの先行点で uから，v 

k支配された頂点のみをi湿ってvK至る経絡が存在するから，叩がりに支配

されるととがいえれば， 切から，v K支配された頂点のみを通って υへ至る

経路が存在するととがいえる.と ζ ろで，もし叫がυに支配されていないと

すると，辺(山，u)によって出発点から uを逆らずに uK至る経路が存在すると

とになり，uがりに支配されているという仮定と矛盾する.

したがって，辺e= (u，υ)の消去で生成された新たな要素んwについても，

その消去に対して同じととがいえる. (証明終り)

系 5.1簡約可能グラフKおける出発点から他の全頂点への患短路問題では，

消去計算が不要である.すなわち，タグに基づく順序SK従って行列を作った

とき，下三角部分を無視し，上三角行列をそのまま用いて，後退代入を行えば

よい.

証明 4.2.5節の議論により，最短絡問題のような f(1)= 1がすべてのfに

ついて成立する問題では，出発点から他の頂点への経絡をF胸7する場合K，出

発点を最後のかなめとすれば前進代入が必要なくなる. しかも，定理5.2より

タグに基づく消去順序を用いれば(とのとき明らかに出発点は最後におかれる)， 

上三角部分は変化を受けず，対角部分は最短絡問題では無視できるので(次数

0のため， 本演算が不要)，系が成り立つ. (証明終り)

5.3.6 JI.，ープ順序

定理5.2が示す関係をより明確にするために，ダグ11原序にさらに条件を加え

た uループ順序"を定義しよう.そのためK，簡約集合をさらに細分化したルー

プ集合を定義する.ノレーフ・集合は，後退辺e= (u，り)K対して定まる頂点集合

であるーとれを，loop.set(e)と書く.その定義は，次式による

loop.set(e) = {叫 εVlt(e)ベ凹&四ベ h(e)}

」 一一一一一三ご一一一一一一一一一
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ととで， ベはダグ上の半順序関係を表す.

補題 5.4loop-set(e)は，reduce-set(t(e))の部分集合である

証明 ループ集合の定義から，w E loop-set( e)に対し，叩から h(e)tc至る

経路が存在する. 山がt(e)tc支配されるととは，との経路の存在と，h(ε)が

t( e)に支配される(簡約可能グラフの性質4)ととからいえる.

また，叩から t(e)tc至る経路で，その上の頂点がすべてt(e)tc支配される

ものとしては，同じく山から h(e)tc至る経路tceを付け加えたものをとれば

よい. (証明終り)

との補題から，ノレ←プ集合がたしかK簡約策合の細分化になっている ζ とが

分かる ノレーフ.集合と簡約集合が一致しをw場合として，次の 2つがあげられ

る.

1.簡約集合は後退辺の終点によって決められるが，ノレーフ.集合は後退辺に

よって定められている. 2つ以上の後退辺が終点を共有する時，ノレープ

集合はそれそ・れの後退辺どとに定義されるが，簡約集合はそれらのルー

プ集合の合併となる.

たとえば，図5.1Jの(a)や (b)の場合，簡約集会はいずれも {l，2， 3，4}で

あるが，ノレープ集合は， (a)では{1，2，3}と{1，2，4}，(b)では{l，2，3}

と{1，2，3，4}とたる.

2 ループ集合は，それに属する頂点、から入口 (t(e))へ至る経路として，ダ

グ上の辺のみによるものを考えているー一方，簡約集合では後退辺も含

めて考えているので，図5.12のような場合i亡違いが生じるー ζの図でノレ-

7・集合は {1，2，3}および {2，3，4}だが，対応する簡約集合は {1，2，3，4}

と{2，3，4}と念る

なお，ノレープ集合が定める部分グラフは，ほとんどの場合領きまと怠るが，

例外的K図5.12のノレーァ・集合 {1，2，3}は，領主主とはならない.

簡約可能グラフに対して，次の手順でえられる頂点、JI願序をループ順序とl呼ぶ

ζ とにする.

5.3. 間約可能グラフ

《
3 4 

(a) (b) 

図 5.11ノレープ集合と間約集合(その 1) 

図 5.12ループ集合と簡約集合(その 2)

ダグを作り，それで定まる後退辺の集合を Bとする.

Bi=自の問，以下を繰り返す.

115 

Bの要素のうち，その終点が他の Bの要素の終点に支配されないも

のを任意tclつ取りだし eとする.

loop-set(e)を求め，それらの点をすべて頂点t(e)tc圧縮する.辺 e，

およびloop-set(e)の要素問の辺を削除し， loop-set( e)内とその外の

頂点との聞の辺は， t(e)との聞につけ替える.頂点t(e)は， loop-set( e) 

を代表するという.
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結果として残る線開路グヲフの頂点を位相整列し，その立自国K並べる.

頂点、の並びの中i亡，ループ集合を代表するものがある聞は，以下を繰り返

す.

ノレープ集合を代表する頂点を，モのノレープ集合が将軍成するもとのグラ

フの部分グラフ(ただし，とのんーフ.集合を定める後退辺は除く.そ

れにより，との部分グラフは，無関路グラフになる)に関して，頂点

を位相整列したもののilHll原K並べた部分列K置き換える. 1つの頂点

が2つ以上のノレーフ.集合を代表する ζ とがあるが，その場合はたとえ

ば圧縮した順に展開するー (展開した部分亨111C.， さらにノレープ集合を

代表する頂点が存在しうるととに注意)

とのんープ順序は，ダグ11贋序になっている.なぜなら，ループ集合が構成す

る部分グラフは]つの入口しか持たず， したがって部分グラフをその入口K圧

縮しでも，ダグの順序構造に影響が及ばないからであるー

ループ順序Kよって，ノレープ集合が連続した部分列をなすようになるのてペ

その機造が見やすいー とくに，フローグラフがプログラムの構造K対応してい

る場合は，プログラムのノレープ熔造を，その入れ子関係を含めて明確に示すも

のとなる. ζのような考え方K基づいて， プログラムのノレープ問の関係を分類

した例IC.，玉井[73](pp. 79-81)がある

同11] 図5.13のグラフに対し，ダグ順序の例を図5.141C.，ノレープl順序の例を図

5.15に示すー

ζのループ11康序の作り方は，およそ次のようである.

1.図5.13のようにダグを定め，後退辺の集合として，B={(4，2)，(5，1)， 

(11，1)， (9，3)}をえる.

2.辺(4，2)を選び，そのんープ集合として {4，2}をえる. とれを圧縮した

頂点を2'とする.

以下同様IC.，次のようなループ集合を得る.

3ただし， 2つのλープ集合が入口を共有したり，一方が他方(の一部)を包含するお合.必

ずしも単純K迎絞した部分列とはならない

5.3 簡約可能グラフ 111 

a r'凶 uαblegr叩h DAG 01 100 grapfT 

図 5.13いくつかのループ集合を持つ簡約可能グラフとそのダグ

後退辺 ノレープ集合

(9，3) 3'= {9，6，3} 

(5， 1) 1'= {5，3'，2'，1} 

(11，1) 1" = {11，8， 1'} 

3.残った無関絡グラフを位相整列の逆順1C.:iltべ(12，10，1，1")をえる.さら

IC.， 1ぺ1'，3'，2'を11聞に展開して，最終的K次をえる

12，10，1，11，8，5，9，6，3，4，2，1 

同じんープ順序を，次K示すような方法で作るとともできる 乙れは上の方

法が内側の小さなんープから見つけていくという，いわばポyトムアップ的で

あったのに対し，外側のループから見つけていくという意味で， トyプダウン

の方法といえる.

[トップダウンによるループ集合への分解l

1.グラ フの強連結成分分解を行い，その成分を到達可能性による半順序に

関して位相整列した)1頂序の逆順に並べる.

」一一一一一一一一一一てア一一一一一一一
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図 5.14ダグ順序の一例

12 。 X × 

10 。 × 

7 。 X 

11 o X 

8 o x × 

5 。 × × 

9 o X 

6 。 x

3 × 。 × 

4 。×

2 X 0 I X 

X × 。

図 5.15ループ順序の一例

2ーできた各強i連結成分には，簡約可能グラフの性質1から，ただ lつの入

口しか存在しない その入口を出発点として，その出発点に入る辺をま

ず削除する ただし，もとのフローグラフの出発点を含む成分Kついて

は，その出発点Lを強連結成分の出発点とする 各成分に対し再帰的Kl

を実行し，得られた部分I1原序列を，もとの11贋序列の対応する成分のと ζ

ろl亡展開する. とれを，すべての成分が 11頁点Kなるまで続ける.

ζの過程で現れる強連結成分が，ループ集合の定める部分グラフに対応する.

ただし，強連結成分の出発点K入る辺が復数ある場合K.それらを一度に削除

すると，図5.11によって述べたような意味で，簡約集合Kは対応しても，ノレー

プ集合K対応する強連結成分が現れないζ とが起とりうる. したがって，上の

手順で1つの辺ずつ削除しないと，ボトムアップの方法K正確には対応しない.

ζの方法比ノレープ順序を求めるととが強連結成分によるプロック三角化の

拡張になっている ζ とを示すものである.

』一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一-1
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5.3.7 ル プ順序による消去法の手間の評価

定理5.1，5.2から，簡約可能グラフ上の問題i亡対しては，最短絡問題に限ら

ず，一般にダグ11関序あるいはノレープ順序による消去が有効であるととが分かる.

とれを，さらl'Cii'I'-fi面してみよう.

ループ順序による消去法の手間を許制iするために，まずループ集合のうち，

モれを作る後退辺の終点を共有するものは 1つにまとめたような集合クラス

Qを考える.すなわち，

Q = {q E 2"1ヨuεv.q = U loop-set(ε)} . 
，(，)司

形式的にはQI'C空集合目が含まれるが，以下では簡単のためQから日を除い

たものをあらためてQとする.Qの要素はほぼ間約集合に対応するが，図5.12の

ように 2つのノレープが人れ速いになっている場合にのみ異なる.本節では， ζ

のQの各要素をノレープ集合とI呼ぶととにする.

Qの要素qが定める部分グラフで，Gu I'C属する辺の数を mU，qとナる.節

約可能グラフにダグ順序やノレープj原序による消去法を適用したとき，Guの辺

の数が楢加しないととに注意しよう 簡約可能グラフに対してノレープ順序によ

り消去法を適用した場合，代入操作による関数合成の回数の上限は，

:LmU，q 
qEQ 

(5.1) 

で与えられる.ζのととは，Qの要素が行5'1]上で作る正方形に対し，掃き出

しの対象となるのは下三角部分の底辺の行のみであり，その掃き出しに対し，

上三角部分にある要素の数だけの関数合成が必要となるととから分かる(図5.16参

照)ーなお，還元操作に伴う関数合成の回数はたかだか GUの辺の数 mUであ

り，後退代入に伴う関数合成の回数はちょうと mUとなる との許制Hは，ノレー

プ11頂序だけでなく，ダグ順序Kも成立する

(5.1)式の上限はJ mU.qさIql(lql-1)/2であり. IQI三nであるから，全体

として 0(n3)となる ζれは一般のガウス消去法の手間のオーダーであるから，

かなり過大評価である.実際，最悪のケースは行列として完全K密念場合，グ

ラフでは完全グラフに対応する場合であるが，完全グラフは簡約可能ではない

から，効率に関しもう少しきめの細かい議論ができるはずである.

5.3 簡約可能グラフ 121 

o X × 

。 x x x 
o X 

。×

o X 

× X 。

EのループtI.!合の2つの後退辺を消去するには，mU，q = 8回の関数合成が必1Jl!.

図 5.16ノレープ集合の下三角部分の消去の手間

まず極端なケースとして，上三角部分が完全I'CWなグラフを考えてみよう.
との場合，簡約可能性を持つためには，図5.17のように，後退辺はすべてGU
の根(自分自身には入る辺がなく，他のすべての頂点K到達可能な頂点)を終

点にするものK限られる.Lの場合明らかに，回数合成の回数は 0(n2)である，

。x x x x 
。x x x 
。x x 
。×

x x x x 。

図 5.17上三角部分が密な簡約可能グラフ

上の場合は IQI= 1となるが，逆に IQI=η となる場合は，上三角部分のグ

ラフが連結ならは木，一般には森になる，すなわち辺の数がたかだかn-lで

ある ζ とが，簡単K示せる たとえば，図5.18の場合である との場合も手間

は0(n2)である.

式 (5.1)が0(n2)より高いオーダーにをる可能性は，ループ集合K共通部分

』一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一-1
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x x X X 0 × 。

図 5.18IQI = nの場合の簡約可能グラフ

がありうるととから生ずる もし，Qの各要素が互いに素なら，手間はもち

ろんO(m)になるが，ループ集合の重なりの数がnlCよらない定数kで押えら

れる場合も， O(m)となる. ζの仮定は，プログラムのフローグラフに対して

はそれほど無理念仮定ではない.実際，プログラムのループの入れ子の深さに

上限が決められるととは実験的K確かめられている. Allen & Cock [5Jのアノレ

ゴリズムが 0(71.2)といわれるのはr.の性質を用いている [43J.あるいは， と

れを仮定しない場合には辺の数m=O(n)を仮定している [58].

図5.17や5.18をみると，ノレープ集合に重なりがあっても，一般に 0(n2)がい

えそうに見えるが，図 5.19のような例がある

。X X X 
o X X 

。×
x 。x
X 。×
X OIX 

× o I X 

X 。

図 5.19手間が0(n3)となる簡約可能グラブ

5.3. 間約可能グラフ 123 

すなわち，一番内部のノレープ集合がn/2の大きさを持ちかっ上三角部分が衝

であって，しかもんープ集合が n./2重K入れ子に怠っていると，手聞は 0(n3)

とならざるをえないー

しかし， ζ とてリレープ順序Kよる消去法のアノレゴリズムIC，簡約順序で使わ

れる上三角部分も適当なタイミングで掃きl却すという手法を加味すると，0(n2) 

オーダーが笑現できる.笑際，一番内側の原点%を入口とするノレープ集合qtc

対し，図5.20tc示すように ffiq-ffiq.Oの手間で，vqから出る辺以外の上三角

部分を摘き出すととができる. ととで) 1119，0は V，を始点としノレープ集合 qtc
含まれる頂点を終点とする辺の数である.その後，後退辺を掃き出す手聞は，

そのノレープ集合に含まれる後退辺の数に比例する.ただ， ζの操作で，vqか

ら出る辺の数が指加しうる しかし，その上限は Iql-1で抑えられる

o X X 。 × 

。 x X X 。 × 

o X o x 
===} 

。× 。×

o X 。×

× × 。 X X 。
mU，q = 8， mq.o = 2だから左から右への変形は6図の関数合成で
できる.その際，新たに3つの辺が生成される 2つの後退辺の消

去は，それぞれ l闘の関数合成でできる

図 5.200(n2)の手間による上三角部分の消去

とのような消去を内側IJのノレープ集合から順l亡行なえは'よい ノレープ順序に従

えば，自然K内1JlIJのノレープから消去が実行できる.全体i亡要する計算の手聞は，

関数合成で数えて，

m-乞111q，0十乞Iql (5.2) 
qεQ qEQ 

すなわち，全体の辺の数m lC対し，楢加分はノレープ集合の入口を始点とする

辺で新たに生成されたものである.上式の上限は明らかに O(π2)である.なお，

との場合上三角部分も消去されるので後退代入は実質的に不要となる

」f一一一一一一一一一一 一一一一一一一一一一一1
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従来0(n2)とされてきたアルコ・リズムは，m=O(n)を仮定するものであっ

たが，式(5.2)の許イ尚はそれを仮定していない 簡約I1原序のアノレコ7ズムがO(mlogn)

であるのと比較して， m = O(n)の場合は劣るが， m = 0(n2)の場合は優る
ものとなる

5.3.8 例題による効率の評価

(9iJ題により簡約l順序とノレープJI頃序を比較してみようー ζ とでは，ループl順序

による消去法は前節で述べた 0(112)K変更したものではなく，もとのアルゴリ

ズム G4'の形式のものとする.

まず，簡単な例として， Ta.rjan[5GJで使われているものを取り上げる グラ

フと簡約順序およびノレープ順序Kよる行列表現は，それぞれ図5.21，5.22の通

り.

5 

e， 

e. 
2 

図 5.21簡単な簡約可能グラフによる比較

とのダグI1頂序KG4"アノレコ・9ズムを適用すると， 3回の関数合成(内2回は

!32(辺e7)および !51(辺匂)の消去K伴うもの， 1回は， ん3の還元操作に伴う

fるん5)' 2回の不動点関数生成が必要となる さらK，後退代人で， 6回の

関数合成4と2回の交わり古賀rI=が必要となる.

4遜常，後退代入では関数合成ではなく関数適用が行在われるが. c cではTarjanの例題

の趣旨に合わせて.モれを関数合成として考える.具体的在値を想定せず.関数適用を式とし

て計算すると考えれば同じEとになる.
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簡約l悶序 ノレープI1原序

1 2 3 4 5 4 2 3 4 5 

110 × 410 X X × 

2 。× 2 。×

3 X 0 × 3 X 0 × 

41x X X 0 o X 

51 X 。 5 ×。

図 5.22簡約順序とノレー7'順序

一方簡約順序の場合を Tarjanの方法にしたがって笑行すると，消去に相当

する前半部分で，関数合成7固と不動点関数生成2回，および2回の交わり演

算が行なわれる.その後，後退代入に相当する官官分で， 4回の関数合成が必要

となる.

関数合成で比較すると，ノレープ順序で9図なのに対し，間約順序K基づく Ta.r-

J阻の方法では 1J固となるーもちろん，とのような小さな例で効率の優劣を評

価するのは意味がないが，少なくとも簡約11頂序に基づく方法が常に最適とはい

えないととは，注意すべきであろう

もう少し大きな例として，図5.13を考えようー

ループ順序による消去の結果生じる要素を行列で示すと，図5.23のようにな

る. ζ とで， ずは，代入操作によって，もともと辺が存在する 2頂点の聞に

新たな辺が生成された湯合を示している.実際は合併操作によって Iつの辺に

まとめられる

必要な関数合成比消去で11図，後退代入で 14回の計25回，不動点関数

生成は3回である.

一方，簡約順序として

4，2，9，10，12，6，7，3，5，11，8，1 

をとり， Tarjanの方法を実行すると，関数合成は28図となる(不動点関数生

成は同じ3回).ζの回数のカウントはやや復雑であるが，まず消去に相当す

る部分で， 12回の関数合成が起とる その結果，図5.24のよう念木ができる.

ζの木から後退代入に相当する操作(その際Kも木の高さを絡める変形が起と

』一一一一一一一一一一ーでナーーーーーーーー二十一面
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12 10 7 11 8 5 9 6 3 4 2 1 

12 1 0 X 

7 

× 

ゆ

7

U

8

5

9

6

3

4
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1

。 X 

。 X 

5 2 4 11 
o X 

。× X 

。 X X 

。×

。 x

x 、/ ③ × 

o X 

× ⑧×  

X ..;ぜ ";";";0 

9 10 12 

図 5.24簡約順序による消去で生成されるヘッダ木

図 5.23消去結果
よい また， トップダウンの手JlI¥'iでいえば，強連絡な昔s分グラフK入口が2つ

以上ある場合にそのとれを出発点として選ぶかという任意性があるが，適当

な1つを選ぶととにより，やはりループ構造を反1決した順序が得られる.とう

して得られる順序をやはりノレープ順序と呼ぶととにする.

ダグの選び方や強連結な部分グラフの出発点の定め方によって，作成される

頂点、JI瞭序が異なってくるだけでなく，下三角部分にできる要素の数も一般には

異なる ζ とがありうる.すなわち，定理5.1および5.2はもはや成立しないが，

その系として次の性質が成り立つ.

る)を実行するのに， 16困の関数合成が必要となる

との例でも，ノレープJI瞭序の方が少ない手間ですんでいる. もちろん， との 2

つの方法の効率を比較するには，より大き念グラフによる統計的な検証が必要

であろうー しかし，ノレープ順序で単純なガウス型の消去法を適用するととは，

たとえば森の操作による木の高さの圧縮とか， 2-3木の保持といった複雑なデー

タ処理を伴わないだけに，魅力がある.上の簡単な例は，とのノレーブ順序によ

る方法の妥当性を示唆するように思われる.

5.4 簡約不可能なグラフへの拡張

系 5.2必ずしも簡約可能でないフローグラフをダグ順序lて並ベた行列表現で

は，下三角官官分にある任意の辺を上三角部分で階l求されるダグにつけ加えれば

閉路ができる， という意味で，下三角部分の要素数は極小である.

ダグ順序ゃんープ順序の定義は，簡約不可能なグラフに対してもほぼそのま

ま適用できる.すなわち，1m閉路で極大な昔日分グラフというダグの定義は一般

的に成り立つから，ダグを 1つ定めれば，それに対してダグJI厨序が定まる た

だし，ダグの取り方には任意性が残る また，ノレープ順序については，ボトム

アァプの手順は，同様Kダグを lつ定めて，以下はまったく同じ方法をとれば

系 5.3必ずしも簡約可能でないフローグラフをノレープ順序でガウス式κ消去

した揚合 fアノレゴリズム G4~， 行列表現の上三角部分に新たに生成される辺は，

Eつ以上の入口があるノレープ集合に対して，対応する強連絡部分グラフの出発

点と して選んだ頂点の行を，他の入口の行で嬬き出す場合fC，出発点の行に生

成されうるものに限られる.

』J一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一
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との系5.3の表現は分かり1縫いかもしれないが，後で示す例Kよって，その

意味は明らかとなろうー

簡約可能でない易合のダグI1回J亨またはノレープ順序を求めるのに，前述のよう

友不定性があるが，モの選択基準としてたとえば次のようなものが考えられる

とζでは， トァプダウ γにノレープI1原序を作る場合の，強連結部分グラフの出発

点、の選び方という点について考える

1消去前の下三角部分の要素数をなるべく減らすととを目的とする揚合

んープ集合に対応する強連絡部分グラフに複数の入口があるとき， 1つ

の入口から，その入口に入る後退辺(ノレープ集合の内部の頂点からその

入口に入る辺)の始点に至る，閉E告を含まない経路の数が最も多いもの

を出発点K選ぶ.入口に入る後退辺が複数ある時Kは，各辺の始点への

経路の数の総討をとる.

2 消去に際して，上三角部分の辺の生成をなるべく減らす ζ とを目的とす

る場合

ノレープ集合に対応する強連絡部分グラフi亡複数の入口がある時，入って

くる辺の数が最大の入口を，出発点として選ぶー

ただし，どちらの戦略もヒューリスティックなもので，最適性は保証されな

い.その有効性については， さらに検証が必要であろう.

簡約不可能なグラフKノレープ順序による消去を実行した例を次に示す. ζの

例も， Tarjan[56]からとった. Tarjanも簡約が必ずしも可能でないグラフに

対して，その方法を拡渡しているが，その手法はきわめて複雑である.ノレープ

I1瞭序による方法の手l閥、は，その順序を定める際K簡約可能性が判定でき， しか

も簡約不可能な場合も，自然な怒張でI1原序が決められる ζ と，および順序が定

まった後の消去法の適用K関しては，簡約可能か否かをまったく気にしなくて

よい点にある

I伊tlJ 図5.25Kグラフを示す.

ループ順序とそれKしたがった消去結果を示したのが，図5.26である. とと

で，V/!などは，同じ頂点対の間K2皮(以上)辺の生成が起とるととを示し

ている. とくに， ぬ/は 1つの頂点にセノレフノレープが3度生成された ζとを

示す

5.4.簡約不可能なグラフへの鉱張 129 

13 

図 5.25簡約不可能グラフ

3つのんープ集合， (1，2)，(7，8)，(10，11，12)は，それぞれ2つの入口を持つ.

そのため，上三角部分K(7，2)， (9，8)， (13，12)という辺が生成される(行列の

表記で、/で表している ただし， (13，12)には，屡初から辺が存在するので，

実際Kは辺の生成ではなく合併が起とる). 

との消去法では，消去過程で上述の3つの辺の生成に伴う関数合成3回，下

三角部分の辺の生成に伴うもの25回，還元操作に伴うもの8回の，総計 36回

の関数合成が起とる. とのうちとくに目だつのは，行 13K生成される 12個の

辺を作る際の関数合成である.不動点関数生成は5回(後退辺の終点と在る頂

点数)である.

後退代入では， 19回(上三角部分の要素数)の関数合成が必要となる
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治注?

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

× 、/ 0 × 

3.4節で述べたように，方程式(2.1)の不動点解は，出発点から任意の頂点へ

至るあらゆる経路に沿って，館者上の辺のラベルとなっている関数を適用した

結果の交わりと， (一定の条件のもとで)解釈できる したがって，出発点と

いう概念は，問題の解釈上は本質的なものといえ，出発点を前提としないで考

える場合は，単にあらゆる頂点を出発点とするように一般化して考えていると

見るととができる(最短絡でいえば全頂点対聞の援短路問題).また， 1.1 f郊

で詳しく論じたように，出発点を前提とする定式化と出発点を特定し在い定式

化とは，適当な操作によって互いに変換するととができる.

ただ，出発点を前提とするか否かは，アノレゴリズムKも影響する 逐次法の

場合は，アノレゴリズム上の要識から出発点を仮定する.消去法の場合比方程

式(1.2)を取り扱っている乙とからも分かるように，任意の定数ベクトノレbに

ついて解くととを前提にしており，出発点は任意で?よい.

しかしいったん消去順序を考慮するととにすれば，消去11闘序で最後Kおか

れる頂点に出発点という意味づけを与えるのが自然になるーその理由の 1つは，

4.2.5節に述べたよう IC，定数ベクトノレbが最後の頂点K対応するととろにの

み要素を持つとしたら，ガウス消去法1亡対応する計算K際して，前進代入に相

当する操作がいらないからである.また，行~IJの三角化あるいはプロック三角

化ができる場合，それにしたがって並べた頂点順序の最後の点(プロック三角

化で，最後のプロックが2つ以上の頂点を持つ場合札その中の任意の点)は，

その頂点から他のすべての頂点K到達可能という意味で，やはり出発点という

意味づけが自然となる

節約可能グラ フの定義における T2変形では，吸収される頂点、の対象から出

発点を除いている. したがって，図5.21C示したよう IC，同じグラフでも出発

点、のとり方によって簡約可能になったりならなかったりするー もし出発点が指

定されていなければ，簡約可能となるような出発点を(もしあれば)選んで，

それに基づいて簡約11原序なりダグ順序なりを定める， という方法は考えられる.

との場合は，グラフの強連絡分解と間約可能グラフのノレープ構造の分解とが，

類似の操作となる. トップダウンによるノレープ11原序の決定は，両者の関係を示

すものといえる.

110 X × 

x x 、/

× 

β
斗

A

k

d

戸
白
巧
t

o
o

。x
。×

o X x 

x 0 、/ × 

9 1 0 x 

101 0 x 

111 0 X X 

I x 、/ 0 "f! 

13 I x ，; ，; ，; J/ i/ J/ ，; J/ ，; ，; J/ぬl

図 5.26ノレープ順序による消去結果

5.5 出発点のもつ意味

ととで， フローグラフKおける出発点の意味について考えてみよう. もちろ

ん，最短絡問題やデータ フロー解析問題では， もともとの問題の意味から出発

点という概念が自然に導き出される. しかし，抽象化したグラフ上で考えた場

合，次のような疑問が浮かび上がる

l 第3草の逐次法では出発点の存在を前援にし，第4i;iの消去法では出発

J点の存在を仮定しなかった.主K簡約可能グラフを扱うとのZまでは，ふ

たたび出発点を前提にしているが，とれらの問にはどういう関係がある

か?

2.第51告の範囲でも，強連結成分分F停によるプロック三角化では出発点の

存在は仮定せず，簡約可能なグラフを扱うときに出発点を想定した

グラフの簡約可能性は，どうして出発点に依存した定義になっているの
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第 6章

まとめと関連する課題

ζれまで述べたととを総括し，とく K本論文Kおける問Jfiの見方と方法の特徴

をまとめるーまた，今後の研究怠~題として，並列計算モデルと ANDjOR型の

問題群への拡iiHという 2つのテーマを取り上げる.

6.1 まとめ

最短路問題やデ-!I-フローjri%析に代表されるようを，グラフ上のデータの流

れによって計算が進むという構造をもった問題が，グラフ上の不動点問題とし

て統一的に定式化できるととを示し，それに対する実用的な解法を，大きく逐

次法と消去法K分けて示した その特徴と成果をまとめると，次のようになる.

-問題の定式化K際しては，なるべく一般性が高いものを目指すとともに，

その基本的な鱗造が明確Kなるととを主眼とした したがってとくに，

問題の構造が持つある穏の双対性と，グラフの位相的構造からくる双対

性との関係に注意した

-多様な問題を統一的友枠組κよってとり扱えるようにするととは，本研

究の大きな目的であるが，同時に抽象化のための抽象化となるような危

険は避けるように努力した. したがって，一般的な枠組によって議論し

た問題の性質や解法に対しでも，具体的な問題Kおける意味づけやそれ

への適用について，できるかぎり言及した

133 
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-アノレコーリズムに関しては，計算の復~t性を尺度とする寄j!fijfi だけでなく，

実用性を重視した実用性とは，アノレゴリズムの実現のしやすさ， i!i車な

性質を持つ問題K対しての，平均的な効率のよさ，などの性質である.

実際的な問題に対処したり，そのためのYフトウェアシステムを開発し

た経験から， とれらの重要性を感じてきたからである.

したがって，たとえば逐次型の解法では， 11アルゴPズムとして，ある

意味でもっとも素直な， しかし分野によっては正しく認識されていない

方法を詳しく考察したし，消去型の解法では，基本的なjiウス消去型の

アノレゴリズムを，消去!順序の工夫によっていかに効率を上げるかという

観点から主に論じた

-解法の実用性と関連して，問題の疎な性質を利用すると加う観点から，

グラフ的念処理を行亨IJ的な処理より一貫して重視した同時に，行列上

で工夫されてきた消去順序のような技法と，グラフ上の操作との対応に

ついて，明{確な視点を与えた.

-最短絡問題やデータフローf(J胸7など，様々な分野で研究されきた問題を，

統一的に取り扱うという本論文の性格上， ととで述べた多くの概念や性

質は，すでに個別の分野で何らかの形で知られていたものを，再整理，

再構築したものであるという聞がある その中で，新しい知見と思われ

る主なものとしては，次が挙げられよう

ー逐次型の解法を一般的な設定のもと K与え，その正当性を託明した

とと.

ーデータフロー解析の分野でのみ論じられてきた簡約可能グラフの性

質を，消去型fCf$法Kおける消去JI康J予との関係，およびグラフの強連

結成分分解との関係Kよって，明らかにしたととー

一消去型の消去l順序K関して，実際的左有効性の認められる提案をし

たζ とその解法は，簡約可能グラフ上の最短路問題Kはきわめて

効率がいいが，まったく同じ形で簡約不可能な一般グラフ上の最短

路以外の一般的を問題に対しでも有効であるという特徴を持つ.
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6.2 並列計算モデル

今後の研究毒~題として，まず並列計算モデルを取り上げる.

グラフの各頂点をプロセスと考えれば，ととで述べた計算システムを次のよ

うに解釈する ζ とができる(図6.1参照). 

w 

f'(xJ 

Xv( v 

図 6.1並列プロセスとしての解釈

l 各プロセスりは，他のプロセス日から，チャネノレe= (山，v)，を介して

メッセージム(x"，)を受け取るー

2.プロセスは自己の状態九とん(x"，)とを許刊Hし，適当な条件 (xv~ム(x"，)

でない)が成立すれば状態を(ム(x"，)八九 tc)変更し，かつ自分が送信

すべき相手のプロセス uどとに，状態変化K応じたメ yセージをチャネ

ノレ(v，tt)を介して送る.

とのように解釈すると，われわれの定式化は，簡素な並列計算モデルを規定

したものとみなせる アノレゴリズム IIは，それを議ープロセッサで処理する

場合のスケジュ-9ング算法K相当する

第 2'1告で述べたよう tc，われわれの定式化比正規表現と有限オートマトン

のモデルを包含する.したがって，基本的な並列動作モデルとしての有限オー

トマト γ とは，自然な対応関係がある.ペトリネット Kついては，後で簡単に



136 第 6主主まとめと関連する謀題

触れるように，束の八と Vの両演算を結合するよう左拡張されたモデルを考

えると対応がつく

より具体的な既存のモデルで関連が深いものに，並列論理型プログラミング

のモデルがある [45，57， 621. たとえば， [62]には最短路問題のプログラムが

あるが，モの処理方法はちょうどとの解釈に相当する ただし，計算の終了を

検出するための波法が導入されている.

並列オブジェクト指向のモデルも，基本的にメ yセージの交換による並列動

作をモデル化しているので [77]，とのグラフ上の動作モデルと適合する.今後，

さらK研究する意味があろう.

とれまで東の構造を前提としてきたが，第2牽でも論じたように，来の半順

序構造は計算を収束させるために必要とする性質であった計算が停止した時

K結果が得られるという逐次型の計算システムでは，とのように停止を保証す

るための仕組みが必要であるが，並列計算ゾステムでは，そのプロセスに意味

があり，むしろ停止しないことが普通であるともいえる(もちろん，並列K言十

主草して，全体が停止した時に結果が出るというモデルもある. ζの辺の議論に

ついては， [45]参照).したがって，並列システムを扱うには，本論文におけ

る定式化も，そのもっとも基本的な精造に還元し，可換で結合的な〈と結合的

な・という演算のみを土台として，理論を構築していく方向が展望される

6.3 ANDjOR型への拡張

最短絡問題tc対するダイクストラ法を， 1くnuthが一般化している [33] その

一般化は，グラフの頂点K入る辺の結合の種類を. AND型と OR型の2種類

に鉱張したものと解釈できる. 1くnuthは，最短路問題のような全順序性を待

つ数値を値主主とするものに対象を限定しているが，との着想をさらに拡張して，

ccで述べた枠組みの中に取り込むととが考えられる.

われわれの定式化では，情報の代数的な構造を表すのに来を用いているが，

束の2つの演算のうち実質的Kは一方しか使わなかった Knuthの方法は，

次のよう K八と Vの両演算を対等IC用いる定式化を示唆する.

X¥I = 八人( V ge，(Xh(町))). (6.1) 
e.eAndin(v) 町εOrin(h(叫}
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ととでAndinはAND結合の頂点へ入る辺の集合 OrinはOR結合の頂点へ

入る辺の集合を表す. AND結合と OR結合は交互に接続されているものとす

る.

式 (6.1)ti， AND型(八を ANDと解釈するとすれば)の頂点問の関係を示

したものであるが， ζれを AND型と OR型の頂点に分けてそれぞれ別K示せ

ば，"(!J¥.のように念る.

Xu - 八 J.(XI，(e)) (むは AND型の頂点)， (6.2) 
eeAndin(v) 

X'" = V ge(Xh(e)) (山は OR裂の頂点) (6.3) 
eeOrin(ω} 

ハを minl演算IC，Vをmaxl演算K対応させれば，上式はゲームの理論など

で現れる即日-max問題に対応する.そのほか， AIICおける ANDjOR木の探

索，項書き換えシステム， Prologのような論理型プログラミング，形式言語

システム，などとも対応がとれるので，モれらの問題分野のある極の解析にと

とで述べた方法が活用できる可能性がある.笑際，伊理による東を用いた定式

化はとの ANDjOR型を含んでおり，応用例として2人ゲーム念どを扱ってい

る[24.， 25].論理型言語を完備来値を持つように拡接した森下[76]の研究在ど

も関連があるが，実質的には東詰貫主手の内のやはり一方のみを扱っており，本論

文の第1:章iておける定式化のある意味で双対になっている.

並91]システムの解析モデルとしてよく用いられるペトリネ y トは，プレース

およびトランジションと呼ばれる， 2草E類の頂点を持つグラフの上で定式化さ

れる [39]. Petri ICよるもともとの定式化は， トランジ νョyをAND型の頂

点、tc，プレースを OR型の頂点に対応させ，東として 0-1のプール束をとった

場合K対応する.ただし， トランゾショ γが発火すると，その入カとなるプレー

スのトークンは取り去られる との対応をつけるには， トランジションから入

力プレースへの逆向きの辺をつけて，モのラペノレはOを1IC， 1をOIC変換す

る否定関数とし，さらにプレースへの結合を AND型Kするために頂点を追加

するというような，やや複雑な工夫がいる.

いずれKせよ， ANDjOR型に拡張するととによりさらK広い問題の範囲を

取り扱いうるが，対象とする来や関数空間の性質，解法アノレゴリズムなど，今

後研究すべき課題は多い.
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