


多項式の零点不在領域と
その数式処理への応用に関する研究

山本修身



論文概要

木論文は，実数または複素数を(系数にもつ多項式 f(.r)について，ある復素数日を f(.r)

へ代人したときの値から決定される f(.1)の零点の存在しない領域の解析とその応刑につい

て論じたものである 本論文では，ノノレムとして 2ーノノレム トノノレムおよびDιーノノレムを考

える それぞれのノルムついて.(¥ = 0のときのとの領域を解析するととにより ，大まか
な零点の存在範囲を求める.また，乙の概念をいくつかの零点を組にしたものに拡張する

ζとにより 2-ノノレムについては良く知られた Lmclallの不等式の別証を乍え.1-ノノレムに

ついても二つの零点K関して Lanclallの不等式に良く似た形の不等式を導く.また，さら

に，このような領竣を 2ノノレムについて謂祭にいくつかの実数αについて計算する乙とに

より，与えられた整係数多項式が実数を零点として持たないことを証明するアノレゴリズム

を構成する.そして，乙のアノレゴリスムを不等式系などを証明するために応用する.
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第 1章

序論

本章では，本論文で取り扱った問題および得られた結果についてまず説明し，その後，乙

のような研究の背景について説明する

1.1 本研究の概要

本論文の主要テーマは，ノノレムの押えられた多項式とその零点が存在しない領域の研究

である 多項式の零点、の存在しない領域を簡単K目で見るKはノノレムの押えられた多項式

のすべての零点を図を書いてみればよい Fig.1.UCその例を示す.f(:r) = L:;';。αバ'の 2ー
ノルムを IIfl12= (L:;'=o 1α，]2)1/2と定義し，

Z田町¥1，n) = {3 E C I f(工)E Z[x]. 11似 .¥1，deg f三仏 川)= O} (11) 

と定義する.Fig.11はze"(5，5)に属す点を黒丸で表したものである この図を見ると有

理数ゃいくつかの複素数のまわりに零点の存在しない領域があるのが分かる.有理数のま

わりのこのような領域はのちに定義する零点不在領域に対応している.すぐ後に定義する

このような零点の存在しない領域を本論文では「穴」とよぶ.本論文の前半部分はこの穴

の解析であり，後半部分は穴の応用である

本論文では3つの多項式ノノレムを考える.とれらの多項式ノノレムは一般に複素数係数の

多項式に対して定義される.f(:r) = L:i'=o CLi.l:'， CLi E Cとおく . ζのとき，

||f||z=(Shair (1.2) 

をf(.t)の2ノノレムという .乙のノノレムは 2次形式の手法を使って解析できるので，もっと

も扱いやすいノノレムである.つぎに. 1ノノレムは

Ilflll =乞 |川| (1.3) 
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Fig. 1.1. 2ーノノレムの押えられた整係数多項式の零点の分布

と定義するーとのノノレムは，多項式の零点の績の絶対値の最大値
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とおくと

Ilflll :::;"2リf(f)

が成り立つという性質がある.乙のような怠味でとのノノレムは重要である.

3つ自のノルムとして::x;-ノノレムを

(1.5 ) 

lull℃=，2hq，lil，| ( 1.6) 

と定義する.

以下では ζれら三つのノノレムに共通する性質を論じるとき，すなわち，どのノノレムであ

るかを特に限定しないときには Ilflll.llfll!.llfll"，のかわりに，単に Ilfllと省く.

〉



木論文で考える零点の存在しない領域とはつぎのようなものである.。を任差、の積素数

とする .ζのとき，

Ho.[ = {J E 1[; 1品川|く1/(α)I/II/II}， (l.i) 

で定義される領域 HQ .[ を「多項式/(:r)のαのまわりの穴Jと呼ぶ.ただし，

P(.J) = {h(1') E 1¥'[.[11 cleg h S凡，h(s) = 0、IlhllS 1} (18) 

であ り，!¥'は実数{本Rまたは複素数体Cである.穴の定義から，領域HαJは複素数αを

含み /(.r)の零点を含まない.ただし， αが/(.1:・)の零点である場合はとの領域は空集合と

なる.その場合には乙の領域は意味を持たない.

第2章では，その基本的性質について述べた特に穴の対称性やαの偏角を変えたときの

穴の形の不変性などについて述べた.

また，第3章では， ノノレムが2-ノノレムであるときの Iピ=1[;および!¥'= IRの場合につい
て考察した.2ノノレムの場合の穴は2次形式であるので maXh(x)げ (β)Ih(α)1を陽に計算する
乙とができる.よって穴の解析は比較的容易である.本節ではOのまわりの穴に関する解

析をまず最初に行ない，そののち一般の穴について，多項式ノノレムが定数項K比べて十分

に大きい場合を解析した.特f'C0のまわりの穴は重要であり ，Ho.[を解析することにより，

!¥' = 1[;の場合， /(.1:)の零点βは

(19) 

となる乙とがわかる.また， !¥' = IRの場合， βEIRの場合

(110) 

であるが.(ζの結果は Iピ=1[;の場合の結果から直接導かれる )sEC¥IRの場合は

)
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となる.とれらの不等式はOのまわりの穴の解析の結果として得られるが，また.Lanclau 

の不等式から導くこともできる .ζれらの結果Kよって Fig.11で示した零点の分布の慨

形について説明することができる また，第2節の後半では.11/11/1/(α)1が十分κ大きい
ときの穴の漸近的性質について考祭した とくに.!¥' = IRの場合の一般の実数のまわりの

穴と!¥'= 1[;の場合の一般の複素数のまわりの穴について論じた. !.ピ =IRの場合，次数を

固定すれば，穴は 11/11/1/(α)1に関して漸近的に領域

{d E IR 1113 -0:1 < C2(II.n))川 ( 川州i川 113α|くじい α) }Uい1[;¥ IR 1113 -α|くCI(n，n)什間 (1川IIll12 J v 1 
，--- ¥ --I W "1 - - ".." '" ~ 11/112 I 
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へ近づく また， !，" = 1[の場合は漸近的に領域
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( 1.13) 

へ近つく.ただし， C1(II，O)、C1(1仁川、 C;j(1I守白)は 11とαに依存する定数である

また， 0を固定して次数 11を大きくした場合，穴はとんとソυ小さくなる.したがって，次

数の制限されないような多項式の解析にプ〈を刑いることはできない.また， ζの乙とはっιー

ノノレムκついても同様に成り立つ

また，第4章では 1ノノレムについて考察した.まず，0のまわりの穴について考察し，そ

の後 1I/IIt/l/(α)1が十分K大きい場合の解析を行なった Oのまわりの穴を解析する乙と
により， !，" = 1[の場合に 11/111/11(0)1三2のとき 1(.1")の零点Jは

( 11I111 ，¥ -1 
1/31三l一一一 1I (1.1-i) ¥1/(0)1 -) 

である.また， !，" = IRのとき，11/111/1/(0)1:::: 2" 13 E IRならば，

( 11I111γl 
).31と|一一一 |¥1/(0)1 -) 

(113) 

であり，さらに， 11/111/1/(0)1:::: 2かつJEI[¥IRならば，

( 11I111 ，¥ -1/2 
131三l一一一 l¥1/(0)1 -) 

(116) 

である.また， 11/1I1/1/(α)1が十分大きなときの Ho.ff[ついては!，"= 1[の場合，αと次数
nとの問f[，

|α|三今111 (l1i) 

または，

|α|くー 2
一(v'2+1)n

が成り立っとき ，H~.f はつぎの領さまに近づく.

(118) 
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(119) 

ただし，Cl(n白)は nとαに依存する定数である.また、 Iピ=IRの場合には 2-ノノレムの場

合と同保の結果を得た。 1-ノノレムに関する結果は既存の結栄から4尊かれるものではなく .穴

を用いる ζ とによりはじめて4尊かれるものである.

第 5主主においては 巴心/ノレムによる火について考察した っ0-ノノレムについては古くから

(';llldlYの不等式 [Cau!J1]と:.ligllott('による不等式 [:.lig92]がすでに知られている.乙れ
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らの不等式はOのまわりの穴の解析によって第2章，第3章と同様にして導く乙とができ

る.。ιーノノレムの場合.多項式f(.r)の零点Jは

Idl> (出+1)-[ (1.20) 

131> (隔+lf (1.21) 

となる 2-ノルムや lノノレムの場合と異なり，全体に平方根がつかないのは興味深い.

第6章κおいては，整数を!系数とする多項式の零点の分布を.2-ノノレムについて考察し
た目ここではつぎのような零点の集合を定義する.J，fは実数とし，扱う多項式の次数の最

大{直を日とする

Z(.i1， n) = {d E C I f(s) = 0， f(x) E P(lv1， n)} . (122) 

ただし，

P(.i1， n) = {!(エ)E Z[.1:lI IIfl12壬.i1，deg f ::; n， f(.r)はZ上で既約な多項式である}
(1.23) 

とする.Z(J1.n)は有限集合である .ζの集合の存在範囲の計算には第3章で得られた限

界を直接適用する乙とができる .ζれは扱う多項式を既約なものに限っているからである.

との条件を付けずにつぎのように定義する

Zぺi1川={3 E C I f(;3) =仏 f(:r)E pext(.i1， n)} . (1討)

ただし，

Pペル1，n)= {!(.l:) E Z[:rllllfI12三!'v1，degf::; n}. (1お)

乙の場合には，複素数αのまわりの穴について f(α)= 0である可能性があり，そのとき，

穴は空集合となってしまうので第3章の結果は使えない.しかし.αが有理数て'ある場合に

は， α:;61ならばα=p/q守 (1人q)= 1とおく乙とができ，任意の実係数多項式g(けについ

て.h(.1:) = g(.1:)(px -q)とおけば，

IIgl12三IIhl12 (1.26) 

がなりたつ.との性質から，第3牽の結果はα:;61である有理数のまわりの穴については

適用することができるととが分かる.また，第6重量ではさらに多項式の次数を制限しない

場合の零点集合

Z(M，∞) = U Z(M，川 (1.2i) 
11=0 

J 



についても考察した この零点集合は無|倶集合であるが，第3章の絡巣より，その存在領

域はやはり有界領域

{3 E lR 11，31く川u{.] E <C ¥ lR 11131くよv} (1.28) 

k存在する.乙の集合については実制上の有現数についてつぎのような性質が成り立つ

任意の有理数αがZ(.¥I.コc)f'C含まれないとき Z(.¥Iつc)¥ (α}のなかの列て'αへ
収束する列は存在しない.

乙の性質Kより，たとえば

"ICl E Z(3，∞ト |α|く 5 (1.29) 

であるが，いくら次数をふやしても 5へ収束する列を構成するととができない ζ とがわか

る.乙の性質の証明からわかるように，とのような ζ とが起こるのは Mに比べて次数が大

きい場合である.また，.¥1が次数に比べて十分に大きい場合は，明らかにαへ収束する点

列が存在する.よって穴によって Z(.¥I，n)を解析する場合，次数日が無制限に大きいとあ

まりよい見積もり Kならない可能性がある ζ とがわかる

第7章においては，穴を複数の零点に関するものへ鉱張して，その手法を 2-ノノレムおよ

びlノノレムκついて適用した.2-ノノレムについては Oのまわりの穴を解析する乙とKより
Lanclauの不等式 [Lむ1051を新しい方法で導く ζ とができる.すなわち，複素係数多項式

f(工)について絶対値が lよりも大きな零点、向、 G2' 句。lについて

Ilfll |向的 ai] :::;ー1;; (1.30) 
一Ilcfl

が成り立つ.ただし，lcfは多項式f(.r)の最高次の係数を表すものとする.また，同様の

手法を用いて lーノノレムについてOのまわりの穴を解析した この問題は，複素数を係数と

する非線形計画問題に帰着できる.また，この問題は必ずいくつかの変数がOとなるよう

なと ζろで最大値をとるという性質があるので，その性質を用いて解析する乙とができる.

任意の数の変数K関する性質は求められていないが，多項式f(ι)の任怠の二つの零点αぃ

Cl2について，ル，f= Ilflll/lf(O)1 ?:: 1のときは

lalα21三(.¥1ー 1)-1 (l.31 ) 

が成り立つという結果が得られた との性質を用いれば，複素係数多項式f(工)の絶対値が

lよりも大きい零点を日1102として， Ilflll/llcfl三lであるのならば，

Ilflll 
|川Cl21く一一 l 
Ilcfl 

6 

(1.32) 



となる.もっと多くの変数について， ζのような性質が成り立っかどうかは不明である.い

くつかの数値実験からはこのような性質は成り立つように思われる

第8主主においては 2ノノレムについて，実係数多項式の任意;の零点のまわりの穴を吉|算す

るととを考える 第3章で求めたように 2ーノノレムについては一般の数のまわり の多項式の

零点の穴は比較的単純念式として表すととができる 特に，実係数多項式f(.1')の実数αの

まわり の穴 HQ.fは

Ho.f n IR 一fJEIRI.L山|川ル州川川州"川叶叩引11中門12門2lctl'い制10川附川州州αωω山州州州l卜い川川叩"川叶叩'11叩l川中|ド2一I(μM附川何似川州αω山lい川n叶l川州州州"叶刈吋'1勺刈lり川)1ド2_ If( 叫
、 | く一一一一〉
一1v ~ "~ 1 131川1 ' 11げjTr (1.33) 

と単純に表すことができる.ただし.oJnl = (1，仏 ，o:n) E IR"+Iであるとするーまた， ζ

の穴はつぎのような性質をもっ :

If(α)1 
一一く 10:1"-川 司 HQ・fnlRは有界であり (1.3-1)
IIfl12 
If(α)1 
一一一三 |α1"-111キ IR¥ (Ho.f n IR)は有界である (1.35)
IIfl12 

との性質より，与えられた多項式が l以上の実零点を持たない ζ とを証明するためのアノレ

ゴリズムとして，つぎのようなアルゴリズムを考えると乙れは停止する.α=1から出発

して

。←Right(Ha.f)
を繰り返す.ただし.Right(T)はαのまわりの f(.r)の零点の穴Tの大きい方の端点である

とする.f(x)が実零点をもたない場合，いつか

If(α)1 
>1α1"-111 
Ilfll 

となりこの繰り返しがいつまでも続くととはない.f(.r)の係数を次数に関して逆にしたよう

な多項式を j'"V(工)とかくことにする.とのアノレゴリズムを f(.1:)，f( -.c)， 1'"''(.1')， 1'"'( -.c) 

について実行すれば.f(x)が実零点を持たないととを証明する ζ とができる.与えられた

多項式が実零点を持たないというととを証明することができれば，とれを用いて任意のい

くつかの実変数をもっ方程式系が解を持たない ζ とを証明でき，これを肘いてたとえば幾

何的な図形の性質を証明することができる.第8重量の最後の部分ではとのアノレゴリスムを

用いて実際にいくつかの不等式系を証明する

第9章て'は有理数の複雑さを定義し.さらにとれを用いて，ある代数方盤式の零点によっ

て鉱大された体上の数にたいしてその複雑さを定義した.これらの数の複雑さが四則演算

に関してどのように大きくなるかを見績もった これを用いて初等幾何学の定E嬰を数値的



に証明するための必要精度を見積もったできることなら.証明したい初等幾何学の定理U'(:

対泌する方程式系の[系数のノノレムの様なものを定義し，その方催式系の解の零点の穴よう

なものを見債もるととが望ましい しかし， ζのような方程式系に対してこのようなもの

をうまく見積もる ζ とは，現在のところうまく山来ていない.第9章ではこのような理由

から，有理数や一つの代数的数によってt広大された体上の数について複雑さを定義し，そ
の復雑さが四則i寅算によってどのように大きくなるかを調べた.ただし，ζの複雑さは鉱

大体を表現する基底の取り方に依存する

ζのように，本論文では第2:iliiで定義した穴をそれ以降の章で解析した.穴の有効性は

まだはっきりとしないが，少なくとも現在知られている零点の限界のいくつかに統一的な

新しい証明をあたえるととができる ζ とが分かった.また， 2-ノノレムκ関しては穴を陽に
計算することが比較的簡単にできるので，それを用いて与えられた整係数多項式がある区

聞に実零点を待たないということを計算するととができるー乙の事実を利用した応用の可

能性を本論文の後半では論じたわけである

1.2 本研究の背景

本研究の背景Kは大きく分けて二つの流れがある.その一つは，数式処理における整係

数多項式の因数分解アノレゴリズムの研究である また，もう一つの背景は多項式系の解と

して定義される数がOであるか否かを判定する問題である

まず，整係数多項式の因数分解のアノレゴリスムとしては， Zasちenhaus[Zasi5]， ¥¥'allg [¥¥'a82ト
Lenstl乱、 Lenstraalld Lωおz[LLL82]などの研究をはじめとして多くの研究が知られている

ζのように因数分解のアノレゴリズムにはいろいろなものが提案されているが，特に一変数

多項式の因数分解アノレゴリズムで必ず必要となるのが，与えられた多項式を因数分解したと

きの因子多項式の係数の大きさの上界である.乙の上界としては Landauの不等式 [Lal105]

[:-"lig82]から導かれるものを用いるのが普通である.本論文の方法は.との上界の別証を

与えている 与えられた整係数多項式f(.7:)E Z[.l]を因数分解する場合，f(r) = g(工)!t(.r)
と分解できたと仮定したときのg(.r)の係数の上界を知る必要がある.因数分解アノレゴリズ

ムを探索問題であると考えれば.乙の上界は深索空間を与えている乙とになる.現在一般

に用いられている公式は

p-
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がある.乙れらの不等式はつぎのし111【lanの不等式によって容易にもとめることができる.

~lignotte [~lig82] K述べられているように，Lanclanの不等式はこの形式の公式では best

po討siblcである.しかし，例えば，木論文の第6章で証明されているように，整数の対(p，q)

がρ-tqで互いに素のときは，17，(け

Ilglll ~ IIhl12 (1.38) 

がなりたつ よって，因数分解すべき多項式Kいろいろな制限が加わればそれによって探

索空間を小さくできる可能性がある.

また，多変数多項式の因子のノノレムともと多項式のノノレムの関係については Beauzamy.

Bombieri， Enflo ancl :vlontgomery [BßE~ [90] の研究がある .この研究では本論文で扱う pー

ノノレムに関する結果を得ているが.示されているのは限界の存在であって，実際にこの限

界を計算する方法は示されていない.

第二の沓景としては.多項式系の解として定義される代数的数がOであるか否かを判定

するための必要精度を計算するなどの問題がある.このような ζ とに関連した問題は，数式

処理はPかりでなく，計算幾何学などの分野でも重要である.たとえば， Voronoi Diagramな

どを計算する場合の，線分どうしの交差半IJ定κ要する計算精度の研究として吉田 l吉田 88]
がある また，初等幾何学の定理などは，いくつかの自由変数を含むある方程式系の解(乙

れは一般に自由変数の関数と怠る)が， 自由変数に依存するととなく恒等的KOであると

いう ζ とを証明する ζ とにより証明する ζ とができる.これについては 5chwartz[5ch80] 

kより.いくつかのランダムな数を ζの自由変数に代入したときの解がOであれば.ある

確率でこの解は恒等的KOであるということが示されている また， Hong [Hon86]は，自

由変数にこの方程式系の規模よりも大きな数を代入してそれがOであれば，最終的KOで

あると判定したい数が恒等的に Oであるととが言えるととを示した 本論文の第9章では，

5chwartzの方法に基づいて.ある多項式系が自由変数を含まないとき(自由変数にすでに

数が代入されていると考える場合)にその解を数値的に計算して真に Oであるかどうかを

調べるためにどのくらいの精度で計算すればよいか.という問題について考察している 数

式処理の古典的な方法論としては，p-進{本などの付値体を用いてその上の近似を行なうこ

とが多い.多項式の因数分解のアノレゴリズムも乙のような方法を刑いたものが一般的であ

る.とれに対して， Lenstra [Len83]では，実数{本上の数を用いて因数分解するアノレゴリズ

ムを儲成している 本論文で扱っている方法も p・進体ではなく実数体の上の近似値を判定

する問題を考察している

。



第 2章

零点不在領域の定義とその基本的性質

本章では，本研究で中心的なf宣誓IJを来たす零点の存在しない領域を定義する この領域

の部分領域を求めるととが木研究の前半である.木章は二つの部分に分かれる.はじめの部

分で多項式の lつの零点に関する不在領域を定義し，後の部分ではその概念を拡張し，特

定の多項式の幾つかの零点を組にしたものの不在領域を定義する.

2.1 1点のまわリの零点不在領域

まず，多項式の零点の不在領域を定義しよう 本論文で取り扱うのは複素数{本C上また

は実数体R上の多項式である.多項式の係数l本を一般的IC!，-と書く.はじめに，多項式の

ノノレムについて定義する.

定義 1体lピ上の多項式f(.l')のノノレム F(f)とは，λF上の多項式の集合!'ll'・lから非負実数
への写像 Fて¥つぎの性質をみたすものである

1 Vf E !，"[.r]. F(f)三0

2. V 入E !'-， f E λK川-[ドM工4F(υ入fη) = 1 入刈|げF(げf)

-1. Vf.g E ムκ川"[-1:斗工

4 vf E !，-、ピ-[ド川Z斗].F(f) = 0 特 f=O 

このような多項式ノノレムF(f)の乙とを Ilfllと記す

まず，多項式ノノレムを用いて，つぎのような複素平面の領域を定義する

10 



定義 2fを多項式環['"[:1:]の要素とし.その次数を nとする.また，ある任意の複素数を

凸とおく .乙のとき任意、の複素数JECに対して，多項式の集合 P(!3)をつぎのように定

める:

P( ド (十いh川州刷1ベ小(い【) E“κ [.r]川|州
また'複素平面上の領域 HoJをつぎのように定める・

AI=(dEC1 1213札 )lh)|く|仰)1/llfけ (2.2)

つぎの定理に示すように，との領主主Ho.fは，多項式f(:I:)の零点を含まない.

補助定理 1領域 Ho.fはf(ょ)の零点を含まない.

証明 ある複素数Jについて f}E Ho.fで
Fあるとする .ζのとき，H，札fの定義より任意の

h(x) E P(J)に対して Ih(α)1く If(α)1/llfllである.ここで，多項式 g(x)= f(:I:)/llfllは
Ig(α)1 = If(α)1/llfllを満たし，したがって，g(x) ~ P(のである. 一方，deg(g):::: deg(f)、
Ilgll = 1がなりたつので，P(J)の定義と g(.J:)~ P(t3)より g(β)# 0でなければならない.
したがって， 1(，3) # 0である. ロ

ム.= lRであるとすると，多項式をその係数を要素とする n+1次元ベクトノレとみると，P(J) 
はI、.n+1の中の凸な集合であると考えるととができる すなわち，hl.hzEP(めとすると，
P(J)の定義より hl(，3)=口、Ilhlh壬1かつ h2(J)= 0， IIhl12 :::: 1である.よって，これより

h3い)=ヮ111(.1:)十(1ーワ)h2(エ).(0三 (̂:::: 1)とおけば，h3(f}) = 0であり，さらに，ノノレムの

定義より IIh311:::: 1である.以上より ，h3(，l') E P(のであるととがわかる.よって，集合P(j])
は凸集合である また， [，ピ=Cであるときは多項式の係数の実成分と虚成分をそれぞれ別の
成分と考えれば，同様にして P(f})は凸集合となる.また，Ih(α)1は多項式の係数を変数とす
る凸関数である すなわち，Irhl(α)+(1-̂!)h2(α)1く"t!hl(α)1+(l-"!)lhz(α)1，(口三 I:::: 1) 
が成り立つ以上より ，Ho.fの定義式の中の口1axh(x)げ (β)Ih(α)1を計算することは， mmmllze 

-Ih(α)1， sllbjecL to h(工)E P(，3)という形の非線形計画問題を解く ζ とである.乙の非線
形計画問題の解はつねに存在し.それは P(/3)の境界で解をとる.

複素数αがf(:1:)の零点となっていないと仮定すれば， αEHoJであり， したがって領域

Ho.fはαを含んて
，
f(x)の零点を含まない領竣である.よって領域 Ho.fを多項式 f(:I:)の零

点、のαのまわりの穴と呼ぶ また， αがf(x)の零点となるとき H"・fは空集合となる.また，

穴の解析は3の関数 max"いIEP(/Jllh(α)1の性質の解析であると言える.
つぎに本論文で用いるノノレムについて定義する
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定義 3イモを;の正の実数ρに対して，f(.I) = I:::"Urt，r' E !'lllのJ!ーノノレムとは

llfll
" 
= (自|叶 (2.3) 

であり ，f(.r)のつcノノレムとは

||f||z = LTLXJ |どん| (2.-1) 

のととである.

穴について，つぎのような性質がある.

補助定理 2!，-= IRのとき，Hn.fは実車由κ関して対称である.また， !，-= C. C¥ E IRの場合
もHO.ff土実車由κ関して対称である.

証明 定義より

P(;J) = {h(.r) E 1R[.tll c1eg山帆=0.111111 ~ l} 

= {h(L) E 1R[.tll州三 11.h(J) = 0， Ilhll寸
である ζ とから Ho.f= Ho.!である ただし，Ho.fはHo.fの要素の復素共役の全体て'あ

る.また， !，-= C. a E IRの場合，

P(ヨ)= {h(.r) E C[.1'11 c1eg山附=0， 111111三l}
= {百(.1')E C[.rll州三 11，百(d)= 0， Ilhll三l}=戸市

である ただし，万(.r)はh(.r)の係数をすべてその複素共役と置き換えたものである.こ
の性質を用いて，
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となる. ロ

さらに，八ー=cの場合，穴についてつぎの性質が成り立つ.
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1m 〆"一、h 、

Fig. 2.1.穴を回転させる

補助定理 3]，-= <cでノノレムが p-ノノレムか∞ーノノレムであるとき，絶対値 lの任意の複素

数ヮに対して H判 f(こ)=ヮHo.f(ド}が成り立つ

証明定義より

また，

H-，o.f(') {3 E <cぱC| hA(JA;11餅札詰札J山J川)1
{ ̂(ゾ，JE刊<c1"川仰μJ(いJJsJJ品I?E札J足i

P仙 ={h(エ)E <cド11d引計九州)= 0， Ilhll ::; 1} ， 
以上の結果に対して，h(V)→ h(:I:)という置換えをおとなう との場合，h(工)は h(J;h)
へ置き換えられる .ζζでh(エ)=h(.t!i)とおけば.

H，aル)= bJ E <c I m<tx Ih(α)1く Ifbα)1/lIflll= ̂(Ho.f(下}
l I '，(，)EP(，!) J 

と書くことができる とれは求める結果である. ロ

との性質より. ]，-= <cの場合に H内を日|算するには， αが実数の場合について解析しそ

れを回転させればよいことが分かる (Fig.2.1を参照)目

また，単位向に関する鋭像の関係としてつぎのような性質がある.まず，はじめに多項

式の係数を上下逆にした多項式を定義する
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定義 4{.本Iイ上の多項式 /(.1)の逆多項式とは./(0) OF 0のとき，多項式

f町、'(.1)= .1"/(1/.r) (2..5) 

のととである ただし.11はf(.I)の次数である.また./(0) = 0の場合f(.I)= .1'y(.1ト日(0)OF 
0として /""'(.1)= y"""(けと定義する

補助定理 4[，-= 1[でノノレムがp-ノノレムかoc-ノノレムであるとき Ho.f= Reciprocal(H1/o.f"") 
が成り立っ ただし.Reciprocal(_¥)は複素数を要素とする集合X の逆数を要素とする集

合である

証明 定義より
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'
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て'あるまた，

P(1/.3) = {11( r) E iC[.rll州三 17. h(1f.3) = O. Ilhll ::; 1} 

{11""(.r) 1 cleg11::; 11， 川=O. 111111引}
である.よって

Ho.f 
( a|f(α)1 
山 C|h p ll(l/)|Fく一)

Ilfll 

( |川|山 clhzi|川 )1く一一}11/11 
( |fwn)| 
山 CIMP|l(l/)|く一一}II/，evll 

となる 以上より本補助定理を得る. ロ

Fig.2.2f'Cこの補助定碍ーの図形の関係を示す.

また.1/(α)1/11/11が十分に小さいとき pーノノレムについてつぎの ζ とがわかる.

補助定理 5用いるノノレムを p-ノノレム，または つc-ノノレムとする. また. [，-= 1[とする.α

をある復素数とする. (.J;)を複素数の列とする.もし，

lilll ， 111;(:'， I"(日)1= 0 
1-')(;11(.1')ε1'(/1，) 

(2.6) 

1-1 



ならば，

て'ある

証明 仮定より，

Ifα 1m 

Hlfa.r、 /

Fig. 2.2穴を単位向K関して反転させる

lim .]， =α 
'一司

Vε>0ヨiol:Iiとiol:Il中)E P(ふ)[Ih(α)1くεl

よって.P(，3)の定義より

Vε >0ヨ均約 三ioI:Ih(.7;) E [¥-[刈[degh三fl，llhll:'o 1， h(ふ)=0キ Ih(α)1くεl

(2.i) 

h(，3，) = 0となる任意の h(けは複素数体上のある多項式g(.7;)を用いて h(:r)= (01: -Ji)日(:r)
と省く ζ とができる.よ ってこれより つぎの命題が成り立つ ・

l:Io > 0ヨiol:Ii三10I:Ig(.1") E I¥"[/] [degg:'O /l. - 1， Ilhll :'O 1 =令 Ih(α)1くεl

また.さらにノノレムの定義より

Ilhll 三 II.IJII+ 1/3;111911 

(1 + 1/3;1)11911 

Lj 



乙れよりつぎの命題を得る.

V" > 0ヨ10約三 ioV!J(.r) E I¥[.rllcl<、M くll-1115||<-i一司|日(n)110 -]，1くご|l 一一1+ 1，]，1 . '.n '11' -" --1 

日，.t0と仮定する.乙のとき !J(.r)= 2::;'，:-J b)r)、

b， = 1 . 0)  -
J一市7師同

とおけば'1(.1')はつぎの条件をみたす .

よって以上より

II!JII::; II(JIII =乞|仏1=ーと-
J=o l+lA| 

10-，3，1 1'~ 
1 '1 (a)llo- 刈=一一 ~ L Iα)1

+ I;J;J 71 f;;O 

11α-，3，1 _ _] 
V" > 0 3io Vi之ioIc一一一一くごI (2.8) l-1 + 1.3;J --J 

がなりたつ.ただし，cは1/112::;'，:-J lojlのととであり ζれはαとnにのみ依存する.もし
{.J;}が有界て4なければ任意の正の数ごに対してε/cく 10-.3，1/(1 + 1川)となる tが無限個
存在する.ζれは式 (2.8)に矛盾する.したがってある定数d(>0)が存在して 1.3，1::; dと

なる.よって
[， 1 + rl [ 

V" > 0ヨ10町川|凸 ーJ;Jくア|

であり，したがって t lin1i_∞;3; =αて'ある また，α=OK関する証明はん=(1+1川)→
とおくと ζろ以外は全く同様である ロ

また，同様にしてムー=1Rの場合つぎの性質がなりたつ.

補助定理 6用いるノノレムを j)-ノノレムまたは∞ーノノレムとする.日をある実数とし.p(，J)を

補助定期 1で定義した多項式の集合とする.また. (3;)を煩素数の列とする とのとき

ならば

で?ある

lilll I日以 Ih(α)1 = 0 
t-oc..h(J')εP(!J，) 

lilll;J; = (l 
'-0。

16 

(2.9) 
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証明 ある tについて.JiE IRであるとすると繍助定理5の証明と同傑にして

Vょ>0ヨ10V/?: 10[1白-，3dく cl"l

となる.ただし.CIはある定数である.また./J， E IC ¥ IRであるとすると， 11(.1;) = g(けい-
J.)( r -J，)とおけば

民>0 3/0 Viさ句[10-，JdくC2Fl

となる.ただし，れはある定数である 以上より本備助走狸を得る. ロ

系 1用いるノノレムを p-ノノレムまたはっc-ノノレムとする.!¥' = ICかつαEICであるか，ま
たは，!¥' = IRかつOEIRであるとする とのとき任意の正の数"fC対して6が存在して

吋 EC[111恥 )|lz(α)1く6キ |α-/31くεl (2.11) 

証明 乙の系の否定は

ヨε>0 Vo > 0ヨJECJAL|h(α間八 |α ，Jj?: t] 

である. しかし ζれは補助定理3および 6と矛盾する ロ

乙の系より十分に I/(α)1/11/11が小さい時Ho・fはαの近傍になるということがわかる.ζ
のような場合の Ho.fの解析は第3章および第4章において行なう.

第3章，第4章，第5章においてそれぞれ2ノノレム， 1ノノレム， ∞ーノノレムについて Ho.f

を解析するが，それぞれの結果に似たような結果は Beauzamy.Bombieri， En日oおよび

y!ontgomery [BBEy!90]の結果を用いる ζ とによって導く乙とができる.Beauzamyらの

結果はつぎのようなものである.

定理 1([BBEM90]) P. Qを斉次の多変数多項式で次数がそれぞれ/)1.Ilであるとする.

また.)Jを 1'5， Pとなる実数，または， )J=∞とする.とのときある定数 C1(rn，11) > 0が

存在して

C1(肌日)IIPIIρIIQII"三IIPQIL，'5， 2(町+吋(l-l/I'IIIPIIρIIQIII' (2.12) 

となる ただし，多変数多項式のp-ノノレムはそれぞれの項の係数の絶対値の)J乗の和の 1/p

乗として定義する.

乙の定理を用いてノノレムによる零点の評価をする乙 とができる



系 2複素数日を復素数f4>:上の多項式 1(./)の零点 とする また，1(.1)の次数を 11 とおき

('1=1/C1(1，1Iー1)とおく.ことで C1は定期 HC現れる定数である. このとき

Inlと((ttll/llz/I/( O)I)zー 1)一1/2

1(11三 (('1111111/1/(0)1ー 1)一l

|α| と(1'111/1100/1/(0)1)一!

である.また， J(.r) E IR[./]て'かつoが実数て'ない場合は

|α| と ((rzll/llz/I/(O)I)z-0-1/.1司

|日|三 (czll/lll/I/(O)Iー 1)-1/2司

|α|と(の11I11∞/1/(0)1)-1/2

であるーただし，Cz = C，(2.11-2)であるとする

(2.13) 

(2.1-1) 

(2.15) 

(2.16) 

(2.1 i) 

(2.18) 

証明 。(.1.y)、h(.1'.y)を斉次の2変数多項式であり ，g(.[， 1) = .f-ct. h(.r.1) = I(.r)/(Ilc I1 (1-

ct))をみたすものとする.定理 lでP= g(x、y)、Q= h(1.y)として，

C1(m.川Iglll'llhllρ三1191l111'

であ り，とれよ りC，(I1I./) )lIglll'lllIlll' 三IIglllll'がなりたつ.ととで g(.r).h(.，')は一変数多
項式である はじめの定義よ りg(.I)= .1' -ct. 1I(.r) = 1(1)/(llc 11(.1ーα))と占くζ とが

できる. ζζで， g，(.r) = g(.r， 1).11，(.1') = h(工司 1)とおけば，Cd1、11ー1)11(.rーα)111'三
C，(l1l-1)llg，lIl'llhdl"三Ilg，hlllρ=II/II/Ilc I1 ζの結果より係数の順番を逆にした多項式
は元の多項式の零点の逆数を零点とするという性質を用いてはじめの3つ不等式が得られ

る また，後半の 3つの不等式は g(./)= (x -ct)(.r一司、 11(.1')= /(./)/(Ilc /1(./-α)(.1 百)
とするととによって得られる. 口

BeaUZalll)らの結果を用いてこのような限界を出す乙とができるが， いく つかの間題点

がある.まずここで用いられている定数町、のは多項式I(.r)の次数に依存するととである.

乙れに対して，第3章，第4章，第5牽において示す限界は定数が次数K依存しない.ま

た， ζれらの定数は存在する乙とはわかるが，その値がい くつであるかを計算する方法は

知られていない 存在のみが示されている.

2.2 複数の零点の零点不在領域の定義

前節ではある一つの零点、のまわりの火について考えた.零点の存在範囲を考えるため

にはそれで十分であるが.いくつかの零点どうしの関係について考えるために，前節の

18 



定義を複数の零点についてのものに拡張する.ある一つの多項式のいくつかの零点を組

(0¥.02守 ん)E 1(;1の存在しない範囲を 1(;1のなかで求めるととを考える.

定義 5f(.I)を次数JIの複素数体上の多項式とし，αをある額素数とする.d = (0¥、九 ‘dJ) 

を多項式f(工)のl個の零点の組とする ただし.乙の組の中Kは同じ零点はその多重度以上

には出現しないとする.復素数体上の多項式の集合P(13¥...， t3/)をつぎのように定義する:

p(，3¥， ..，，]t)={II(l')Eq.C]j deg山 h( 工) は日~=\(工 -J;)で寄lり切れる、Ilhll三1}
(2.19) 

また，これを用いて

ι J = {(ρJム¥， ...，.JJ)EI(;σ/jμφ叫ω(μJ川 ' 品山)く |げ川六仰州川(何川α叫叫)川1/川/ハ刈11げf川川Il} ρ 

と定義する ただし'φ叫(，3九iト、 i必1ゐ2....，OI幻lけ)= ma郎エ{Il川Z刊(α叫)1川Ih川Z可(x刈)E P(似s¥，s2 白、j必'31川lけ)け}とする

補助定理 7HoJは6を含まない

証明 l個の複素数の組 Ckf]2，' • ，f]J)が HoJf'C含まれていると仮定する .とのとき

P(，3¥ ....s/)のなかの任意の多項式h(工)について Ih(α)1く If([¥)I/llfllが成立する.また，

多項式 g(.r)= f(工)/llfllはIg(α)1= If(α)1/llfllであるので g(.];)i$ P(九 ，f]t)である.
一方.degg = degfであり . Ilgllである.よって.乙れよりrI:=¥(.1:-J;) )g(.1:) ただし，
記号.-1.，jBは止が Bの因子とならないととを表す.すなわち，とれはrt=¥(.1:ームUf(け
という ととである したがって.3¥・ けhは多項式f(.1')のl個の零点とはなり得ない. ロ

第7章で示すことであれが，との補助定理を用いることにより :-"[ignotte[¥ligi-l]の結果

を別の方法で証明する ζ とができる 木論文ではとのような1(;1のなかの領域を多項式 f(x)

のl個の零点の復素数αのまわリの穴と呼ぶ.

0のまわりの複数の零点の穴についてはつぎの性質が成り立つ.

補助定理 8任意のノノレムについてφ(t3¥....，t3t)は連続関数である

証明 任意のノノレムについてゆ(J¥， ル)はつぎのように表現する乙とができる.

。(β¥.....dt) = t!，;la~， {h (ct)j h ( エ) は口~= \ (.]; -s;)て'割り切れる.Ilhll三1}
ζζでα(.r)= rt=¥ (.1: -J;) = L:~=o 旬以 とおき . h(.];) = L:j'=o bj.cJとおく とのとき.条件

α(.r)lh(工)の必要十分条件は部分終結式 [Broi8]

{b" b，，_¥ ・ー... ... bo ¥ 

|“iα1-¥αo  0 I 
Fト ¥(h，rt)= P 1 α/ ((/-¥・ ao 1 

~ 0 仰向一l ・ αu ) 

19 
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がOf'C等しいことである .ζζで?は f子えられた行列の随伴多項式を生成する演算了であ

るとする.との部分終結式は旬 、h"の線形結合としてかける また，hu‘ (JIIの係数は

川，.. .(/，の多項式である ,J, • ••• ，1，がi滑らかに変化するとき ο(.1)111(.1)と同値な ζの方程

式系は連続に変化する また，一方この方佳式系は

と同値である.ただし，

II(.J，) = 0‘ 

II'(，JI) = 0可

1111111(.3，) = 0， 

h(.J(.，) = 0‘ 

h'(，Jk，) = 0、

hlllcl(3，) = 0 

1 = 11，く 111.くく1/，.< 11，'+1 = 1 + 1守

{31 噌 3t}= {3川可 3"c}、，3"，f. 3"" (i f. j)‘ 

'}II， = ，.JII'+I = . . . = 13川 lー1(i= l.....r) 

であり ，a(工)lh(.1')はh(.r)が0(.1')て割lり切れるとと を表す.ζの方程式系はあきらかにラ

ンク lである.よって任意の複素数，]1...，，]/にたいして条件α(.r)lh(けはランク lの線形方

佳式系と同値である.ととで点集合等:像Qをつぎのように定義する

Q(31 ....31) = {(bo. ... b，，) 1 'L;=oいは口:=I(.r-J)で害M れる 111111~ l} 
乙のとき Qは明らかに連続である.また，関数Ibolもまた連続である.よって，非線形長|
画法の感度解析の理論より o(3，.，h 、み)は連続である. 口

乙の結果より o(31‘132. ". dl)を解析する場合は13
"
..， iltは瓦いに等しくない数であると

仮定して解析を行なえばよい とのように仮定しでも連続性が保証されているので，たと

えばo(.31• ，3， ••• .131)の値は lilll;Jコ一山 φ(，J，、Ih，• • • ，，3t)に等しくなる.
また， ，3，.....，]/が互いに等しくないと仮定すると，日=0のとき，

。(.3， ，]/) = I，~~."l~， {Iholl II( /JI) = 0，. •• • };(!il) = (2.21 ) 

20 



と省くことができる .ζのように毒く乙とにより 0のまわりの多零点の穴の解析は線形シ

ステムとノノレムによって束縛された集合の中の最大値を求めることになり，解析が比較的

楽になる.第7章において多零点の〉にについて詳しい解析を行なう.
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第 3章

2-ノルムに関する結果

木章では，第2章で定義した穴を用いて 2-ノノレムに関する多項式の零点の位置について

調べた結果を述べる.2-ノノレムは良く知られたノノレムの中ではもっとも性質のよいもので

ある. とくに，とのノノレムに対しては二次形式の手法が使えるので， 1( Ho.fを陽に省き表

す乙とができる.本章では， 0の回りの穴についてまず解析し， 2-ノノレムによって制限され

た多項式の零点がどのような範囲に分布するかを解析する.また，そののち，一般の複素

数αについてそのまわりの穴について考察する 本章ではノノレム 11.11は 11. 112を意味する

ものとする.

3.1 2-ノルムにおける穴の記述

2-ノノレムを扱うときには，多項式をその係数をならべたベクトノレと同一視すると都合が

よい. 乙の場合，多項式の 2-ノノレムはそのベクトノレのユークリ y ドノノレムになる または

多項式f(.1;)の係数をならべてできるベクトノレをfと書き， α[，，[= (1.0.ポ、 ，0")とおけ
ば，f(α)は内積げ αl川)と等しい.ただし， αl川はαl川の複素共役である

まず，つぎの補助定理を証明する . ζの性質を用いることによって 2-ノルムについての

議論を効率的K行なうととができる.

補助定理 9n.b.s;.(i=l....，l)をムF叶 lの要素とする.すなわち，乙れらはムF上の 11+1

次元ベクトノレとする.また， 5を5= (81、 81 )と おき.-¥.= 5T5は正則であるとする.
(α、 b) を α と b の J\~ 1l +1上の内積とする.すなわち (ι b) = (!T{Jとする.乙のとき

、ll
、f
J
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であるーただし，G((I，.5I，" .，.51)はベク トノレ 0，Sl" ， • ， S(のグラムの行列式[CH31]

((/可。) ((1、'1) (n， 81) 

(81，(!) (81町S1) (81， sl) 

(8/，α) (8/、81) (5/，8/) 

を表している.

証明 ζ とではムー =tCについて証明する.J，ピ=IRについても全く同僚である.tC"+1の部

分集合としてつぎのような集合Xを定義する.

乙乙で

とおくと，

主={b E tC"+1 I (川)=0，(i=l，...，l) 州三l}

Co =品 5A-15Ta

(8;， Co) = (町、a)-sT5.r' 51'α 

(.5，. a)ー ((.5;.sl)， ‘(S;.51))...[-1了Fα

(s， α)一(口、，0、1守0，..，0)51'α 

(s，. (1)一(5，可。)= 0 

である よって，bo =ω//(C可とおけば， boEXである また，一方任意の dEXK対
して， Coの定義より

l(a，d)1 = I(九 d)1

よって， Schwartzの不等式より， I(a可rl)1::; Icolldl三Icolである.また，(bo，白)= (bo宅co)= 
点日=1匂|である したがって， I(a， b)1の最大値は|匂|である 乙乙で

(何C匂O.CI匂ω0ω) = (いfα!，α吋)一aT守〒'5止.rl守了F九fα6一f白♂lT~豆玄?王_--l-!，T51'白 +0αa1'S互_--l-斗I.Tリ51'5..lγ-1守吉了7可I

= (“fαt，a刈f白吋tけ)一E訂(!T写5.--t-
' 
予Fτα 

である さらに，.'1-1 = adj .--ljdet_--lという性質を用いれば，

G(α， s、
(co， co) = 

G(SI，...， s/) 

である 以上より木補助走照は証明された

23 
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圃且

まず， [¥-= C (1..] E Cの場合を考える.乙のとき，P(.3)とH，・fはつぎのように表せ
る ただし，乙ζで多項式とベクトノレは同一視している

P叩(μJ)片= {トhE C'川川川J巾+判'Iド(h荊珂)= 0川(h川Z山h川川)
) Hの九吋.f = ¥o E C I .川l日l日l川《礼爪lXI(h αω|卜"1勺|り川)川|く |げf(何0)リ1/ハ川11げf川11けI (ρ3.-1吋

l I nεPlil ) 

補助定:I!Il.9より

ιf={.JECI陪中r1く刷
である.すなわち，

ιf={.JECI.L1，31"11川
である.また，!¥-= IRかつα，]EIRの場合にはやはり同様にして

Ho.fnlR = {.J E C I .L1.]1nI121αlull(αInl.31n1)12く明)
である

つぎにムー=IR. 0 E IR. .J = C ¥ IRである場合について考える ζの場合，

P(3力) = {h E IR"+川+1I (h.1lll，]1凡υ川lしρ1，]1到汁州lトい川，川川ド'1
r ， _ ~， ~ 1 ，，，_ _ [""， ， If(α)川11

Ho.f ¥ IR = ~ .] E C ¥ IR I .max 1 (んα1nI)1く一一}l' --'--1 he-pi，il" -， -- " - 11/11 J 

と書くことができる との場合も繍助定理~ 9より ，

i 、 1 rG(αInl.1m，]1へ恥，]H)11/1 _1/((1)11 
比八IR= <，] E C ¥ IR 1 1 -';":" . -;，.:~ n' ;;:.~， ' 1 く一一ー }
J ¥ -- 1 、1I G(11ll.}H， Re，JI"I) I ~ 11/11 I 

となる.以上の結巣をまとめるとつぎの補助走E里となる.

補助定理 10[.ピ =COECのとき

Ho.f = {d E C I .Llo1nl111引lllrll前 2 (3.5) 

2-1 



圃乱

(3.6) 

である また Iピ=IRであり.かつαEIRの場合は

(トいd何川EIR 1川J山山仰川川川lμ川川川川川，3[州川川州川l川川叩州iI中門|ド門21

f J _ '" ¥ "" I rc ( 口川山州Iい川"叶l守， R恥co川昨川j戸介州[い川川川へυl人、，1m;3川ρ附州lトい川"叶'[)川11ρ iげf(α )川11Uiいい川dEばE刊C引¥IR劃|ハl~'\~;(~("I; 川1，3['仙刷，3訓ρ山州1到介介州lトい川，川叶~I くm日汗f ~

Hハf

でFある.

この性質を用いて本章の以降の部分では 2-ノルムの場合の穴の形について解析する.

0のまわりの穴に関する結果

前節て・導いた性質を用いてOのまわりの穴を解析し，多項式の零点の存在範囲を導く ζ 

の結果はIlIignotteによる結果 [Migi-llから導かれるものと一致する.乙 ζでは Mignotte
の結果を経由せずに直接準〈

まず，J'ピ=IRの場合について考える.乙の場合繍助定理 10より

3.2 

的f={JEIRい雫手く引い{iJE<C¥1R1 [~2Ufibril/2 く明)
である このとき3#0かつdEIRのときは

弔戸=1，31 
となり， ζれより

品川Rコ諌三 {13E IR 11β|三唱}
が得られる訴と HO•fnlRのずれは.乙のグラフとド怜|のずれに等しい H=4F
のグラフを Fig.3.1K示す.との場合，ζのずれは原点に近いととろでは，ほ とんど目で

見えない程度であり .t3 = 1および，3=ー1付近でずれ始めている.とのような意味で，あ

る程度原点、K近いところて吋HFは HO，fnlRの部分集合であるばかりでなく ，良い近似に
なっているという ζ とが言える また一方.;3E<C¥1Rの場合はが(が)=iqIM[;;zriel1]
について考えればよい.ととで
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Fig. 3.1. .] E IR 日 3のときのu= ~雫戸のグ ラフ

h
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ノょにと乙スωけ'万戸り・力旧山左を
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一

。¥( 0["[ ¥ ( 0["[ 

i 1 1 Re，3["[ 1 = 1 ，](0、1.，3
一i ) ¥ 11日川I

したがつて，rl=(刊0守l司Jよ' 、3，， -1り)とおけば'

"G(Oiul，d司司)
02(.3) = lô l 'l~一ーでー

G(d.d) 

乙とで，Oiulはd司と直交しているととから G(Oiul，d.d)= G( rl. 万 ) である • dは要素の位置

を無視すれば3"が OK置き換わっただけである したがって，G'(diul. ;}iUI) > G'(ιわであ

る 以上より ，

、、、
、‘白'白
'hEEEEEE'a'e'
'
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r 1 0 
である.行列I-1 1 

¥ 0 1 

(10 
1 1 

o 1 

と軍基く ζ とができる

φ(，J)く 1/31'

HυfbHF 三(ω
であり .すなわち，

2G 



..__ -
である乙とがわかる.また.J，-=cの場合には繍助定理10より，

HOf=(ljEC|14Fく明)
であるので，ム-= IRの場合と同様にして，

て日ある よって，

4Fく131
一 f， _ '" I I " ~ If(O)1 i 

Ho.fコHo.f三 ¥d E c 11，31く一一}
) - --v.) - l ~ --I ，，-I - Ilfll J 

である 以上の結果をまとめれば摘助走理 lを用いてつぎの定理が得られる.

定理 2f(.J;)を体 J，-上の n次多項式で f(O)i-0であるとする.このとき 1'"J= Ilfll/lf(O)1 
とおけば，

1. J¥-= IRの場合，多項式f(.1;)の零点は領域

Ho.f = {，3 E IR 1131三l/.¥J}U {P E C¥ IR 11れ 1/♂)ロ i)
K含まれない.

E また.J.ピ=cの場合.f(.1')の零点は領域

Ho.f = {O E c 11/31 :::; 1/1¥1J} (3.8) 

に含まれない.

乙の補助定理より多項式f(x)の零点の存在範囲をつぎのように定めることができる.

系 3f(x)を体Iピ上の n次多項式であるとする M = Ilfll/lic flとおく とのとき，

1. 1-ピ =IRであるのならば領域

広 f= {.] E IR 11，31と.¥J}U { O E C ¥ IR IIPIと♂}附
κf(.r)の零点は存在しない.

2 また.1-ピ=Cの場合領域
広 f= {13 E C 1 1れ M} (3.10) 

にf(.r)の線は存在しない

2i 
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i 1m 問 = 1 1 f (xl 1 1 I 11c f 1 

N = If(Oll/llf(xlll 

間 Re

Fig. 3.2. 1，' = lRの場合の1(.r)の零点の2ノノレムによる存在範囲

証明多項式j(.r)が1(.r)=工;'=ortJ'と表されているとする.g(.r) = L:;'=。α，1""ー'とおく ー乙
のとき多項式g(.r)のOでない根の逆数は1(t)の根となっている また明らかに11111= 11911 
であるとれより定理2を用いればとの系を得る 口

定理2および系3で述へている零点不在領域以外の領域(零点の存在する領域)を人=lR

の場合と Iピ=1[の場合についてそれぞれ Fig.3.2および Fig.3.3K斜線で示す.両方の図

においてドーナツ形の領域の境界は存在範囲に含まれない.また， Fig.3.2の実制上の区間

の境界も存在範囲に含まれない.両方の図において .¥1と.Vは

で?ある.

.¥1 = 11111/lle 11 

.¥" = 11(0)1/11111 

定廻 2の結巣は Lallcl品l の不等式 [~[igï-ll から導く乙とができる . し\ll dilll (~ [igllüttc) の

不等式とはつぎのようなものである.

定理 3([Mig74])複素数体上の多項式1(.1)のすべての零点刷、 口

1値出の川順自蚤醤;に、4岐l肱kんてで，νい、るとする

1 n tI :S 1 (l" 1 :S • • • :S 1口，1く 1:S 1(1，+ tI三三 1"，，1. (3.11) 
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乙のとき

で?ある.

Im M ' Ilf(xlll/llc fl 

N ' If(Oll/llf(xlll 

Re 

Fig. 3.3. J，' = ICの場合の I(エ)の零点の 2ノノレムによる存在範囲

10，.+1 (3.12) 

実数をl系数とする多項式の実数でない零点αは必ずその復素共役である複素数百を零点とし

て持つ.よって定理3よりとのような場合には|α|とlの場合には

11/112 |α百1=1α12く一一
Ilc I1 

である ζ とがわかる.とれは系3の結果である.

3.3 任意の数のまわりの穴の解析

実係数多項式について任意の実数のまわりの穴を解析することは大変困難である.木節

では I/(α)1/11111が十分に小さいという状況て'穴が漸近的にどのような形になるかを解析
する

20 



まず，l¥' = Cの場合について考える .ζの場合ンには補助走現 10より

r ， ~ '" 1 G'(円|川I，)H) ，1/((¥)111 
Hn.r = ¥ ，) E C 1一一一一一一一く一一一一 }
J ~ l" ~ ~ 1 G'(.)H) - Ilfll~ J 

である.ととで， .o E Cとして，}=n+ごとおく .系 iより， ごは絶対値の小さな復素数と

考えてよい.よって

)1，，1 = (0 + d'l 

(1日+乙(0+ =)~ .... (円+ε)")

α!"l+DonlhjD:{川

とかける.ただし， D"は微分演算子でθ/δαのととである したがって，

D"ai"1 = (0、l司20，可 l1a"-l)、
円フ r..r (内《噌 n Il( 11ー 1) .._.) ¥ 
5ur= 1U 肌1.J札 、 ，ーヲ-0 -) 

て'ある ζ 乙て¥

、、、OBft'ノG
 

I

l

n

 

い

D

凸

+
 

白

，J''
l
h
t

、、
一一
¥
1
J
/
 

G

J

d

 

〆
f
t
a
-
-

、、
であることから，

G'(凸lペ)1"1)= 1ε1~ G' ( 0. 01"1) 

である したがって， 1/(0)1/11/11が十分に小さいときαのまわりの I(.t)の零点の穴は漸近

的に集合

冗払いの川n.f=戸斗=イ→(トα…+打戸ε正E叫C付斗卜εEC 叫叫巾山[1μμ|同肌Dι川川00[11ρ山州川lトい川川，川叶叶叩'1河叩11巾|ド2一I(川(印山山川Dιω川川OU[II川α01"1トい川"川tバl
に近づく仁. 

つぎκI、ー=lRの場合について考える ζの場合，補助走理 10より実相lJ上の穴の領域は

Iピ=Cの場合と同伎にして漸近的に

明={ α + ごいlR. [1帆|凹肌Dιω川川附川川o川00[11川n川川山州lトい川"川'11ド2に一 I(仰(印Dω川川川"nH川山μlい川"川1，(日d川山州州，1汁ρ川州l卜い川川"叶刈，1勺iり) 1ド~/引~/1(¥1ハル伽川|ドいμf円川川川，1'卜，

となる.また，実車由でない部分に関しては補助定珂¥10より

{ 、 IG'((¥H、R町)H，IlllOI川) ， 1/((¥)1" 1 
H内 八1R= ~ t3 E C\lR l く一一ート
J ¥"" l 、G'(R('，jH. Illl.i 
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とかくことができる.乙とで Ho.fn lRと同様に計算すると，計算が大変複雑になるので，
直接~I 算せず，グラムの行列式を操作する.まず，
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とおけば，

/凸[UI ¥ 

x 1 Re，3I"1 1 
¥ I111，11"1 } 

はつぎのよう Kなる.

まず，第一列は

(1，α守α久、αつ
となる また，第二列の第 t要素は

Re(d' -o')Rc(，3 -0) + I111(，3' α')Im(，3一α)

恥噌(2皆?かF内J勺α一lト川-寸うJういい)トμ(R山R恥e川
恥帰(2ε?ト戸Pa勺α 1うhνい|μ十Jト一α叫12宝

であり，第三列の第s要素は

-Re(3' -0')II11(，3ー α)+ I111(O'一α')Re(!3ー α)

It唱内N町j3Ja，，-I-ト川山-斗←;ト一う (叫叫州仙山山)戸内川川2+ I1刊州I1唱l
I1日唱1

である.よって

/ α1"1 ¥ (1 0 0 ¥ 

_y I Re131"j I = I 0 1/]-α12 0 I B2 
¥ II11;3I"I) ¥ 0 0 1，1一α12) 

とかける ただし，

)
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とする.よって，

G(α1"1、Rdl"l，1lll.J"") = 1，] -nl'(1lll ，i) 1 G(川' I ， D，川""、 D，~(I"")

( lkjl川¥♂(1 0 ¥( nい1 ¥ 
であり また G( Rd""， 1lll.]l" 1 )については(川;)ペ oIlIljj(DJMljk近づ
くととから.(Itll，]fG((¥I"I， D向日"")に近づく ζ とになる 以上より，

C(01ベRrJI"I，T1ll31"1) 
G(Rdl"l， !tllJ"") 

は

，G(凸""、Dool"J，D~凸 1 ，， 1)
1，] -01 

G(口I"I，D。αl川)

に近づく 以上より， I/(α)1/11/11が十分に小さいとき

j |/lf(G)|11/21 
H"八lR'" ~ .] E <c ¥ lR 1 113一白|くC山口)， I'J..' ~:，" 1 ~ 1 ---，--1"- -， --" ' -I ¥ 11/11) 1 

である とζで C;J(1lα)ははとaVC依存する定数である 木節の内容をまとめるとつぎの

ようになるー

定理 4/(.r)を1本!，'上の多項式とする， If(α)1/11/11が十分に小さいときある復素数Gのま
わりの穴は，1，' = <Cならば

、‘aa
-
-

、.，
・aEE
，J

州
市α
 

f
しく白、

ィ
，，C
 

戸、
可
守
，
J

F
aI

・，、，
l
，、
~~ FJ
 
n
 

H
 

(3，13) 

へちかづく ただし，C，(llα)はある次数 nとoVC依存する定数である.また. !，' = lRの
控!../-与
場'J口，

J 'r1D>I，) _， ~"I ， _，I/(白)11，， Ho.f '" ¥，] E lR 1 13一口|くじ(11.(¥)ー←ートリl - l' -，. -"' .'. 11I11 J V 

{13 E <C¥ lR I 川}13 E <C¥ lR 1 lil -01く CI(11，0) ，1 !午日 ~ ( 3 ， 1~) I ，.' -，. -." .... ~川 !

となる ただし，C1(Il，(¥)， CI(II，(¥)は 11および(lVC依存する定数である.

また.G(α["I，DハαI"J)/G(ni"I)，G(αl吐 D"n "" 、 D~(\"")/G( 引 い l 、 Dμ ， "")は IIVC関してそれ

ぞれ0((12"-2)、O(α2ト')となる.よって凸を固定したとき 11が大きくなるにつれて穴は小

さくなる よって，次数を制限しないような多項式て'はれ#()のときンには出れでなくなっ

てしまう， 11/11叩三 11/112同僚な議論はっι"ノノレムについても言える.
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第 4章

1-ノルムに関する結果

本章では，第2章で示した穴を 1-ノノレムについて計算し，その性質について分析する.

第3章で 2-ノノレムに関する結果を示したが. 1-ノノレムについては第2章で用いた二次形式

の方法を使う乙とはできないので，全く月IJの方法で分析しなければならない.しかし，零

点の存在範囲については 2-ノルムと同じような結果が得られる.本章では 11.11は 11 111を

表すものとする.

4.1 0のまわリの穴に関する結果

*節では lノノレムKついてOのまわりの穴を解析する.まず.!，" = Ia.の場合について考

える.と ζでも多項式の{系数をならべたベクトノレとその多項式を同一視する.

門乃={ゅoWRHllsbeF=叫ん|三1}
とおけば.Ho.fは

HO.f={.JECIφ(;3)く日早)
と書ける ただし.

o(削州(何川3の)=日ma.¥:胤郎{I防山句州川川0川川|川小|ド(九 ，bムA川山b仏仇ω川，，)川，)収)同Epv戸円門門v刊明吋吋e叫「吋C可C(，3ω，3
とする まず.HO.fnIa.について考える.ある実数，3κついて，集合pv叫吋(/3肉)はR叶 l次元空
問の中の n次元のさ多接面体となつている.また.の例(/3の)の定義の中の Ib句州0川|はbω0，.•• ， bllの一次結

合の絶対値と考えるととができる.よって，の(3)の値は pve，(β)の[良点で実現される.と
こで pve，(β)を定義している方催式系について考えると，とれが表現している多面体の頂

点は 11.+1個の方位式の解となっていて，その方催式は2:::'=0b;/3' = 0と11.1闘の2::::"0土bi= 1 
という形をした方程式によって表現される目すなわち，j@当な数 S'.J E {+1，ー1}，(i = 
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1.....11.)=0.....11)を刑いて

L_b"J' = 0、
i=O 

工 8 1 •九= 1， (i = 1 川
;=0 

と表現するととができる ただしε;'=01&，1三lであることから

S，)りとo(i.) = 1... ..11) 

とする. 乙の方程式系が解をもっという ζ とから 11f困のベクトノレ
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は線形独立である.よって，すくなくとも 11ー 1f聞のjについて 81.jtf s，.)となる);が{2.....11} 

のなかに存在する.条件 S，)ljと0より ，ζのようなJについてめ tf0である.すなわち

&0 .... &"の中で Oでないのは高々 2つである .ζ こでは1&01の最大値を考えているので

&0 tf 0と仮定してよい.以上の考察より oCJ)は

0(.3) = max {I 九1 11 :'o h 三11. &0'&' E lR， &0 + 九 = O. 1&句州川日川肘1+川+什|仲b九峠k
f 13斗l' 1， / ， / •• i = nl~以〈一一一一一一 I 1 < hく } 
II + 1.31' I一一 j

と主主くことができる.よって，0(3)は0三1.31:'o 1とl三1.31の場合にそれぞれ1.31/(1+131)

Idl'ソ(1+ 1.31'つとなる.このグラフを 11=5の場合について Fig..uK示す.この結果より
HO•f nlRは

句

4
Aく

2

H

 

t

一-
，
I
I
'
sr
'e

o

l

-

-

=

く
一
υ
υ

=

H
H
H
H
H
nU

H
H
 

げ

げ

六

げ

，，
J
'
'
'
'
'
'
'
'
'
 

リ

パ

リ

ハ

く

H川

n
u
nり
も

'
F
n
U

山
山
川
小
川

f

f

f

f

 

、
1
1
4

、，I
I
'

、l
E
〉『}』，

，

-

/
 

l

)

 
ー

〕

)

rト
t
、

n
H
U

r

t

J

v

f

t

 

'
'
'
'
i
l
l
l
 

-

/

 

日
川
山
川

R

(
 

く

く

J
J
I
-
-
4
 

1
L
1
3
J
 

R
 
R
 

C
L
 

に
L

3
J
 

「十
KLγ

〆B
SE

，E'
a
E
E
E
E

，、B
E
E
E
E
E
E
B
E
E
t

、

一一R
 
ハHrJ
 

内
UH
 

となる.

つぎにJEIC¥lRの場合について考える.乙の場合，定義より ，O(，J)は
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Fig. -1.1. !¥-= rn:.， ，} E rn:.， n = 5の場合の0(，3)の形

であるー前の場合と同様にして，との場合，高々 3つの変数の値がOでない.よって，乙

れらを bo.b). b，. (0く jく k三口)とおく.乙のとき.6(J) = 01ぷ o<jく'Snoj.，(3)とかける.
ただし

ω ) = 01川肌1比胤吋ι以t
b句0+仰

である.まず.1m3i = 1m，]' = 0 (0く j三川の場合について考える.乙のとき.i3が複素
数であるととから.)と 2であり，

0; 1. = lll<L" [ ~. _jグLI
j.k - lU(]"''¥.l口問、古閑j

となる とれより，この場合は，

( 川)く 1 if，. > 1 
。').d3):5示ゴ if0く r三1

となる.ただし. ，. = IsIである.
つぎに，1m/}l i 0または 1m/]'i 0の場合について考える.乙の場合， 叫んの定義のな
かの3つの方位式より

liu = ，¥j(A + 1) 

3;) 



-
と省ける.ただし，

¥=!nr i'IIIlY -n e.i~' [IlJ.iJI 
11111.]11 + 1 !JIlJk 1 

とする .ζζで. ，] =，.(ω向。+isinO). (，. > 0、Oく050π/2)とおく .。 くI:J50 "/2とする

乙とは Ho.fの対称性より問題ない.ζのとき，

λー 1sin(/;ー ))111-
"-'1叩 I)IJI + ，.-jl sin /;111 

と省ける まず.，. = 1とすると，

λ=  _jおin(/;-j)1JL=いin!':lI(山)I:Jー【臥/;I:Jsinjlll 
1 sinjI:J1 + 1出川111 IsinjlJl + 1 siu!.:I:J1 
___ 151川 1111ω討jI:J1+ 1ω叫I:JIIsinjlll 

く l
~ 1 5injlll + 1 sin /;IJI 一

である よって，この場合.oj.d3)三1/2である つぎに Oくfくlであるとする との

場合について解析するために，つぎの二つの補B)J定理を証明する

補助定理 1111さ2かつりく1J5oπ/2であるとき，

|詳1<11 (-U) 

て'ある.

証明 帰納法で証明する 11=2の場合，

|詔卜川く 2
であるので明らかに成り立つ.また.11 =!.:のとき成り立つと仮定すると ，

I~山 1 )1J 1 = I~山吋 ||SIllM| つ~I = つi:1 è~ ' + (OS !.:IJI = 1 ~~ ;;l';; 11叫 1+ 1 (os/;IIIく k+1 
となる よって，本繍助走理を得る ロ

補助定理 12Iと0をOくOくπ/2.uくJくlを満たす実数であるとする また./;. jを

k>j>uかつ [sinjlJ# 0または sinJ.:1J# 01 (~. 2 ) 

を満たす教数とする乙のとき，

F;in(k -j)fJ 

，-kl日Iljl!l+ ，.-J 1 sin k!:ll ーニ l ( ~.3 ) 

て'ある
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証明 まず.Jさ2であると仮定する.乙のとき，仮定より k>2である.よって，

|只日耐 j)111 = Isinjl1coskO -cosjl1sinkl1l 

三 1sin jl1ll cω/，;01 + 1 sinjOl1 cos /，;01 

三 1sinjOI + 1 sin kl1l 

三，.2-'1sinjl1l +，.2ーJIsin /，;01 

，.2(，，-'1 sinjOI + Iづ 1sin /，;01) 

となり ，この場合繍助定理は正しい つぎに.J = 1の場合Kついて考える .ζの場合は

kと2である.まず，つぎのような，.f'C関する一変数関数f(，.)を考える:

/;;=2の場合，

lsin(/，;ー 1)0
f(，.) =う=
，.2 ，.2-'.1 sin 01 + ，.1臼川01

( I sin 20 I ¥ -1 
g(，.) =ド|石川三 1

となり，繍.Il)J定理が正しい ζ とが分かる.よって，残されたケースはj= 1， 1.: > 2の場合
のみである.まず.g(，.)の母関数は

一1sin(/，;ー1)01((2-/，;)，.1寸 IsinOI+ Isin/';Ol) ダ(γ)= .----，-- ， -.:-:. 
(，.2-'1 sin 111 + ，.1 sin /，;01)2 

である .ζの場関数の意味のある零点は

である.この零点、における gの値は

ル)=片山|:~rト 1
l I，-i戸|廿IHJ 

である f さlの場合は/，;-2 > Isin 1.:0/ sin 01であり .1'(，.) > 0である.よって，

Is川/，;-1)111 
f(，.)く f(1)= 

である.よって

IsinOI + Isin/';Ol 

1 sin(/，; -1)111 =日in/';11 cω0-(0只/，;11sinl1l 

三 Isillkl1l+ 1剖nOI

3i 



であるととから.f(')く1でーある. また.0くf くlのときは

市|ザ卜l
であるので備lI)J定理 11より

灯)く己円元~I~l
である.以上より，木縞tJ)J定理は証明された 口

1南EりJ定E早(12より Oく Yく lのとき

。1).1.:く一一一一ー-，2 + 1 ( -L-l) 

である乙とがわかる.以上の結果をまとめれば，

( 0(1)く 1
。(3)~ ， 2 /(1+1・2) 

if ，>  1 

if 0く I く 1
(.Lj) 

となる .ζれよりつぎの定理を得る.

定理 51(.1')を実係数多項式で次数が 11である とする また 11= 11/11/ f(O)1とおく ーζの
とき，零点の存在しない範囲はつぎのようになる

1. ..¥1三2の場合，領竣

{.3 E 1E.1131く古川3EIC¥1E.1くオ寸 (-16) 

にf(.r)の零点は存在しない.

2. 1く..¥[く 2の場合，領域
1
1〉
I
J

l
 
く一、tJC

 

ζ
L
 

J
J
 

，aE
E

，，‘‘
白目目目
、

(-Ii) 

K f(.r)の零点は存在しない.

1. _¥I = 1のとき f(，1)は零点を持たない存在しない.すなわち.f(.r)は定数である.

また，つぎに 1，-= ICの場合について考える.この場合.P山 (，j)はつぎのように定義さ

れる

川 )= {(九九)E IC叶
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ζのとき， 0のまわりの穴は

である.ただし，

0，/ = f.3 E C 1 o( t3)く凹)
11I11 

例ω州dの)=仙以ぺ{Ib九川川川u川川|川小lド(b仇0 山 pvc戸門v川川吋U凹ぺc可(刈
である.乙とで13川1>1であると仮定する と， f任壬怠の(b句0可 . b，，) E PVCC(;3)について，

Ibol = Ibl，] + b231 + .. + b，，3"1 

三 131"(II>d+ー+Ib，，1} = 131川(1-Ibol) 

が成り立つ.よって， Ibol三 131"/(1+ 1.31つである.さらに，(bo， ..， b凡)= (3"/(1 + 
3")，0， 、口、ー1/(1+ 1;31"))とおけば，(bo， ..， b，，) E ?"cC(;3)であり ，Ibol = 1;31比/(1+ 131つ
である.よって9(，])= 1.31"/(1 + 1/31つである また， IsI三lであると仮定すると，

Ibol = Ibu3 + b2d2 + ... + b"s"1 
三 131(lbll+.・+Ib"I)三li3I(lー Ibol}

である.また， (bo、 マb，，)= (3/(1+1;31)、ー1/(1+1d1ト0， ，0)とおけばIbol= 1.31/( 1+ 131} 
である よって，0(.3) = 131/(1 + Idl)である.以上の結果より ，

r {3 E C 11，31く(!?iih-l)1IfdtiI〉 2
的=i {3 E C 11.31く(dth-l)l/1Iflく描く 2
I C lf d!?21i=0 

(-1.8) 

である.乙の場合についてまとめると，つぎのようになる.

定理 6I(工)を複素数体上の n次多項式であるとする.ζのとき，M = 11/11/1/(0)1とおく
と，1(.7:)の零点を含まない領域はつぎのようになる.

1. .¥J > 2の場合，

{d E C 1131く正-d (-1.9) 

はI(.r)の零点を含まない

2. 1く .¥Jく 2の場合，

{d E C 1 1.1]1くオォ) ( -1.10) 

は1(.1)の零点を含まない.

1 .¥J = 1の場合，1(.1)は零点をもたない.すなわち，I(けは Oでない定数である.

トノルムの場合，!¥-= I!!.で lく j¥Jく2の場合にはあまりよい見積りとなってい念い.こ

れはの'J.k(13)の見積りがあまりよくできていないからである.
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4.2 実係数多項式についての任意の実数のまわリの穴の解析

木節では Iピ=IRのとき任忘の実数nのまわりの火を If(凸)1/11/11が十分に小さいと いう
仮定のもとで解析する .ζの場合，系 lより nのまわりの?にはれの近傍に存在するーとこで，

凸はOでないと仮定する

まず，定義より ，

P""'(叶山 b，，)E 1R"+1 I t b，J' = O. ta 1山 l}
とかける. とれを用いて穴の実車由の部分は

Hιο0.[ n印俳1下[
とかける.ただし，

似州川J内ドh山)片同円=引訂I日ベ1
とする 乙とて'0αバ(3力)を解析する 前節と同様t陀てして， 0仏η(υJ刈)E IR"川+村iの値は多面1体4:P'、h川R何吋'(.3力) 
の頂点てで'i遥圭成される 前節と同様κしてb句0..... b"のうち高々 2つの要素がOでない.ζの
要素の添字を).k. (k > ))とおく .とのときこれらは方位式系

(lM K|=l 
Jib) + ，J'b，. = 0 

を満たすーとの方程式の解は

{ ~九k = 土剖lν附/パ川(
b九) = 平.J〆んト-寸)/μ(1+1トμ，31ド，-)つ) 

てで，ある 乙ζでで?複号は同剛JI順|順慎てで，ああるものとする. 乙のとき'

|判=止竺l::0 -，_. 1 1 + 131ト J

である.ただし，.3 =α+ごとおく .ことで，系 lよりごは十分小さな実数であると仮定して

良い.とのとき.

|土 b 八 I=~れ|ト l1=一一一一一(1， -))1.01 + o(_:-) ::0 -， '1 1 + 1α1'-) 
とかける.よって，φ，ベd)はつぎのようにかける :

llJJ〈k |口|ドkト-入一一トj)]ド1+ 0(.0) 
壬，1+ド11'-11 

~O 



-

よって，Hα.fnlRはI/(α)1/11/11が十分に小さいとき漸近的に

ん nlR"" {J E IR IIJーペ
とかける.

つぎに Ho.f¥ IRについて考える.まず，定義より，

、.，B
E
E
-

、，，E'
h
l
l
'
'

h
一n

F
Id-
uuHH
 

くJμ Q
 

A
V
 

R
 
、、、C
 

に」2υ 
r
E
E
3《
B
E
E
‘、
一=一R 

.‘‘、‘‘
，J 。
H
 

である ただし，

州 )=max(1S川I(九 ，bn)E P刊 C(s)} 
とする.乙こで，sは実数でない復素数である.前節と同様にして ζの場合， ゆ(β)の値は

pvec(;3)の頂点で達成される また，その頂点、は日+1倒の座標の要素 bo，..， b凡のなかで

高々 3つのものがOでない.とのOでない要素をふ，bj， bk， (0 ::; iく Jく k::;n)とおけば，

つぎの方程式系がなりたつ:

(|b|+lh|+|bk|=1 
Resibi + ResjbJ + Reskbk = 0 
Im3ibi + 1msjbj + 1m;3kbk = 0 

乙ζてゾはαに十分近い ζ とからとの方程式系は縮退せず，高々有限個の解をもっ.(11守12)E 

{i，j，k} x {i，j，k}について

E(，s，II，12) = Re;3/'1ms/' -1mβ/'Re;3/' 

とおけば，この方程式系の解はつぎにようになる.

|ん|
IE(;3，j，k)1 

IE(s，j， k)1 + IE(;3， i， k)1 + IE(s，)， i)l' 
-bi (E(β，i，k) ¥ 
E(s，)， k) ¥ E(仇1、i)) 

、、、‘‘白
目'4ave
e
'
'
'

J

k
 

'
h
u
'
h
u
 

〆
'
'
tE
E

目、、
よって，乙の解をもちいることにより，

|会bαil= 1α b; +小山|
|α'E(仇川 )+αJE(l3， k， i) +ポE(;3，i，j)1

IE(ふん、け1+ IE(/3， i，))1 + IE(s，)， k)1 
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--
を得る.乙乙で )=(¥+εとおけば，系 lを刑いでごは絶対値が十分κ小さな実数でない複

素数であると仮定して良い.とのとき，

/ =ぷ(1づ)
=α[l+~+与旦 (~)2+止乎二2)(~) 3] + 0(:;3) 

である こζで (Rc.:)・守(Imε)'をそれぞれ Rc'ξ，1m'ごと記せば，

Rι3".3" = 
+1， (， ， l， n__ ， l，(l， ー 1)n_ _2 ，2，¥ 

~ 1 + ~Reε+ マa2 -'Rぜ +o(.:~) J x 

(んら(l2-1 k_ _2 ， l2(l2 山一2)T :l 勾)zi町 +-'2a2 'llll.:.+ -， - 6~; --'InEo+o(♂) J 

1，+1"，，， -(， ， l， D ~_ ， l，(l， -1) n ~_2 ， _t_2'¥ I吋 +ERU寸~恥斗 o(ε2)) X 

(らん(J2;l)1 ル川 2)，~~ .， .) つー+一一___eRe.:+ -，.. ，，-;;'. -， (3Re三 一 Im~:;) + o(グ)) 
aαuαj  

1，+1""，_ / (， ， l， D~_ ， l，(l， -1)n__2 ， _t_2'¥ 1mょ l2[1 + :'..Reε+ '''"~ .) -'Re.::2 +0(::2)) x 
¥ a Laι/  

(1(I2ー 1)n い 112-2) ヲラ九)
ー+一一~Re.:+ ，- "';3. -， (3R比 一1mε)十o(ど)) 
α a. tiuJ ' I 

a
l
'+I'-'ll11ol2(1 +ヒド恥+誌[3(l，+ l2 山 +l2 -2)Re2e+ 

(-ti + 312 - 2一山l，州 +o(♂))
である.よって，乙れよ り

E(J、l，司l2) = ReJ" Im3" -Il1lJ" ReJ" 

以上より ，

18M l 

1..../，_" ，， 1_ l，+l2ー L 1 
o.'l;-':!-IInピ(ト lt)11 +←す- RUSF(2(ll+12一1)

(川一2))附 ー((l，ーl2)2-3(l， + l2) + 2)叫が)]

|α1'+)+ト:IJje+げ+i/ -k/ -;，k2 -);，21 
2[1αli+ト 'Ik-il +1αli+j-' 1;ー )1+ 1αIj+ト (1)-kl)ハ
(Rcう+[lllε+0(:;2)) 

-12 



となる.ζの結果より，

山"'='{ J E C¥ IR 11(¥ -，31く (oAL FJK(α)品)ー1/2}
となる.ただし，

|α|咋J+ト 31jk2+げ +り2_ k/ -ie _ )i21 
i，j，k(α) = 

2[1α|叶トIlk-il + 1(¥1時 j-Ili-jl + 1α|汁 k-II)-kl] 

とする.以上より I/(α)1/11/11が十分に小さ いとき，Ha.fの実数でない部分はz恥庄的に同盤

である.本節の結果をまとめて次の定理を得る.

定理 71(:1:)を実数体上の日次多項式であるとする.また，i¥J = 1I/11/1/(α)1とおく・ JIが

十分に大きいとき実数αのまわりの穴は漸近的につぎの領域に等しい

ιf"，=， {JEIRIIα sIくCI(い )j.¥仰いC¥IR 11α sIくら(い )/行7}
(↓11) 

ただし，CI(n，α)との(n，α)はnとαのみに依存する定数であるとする.

。を固定して次数を大きくした場合，α#0ならば 111ぶ 0壬tくJくた壬"lれj，kはO(n21α[211りと

なるので穴はどんどん小さくなる したがって，次数の制限されていない多項式の零点の

穴は空集合となってしまう.

4.3 複素係数多項式についての任意の複素数のまわりの穴の

解析

前節では，!¥' = IRの場合の任意の実数のまわりの穴の漸近的性質を調べたが，*節で

は，!¥' = 1[のときの任意の複素数のまわりの穴の漸近的性質について調べる.この場合

bo ...， bnが実数とはならないので前節のように多面体の頂点で最大値をとるとは限らなく

なる.

まず，繍助走理3よりαEIRと仮定してよい.すなわち適当な絶対値 lの複素数をかけ

ることによりαを実数とすることができる .ζζでまず，仮定としてとのαはつぎのような

条件を満たしていると仮定する:

条件 1任意の絶対値 1の複素数μ1，μ2と任意の整数 ll.l2. l3で 0壬11く'1， く付三 日を満

たすものに対して三つの複素ベクトノレ

)
 
2
 
4
 
t
p
 

L
 
i
 
.，
 

噌
・
4(
 
(が αベα叶，
(i 1 0"¥ I i'2cc'ヘり内川)
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は線形独立である

本節の後半で乙のような条件を満たすための十分条件を与える との仮定のもとで，との

場合の穴の漸近的な性質を調べる.定義より

P(，J) = {(bO 川叶古川=oS|ム|三1}
である 乙れを附いてαのまわりの穴は

、、ι
I
l
h

、，，
ι
I
la
'

川
甘
川

く3μ A
H
 
0
 
C
 

C
」

2
J
 

'
'
II
I1
a

，、‘
I
II
1

‘、
一一FJ

 
O
 
H
 

であるーただし，

ら似ω(ω山J

とする 系lより H。ι，Jはαα，の近(傍芳であると考えて良い 乙乙で，3E CをIsβ一α叫|が十分K小
さな数てで，かつJ予#正 Gて-あるとする

補助定理 13実数αが条件1をみたすとき.(do‘d，町 ，d，，) E P、eC(3)I'Cたいして IL;~Od，Ct'1 = 
90(3)かつ工7=0Idd = 1ならばdO、 ， d"のうち高々2個の要素がOでない.

証明 3つの要素がOでないと仮定して矛盾を導く .乙の 3つの要素を d;，.d;，可 d;，とおく.
ただし.(0三!，く l2く!3三11)であるとする.と ζてゆ，.82んを絶対値の小さな複素数と

して ， ベクトノレ (d~. d;.lをつぎのように定義する

(t:， = d;， + 6，司

(( = d;， + 82、

d;， = d;， + 8:l司
d; = d， (i t-i" i2・ω)

ζのとき.8，， 82，んが次の条件を満足するとする.

乞Re8)1I1i3"+ In向Re;3" = 0， 

2:: RedjRcj3"ー I，叫

( -1.12) 

(4.13) 
j=1 

..;.， Rcd;， Re8j + IJlId;， Imめハ
‘ ー 宇 一ぃ

土~ Id，， 1 
- v ( -1.1-1) 

-1-1 



ζの条件と条件

乞 Im ~)(\" = 0、

乞Rω;a" i' 0 
)=1 

( -1.15) 

( -1.16) 

を満足する6，.152.83は存在する.なぜならば， ζのような6，が存在しないと仮定すると，つ
ぎの式を満足する実数ヮふ μ.17が存在する:

7α+ ob+μC+ 17d = 1 (-1.1 i) 

ただし，

。 (Im，1"，R.es"， Im，1"， R.es"， Ims"， R.eβ")， 
b (R.e，1" . -ImI3" ， R.er]" ，ーIms'ヘR.es"， -Ims"). 

C = (~叫 I叫， R.edi， Imdi， R.edη Imd" i 
E一一一一____，
¥ Idi，1 ' Idi，1、Idi，1' Idi，1 ' Idi，l ' Idi，1 ) 

d (0， (¥"，口、α円、O.(¥")， 

(α"、0、(¥".O. (¥'3，0) 

とする.ことで式(-1.1i)は-(+ i6とlμ をそれぞれιEとかけは，

(1m (山内R.e(";J川村玉+'1(¥;')叫J"+~互)Id;，1町¥- ~ '~Id; ， 1 ' "" )' >u. ¥ _v  ，~ Idη1) ， 

(←ωωJ" +吋E互 +1η卯ザが川7(¥〆川パαd日寸B円う2う)ドI山Id;，1 ' ，_. )' >". ¥ 戸 Id九州E口川，1)'._-¥-" '~ld;， I' "~' ) ) 

(αa'! ) 0， cl口、0，α"可0)

となる.すなわち，

ωd'I+51LL=(l+り)α"
Id" 

wI3" +E. た= (μl叶山川+判判?η刷7)山)川白
ωw{J"叫{J"糾E勺川，+ 令 = (i+川 η伽)川α

が成り立つ.しかし.仮定より， 三つのベクトノレ

(d"，;3"，jJ'J) "" (αIl，a':!，αり)+ ;(i，O:"，izαI'!， i;Jctハ)、

(α"α"噌α''')、

(品品品)
-15 



は一次独立である L:;'=Od，OIが純虚数でなければ，従って，このような複素数hlんhを選
択することができて，

|富山吉川/，"+1さIllloJa;'I 
を12:::'=od，a;1よりも大きくすることができる.また工;'=od;alが純虚数の場合，うまく OI
b1. h3を選択して2::;'=0RebJa" = 0かっと'=0InlhJ(¥" f. 0とすることができる.との結果は
(do. ... d，，)てー0，，(3)が最大値をとるという仮定に反している.すなわち，最大値を改善す

る乙とができる.乙れは矛盾である.以上より向、 d"のうち高々二つの要素がOでない.

口

この定理より，最大値を与えるベクトノレ (do、 、d，，)の要素のうち Oでないものが，djと

11.であると仮定する.ζのとき，つぎの方程式が成り立っている

(14|+|dk|=l 
，JJaj+，Jk(h = 0 

Eれを解いて，

(dk= 山 131ト j). eiO 

dj = -;]トj1(1 + IJlk-j). eiO 

となる.ただし，eはo:seく 2πとなる実数である.乙れより ，

Ink -J!'-la11 αIkーl
。J.k(.])= IdJa1 + (hakl =一一一一一一=一一一一(/，;ー))1ε1+ 0(1ε1) 1+131ト J 1 + 1α|ト J

を得る よって，

r ...... 1α|ト l 11. :J 
00(3) = 1，]11品一一一一一(/，;-))11ε1 +0(1ε1) lO$}くk壬"1+1α|ト)¥<U J '] 

である.以上より十分に If(α)l/llfllが小さいとき Ho.jは漸近的につぎのような集合となる

J ， ~"...I" ，'~(_..... 1αIk-' γ'If(α)11 
Ho./ ::::: ~ 3 E C 11，] -alく 1，，111れ 一一一一一(/，;-J)I 一一一 }r --1'" --， -¥0壬;<k壬，， 1+ 1αIk-j¥'" J/) IIfll r 

以上より，つぎの繍助定理を得る

補助定理 14f(.r)が複素数体上の 11次多項式で .11= IIfll/lf(O)1とおく..¥1が十分に多き
いと仮定する またαをある復素数で条件 lを満足するとするーとのとき f(ι)の零点のαの

まわりの穴は漸近的につぎのようになる.

Hαf ::::: {IJ E C II/Jー α|く C:I(凡山}
ただし，c:l(n、a)は"，とαに依存する定数である

-lG 



本節の最後に，条件1が成り立つための十分条件を求める.

補助定理 1511を多項式の次数とする.αがつぎの条件を満たすとき，条件 lが成り立つ:

占 +1
10'1三一三-ll (-U8) 

または，
2 

(4.19) | α | ーく ( 占 + 1)11 

証明 三つのベクトノレ(1，州、μ2)可(0"1α1" 0"")、 (t[O"[) tzαふ1;3αJ)が一次独立であるための

必要十分条件はこの三つのベクトんから作られる行列の行列式

D = (i3 -i2)白円+勺 +μ，(i2一 句)αけり +μ2(i2-it)白12+;¥

が0でない ζ とである.ここで |α1>(12 + 1)n/2であると仮定すると，

医tかμ州川l
壬 Ft制10'川α叶l'川i 円川+Ft伊|怜同α叫1'1-13
三 nlド怜川Cα叫t川1"一t円， +(凡 一1 )1陥川α叫1"一z口3 

く 」L+旦二i-
1α1 ' 1α12 

2 (2  ¥ 2η ー l
〈方士1+¥万五j寸T
2 (2  ¥21 
三マZ71マ訂1)4 = 

となる.乙の不等式より

lu，一句)μlα"判 +U2 -i，)附"山|くIUJ-i2)α'2叶
となり，これより Df. 0である また一方.1α|く 2/((♂+l)n)と仮定すれば，同様に
して

l土口α'3-1¥+巴主二'l2α3日|
μ212 - l[ μ:2l2 -ll 

5Ff|α1，.1川 Ff|α1" 月

壬とf|α|2+Ff|α|
三 (凡ー 1)1α|2+咋¥1

くい 1)1-:-;デ三一一12+la--三一一く l
¥(12+1)n) . (占+1)1/，ー

-l7 



となり，やはり Df-0である.以上より木簡Jj)J定理は証明された. ロ

Cの摘!l)J定理と補助走理 1..よりつぎの定理を得る

定理 8f(.I)を複素数体上のI!次多項式であるとする.また .11= Ilfll，/lf(O)1とおく.Jl 
が十分に大きいと仮定する.乙のとき， 1α|三(占+1)n/2または |α|三2/((σ+1)凡)で
あると仮定すると ，f(.1;)のαのまわりの穴は漸近的につぎのようになる.

Ha.f "" {3 E IC 1113 -01く C3(川 H}
ただし，C3( 17.α)は日とαに依存する定数である.

..8 

(...20) 



第 5章

∞ーノルムに関する 0のまわリの穴について

の結果

本章では，つ心ノノレムによる Oのまわりの穴について論じる.∞ーノノレムの場合の解析は非

常に難しい.前の二つの章と同様にして 0のまわりの穴の部分領域で同であるものを求め

るが，それはあまりよい限界とはなっていない 本章では 11.11は11.11∞を表すものとする.
まず，J， = Cの場合について考える ζの場合， 0のまわりの穴は

的 f= {s E c Iφ(13)く明}
とかける ただし，
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'nu
 

rsEe
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l
 
l
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、，4，Ji
 
(
 。であり

門 叶 (九 ，b，，)E C"叶a2axpalba|三l，Sル O}
である. ことでひ(，3)を解析する.まず|グ|く lの場合は， ゅは)= Ibolとなる (bo，..， b，，) E 
PVe'(s)に対して

州 )=1主bisil辻lふ11βl'く土=と四;:id|く_L
|凶 1-f:i I '11'- I --" ~ 1 _1β1 1"1 - 1 -IsI 

乙の結果と If(O)I/llfllがlを越えないということからつぎの ζ とがわかる:

0.1コ(μCIμ| 〈 |f(0)ll( |{||川 r1}一ー一 一一I= { 13 E C I IsI ::; I 1 ~~: ~'" + 1 I ~ 
1 -1r31一 IlfllJ 1" --1 1"1 --' ¥lf(O)1 ，.) r 

また，つぎに Iピ=IRの場合について考える.前と同様にして，

的 f= {i3 E C I州)く明l}
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Fig. 5.1. n = ;)町ムー=IR. O E IRのときのの(3)の形

とかける.ただし，
、町1lι
、，，』'』
)
 

3
J
 

(
 

C
 
G
 
V
 P
 

広、)
 
E
 

'h
u
 

P円門e凹ぺC(山(

この場合のO叫(d刈1力)のクグ.ラフを Fig.5.1に示す.HornIRについては
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、1J(
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かつ

であるー

Ho，/ n IR = {13 E IR 1 o(s)く明)
，b，，) E pve， (;3)に女子して，とかける.乙乙で131く lのとき， φ(f])= Ibol ;なる (bo， 

9(，]) = It b;ô;1 三土か|じ;3'作~'
1:凶~ ，. 1 -f;;i"-I 1 -1/31 W I ' 1ー Idl

が成り立つ.よって，

仇!n IR C {-J E IR 11/31く1品く明}= {IJ E IR 11)1三(品+ず
である .ζの結果は Calld1Vの不等式そのものである
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また，つぎに，Ho可八IRを解析する.定義より，

Ho.f ¥ IR = {O E C ¥ IR 1の(13)<明)
とかけるーただし，
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かつ，

川)片=イ{(b九 山叫 t3訟r抗a以刊札X三三υFη，.Ib川川川川Ib仇b仏t
とする 乙のとき， Q例(3斗)はつぎのよう κ変形する ζ とがてでeきる.

φd似州(ρ同J列) = 1日IベIb句州川0川|川|一b句ド0戸=主山， 0 = 主岳トいん川仙仙In胤l日1
三 日ベlさ附山ef3砂ググill0 =主岳岳かんM仙i1n川1
I日1叶|住主トbiわνい山gバ〆内Jγ内川E、冶Cω叶0

日ベl主BiCOS ioll 主ト払Bis臼叩叫l日I
ただし，d = reiO (0く8三π/2)かつI B; = bir'とおいた.さらに，2::;'=1 Bi COS iOはつぎ
のように変形できる

| 主B ∞叶 = 1ド卜丸山l円C揃叫ω
I(任(十一主去詰;ι付)ドmω0+主Bicos iOI 
|主Bi(cosiO -諮問。)1
l主B，mdslt;111A0CM|

|言明J|
0(;3)は繍切J定理 11を用いてつぎのように変形することができる.

ゅは) = 日l以 {I~叫FfB，| 1 2仏sinil1=O.IBiISr'，(i=l， 、If
--

)
 
日
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HOJ ¥!Rコ

定理 9f(.r)を実数体上の 日次多項式とする.乙のとき領域

{i3 E !R 11れ 1/(.¥1+ 1)} U {!3 E IC ¥!R 11/31 S; 1/(仔+1)} 何1) 

にf(工)の零点は存在しない.ただし，ivI = Ilfll∞/lf(O)1であるとする また，f(./)が複
素数体上の多項式て、あるとき，領域

、|
〉
lJ
l
 
十，，，A 

1
川
1

・
ー''''
1
よく
一
、《，
，c
 

c、
守
唱
ノ

，『l'
e

，、B
E
E
-

、

(5.2) 

にf(.1;)の零点、は存在しない

この定理はI¥[iguottcの結果 [Mig02]とCallchy[Ca1l01]の不等式を組み合わせたものに

ほぼ同等である.'dignott.cの結果はつぎのとおりである
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定理 10([Mig92]) J(.1")を実数体上の/)次多項式であるとする.このとき実数でないJ(.1')

の零点，3の絶対値について，つぎの不等式が成り立つ・

(IIJII∞¥ 1/2 
Idlく l一一一 |
¥ 11c JI) 

また Cauch)の不等式はつぎのとおりである.

(5.3) 

定理 11([Cau91]) J(工)を複素数体上の多項式であるとする.乙のとき，任意の J(工)の
零点Jの絶対値についてつぎの不等式がなりたつ.

(5.4) 

この二つの定理を用いれば，逆多項式を用いて容易に定理9を導く ζ とができる.

∞ーノノレムについてはOのまわりの穴は解析できるが，その他の一般的な数のまわりの穴

について解析するのは大変難しい Iピ=IRの場合には n+l個の束縛を持った線形計画問

題となる.また.h" = ICの場合には非線形言|画問題となる.

;)3 



第 6章

2圃ノルムの抑えられた整係数多項式の零点

の分布について

いままで第2章で定義した多項式の零点の存在しない領域，穴の形などを考察した.木

章ではノノレムの限定された整係数多項式の零点の分布を考える. ここでノノレムとして用い

るのは今まで扱ったなかでもっとも解析が容易である 2ノノレムである.

6.1 穴と整係数多項式の零点の分布との関係について

本節では今まで考察してきた穴と整係数多項式の零点の関係について考察する.まず対

象となる零点の集合を定義する.

定義 6Z(Vn)は複素数の集合でつぎのように定義されるものである.

Z(い.1I.n川1.1μJ凡川bけ)= { α(¥ E C 1 六h州α叫)=0川的州z刈)E P(い¥1，n川Iλhμ，1川刈l凡川tけ)} 何

ただし，P(Jイ可n)は多項式の集合で

P(JI，Il) = {f(t) E 2[.，1111/11::; .¥1州引
川はZ上て'既約な多項式てeある} (6.2) 

とする.また，Z(lv1，∞)は

U Z(i¥I，I/) (6.3) 

を表すものとする.

また，穴κついては第2章で定義したものを用いるが，一つの多項式についてではなく ，
いくつかのまとまった多項式について考えなければならないのでつぎのような記法を用いる.

5 .. 
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定義 7Ho(入)は複素数平面上の領域でつぎのように定義されるものである.ただし yは

ある非負実数であるとする

ι(V)=(JECi lPI札 )|ll(α)1くN} (6.-1) 

ただし.

P(J) = {h(.r) E 1¥ [.rl1 cleg山 h(J)= 0， Ilhll = 1} 川)

とする.

穴と ζの零点の集合Kはつぎのような関係がある.

補助定理 16任意の有理数αについて

"，，( 1 ¥_f{α} 
Z(M. n)f 1 Ho 1 -;-一一一一一 1= ¥ 

1 1"0 ¥ MDen(α)，， } -l日

である.ただし， Den(α)はαの分母を表す.

αE Z(.¥I， n) 
α~ Z(.¥I， n) 

(6.6) 

証明 繍Jl)J定理 lより P(.¥1町11)のそれぞれの多項式f(x)に対して HQ，fを計算し，その共

通集合をとれば，それは ZいI噌 n)と共通部分を待たない.定義よりこの共通集合は

円( ... If(α)1 ¥ 
" 0 ¥flxlEPI¥'叶 Ilfll) 

とかける.ととで定義より Ilfll::::.¥1であり， cl = p/q町 f(.r)= I::'=O(liどとおけば，

(p¥' 工?4adqn-i
Jlα)=白白'¥q)=ーマァー

とかける f(.1;)はμ-pである場合以外はZ上で既約でp/qを零点として持たないので，
とれより If(α)12: l/q"である以上より木補助走理を得る 口

多項式の集合P(M，n)の定義において f(.?;)が既約であるという ζ とは補助定理 16を成

り立たせるためには必要ではない.諦祭 rf(ょ)は一次式を因子としてもたない」程度で十
分である しかし， Lenstra [Len831では既約な整係数を用いて議論を行なっている.乙乙

では既約であるという定義を採用した また，既約であるという条件も一次式を因子とし

て持たないという条件も与えない場合，(p.r -q)g(.r)という形の多項式が P(.¥I，n)のなか

κ入るので一般には補助定理 16は成り立たない.しかし，その場合も h(x)= (JXc -q)g(x) 
とおけば，

111111とIlgll

が成り立てば，楠BJJ定理 16は成り立つ つぎに，この関係がほとんどのp，(jに対して成り

立;っと とを示す まず，準備としてつぎの補助走理を示す

dο 



補助定理 17iEの整数p.'1が互いに素て'あり .Pt-qてJあるとき，イ壬恵、の実数係数の多項式
!J(.r)に対して 11(.1)= y(.r)(p.r -'1)とおけば，

II!JII三三 1111112 (6.i) 

が成り立つ.

証明 !J(.I') = 2:: ;'=o !J， .r' とおく.このとき，多項式をその係数を }lf~べた縦ベクトノレとすると

!J(.r)(p.l' - '1)はつぎのように表現できる:

-q 。!Jo 

よって.Ilg(.r)(p1: -q)112はつぎのようにかける.

p2 + r/ _pq 
-pq p~ + r/ -P(j 

。 p -q 

||;: 

911-1 

911 

-pq 

ととでζの式の (n+l)x(n+l)行列の固有値について考える. ζの行列は三重対角行列

であるのでそのIl+ 1個の固有値は

。 :2 ~.2 P(j p" + '1 
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Ilg(.l')(p.r -q)112 = (!Jo ，!J" ) 

λ山〕=可りイP戸川J戸2

である.乙 ζでP手qであるので

ん=日

である. ロ

乙ζでZ(刀、11)の定義を鉱張する.

定義 8多項式の集合 pext(刀、n)をつぎのように定義する

PCxL(JI，I1) = {ル)E iZ[.r] 11げ11::; JI， clcg f ::; n} 附

乙のとき零点の集合 ZCxL(M，n)をこれを刑いてつぎのように定義する.

ze"(.¥I.II) = {o E <c 1 f(札)= 0， f(.J;) E門 1f，JI.)}. (6.9) 

とのとき明らかに ZCxL(.¥1，11)コZ(.¥{、川である

36 
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零点の集合P削 (.¥1町11)についてつぎのような性質が成り立つ.

補助定理 18任;色、の有理数。i"lKついて

( 1 ¥_f{ α } 0 E Z 町叫'(.¥1川ze.，，(.凹削ぺぺx引叱!可'(.し'¥1，11川¥1仏附山Iλ1，11川、，11刈lη川}け)什巾Hoト一一) = ¥ 
い!Dcn(o)") l日 αダze"(.¥1、凡) (6.10) 

て'ある.

証明 日 =pjqとおく pp1，n)のそれぞれの多項式f(:r)κついてもし f(:r)がq.1'-Pで
割り切れなければ f(α)i" 0であり， ζの場合，補助走理 16の証明と全く同様にして導く

ζとができる f(工)がq.t-Pで害1)り切れる場合，

f(:r) = (q.l' - p)kg(:r) 

とかく ζ とができる ただし.g(.1')はqx-pを因子としてもたないとする.fi(エ)= (qx-

p)'g(.1:)とおけば，ととで仮定より αi"1であるので補助定理 1iより .

Ilfll = 11ム11と11ム，11三ー 三11ん11= Ilgll 

である.よ って.1j(lIgIlDen(α))と1j(.¥1Den(α))である よって，

Ha (而可o))2Ho(ポ而)
であり.g(.1')の零点は Ho(1j(.¥IDen(α)))と共通部分を持たない f(エ)の零点はg(:r)の零

点とaて'あるので，以上より本補助走理を得る. ロ

乙の補助走理より .1でない有理数のまわりの穴には Z(J¥J，n)にも ZC"(lVI，凡)に対しで

も適用できることがわかる.

6.2 零点の集合Z(M，∞)による有理数の近似について

本節では.Z(.¥I，-:ι)について考察する.第3章の定理2および系 3より .Zいl.n)が次
数によらずある領域K存在するととがわかる よって.Z(.¥I，∞)もまた，同じ領域に存在

する ζとが分かる.

系4Z(.¥1町∞)はつぎの領域に存在する:

Z(.¥1∞)c(ddlLく1/31く巾{!iE IC¥ IR I方く1/31くm}u卯}.(6.11) 
.)1 
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Fig. 6.1. 2(5.3)の分布と系--lKよる分布の限界

証明 任意の次数IlK対して集合 2(.¥1.Il)の定義より ，その要素の多項式は，整係数多項

式であるから 11(0)1はOであるか，または l以上である.1(0) = 0である場合.I(.r) = 
g(.r):rk， g(O) i 0とかける.ζの場合Ig(O)1:::: 1であり ，かつ11911= 11I11である.乙の事実
と定理2および系 3より，系は証明される. ロ

Fig. 6.1K 2(5可5)の分布と系 4による限界を示す.との系は Oのまわりの穴を考えてい

るので繍助定理18と全く同様の性質がZ円 t(.¥ f. 11)に対しでも成り立つ.証明は全く同様で

ある.

つぎに 2(.¥1∞)の点を用いて収束列を構成できる点について考える.そのためにまずつ

ぎの備助定理を示す.

補助定理 19Pを素数とする.また 9(.1')を整数を係数とする多項式であるとする.乙のと

き，つぎの多項式は整数環上で既約である

1. ;t.2"' + 1 (川=0，1，.. .)， 

2. f(x) = .1''' + pg(.c).r + P (c1cg!Jく 11ー l).

.1. f(.!)(.l川一 p)土J! (m> 11) 

Jd 
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証明 Eiscnsteinの定理 [vcl¥¥'3i)を用いる.まず r(.7:)= .7:2'" + 1とおき r(.l'+ 1)が既約で
ある乙とを示す とζで

r(山)=い+1 f'" + 1 = .7:2ミI(つが+2
である.) = 1， 、2川一 lに対して1 2m ー jとJの2で割れる回数が等しいというととよ
りI= 1，...，2'" -1附吋つは河内切れるよって山匂IIIの定理より

r(.'l: + 1)は既約である.また，あとのこつの多項式については，直接Eisensteinの定理か
ら既約性がわかる. 口

乙の性質を用いてつぎの繍i!)]定理を示す.

+補助定理 20αを複素数体上の多項式I(x)の零点であって |α1>1であるとする.このとき

f(.J:)(t'" -p)土p= 0 (mさc1egf)という多項式列の零点て・αへ収束するものが存在する

証明 まず. I/(x)lとIp/(x'"-p)1 をαの近傍 Dε = ~ ß EICIIα - ßI く d の上で比較す
る 田 川が十分に大きいときθD~上で 、

1/(.7:)I>I~1 
I(x'" -p)1 

である.よって.Roucheの定理より ，二つの方程式1(.7:)= 0とI(.r)-p/(:I:'" -p) = 0は

Dのなかで同数の零点をもっ.あきらかに I(:r)= 0は一つ以上の根を Dの中にもつ よっ

てI(x)-p/(:r'" -p) = 0もDのなかに一つ以上の根をもっ.ζζでEはいくらでも小さく

選択できる.よってαへ収束する点列を乙の方程式の根で構成することができる. ロ

つぎの二つの定理で Z(M，∞)のなかの点を使つである数を近似する ζ とができること

を示す.

定理 121¥J >占かつ |α1= 1であるとする .ζのとき Z(lvI，∞)¥ {α}の点でαへ収束する

ものが存在する.

証明 備助定理 19の lより .xγ'-1はZ(AI，∞)に含まれる この多項式の零点は川を

大きくしてゆくと，単位向上にちゅう密に分布する.よってαへいくらでも近づく乙とがで

きる. ロ

定理 13Pを素数とする.また .¥I> p. 

αE Z ( 主二~.ooi 
¥ 1 + jJ ) 

(G.12) 
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であるとする また， 101> 1かつnの最小多項式が 1'''+1り(.1').1土j). (日(1')E 2[.11. dl'g(jく

/) -1)という形をしているとする 乙のとき Z(刀、つむ)¥ (口)のなかに白へ収束する亨IJが存

在する

証明 11(.1') == f(.I')(.1'''' -p)土j)とおけば，ノノレムの定義より Illill:s (1 + p)llfll + pである.
よって f(けがαを零点としてもっとすると， 11/111三(1+ p)llfll + pは，筒助走理 19より既約
であるので P(JIχ)に含まれる また，係助走理20よりとの多項式の零点は m を大きく

すると日へ収束するようにとれる.よって木命題が得られる. 口

帝IJ1定理 13において，p == 2. 11 == 3. g(.1') == 0とすると，Z(2+3v'5，∞) ¥ {2 + 3v'5}は
2+3占へ収束する列を含む

定理 14Q E IQI¥(Z(.¥I、oι)¥ {O} )であるとする.このとき Z(.¥I，ぉ)¥ (α}のなかの列で

凸へ収束するものは存在しない，

証明 α==q/p >/. Z(JIつ0)、(p.q E 2. (J.人q)== 1)であると仮定するーまたOく |α|く lである

とする とのとき， αは一次式p工-qの零点となっている.また，f(む)== L:~o fi.l" E P(.¥I， 11) 

とする.任意の有理数体上の多項式g(1)==工;与，1g;.1'i(g; E IQI)に対して有理数CとDをっ
き、のように定義する

g(.r)(p.1 -q) + Cf(工)== D. g(.I') E 1QI[.r[.C，D E IQI. (6.13) 

ζのとき ζれを行列表示でかけば

{fo fl 

I -q P 

(C.go.g1. ..，g，，-I) 1 -q p 

¥ 0 

f川 1

01 
1 ==(D、O. ..，0) 

q P J 

とかける.この式の(11.+1)x(凡+1)行列の行列式はp"f(q/p)である.とζで，D == p"f(q/p) 

とおくと C==pnとなり，クラ メーノレの公式より

fl fi f'+1 。p 0 

-q l' 0 

|町|
-(1 ρ 0 

o -q j) 

。 。-q p 
If，，(q/pl' +... + f'+III/' (i =日 ，11-1) 
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よって，乙れより ，1α|く lであ るから，1仏|三 pltー1(lf，，1+ ... + 1Mである.乙こで
Z(.¥Iχ)のなかに{o.，}が存在してcl:へ収束すると仮定する 乙の仮定の下で矛盾を導く

ζ乙で (fIJI(.r)}を P(.lI，∞)の中の多項式要1]でそれぞれの fUI(けはいj}を零点として持

っとする.多項式の集合P(.¥1，つ0)の定義より f(jI(1:)のOでない項の個数は高々λー=l.H'J 
個である.よって，fIJI(.1:)はつぎのように表現することができる.

fυI(X) = f，WJI + f，ln〆
ただし， め はJijl(X)のOでない項の個数であり .r(i， j)はそれぞれの項の次数であるとす

るーすなわち，

f，(iLn op 0 (k = 0句、入ij，j = 0， • .)， 
。=r(O，j)く 1'(1， j)く 0 ・く r(Nj，j)= degfIJ)(.1:) (j = 0，1，.. .)， 

T(ムj)=∞(k > Nj) 

である.ここで rk= lim infjー∞r(ムj)とおく .ζのとき定義より t 1'i壬Tj，(iく j)であ
る.!，'を riが有界となる最大のインデックスとする.すなわち I J'O， rl，' .， r [，、ーは有界て'あり ，

1"1¥'+1 は無限大であるとする ζ乙で B=川とする.式(6.13)のおいて，f(工)= flJ) 

とおき，このときの g(工)とnをそれぞれがj)，njとおく 前に述べたととから，

IDω| 
、、、‘‘
白11
1』

'ae'J'

nua

一n
y

J
I'
i
't

、、

J
 
{

2

 

r
J
 
+
 

¥
11
1
ノ

nリ
a
-
n
y

/
/l
lt
¥
 

J
 
r
ld
 

J
 J
 
J
 

f;j)(.1:) ZfillzvlkJi 

ZfJL)J)zr(M 
J.:>!¥' 

f~j\ .1: ) 

とかける.仮定αrtZ(A1，∞)および術品1)定理 1iより ，つぎのようなある正の数 Lが存在
する :

L = min {llo + I[α+ + IBa:81 1116 + +引三 1"12，li E Z， (i = 0， ..B)} > 0 
よって，ζれより

11121中 (~) I 三 L
となる. また， 一方

M勺)= 0 
である.よって，

li問中
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である ここでが))(け =工;2JdJiltとおく とのとき，

II/())( 日j)1 = I 三1 3 J J ) 。; 1 5 lffy門Jりr刊吋川寸-叶吋l勺Cι〆4，川ElEιt
11:0"' JI-' 1:0'" -1-10)1 

であるたf亡、し， Cは

C=ムい=引可I日ベ1
であるとする との定数Gが存在する ζ とは明らかて，ある.定義より

回μ|
10)一α1=ー _1__  1_  
J --， Ipl/(])(o))1 

である- /りさ lであるから，乙れよ り

1~} L 
lil1lsuj) 10jー αl三 lim

Jー∞ ρp"J-1C(1ー|白jl川/(1-1αj 1) )-00 

L 1ー 10ー|> limslI口 一一一一一」
jーぶ C1ー|白jl'り
L 
三百 >0

である 乙れははじめの仮定である lil1l)一明 Oj=αと矛盾する.以上より Z(.¥I，∞)¥ {α} 

の点列て'αへ収束するものはい1>1の場合は存在しない また |α|く lの場合は Z(.¥Iχ)
が単位向に関して対称である乙とから同様にして証明できる.また，1α1 = 1の場合は，凸
が有理数である ζ とからα=士lである.このとき， αEZ(九1，∞)となってしまうので，
本定理の仮定を満たさない.以上より，本定理は証明されたー 口

乙の定理より ，たとえば，つぎのようなことがわかる.

官112零点の集合Z(ムつ0)について考える.乙の集合は系4より有理数3を要素として含ま

ない よって定理 1-1より Z(5.ov)を用いて 3を近似するととはできない.第3牽の定理局

4より ，Z(5司11)の3のまわりの穴ははが大きくなるにつれて倍数的に小さくなってゆく.

よってとの場合穴は現実の零点の分布を説明できなくなっている また，定期11-1の証明よ

りわかるように，このような現象が起とるのは次数 nが.¥I1rc比べて極端κ大きくなる場
合である

また，内部の点も例えば 3/5はZ(5、∞)に人らない.よって， 3/5へ収束する点列をつ
くζともできない.

また， 111以 (Z(:5，∞)nrnnは存在するかどうかは不明である.定理14よりもしI 111以 Z(3、∞)
が存在しないとすると SlIl】Z(3∞)は無期数でなければならない.
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第 7章

複数の零点の穴についての結果

本章では.2.2節で定義した複数の零点の穴を用いて.2-ノノレムおよび 1-ノノレムについて

Oのまわりの零点、の存在範囲について考える.2-ノノレムに関する結果は Landallの不等式と

して知られているものに一致する.

7.1 Landauの不等式とその別証

本節では舌ノノレムについて0のまわりの穴を考える.補助定理9を用いてl個の零点に関

する Oのまわりの穴を解析する.定理3として示した Lalldallの不等式とほほ、等価な不等

式をつぎに証明する その後，定理3の別証を示す

補助定理 21f(1')を複素数体上の多項式でf(O)ヂ0であるものとする また.oぃO2， ん

をl個の /(.1')の零点とする .ζのとき (o[可 ot)はつぎの集合に含まれない:

、，，t
t〉
''
a
lJ

州
市

くdμ 
成
μ
lc
 

E
 

凡
問

、ィノ

r
i
l
l
-
J

、11
1

、

(i.1 ) 

証明楠助定理7より .f(x)のOのまわりのI個の零点の穴はつぎのようになり ，そζには

/(x)のl個の零点の組は存在しない.

J f " " ¥ ~ "..1 I _f" (J， _ If(0)11 Ho.f = ~ (s[可 ，/31)E 1(;1 Iφ(β[. ..， st)く }lW" "'"--ITW'''''''-''' Ilfll J 

ただし ψ(/3[，..../3t)=11ペIh(O)11h(.1')げ (/3[， ，/31) }て4あり，
P(/3[ 応)= {山q川州三n，a(r-A)|lb(E)、IIhl12:s 1 } 

63 
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であるとする.ここで 11(.1')= LJ=obJrJとおけば，9(，3ぃ 、，J，)はつぎのように表現すると
とができる

9(;3" ..，，31)寸l<lj，{lbOII D(Jβ)1ト 主|竹内1}
伺助走理8より関数φ(3，、 、!]I)は.]" 、3，K関して連続である 従って3，可 。31は互い

に等しくないと仮定してよい(等しい.];，ゐが存在するときは.3;→ゐとして極限を考えれ

ばよい) ζのとき0(.]，、 31)はつぎのように省く ζ とができる

ο叫(.3九1" ...3，幻川川)片円刊司=寸寸寸』dt川川J?戸門刈l凶汚叶叫a弐バ叫1バJ(卜トIb句州叫0川|
補助定理9を用いれば，

φ(13，可、o，)= 

と書くことができる ζζで G(01"1，/3!"I， .3)，，1) K左から行列

を掛ける ζ とにより ，

(1  0 0 ・o¥ 
I -1 1 0 ・oI 

.-l = I -1 0 1 ・oI 

¥ -1 0 0 ・ 1J 

/ OH ¥ / 01日1¥ 

I 3!"1 I I 3，. d， I 
ペ [ [ = [ . [ 

¥ ，3k'[) ¥ 13， d， ) 

となる ただし dιi=(仰0仏叩，1，I此 ，/3)"η'-'1り)とする こ乙てで昨'cl州l
うな変形はクグ，ラムの行列式を変化させない しfた亡がつて'

1G(OH、d"...，rl，) 
ψ(o"... ，)，) = 1J3，" .，W ;，;: [，::"'" ，;i川

G(sdn]、 可β)"')

さらに， OHはd， 、ぬと直交しているので

G(Oln卜d"..，rll)=G(d，、。rll)
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、司F

となる 要素のl順番を無視すれば，d，刷[，，[のyをoK.置き換えたものであるから

G(O["[，(/， ん)く G(!J["[ ， ，/3)"[) 

である.以上より diヂo(i = 1，...，1)ならば

。(，1，守 ，oJ)く IJ，'・ dd

以上の議論は31‘ 0・可.3，が互いに等しくないという仮定のもとで行なったが.締切J定理8

よりの(3" 守3，)は連続関数であるので一般の，3，・ 、O，K.対しては

10(.3ト otll:::; 1β1 . . . t3d 

となる 口

ここでlの選び方は自由である.よって， 1/31" ./3dが最大となるようにとるととにする.

乙のようにするととによってつぎの系を得る

系 5n次の復素係数多項式 I(.r)の零点を13"...，s"とおく .1(0) f. 0であるとする .ζ
のとき ζの零点は

l.3d :::;三|ふ|く l三1，3，.+d:::;三 1，3，，1

となっているとする.とのとき，

である.

証明 1= Iとして，補助定理21を適用する.

ζれを用いて Lal1clauの不等式の別証が得られる

定理3の別証 1(0) = (ーl)"(lcflt3，lh... s"であるから， ζれを系 5K.適用すれば

11/11ぅ
一一二と 18，十l ・仇|
Ilc I1 

が得られる.

(i.2) 

(i.3) 

ロ

口

ζζで得られた限界がとの倣よいものて均るかは，G(o[n[，s[へ ，s)"[)/G(s["[，... ，/3)n[) 
がいかに 1に近いかというととで決定される
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7.2 1-ノルムについての結果

木節では前節と同じような方法で lノノレムについてとのような性質が成り立っかという

ことを解析する 前節と同様にして 0のまわりの穴は

J ( " " ¥ r 1(" 1 ，，( J ，¥ _ If(0)11 Hu.f = ¥ (，31 ....31) E ((:' I OU1、，O，)く;l' . .， - 1""  ，." -IIfl11 J 

となる ただし，

0(.31， ....31) =川lbo111(1-j)lSbJIJSlm)
である ζこで繍助走理8より.0(/31，... ，/3，)は連続関数である.まず.CP(O1，...， Jt)の性

質を解析するためにつぎの繍助定理を証明する.

補助定理 22つぎの非線形計画問題を考える.

旬、b"E ((: 

'Lj';oめo;= 0、(i= 1 ... .1) 

'Lj;o Ib11 ::; L 

m<lx Ibol. (i...J) 

乙の非線形計画問題の解を与えるベクトノレ (bo.... b，，)で 11個の要素のうち少なくともローl

個の要素はOであるものが存在する.

証明 bj = Cj + idjとおく.乙の問題は boを実数と仮定しでも一般性を失わないので与えら
れた問題はつぎの問題と同値である.

b， C1. d1•...•• f"町d"E IR， 

b+εj';I(rjRct3! -d11m，};) = 0 
'L);I(dsc，}!+c1Il1l.J!)=0， (i=L ..，1). 

b + 'L;';1 Jr} +可三 l
l1lc¥xb 

ζの問題を問題 .Vとおき，ベクト ノレ(b、c]，d]"" ， ('111 d，，)が問題Nの解を与えると仮定する.

さらに，もとの非線形計画問題においてboを含む1+2個以上の変数がOでないと仮定し矛盾

を導く Oでない変数に boが含まれない場合.bυ=0である よって.bu = b1 = . . . = b" = 0 

GG 
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が一つの解であり.これは木補助走理を満たしている ことでは.0でない変数がちょうと bo
を含めて l+2個である場合について考える それ以上の変数がOでない場合も同様にして証

明することができる田乙の場合，乙のl+2個の変数は.問題Nでは.b. c川、d;，司 町ri'tJ、dil+1
であるとする.また.b> 0と仮定してよい とれらの変数に対してっさの式が成り立つ

b+三点τEI=L
/+1 

b+乞(九Re.J;'-d;，1mp;') -0可
/+1 

E(dHRemkHHI111r)=。
ことでとのベクトノレに微小変化を加えて最大値がどのように変化するかを調へる b' 、 C~ J d~ 

をつぎのように定義する.

b' = b+ ob， 
C:. = Ci + dCjl 

d; = d;+od;(i=i1，....-l/+d 

ζのとき問題入fの条件を満たすためには b'，c~ 町 d: はつぎの条件を満たさなければならない.

ob+守c;，O九 +d;，od;， 0 
- ‘ 一一
kl dFEIV 

/+1 

ob+工(R叫'oc;，-1叫 'Od;，)= 0， (j = 1，... .l)， 
/+1 

0+Z(R咋仇+叫'oc;，)= 0， (j = 1，... .l) 

ζこでob-t 0となる解がとの方程式系にあれば，ζれを用いて bを微小に大きくすること
ができる ζれは仮定に反する.よってこの方程式系のすべての解についてob= 0である.
よって，これよりつぎの 2l+ 1個のベクトノレは線形従属て'ある ζ とが分かる.

(詐宮古言 tT烹77t肯)
(R叫 l ー1mlJ)'、 I RCs?+1 ，ーIn叫判)， (j=l，...，l)， 

(1叫 J，R叫..，1叫川、R叫 1+1)、 υ=1，... .l) 
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よって. cの条件は
1+1 

2:: Mi".J;' = O. (j = 1 ....1) 
k=1 

と省くことができる ただし.ob; = dc; + idd.(i = il 、il+l)とかける ζの条件はへ

d;，K依存しない.よって，乙の解を用いて長大1也を変化させないであるへと d"を小さく
する ζ とができる との操作を繰り返してゆけばr" = 0、d" = 0とする ζ とができる.ロ

関数oについては次の補助定理が成り立つ

補助定理 23任意の整数人j.(i f. j) K対して，J，戸，J)であるとする.また， lJ....lfをl個
の整数でOく 11く く 11::;11であるとする また 1x 1行亨I]BをB= (Bj.d = (.3j')と

おく.さらにB).kをBの(j.k)余因子とする.また.1 x 1行亨IJFをF=(，Jrl)とおく.乙
のとき.

φ(Jjl， Jl)=-iナ
1 + 1/1¥ (i.5) 

である.ただし
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(i.6) 

とする

証明 。(31.....31)の計算はつぎの非線形言|画の問題を解くととと同値である

2::b).3{=O. (i=l. ...1). 
j=O 

乞|九回 1.

m<lx Ibol 

倒防J定理 22より.との問題の解は η+1個の変数bo，. .， b"のうち少なくとも 11-1個の変

数についてはOである よって， ζの解においてはつぎの条件が成り立っている.

bo+2::b".oj' = 口、 (j= 1， •• ，1)， 

Ibol +乞Ib;，1= 1 
k=1 

ただし.0く 11く 、く 11::;'11.であるとする.ことでクラメーノレの公式より，
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よって，乙れより

(1会 I~Èi jll/' cletB'+1) 1川=1
である.lbol=(l+l/九)一lとおけば，

へー |cletB - ;31 .. . f}r!1 clct FI 
一|む=1I I: ~=I Ej.kll -1む=11口=1Ej.kll 

となり，本補助走理は証明された. ロ

ζの楠助走理を用いて 1=2の場合について考えてみる.

補助定理 24β1.r3zを条件。く Ilhl三1，311< 1とおく.また.0く"1くtz三nとおく. ζ 
のとき，
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が成り立つ.

証明 U2 =ゐ/J1.l' = 1/311とおく.ここで条件より .0くla計三 lである このとき，つ
ぎのように書けるー

、1
11
1
ノ

2
 。，l

 

，，，，， 
、11
1
1
J

I

l

 

l

叫

ノ

'Ffa--

、、
t
 

ρ
U
 
-E
 
+
 

2
 

/
J
I
 

、、、、‘白
1

白目白目『，
，，，，，
含
!

l

a

;

 
α
 

1

1

 

/ft'lhh、、
t
 
ρ
u
 

l
 
E
 

/
r
tf
lt
¥
 

zI'f'''' 

、、、
hl't'ノ

1
2
2
 
α
 

1
1
 

'
2
 
α
 

〆
f
l
i
t
¥

L
 

ρ
U
 
E
 

一一)
 
3-
z
u'
 

nd
'
 

ム

となる 乙こで 11の値によって場合分けをお乙なう.

場合 1 il;::: 2の場合.このとき

maxム(f}l可Ih)=ム({11，sz)I"=1 

である.よって

axム(グI.sZ)= ，Jαγlーザ 11
|吋ー11+ 1α2' -11 

である.

|叫，-1ーα2，-11=叫，-1ー吋l+i"!-!+αjl+り lーα2，-11

三 la~， -1111α2'1+ la2， -1111 ー α~lI 

三 11一白2'1+ 11 ー α~ll

という不等式よりム(;J1，!h):S1を得る.

69 



場合2 つぎに 11= 1の場合について考える.このときりと 2である.

日(1)=ム(.}I、.h)= ，_ .-1.，弓
1.-1.1 + .-1.211，，-2 

とおく ただし，

、、m
h
4

，I
JJ

l

l

 
2
 

1
α
 

/
/
I
I
I
-

、

t
 

ρ
‘、、E 一
=一
》2

-

'
斗

、¥、tlll1tノ

l
Fり-
1
nu 

l

l

 

/

11
1
1¥
 

b
 
ρ
、E
 一

一t-
、、I
h
--
Jr

1
4

hi
、，一Q 

1

1

 

/
'
'
a
B'
t
、、
、

t
 

ρ
L
 
E
 --

4
4
 

とする.このとき g(l)の導関数は

-1.1 - .-1.2(i2 - 2)/l
i，-1 

ダ(1)=-.-1. 
(1ん+.-1.2/1り-2)2

である i2= 2のとき，g(l) = .-1./(1.-1.1 + .-1.2) :::: .4/ーも=1となる また l2三3の場合，

1" = (坐二旦r川 1)

.-1.1 

とおく 1 三lならば，0 < I三1において g'(I)> 0である.よってI 111a:XO<r主1g(l) = 

g(l) = .-1./(ペ1+ .-1.2)となるので場合 1と同様にして証明することができる.また， ，.'"く I
のとき，すなわち..-1.2(i2 - 2)/.-1.1く lのときは，

日野ig(l) = g(I") [(記1r-I/(ポコlrfμ

となる.とれより本補助定理は証明された 口

ζの補助走理を用いて 1= 2の場合の Lalldauの不等式に似た性質を導くことができる.

定理 1501. 02を複素数体上の多項式f(.!)の任意の2つの零点とする.とのとき， φ(，11.，]2)三

(1 + 1/IsIs21)一lてあるので.M = 11/111/1/(0)1さ2ならば，

1~lh21 ~ (.¥d -1)-1 (1.8) 

である.

iO 
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証明 繍fI)J定理 23 および補助定期 2~ より， IstI， I!J21 :::; 1の場合， 叫ん，Ih)三Id，o21であ
り，O(;}，守，h)の定義より，

f (1 + l/I;J'/hl)ー， if IstI， I!hl :::; 1， 
φ(，]" /J2)三{ 噌'

I 1 otncrw，sC 

となる .11と2という仮定より， 11(0)1/11/112三1/2である したがって，HOJはつぎのよ
うな領域を含む.

庁 = {(μJ， ゐ叶)川11ム川|川|μJゐ21ιω|同凶三引1，(ρ1 + 1ν/1μ;3ω川3九九3，，3

= {(川)川11λ川1，13ゐ刻21ι|同三1，Is凶W仙州s，んωM州113仇刈13ゐ刈3九刻21く l川一リ
(仙6ムi、，8ゐ2)は Ho，Jκ含まれ念いという性質から， 18，1，1821:::; 1の場合には18，821~ 1/(i¥I -1) 
である.また，定理5より， 1ム1>1の場合には1821とl/(/'vlー1)であるのでやはり 18，821~ 
1/(.11 -1)がなりたつ.以上より本定理が証明された. 口

この定理の系として， 2-ノノレムについての Land仰の不等式に対応する性質が， 1-ノノレム

について成り立つ.

系61(1')を複素数体上の n次多項式とする.また，その零点、をβ1，...，sI1として.0く

13d三I.hl:::;...:::;1み|く1:::; 13PTd :::; ・三|ふ|であるとする.乙のとき II/II，/IlcI1三2
ならば

である

証明 定理 15より明らか

11I11 
|ムー'13，， 1く一一ー l 
一IlcI1 

(i.9) 

口

1=2については，乙のようにして Landauの不等式と同様の形をした式を導くことができ
た 1~ 3の場合にはこのような式が成り立っかどうか不明である. ζの場合，補助定理23
におけるλは大変複雑なものとなり繍助走理24て・行なったような方法を(吏うととはできない.
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第 8章

Lノルムによる零点の存在範囲の応用

本主主では，第3章で論じた 2-ノノレムを用いて，与えられた実係数多項式が実零点を持た

ない乙とを証明するアノレゴリズムについて考える. 2-ノノレムにおいては穴は方程式で陽に

記述するととができるので，謂祭にその範囲を求めるととはそれほど難しくない また，は

じめの節で述べるように穴Ho.fはある条件のもとではその備集合IR¥ Ho.fが有界でFあるよ
うなものとなる.この性質を用いてアノレゴリス‘ムを設計する. 2-ノノレムにおける零点の穴

を解析するためにまず，穴の定義にでてくる関数0(.3)の性質について考察する その後実

際に ζの性質を応用するととを考える.木節ではノノレムの記号 11.11は2ノノレム 11. 112を表
すものとする.

8.1 ポテンシャル関数ゆ(s)の性質

木章で実際に応用するのは笑係数多項式の実数のまわりの穴である しかし，ここでは

多項式の係数体が複素数体の場合の復素平面上の穴の性質についても同時に考試きする.両

者は大変良く似た性質をもつからである.

木章で考察する集合は2-ノノレムによる穴である.ζれはつぎのようなものである !，' =c 
の場合は

、，EE
E

・、，a
E
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J
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W
 
O
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ι、
3
J
 

F
F
I
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、EE
Et
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一一FJ
 

O
 
H
 

ただし

JI.Jい1121αiulI2一I{臼l"I，，31u1)12
00{，3) = .! 

1.J1"1I 

とする また.ムー=IRのとき解析するのは.

川 IR={叫仏(れ官i日)

i2 
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である φo(d)は変わらない.本節ではこの関数φn(t3)の性質をαEIC， O E ICの場合と

口EIR， !3 E IRの場合について解析する まず，つぎの性質が成り立つー

補助定理 25ある固定されたαに対して

L = o~(β)=lull|2-MI出 E [0，10:1"1121 
1131叶:1 '-LV 11U I J (8.1) 

であり， ζの区間の任意の値に対して Lがその値を実現するようなsEICが存在する.ま

た，さらに

R= 稲鴨僻JF:与斗河司刊E什巾4巾巾刷[ドい判仰川0仏川州州川，1(¥川川|いμ附(¥1，トF
である.乙の区間の任意の値K対して Rがその値をとるような多項式 f(.1:)が存在する

cl E IRの場合との多項式は実数体上でとるととができる.

証明 Schwartzの不等式から

|αl叶21sHI2一I(αl"I，sI"I)12三0

であるので口三 L三lai"lj2て4ある また，s=αとすれば L=Oとなり .f] = C"+I (C，，+Iは
lの(日 +1)乗根で lでないものとする)とすれば.L = 1αl"lj2となる.Lは連続的に変化
するので[州In112]の問の任意の値をとる

また.Rについてはf(x)= I::'=。αjX'とおいてa= (白0・ αn)とすれば

R = l( a:al~IW 
lal2 

とかける これと Schwartz の不等式より R~ 1αInl12である.また，実際，

向 =α， (i = 0，... ，n) 

とおけば.R=IαHI2となる.またf(x)をαを零点とする多項式とおけば R=Oとなる.R

はfについて連続的に変化するのでこの間の任意の値をとる fが存在する.また.!¥' = IR， 
ClEIRの場合には a;= a' E IRとなるのでf(x)を実多項式と してとることができる. 口

また，乙れよりつぎの性質が成り立っととが分かる

補助定理 26領域Ho.fr土If(α)1= 0のとき空集合であり，また If(α)1/llfll= 1白1"11のとき
複素平面から有限個の点を取り除いたものである.また Ho.fはIf(α)1/llfllが減少すると
もとの集合の兵の部分集合となる.すなわち，

Ifl(α)1 _ 1ん(α)1
一一一〉一一一司 H".flコHo・h (8.3) 
Ilfdl - Ilhll 

である.

i3 
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証明補助定E竪23およびその証明より明らか.とくに.If(乱)1/11/11= In[uJ1の場合には，備
助定理23の証明より.d=(，，+I/αにおいて最大Illiiをとることから，

比!=tC¥{仏1I i = 1，....1I} 
となる.ただし乙叶!は lの11+1乗根である 口

乙乙で Ho.fが有界でPあるかどうかについてつぎのような性質が成り立つ

機助定理 27任意の複素係数多項式1(.1")と複素数αに対して

If(o)1 
一一一く|口1"-lJlキ Ho.fは有界町11I11 -，_. ， . "0  J 
I/(α)1 
一一一 >1口1"-lJlキ C ¥ Ho.fは有界11/11 -，_. -"'''J 

て'ある

証明 まず.I(α[UJ. J[uJW /1，]1"112の値について考える

回日目2 区出己VI
2

131"112 2:::'=01.3120 

I.Nー 1I(白.3)"+1_ 112 

131訓，，+1)ー 11 03ー 11 

l 1/1.312α11+1ー 1/J叶 112

1 -1/1312(，，+11 1α ー 1/.3 1 

(8.-1) 

(8.，5) 

となるのでJの車色対値が十分に大きければI(α[uJ.o[uJW/I，3I"112は|α12はへ近づく I/(α)1/11/11く
lal"-lJlの場合は繍il)J定理2.5より13の絶対値が十分に大きくなると13!f. Ho.fである.従って
Ha.!は有界である.また一方If(α)1/11/11> 1α1"-lJlの場合は逆に絶対値の十分大きなJに
ついて.3E Ha.fとなるのでC¥ Ho.fは有界となる 口

Fig. 8.11C多項式の次数n=.5.0 = 1 + 2iの場合のφ。(.3)の等高線図を示す. ζの図にお
いて右上の同が集まっている部分がαて'あるー1/(o)I/llfllが大きくなるにつれてαのまわり
から広がり続け.1/(0)1/11/11 = lai"-け|のと ζろで穴が反転し，穴でない部分が有界となる
のが分かる.同じ図を鳥かん図で示したものを Fig.8.21C示す.Fig.8.1において原点付近
の部分はfんlが集まったものでそ ζでOn(仰が是大値をとるという ζ とが分かる.
また， αが実数て'ある場合，集合 HnnlRに対しでも同様の性質がある.
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fig. 8.1. n = 5α= 1 + 2iのときの00(3)の等高線図

補助定理 28任怠の実係数多項式f(.r)と任意、の実数αに対して

区住Hく |α[nー1[1 キ HonIRは有界であり (8.6)
Ilfll 

明1>1αい1[1 キ IR¥ (川れ有界である 伶

証明備助定理2訂7の証明と全く同様てで，ある 口

n = 5， a = 5のときの Iピ=IR. a E IRとしたときのら(13)の形を fig.8.31C示す.とれは

繍Il)J定理3より Fig.8.1とFig.8.2の断面図となっている.乙のとき

|α[5[1 = 3189.-t3 

であり，

|白['1[1= 63i.89 

1.) 
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¥phiれbela)一-
¥phlれbela)

Fig. 8.2. 11 = 5， (¥ = 1 + 2iのと きの00(3)の鳥かん図

であるので，乙の関数の漸近線は縦軸の 63i.89を横切る水平線である .ζの場合 11=5で

あるので実際にー1/るにおいて乙の関数は最大値をとり，その最大値は |α[51[= 3189.-+3で

ある目

8.2 整係数多項式が実零点を持たないことを証明するアルゴ

リズム

本節て'は前節の結果を用いて与えられた整係数多項式が実根を持たないととを示すため

のアルゴリズムについて述べる 次数が奇数の多項式は，必ず実根をもつので次第{が窃数

の場合は意味がないがζ乙で述べる方法論はたとえば正の実数を持たないことの判定など

に応附できるので，一応次数は奇数に|虫ることは，とこでは行なわない また，数値計算

は誤差なく行なえるものと仮定するー

まず準備としてつぎの良く知られた備B)J定期を記す.

補助定理 29(Hadamardの不等式 [Sch86])実数体上の正方行列βがs=(1'I，r2，...，r，，)

(1'， E IR")と表されるとき

Icl(、tsI::::11・tl11'21'. .11'" 1 (8，8) 

iG 
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ー-JJ/ノ

0 ・0

Fig. 8.3. n = 5，α=5の場合の九(グ)のグラフ

が成り立つ.

ζの性質を用いてつぎの繍助走理を示す.

補助定理 30整係数多項式f(工)が実根を持たないとき，

1;/0. E Ilt If(α)1> Iームー2，，-ln"+I/(叫 1))llfI12，，-1I (8.9) 
¥1/τ(n -1) ) 

である.

証明 多項式f(x)が工軸に一番近づくときの.1:をαとおく このとき 1'(.1:)= 0を満たす.
よってとのときの値をJとおくとつぎのような連立方程式が成り立つ.

(f(エ)= 0 
f(.1:) -.3 = 0 

ζれより ，βは方程式F(β)= Resx(f'(.1:)， 1(1:)ー β)= 0を満たさなければならない.こと
でResAf(x)，g(ι))はf(.1:)とg(.1:)の変数:z;K関する終結式を表す.f(エ)=i:i'=。αj.7/とお

11 
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いて ζの終結式を行列式で表示すれば，

1/11" (1/ -1)11"_1 (/1 。。
11(/" (1l -1)(111_1 ({I 

F('})=c1N I 
{t，l-l α。-，J。" 。。

(1" {/，，-I “o-.} 
となる .ζの行列式を1について展開する ζ とを考える そのためにつぎのような行列式

凡小，，，_， (i) E {O、1})を考える

Ilα" (1/ -l)aト l αl 。。
n(L" (Il - 1)(/，，_1 (ll 

Fi].i~.. ..i" 巴I = c1ct I b 
O"_l bo 。" 。

b" b"ーl bo 

ただし，

日 1)行自の (b"，b，， _1 的)= ~ ~α" 九l 向) (iJ =旬、
l (0‘0， .， 0.-1) (ij=l) 

である.乙のよう Kおくと ，F(3)の.}kの係数は

E二 F，]ι'''-1
i] +...+i" _ J ::~:， IJ E {o.!} 

である 楠fj))定理29(Ha【lamarclの不等式)より

IF;，日 F川 1::;川111112"-1

である.したがって，F(3)のポの係数の絶対値は上から

3
 
2
 

F
'

，，
 J

 
J
 

、、、
.目l
，J
，，， 

l
 一'ι

J
 
J
 

J
It
-
-
h

、、、

で押えることができる ζのことから，F(.r)の 2-ノノレムは

IIFII三[引γ)れ11/112"-1

i8 
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となる. ととで 111= 11ー lとおいて，Stirlingの公式を用いれば，

となるので，ζれより

足(117)=(2U))=鰐
< ♂子百i(守)2111+11(2.lm) 

(♂日(~rYι22m (ぞ)If{川 }

IIFII三長パぞ引)I…f川叶川川Ilflげ川f刀11
を得る.

注意 : との補助定理の証明では Stirlingの公式としてつぎの式を用いた.

ぶ;;(:)"三n!~ /2ru(;)一 (8.10) 

また，f(.r)がある実零点、をもち， αがその実零点に十分近いときつぎの性質が成り立つ

補助定理 31aが実多項式f(工)の零点κ十分に近いとき Hα，fnIRは漸近的K開区間 (α-
E，a +ε)へ近づく ただし，

If(α)1 (1 r¥ 11111.1 11 F""'¥ /..1 1，，1¥1') 11 [，，11')¥ ご=一一 (IDoa:I"112-1(Doai"I，a:i"IW/1α[nJ 12γ f2 Ilfll ¥'-"--' "-0--，_. 11 11" 1) 

とする

証明 d=α+εとおく.定理4のC2(n，α)を用いて

If(α)1 
ε=凸(17α)一一

Ilfll 

と書くととができる .ζれは本補助定理である

系7整1系数多項式f(x)が実根をもたない場合，任意の実数αについて

Ho句fコ(α-o，α+ε) 

i9 

ロ

(8.11) 
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ただし.

(丙苛Tγ2γ，-1川I川d川円刊川iドf円川"川川J坤刷+判l
(ID 。αωd山州|トい川川"川叶3リ'11"一I(DnOI"トい"1人，0αω山lレい川町"川'リ| (8.12) 

とする

証明 補助走理30および補助定理31より明らか. ロ

との禍助定理より .f(x)が零点を持たないときの穴の幅のある下界が分かったととκな
る.よって， ζれよりも穴の幅が小さ くなった場合ζのf(工)は実零点を持っととになる.

つぎに，諦祭に Hαfを効率良く計算するためにつぎの補助走理を示す.

補助定理 32実数0，13が1くαくグを満たすとする.ζのとき九(J)はJととも に単調に楢

加する.

証明 まず.e = ，]2、 f= oJとおく ーまたo(β)が単調増加であるという ζ とは

i1 = il+f+F+ ・+f"f
l+e+ポ+ • •• +e" 

が単調減少する ζ とと同値である とζで，

F(y) = 1 + y + y2 + .. . + y" 

とおくと，

di1 2F'(f)F(f)F'(e)(dfjds) -F'(巴)P(f){dejds)

dJ F2(e) 

ここでdfjdt3=αであり .dejds = 2Jであるので，

となる.とζで関数

di1 .J(f) 
一=2 ~~: .'， [F'(f)F(e)α-F'(e)F(J);3] 
dJ -F2(e) 

MElzi 
" F(y) 

はuさlならばUの増加とともに単調に増加する.α くグであるのでfくEであ る.よって

d~( f) く EF'(E)
一一F(f) . -F(e) 

であり ，ζれより di1jdJくOを得る. ロ

80 
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。三 lに対して{j)o(f])を用いて dE ]R!!Oとして

R((，い 11以 {oE ]R I州)三 d}

を定義する.ただし， ]R!!O = ~ .t E ]R I :1:とo~ とする ζれを用いてまず，つぎのようなア

ノレゴYズムを考える

アルゴリズム 111次整係数多項式f(.r)が与えられたとき f(エ)が実零点をもつかどうかを
判定する.と ζでf(x)を計算するアノレゴリズムが与えられ，Ilfllの上界が分かっているも

のとする.実数軸上の区間Tl'C対して Right(T)をその区間の大きい方の端であるとする.

Al. _V← Ilfllの上界

A2. 5←日

A3. O← f(x)が実零点を持たないと仮定したときの If(エ)1の下限
A4 while 5 f-]R do 
A5. begin 

A6. T ← {J E ]R Iいlaαω山州い川川叩n叶叶li巾12一I( αω山い川吐りn叶へ1，守，sが伊例ドい川"川叩'リl
のQを含む最大の部分区問

A 7. if If(Right(T))1 < o then goto A12 

A8. 5←SUT 

A9. a← Rゆt(T)

AI0. end 

All. f(x)は実板を持たない.終了.

A12. f(:r:)は実根を持つ終了.

つぎにアノレゴリズム 1が停止する ζ とを示す.まず，つぎの備Jl)J定理を証明する.

補助定理 33アノレゴリズム 1で整係数多項式f(x)が実零点をもっ場合， αはその零点の一

つへ一次収束する.

証明 f(エ)のある零点をα。とし，a = aOー εとおく.εは十分に小さいものとする.との
とき，

If(α)1 = If(αo一ε)1= II'(ao)ε| 
である. よって

If(α)1 11'(α。)1
一万一_-す一|ε|
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となる 備問J定理 7よりアノレゴリズム lにおける Tは((10 ε 6、0:0 ご+のである.ただ

しo= C11ξ|かっ

C1=叩 (IDoo:["[ll-I(川 1，ai"1 W /10:1>>1 12) 1/"2 

であるとする.乙れにより， 1口一口01はz← (1-C1)εとなる すなわち η凶くりかえせは
い-0:01 = Cl(l -CJ)"となる ただし，C2はある定数とする.よってaは0:0へ一次収束
する ロ

乙の補助走理を用いてつぎの定理が示される.

定理 16アノレゴリズム lは停止する.

証明 整係数多項式f(l')が実零点を持たない場合，繍助走理31より ，αをいくつにとって
も穴の幅IH，仏I1はある定数以上である.よって A4から .'¥10のノレーフ・て。はαは一回につき
ある定数以上大きくなる αが十分に大きくなれば，If(α)1/llfllの値はαが大きくなるにつ
れて増加する ここでαに関して， 1a:i"-1J1 = O(α11-1)であり ，If(α)1/llfll = O(αつである
ので，0:が大きくなるといつか If(α)1/llfllは|α["ーり|を超える このとき備ll)J定理28より
IR ¥ (H，ι1 nlR)が有界となり，無限に広い領域を含む乙とになる.よって，ζの時点で零
点の存在しうる区聞は有界となる.したがってそのあともαは大きくなってゆくのでいつか

T=IRとなる.

また，一方f(.r)が実零点を持つ場合，情lljJ定理33よりその実零点のうちの一つへ一次
収束する.また，乙のとき，その零点に十分に近ければ，補助走理30より，

O(n log Ilfll +凡logn) 

ステップ程度で停止する. 口

アノレゴリズム 1の A5において「最大の部分区間」となっているがこれは大抵の場合

Ha，JnlR自体が区間となるのでそれそのものとなる.しかし，一般には，Hα1nlRは単一
の区間とはならない.そ乙で補助定理32を用いてこのアノレゴリズムを改良する

アルゴリズム 2n次整係数多項式f(x)が1子えられたとき f(.r)が l以上の実零点を持っか

どうかを判定する .ζ とで f(.7:)を計算するアノレゴリズムと Ilfllの上界が与えられている
とする.

Al. N← Ilfllの上界
A2 α← l 

A1 O← f(./)が実零点を持たないと仮定したときの If(.[)1の下|仮
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A4. while True do 

A5. begin 

A6 if If(白)1j.V>1白[u-lJlthen goto Al1 

A7 T ← {.i3 E IR Iい10川川川Gωρ山州lトい川u叶叩.1
A8. i江flげf(Ri吃以g凶ht吋(T)リ川)川|く o then goto A12 

A9. c¥← Right(T) 

AI0. end 

Al1 f(x)は実根を持たない.終了.

A12 f(.r)は実根を持つ終了.

アノレゴリズム 2が停止するのは明らかである.また，繍助定理32より ，Ho.fの右端はい

つも確定し，2分法で簡単K求めるととができる.アノレゴリズム 2を用いて f(1:)が実数全

域で零点を持たないととを証明するアノレゴリズムを示す.

アルゴリズム 3n次整係数多項式f(.1:)が与えられたとき f(1:)が実零点を持っかどうかを

判定する.こ ζでf(工)を計算するアノレゴリズムと Ilfllの上界が与えられているとする.

Al アノレゴリズム 2をf(x)について実行する.

A2 アノレゴリズム 2をf(-x)について実行する

A.)， アノレゴリズム 2をj'"V(工)について実行する.

A4 アノレゴリズム 2をj'"V(_.r)について実行する.

アノレゴリズム 3についての簡単な例をつぎに示す.

例3整係数多項式f(工)=が -4:1:3 + 8.r2 -14工+i4= (:/;ーl}'1+ (エ+3)2+ (.1' -Wが実
零点を持たないことをつぎのようにして証明できる .ζのとき Ilfll=占吉5であり，とれ
をノノレムの上界として用いる アノレゴリズム 3K従って，つぎの4つの多項式に対してア

ノレゴPズム 2を適用する.

fl(.1:) = .1:4 _..).r3 + 8x2 - 14x + i4 

ん(エ) = f(-x)=♂+  -1.1:3 + 8.r2 + lu + i4 

ム(x) = j'"V(.T) = iu4 - 14x3 + 8x2 -4.r + 1 

f.1(.1') = I'.V(-.1:) = iu4 + 14.r3 + 8x2 + 41' + 1 

それぞれについてα=1から出発して?三 lの部分に零点が存在しないζ とをポす Fig.8.4

にそれぞれの場合についてαの移り変わる様子を示す.また，/(.1)の実際の形を Fig.8.3に

示す.また，この場合の繰り返しの回数は Tablr8.1の様になる.
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Fig. 8.-1 アノレゴリスム 3の実行例 l

例4つぎに，つぎのような例を考える.

f(工)= 2.1:6 -3."1:5 + 185."1:4 -380.1:3 + 1-155.1:2 + 156.. + i93 = (."1: - 2)6 + (x + 3)6 

前の例と同様にして Fig.8.6fC実行[7IJを示す.また，乙の多項式のグラフを Fig.8.ifC示す.

乙の例についてもそれぞれの多項式が評価された回数をつぎに Table8.2 fC示す.

官115また，多項式が実零点をもっ場合のー苔単純な例として，

f(.1:) = x2 - 2 

について計算してみる .ζの場合，備助走理33fCよって，理想的には12へ収束すること
になる しかし実際には64ビット実数程度で計算すると誤差などの集績によってつぎのよ

うに♂の付近で収束しかけるが.誤差の集積によって再び大きくなり始める.Fig.8.8fCそ

の様子を示す.

例6つぎのような多項式は実零点をもっ.この多項式κ対するアノレゴリズム 3の動きをつ
ぎに示す.

f(.1:) = .1:
6 
-19x
5 + 100xl + 250‘日-43i5.T2 + 15625.7: -18i50 

ζの多項式は.1'= 5で5重の零点を持つ.乙のとき繰り返しとそれK伴う口の動きを Fig.8.9

K示す 乙の場合，実際には誤差によって 5よりも手前で一定の{自になってしまう
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アノレゴリズム 3の計算の復雑さなどは全く知られていない.

J 

"・000

8000 

4000 

2000 

2000 
10 

...4-4・x・・3・8 理・2-14

Fig. 8.5. f(工)= .r'l -u:1 + 8.t2 - l-l.r + i-lのグラフ
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Fig. 8.6 アノレゴリスム 3の実行例2

Table 8.1 例3における多項式評価の回数

Table 8.2. lflJ 4における多項式評価の回数
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Fig. 8.i. f(τ) = 2..6 - 3が+183，1'" - 380..3 + 1-155..2 + 156，1' + i93のグラフ
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Fig. 8.8， f(.1;) = .c2 - 2の場合の占への収束の様子

8i 



'・su!t2.naw'-

2.5 

o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 ・000 4500 5000 

Fig. 89 f(x)が零点を持つ場合の収束の様子
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8.3 不等式の証明への応用例

木節では， Sclm'artz [Sch80]で説明されている Tarskiの方法をこれに沿って説明し，そ

の方法とこ ζで述べた方法を組合せてある種の不等式が証明できる乙とを示す.

まず，つぎのような三つの形式の命題を証明する ζ とを考える:

l. Vx E IR"， [T =今 g(x)= 0] 

2， Vx E IR". [T =今 h(x)三OJ

3， VXEIR". [Tキ e(x)く 0]

ただし，Tはつぎのような命題とする:

!，(x) = 0八.，八!dx)= 0八h+，(x)三0，八 。八!t(x)三Ô!I+'(X)く 0，八 八ん(x)く O

これらの問題を解くためにまず，それぞれの問題を否定する.否定した問題が正しくない

ζとを示せば元の問題が正しい ζ とがわかる.元の問題の否定は，それぞれ，つぎのよう

になる.

lヨxE IR". [T八g(x)f. 0]. 

2ヨxEIR".[T ĥ(x)と0]

3 ヨxE IR". [T八e(x)> 0] 

ζとで g(x)f. 0は付加的な変数uを用いて g(x)y-l= 0と書ける.また，同僚にして
h(x) 2 0はh(x)_y2 = 0とかける.さらに e(x)> 0はe(x)y2ー 1= 0と書ける.Tの要

素となっている式もまた，同様にして等式で当き直すことが出来る.よ って，否定したそ

れぞれの命題はつぎのように書き直せる

ヨxEIR"，yEIR"，/'，(x、y)= 0，. ..， I'，(X，百)= 0 

さらに，乙の命題は

ヨxEIR"，YEIRI'，/'J(x，yf+"'+I'，(x，yf=o 

と省けるのでこれをまとめであらためてヨxE IR"， fl(x) =日と書くことにする.との命題
が成り立たない乙とを示せばよい Rは多変数多項式である.とこであるベクトノレト EIR

を適当に決めて，l?(x) = 0の解空間のなかの点て'Yoに一番近い点、を求めるととにすiこ
のような解22問が存在しない場合は， ζのような点は存在しない また，一方とのような
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解空間が存在すれば一番近い点を一志に決定する ζ とができる Rから， ζの点を求める

ためにはっきの方侵式系の解を求めればよい ζ とがわかる.

R = 0， 

(.r; -y;)R.，.， ー(.1"J- yJ)R，.， = 0 (i = 2可 可11)

ただし.R，..はRの変数.1";rc関する偏微分を表すものとする.この方程式系が実零点を解
として持てばζのような解空間は存在し，もし存在しなければ解空間は存在しない ζの

ようにして得られた方程式系を

F(x、y)= 0 

と書く.ただし.0は長さ Oのベクトノレであり .Fはベクトノレ値関数であるとする

例7(Bernoulliの不等式)つぎの不等式を証明するととを考える ただし.nは2以上の
整数とする.

(¥ > O. (1 +α)凡 >l+nα

との不等式は簡略化のため(¥= t2、tr6 0とおけば
(8.13) 

(1 + t2)" > 1 + nt2 

と書く ζ とができる.任意の実数fについてこの不等式が成り立つことを示せばよい ζ 
の不等式の否定は，ある実数trcついて

(1+t2)"::;1+ηt2 

であり ，ζれは

R三 (1+ t2)"一(1+ nt2) + h2 = 0 

が実数解 (t，h)を持たないことと同値である.ただし.t r6 0とする.このとき，

侃一

a
m一品

2tn(1 + t2)"-1 - 2tn， 

2h 

であるととから R=0を成り立たせる (t可11)存在すれば

R = O. 
fJR θR 
一一h一一-;-1 = 0 
[)t θh 

00 



可~・

を成り立たせる (1.11)が存在する.よって，乙の解が存在しない乙とを示せば十分である.

乙の式は

(1 +戸)"一 (1+1/12)+112 == 0可

叫1(1+ /2)川 lー(1/+ 1)11] == 0 

であり，さらに/# 0という条件より，
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この結果より ，hは容易に消去する ζ とができて，

5(t)三(叶 1f[(1+什ー(1+凡戸)]+ n2(1 +仲川 t)== 0 (8川

となる とれが t# 0という条件のもとで実数解を持たなければ，もともとの不等式が証

明できたととになる.乙とで，5(t)の1-ノノレム 11511tはつぎにように上から押えるととがで
きる.

115幻刈11t ~三三 (1η】+ 1)戸2[2" + 1 + 1川1)+1凡Z凸2(11-1り)三 D(の11

|ド|β5幻Ib壬115幻刈111て，あるから，乙れより 115112$ D(II)である.すなわち， 115112の上界を見積も
るζ とができるのでアノレゴリズム 3を用いる ζ とができる

ζ乙で 11==;')について実際に数値計算を行なう.まず， ζの場合，D(5) == ii68である

また， cleg 5(t) == 16である.アノレゴリズム 3では具体的K多項式を書き下す必要はなく，

S(t)が実際に計算できて， 115112の上界が分かっていれば実行する乙とができる.また， ζ
の場合は 5(t)== 5( -1)であるのでtく Oの場合については篠かめる必要がなく ，アノレゴリ

ズム 3の.-¥1，:¥3のみを実行すれば十分である.ζの実行結果を Fig.8.101C示す.主IとA3

においてー香外側のノレー7・て'実行された繰り返しはそれぞれ 118回と 269回であった

このような証明法は必ずしもうまくゆくとは限らない.つぎKそのlflJを示す.

例8ニ変数Kついての SclIwartzの不等式を考える. すなわち

(.rt.1・2+ UtUd $ (.rf +ば)(1~+ ul) 

について考える .ζれを証明するためには前に述べたようにまず与えられた不等式を否定

してから余分な変数を用いて等式へ変形する.結局乙の不等式の再定は

ヨtト.1'2、Yt'Yl，hE IR‘i¥J == (.rfui + ，aly12 -2.l't.r1.lJt.lh)1I2 + 1 == 0 
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Fig. 8.10. S(t)κついてアルゴリズム 3を実行した結果

である ζれより，変数を消去するためにはつぎのような式を作ればよい.

M = 0 

1ん，(X2ー 1)-.1I，，(工1-1) = O. 

1ん，(Y1-1) -.¥I出(.1:1ー 1)= O. 

1ι， (Y2ー 1)-.1Iy，(.L1 -1) = 0， 

M.，，(hー 1)-.111μlー 1)= 0 

乙ζでは座標(1.l.1，1， 1)から .¥I= 0となる集合への最近点を求める乙とにする との場
合は座標 (1、1，1，l.1)を選択したが， ζの点は任窓に選ぶ乙とができる.との方程式系を

数式処理システム ~[athematica [¥¥"01881で計算するとつぎのようになる.

h2r~Yf -21市 1.1:2Y1Y2+ I内?d+l=O，

-Y1 + .L1Y1 -Yz + xzyz = 0， 
-Xz + X1.1:・z-Yz + Y1Y2 = O. 
(-.1:1 +ぬ)(ー1+X1+Y2) = 0， 

-.L'lY1 + 1'1川!ー hyz+ I内Z+X1YZ-.T;Yz = 0 

ただし，それぞれの式は因数分解をして自明に;色味のない因子は取り除いてある.この
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Sdll¥"iutzの不等式を証明するには ζの方程式系が実数の範囲K零点をもたいない乙とを不

せばよい.

このような方程式系が与えられればこれは sczoutの定E里[vcl¥¥"3i]より，有|倒閣の解し

か持たない よって，乙の有限悩の解を求めてそのそれぞれが実数解でないととを示せば

よい.また，もしと ζで実数解が存在すれば，乙れはそのままとの不等式の反例となる.し

かし，との方程式の解をすべて求める ζ とは難しいので，ここでは変数消去を行なうー乙

の変数消去は方程式系のそれぞれの方程式に対してお互いの終結式を計算する ζ とにより

求めることができる.たとえば，例8の方程式系の場合，つぎの 52次多項式が実零点をも

たないことを示せれば.Sclll¥"ilrtzの不等式を証明することができる，

f(x) = 13811ï259803006~7088968~9677025 

219802118693~808522~~54~945~9220x+ 

1 762182~530817~9828 1 533802268~358x2+ くく ~8>> + 

12000000000000000000000000.r>1 + 

1000000000000000000000000 X，2 

ただし，くく 48>>は ~8f聞の項の1剖各を表す.乙の多項式のノノレムを計算すると.4.32 x 

103';となるー一方，繰り返しの出発点での多項式の値f(l)は約 2.527x 10おとなる . ζれ

は.:r = 1において f(:r)はそのノノレムK比べて極端に実軸Kft近しているという ζ とが分

かる.乙のような状況でα=1のとき [f(α)I/llfllは約5.8xlO-11となり .0のまわりの穴
は極端に小さくなる よって，アノレゴリズム 3が停止するためには膨大な繰り返しが必要

となってくる.

乙の例から分かるように本章で示したアノレゴリズムは必ずしもうまく働かない.乙のア

ノレゴリズムでやっているととは多項式の値とノノレムの情報からその零点の存在しない領域

を計算しているわけで，多項式の熔造の情報は他Kは用いていない 今後，乙のアノレゴリ

ズムを改善するには多項式の構造の情報をある侵皮とり入れなければたらないと思われる.
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第 9章

代数的数の複雑さとその応用

本章では，木論文での中心的話題である穴の理論を等式の証明へ応用する ζζではい

くつかの変数をもった方程式系を対象とするー理想的には乙れに対する穴を定義しその穴

を解析する ζ とであるが，ζれは今のととろ大変困難である .ζζでは Hong[Hon86]な

どのアプローチと同様に最終的に多変数多項式による方程式系を変数消去によって l変数

多項式へ変換したときの複雑さを見積もっている. しかし，ζのようにして 1変数多項式

をつくるとその係数は大変大きいものとなってしまうー ζれに対して，本章で示す方法は

扱う対象を有理数体および有理数体にある一つの代数的数を加えた{本の上の数に限定する

とのようにする ζ とにより.Hongの方法のように広い範囲の問題を鍛えない代わりに複雑

さを小さくする ζ とができる.

本章で扱う代数鉱大!本はその基底があらかじめ与えられているものと仮定している.

9.1 初等幾何学の定理証明について

本節では [Sch80]の結果に基づいていかにして初等幾何学の定界一を証明するかについて

説明する

まず，多変数多項式Kついてつぎのような性質が成りたつ

定理 17([Sch80]) Qをnf聞の変数九 、f"の多項式であるとする また Qは恒等的K

OKは等しくないとする.。の1:，K関する次数を d，とし Q1をQのrf'の係数多項式とす
る つぎに Q1の.'l:1K関する次数をのとする このようにして順々に rl]l" .，cl

l1
を決定する.

また一方 1;(i = l， ...n)を実数体上の I!個の有|混集合とする.このとき Qは高々

11川Iム，x... x 1川(14L++14:LL
¥1川Iム川iバl' . 11，，1υ / 

(9.1 ) 

(闘の零点を[， x .. . x [刊にもつ.ただし.1 1は集合の要素数を表すものとする.
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乙の定:f!llを用いればつぎの乙とが言える.

系 8([Sch80])定理 1iにおいて 1= 11 = ... = 1"とし.rIを多項式。の全次数とする

またある十分大きな定数cについて 111~ cdが成り立っているとする Qが同等的に Oで
ないとすれば 1"の要素がQの零点となる確率は 1fc以下である.

よって，十分大きく Iをとって何凶かQの値を計算しそれがOf'C等しということが確か

められれば.Qが恒等的f'COf'C等しいというととが確率的に証明できる.すなわち.11回

計算した結果がすべて Of'C等しい場合，それらが偶然f'CQの零点である確率は C-IIという

ことになる.

9.2 初等幾何学の定理の計算過程

まず，はじめに幾何学の定理の証明アノレゴリズムを説明するために言|算過程を定義する.

計算過程は木章で取り扱う幾何学の定理をもっと一般的にした問題のクラスである.

定義 9入力変数 .TI..t・2....，Xmをもっ計算過程とは n倒の順序のついた整係数多変数多項

式の組!I.ん 、/"で，つぎのような条件を満たすものである .任怠のインデ ックス /

(1 ~ i ~ n)について /iは/1、 /'-1のなかに出現しないち ょうど 1つの入力変数でない
変数を含む.(/1 ... '/'-1のなかに出現した入力変数以外の変数をの1回数はOでもよい.)乙

のとき/"の入力変数でない./I.h可 . /n-Iのなかに出現しない変数を乙の計算過程の出力

変数と呼ぶ.人力変数でも出力変数でも変数を中間変数と呼ぶ.

例 9つぎのような多項式列は計算過僅である

/1 = lT -2 + V = 0‘ 
h = :d-3=O、

ん=工l一λ:Z:'J= 0 

乙の計算過程では入力変数は Uて'出力変数はλて'ある. Xl. .1"2，は中間変数である.

計算過程は定義より必ずノレーフ.のないグラフとして表現する乙とができる.上の例をグ

ラフとして軍基けばFig.9.1となる.

定義より人力変数にある値を入れると出力変数の値が限定する ととではとの論文で考

える初等幾何学の定理の証明への応刑の方法の概略を述べる. ここで吸う初等幾何学の定

型はその定理に対応する計算過桜が存在して，その定期が正しいことと，その計算過佳の

人力変数にどのような値を代人しでも山力変数がOとなる乙とが同組であるとする.初等

幾M学のある定E唱が与えられたとき，それを証明するのにつぎのようなステップを踏む
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巧 r，

吋 h 、f、

i 

Fig. 9.1計算過程を表現するグラフ

l与えられた定理に対応する計算過程を.4.とする

2 計算過程.-l.の中間的な変数を終結式i吋¥¥"3i] によって消去したときのの人力変数に
関する全次数の上界を見積もる.乙のとき，実際に終結式を計算するのではなく，用

いられてる変数と多項式の係数および次数から見積もる.

3 系8を用いるためK入力変数へ代入する有理数の組を適当に決定するー

4 その有理数の組を実際κ代入して目的の出力変数の値を代入した場合最終的にその値
がどの程度の「復雑さ」となるかを計算する.(複雑さについてはつぎの節で述べる.)

5 求めた複雑さを基に計算すべき精度を見績り ，その精度で出力変数を数値計算する

その値がその複雑さからみて十分に OI"C近ければ ζの入力に対して出力は正確にOで

あるということが在明できる.

6 との操作を十分な回数繰り返す 1回でも出力がOでなければ定理は成り立たないと

とが証明できる.一方，すべての場合に出力がOであれば，高い確率で与えられた定

理が正しい乙とが証明できる.

木論文て'は方程式を作る部分については詳しく述べず.本節の最後に簡単な例を示すにと

どめる.(変数の消去などを含めた定理の計算過佳については[山木89]を参照).基本的な

方法としてはたとえば三角形に関する定理であれば三角形を記述する点(.1"1，.1:2)‘(.1::J可1:.1)，

(句、:1"6)を変数として含む多項式を作る.ただし，角の 2等分など代数鉱大を伴うものにつ

いては

fl(x守 t) = 0， 
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。
のような形になるのでとれは終結式によって変数tを消去する，すなわち， Rcs，(fl町ん)=0

という式で表す乙とができる ただし，xは入力変数のベクトノレであり ，yは山力変数を表

す.との式はzとUの方程式ということになる.乙とで，との方位式が恒等的に y=Oとい

う解を持っととは，との方程式の yiC関する定数項が恒等的に Oであるととと同値である.

よって，乙の場合も Sch，，'artzの力法を用いるととができる.

木論文では Scll¥'日Htzの方法におけるそれぞれの有理数の入力Kついて，いかに数値的に

多項式の恒等性を示すかについて論じる

h(x，I，y) 

例 10 r三角形の三つの角のそれそ"れの2等分線は一点、で交わるJという命題について考
える とζで三角形は Fig，9，2で示す(.1、y)を変数として決まるものとする ζのように三

角形を定義するということは，ζの命題が縮尺に対して不変であることを暗黙に仮定して

いる 乙のように定義すると，それぞれの角の 2等分線とその相対する辺との交点をそれ

ぞれ(，1'[・yt)， (工2、ω)，(ぬ め)とすればとれらは，まず，

日+y2 _ 12 = 0 

(，t -1f + l-S2 = 0 
I1 

ん

(l+t)，1'1一(1+，1')= 0， 

(l+I)YI-y=O守

(1+s).t2- ，r=0， 

(1+s)Y2-y=0司

(1 + 5)均一t= 0， 

y:l = 0 

-J

n

り

--，

F
i
r
-
e
F
J
r
J
r
J
rト
ψ

とおいて，

と書ける .ζの3点と(町、 O[)= (口、0)，(llZ・l'2)= (1，0)， (1l3守 U:3)= (:r:，y)をそれぞれ結ん

だ3線が一点で交わるこ とを示せればよい これは

YI - VI .tl - III .t[l'[ - y，lll 
.lJl - l.'2 .1'1 - tt2 .'L'2 L''] -.l)2lL2 

y:l -l':l .1':1 - 113 :r:IL':3 -Y:JIL:1 

λ=0 

としたとき，入=0が成り立つととと同値である.ととで示した方程式系 I1= 0，ん=
0， '、h= 0は入力変数を (.r，y)として，出力変数を入とする言|算過程となっている.この
計算過伎に対応するグラフは Fig，9，3となる

ん=
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a 
x 

(仁y)

Fig. 9.2三角形の表現

λ 

/ ~ 

f4ノ xitsf i6 
JiT ̂， '. ih / 

γム

x v 

y 

Fig. 9.3例 10の計算過程を表現するグラフ
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9.3 数の複雑さの定義と有理数の四則演算による複雑さの解

析

本節では，と ζで扱う数の複雑さを定義する.木章で定義する数は有疎数1<1>:をある一つ

の代数的数によって鉱大してできる{本の要素である

定義 10有理数 1= p/q (p. q E Z. (p. q) i= 0) I'C対して

11/11 = log2(p2 +め

と定義する.これを fの複雑さとよぶ

(0.2) 

ζの定義では複雑さをベクトノレのユークリッドノノレムの対数のようなもので定義している.

この定義は不自然のように見えるが，つぎに示すように， ζのようにするととによってシュ

ワノレツの不等式が使え，比較的単純な見積りができる との定義にままづいて有理数の四則

演算によってどの程度複雑さが増すかという ζ とについて考える

補助定理 34有理数 1・sの複雑さについて次の不等式が成り立つ

111土sll:::; 11/11 + 110511 + 1 

111511 三 11111+ IIsll. 

111/811 三 11I11+ Ilsll 

(9.3) 

(94) 

(9.5) 

証明 二つの数を 1.8がそれぞれ ql/Pトの/P2日Pt、qt)= 1. ((J2.P2) = 1)と表されている

とする. とのとき和と差の複雑さについてはゾユワノレツの不等式を用いて

111土sll三 IOg2((I]IP2土のptf+ (plpd) 

三 log2((qi+ 1イ )(q~+ p~) + (Ptl々)2)

三 log2(2(qf+ )J;)(q~ + p~)) = 11111 + Ilsll + 1 

と成り立つ また，積の復雑さについては，やはりシュワノレツの不等式を附いてつぎのよ

うに見積もれる.

Illsll三log2((qtのf+ (li1Pl )2)三logA(qi+ pi)(q~ + p~)) = Ilrll + 11811 

削についても積と同阪である 口

また，さらに有理数を要素とする行列の復雑さをつぎのように定義する
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定義 11行夢1).¥1= (ηi.j)i=l. ...11. j=[ 川の複雑さを II.¥!IIと記し，

11.¥111 =乞乞11川 11 (9.6) 
i=1 j=1 

と定義する.ただし.(/;.j E <Qとする.

つぎに，二つの行列の積の復雑さについて考える.

補助:定理 35二つの有理数!本上の 11X 111行列および 111X 1行列をそれぞれ .¥1入ーとおく .
ζのとき

11.¥1入"11~ 11川 1+ 111.¥111 + 1I11.v11 (9.i) 

が成り立;つ.

証明 .¥1 = (o;.j);=l.....". j=l......... .¥" = (b"j)j=l 川.k=l. ...1とおく.乙のとき補助定理 3-1を用
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を得る.

また，さらに行列式の複雑さはつぎのように見積もるととができる.

補助定理 36.¥1を口 xn有理行列とする ζのとき .¥1の行列式の復雑さについてつぎの不

等式が成り立つ.

口

11 det川1~ 2n log2日+11.¥111 +C (9.8) 

ただし n=2の場合Cは0.2以下のある定数であり .11三3の場合Cは負の数である.

証明 .¥1 = (q;.J!P;.j);.j=I....." (q;.j'P'.j E Z. (p;.j，q;.j) = 1)とおき，また，dct.¥1 = 
q/p (q.p E Z. (/λq) = 1)とおく.乙のとき Ipl三日:'=1njl=l Ipi，jlであり，また，さら

にIql~ n!日二1[1}'= 1 (I;.jて'ある.ただし， d"j = max(lq;.jl.lp;.jl)である.とれより

11 det .¥111 三 ω +村吋qtのιω2つ2)~出凶孟引i吋n刊1

三 21og2山 g2(dIdJ+11|PJ!? 壬21og2n! + IOg2(2<i 

~ 21og2川+IOg2 <if.j + 1 ~ 21og2 II! + logdI II (1(/;，jI2 + 11I;，j12 
i=1 )=! 

~ 21og211! + 11.¥111 + 1 ~ 2111og.111 + 1いI11+C 
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である.ここでスターリングの公式より .C = 2 + !Os2π ー (2!og2e)1I + ~ !Og2 11と表すと
とができる .ζれは 11= 2のとき約 0.13であり 11ど3では C く Oである.これより補助

定潔は証明された 口

また，さらにこの結果を用いると，線形方程式の解についてつぎの性質が成り立つ

補助定理 37.¥1を 11X 11有理行列とし.bを長さ 11のベクトノレとする.乙のとき線形方位

式 .¥1.1'= bの解 tの一つの要素をI"iとおけば

11.1>11三-I1!og2"+ 21い111+ Ilbll + 2C 

とかける.ととで Cは繍助定理 36と同じ定数である.

(9.9) 

証明 クラメーノレの公式より.t"iはじ=c1et .¥1， / c1et .¥1と書く乙とができる とこで.¥1，は行

手IJ.¥1のある行をbで置き換えたものである.よって 11.¥1;11~ 11.¥111 + Ilbllと評価する乙とが
できる.これを用いて補助走理 3-1.補助走廻 36を用いて補助走理を得る ロ

有理数に関する似たような議論は [Sch86]tてもみられるが，若干定義が異なる.

つぎに本節の前半で示した公式を用いて実際に良く知られた初等幾何学の定理を証明す

る手11頂について示す.まず，実際の問題について考える前にある有理数の複雑さの上界が

分かったときどの程度の精度で数値的に計算すれば，その数が本当に Oといえるかという

乙とについて考える

補助定理 38ある有理数 rの複雑さの上界が .¥1であるとき yがOK等しいかとうかを数値

的に判定するには 1を精度2-(リ12+1)で計算すれば十分である また.1が1K等しいかどう

かを判定するには精度2一(.11/2+2)で計算すれば十分である

証明 ，. = p/qとおけば rはq.t-P = 0という方程式の根となる 系4を用いれば，.戸 0
ならば 1，.1>1/#τFであり，従って複雑さの定義より irl> 2-.¥1/2となる.またさらに
lがlかどうかの判定については s=，.-1がp.r+ (q -p) = 0という方程式を満たすこと
から p2+(q_p)2三-1.2.¥1より .s # 0ならば1.11>2-(.¥11叫 1)となる.以上より木補助走理
を得る. ロ

以上よりある数がOであるかまたは lであるかの判定は数値的に行なえる ζ とが分かっ

た ζこでつぎのような初等幾何学の定理を証明するプロセスを考える.

定理 18三角形の3つの中線は一点て'交わる

乙の定理を定式化するためにつぎのような補助定期.を示す.
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y; 

[巳+3，1;+3]

0 [と+3，0]
[0，0] 

[1;，1;] 
(r， s) 

. [21;+4，1;+3] 

(1，0) 
[1;，0] 

~X 

Fig. 9.4定理 18の証明に用いる三角形([，・lは点の観雑さを表している)

補助定理 39有理数を座標とする 6つの点 Pj= (八、 8，).(i = 1.... .6)が与えられたとき
直線 P1九九九円九が一点、でh交わる必要十分条件はつぎの行列式が0f'C等しい ζ とで

ある.

証明略.

81 -SI 1'1 - 1"1 811'1 -821'1 

84 -83 1".1 -1"3 8:j1"4 -841":j 

86 -8.5 rs -1"5 8.31・6-861";; 

(9.10) 

ロ

上の結果を Sc!lI¥'artzの結果 [Sch80]と組み合わせるといくつかの例について定E里18が成

り立つことが示せれば， i!:れが一般的に正しい定理であることが確率的に証明できる.ζ

の場合，図 9-1のような形で定式化する.まず判定に用いる多項式Qの変数は1".8およひ

fである.とれらを動かすととによってすべての三角形が表現できる.また一点で三つの直

線が交わることは繍助走理39によって判定できる.との補助定理で与えられている行列式

のr"8， rc代入されるべき式は明らかに 1'，8、tの1次式である よってQの全次数は高々4

次である.乙の ζ とから，系8を用いれば.たとえば1= {i/100000 1 i = 0守1，....99999} 
とおけば 111= 100000であり，との中からハ 8，tの{直を選んで Q恒等的f'C0でないのに

Qの値がOになる確率は高々1/25000である.よって ζれを何回か繰り返せば Qが恒等的

にOであるととが確率的に示される.とのときそれぞれの値についてそれが正確に正しい

ζとを木節の方法に従って数値的に証明するにはその計算過催について考えれば良い.す

なわち入力される数の複雑さは高々(= log1(2. 1000002) = 3-1.219である.また 11011= 0 
11211 = log1:5く 3であることを考えれば補助定理 3-1を用いて Fig.9.-If'C示した視雑さとな
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る.よって，これより補助走理3Dによって示された行列式の行列の複雑さは高々18(+ 3D 
という ζ とになる よって，行列式の複雑さは補助定理36より 18(+況である これは大

体666.9-!である ζれより最終的念行列式の精度を 2-3:1.1.17程度にすれば木当に正しいか

どうかが判定できる.これは 10進数で考えると小数点以下 100桁程度であり ，乙れは十分

に実行可能である.実際に計算する場合はそれぞれの数の複雑さはもっと小さくなるので

必要な精度も乙れよりも小さくなると考えられる.

9.4 代数体上の演算

前節において有理数の演算についての複雑さの見積りについて論じた.木節では同様の

議論をある一つの代数的数Kよって拡大された体の演算I'Ct広張して論じる こζで述べる
鉱大体はその基底があらかじめ与えられているものとする

まず，はじめに代数体上の代数的数の複雑さをつぎのように定義する.この複雑さは鉱大

体に普通なものではなく ，拡大するときに用いる代数的数を変更すると変わるものである

定義 12ある代数的数をGとし，これを定義する多項式を f(.];)= I::'=o白山，(a， E Z)とす
る.すなわち f(α)=0である (必ずしも最小多項式でなくてもよい) さらに<Ql(α)上の

数3が

，] = I: b，a' (b， E <Ql) (9.11) 
;=0 

と省けるとする とのとき数Jの復雑さを 11311。と記し

113110 =乞11川| (9.12) 
i=O 

と定義する.

本節では代数鉱大を行なうもとになる数をαとし，その定義多項式をf(.];)= I::::oαj.tぺ((1， E 
Z.i = 0、 .η)とおく.まずつぎの性質が成り立つ.

補助定理 40αi+，/をつぎのように表現する :

α+" 合24JaJ(A=01)(α jE Z). (9.13) 

s=工;』=ofL?とおけば，

乞αf.j:::; B;+ 1 (i = 0、1， (9.1-1) 
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証明はじめにαの定義より(¥"=一(1/11，，)(((，，_1(¥，，-1+ 十何)である.よって i=OK関し

てζの繍助定理は成り立つ また， Q(白)上の数をhとおけばb= d"_10"-1 +.. .+do (d， E Q) 
と表現できる .ζのとき I=川=dll_IC¥." +..・+rlO(¥ = d"-I(ー1/0，，)(((，，_1(1，，-1+... + 
(l0)+(d，，_2(1，，-1 +.. .+do(1)である.乙こてゆとヮを (aO町 (1，，-1 )を基底とするベクトノレで

表現する./)と守に対応するベクトノレをそれぞれ (do... d"斗 )1 と(eO....e"_I)Tとおけば，
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(9.1:i) 

が得られる ことで ζの式の右辺のIlX Il行列の固有値入を考える .ζの行列の固有多項

式は

h 〈[(L)"+(T)(土)ぺ +(~)(土)+ (ご)]
となり ，定理2より入についてつぎのような式が成り立つ

|計三(川でr+. + (げr (9.1 i) 

乙れより l入I:S;JBである.式9.15より (li.jが整数であるととはあきらかであり， 1入|の大
きさからL:?=oaL三si+1であるととが証明された 口

ζの性質を用いて Q(α)上の二つの数の四則演算における複雑さの治大について見積も

る.まず，有理数と Q(α)とのj寅算についてはつぎの性質が成り立つ.

補助定理 41JをQ(α)の要素とし，l'を有理数とする とのとき

|ト1土1'1/。三 111'/1+ 113/10 + 1 

IIJrll。三 llllrll+ IIdllo 

11，3 /1'11。三 11111'11+ IIsllo 

証明 代数的数の複雑さの定義と備助定理3-1より明らかである

(9.18) 

(9.19) 

(9.20) 

口

また，二つの代数的数に対してはつぎの性質が成り立つ.

補助定理 42二つの Q(α)上の代数的数をt31と必とする また，8は陥助走理-10での定義

と同様であるとする ζのとき

11.31 +ゐ11内三1I，3r1lo+ 11，32110 + 11 (9.21) 
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であり.

n(211 + 1)(11ー 1)， ..2/11 J 11 I 1I J tI ¥ ， I12(11 -1)(/1十1) 11.31 . .3211n 三 ~ + 1I"(II.3llln + 1卜おIln)+ ..， ~'" -， log2 s (9.22) 

で?ある.

証明 和に関しては備助走理 3..より明らかである ζζでみ=工;可I'j，;Cl'. (j = l.2)と
おけば，積.31'，hについては繍Il);定廻..0の {fi，jを用いてつぎのように変形できる.

31 32 = (ト)(212JGJ)=221ilJJ
(おfil)Ilk-12JQK
ZS11山山222Z炉il'l.k-/2.jal

ζの結果より 11.31. J211。は 1= 0.... .11-1 についてつぎのように見積もる ζ とができる.

1131， hllo 三 Z到11仙|民情怯ト主去去ふトトfハ川山川lυ山川…I-jザ山山山J〆山ん川f乃川い2υけJ片f+宅芝i !が伊伊f川川山川I.kル山川kト川ωベ一寸イJρ1

壬'~ (1+11主1'1.1-j 1'2.j卜|lzii伊 I.k-j 1'2.; 11) 

55[l+l+(H-21n+~主(III'I.I-jll+ 11日jll)

f il(伽ill+ 11 1'1，k-j 11 + 
?l(凡+1)(日 ーl) ')，" ... 11 1，... 11' ~ー! 2~_:.? '~ 11 ak-lI.f 11 ~ "¥'0' .~\'O .， + n2(llddln + 11ゐ110)+乞乞 Zlt剖|

/=0 k=1l )=1.:-11+1 11←11 11 

乙乙でで'Bの定義および補助定理 4刊0より ，11卜!卜トrα似恥L旬ιkトい一可→11，1刈I
ので

11(211 + 1)(1lーl)， ..2/11 a 11 ，11，) 11 ， I 1♂(11-1)(11+1) 
IIJ]I ぬ11。壬 2_.+は(11β1110+ 11ぬ||。)+6 log2D

となる.

また，さらに逆数についてはつぎのように見積もることができ る
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補助定理 43，]を((Jl(α)上の代数的数とする.乙のとき

111/，3110三1/[(2nlog211 + 211
2
(311 -1) + 1 + 2C) +内』ー 1)log2 s + 211211.3110]' (9.23) 

証明 ゥ/3= 1とする .ζの等式をii仰VJ定理-10の証明と同様にしてベクトノレ表示をする.

ウ可Jに対!ぶするベク トノレをそれぞれ(旬、 .5，，-J)'I、(1'0町..，1'''_1)'1とおけば

.¥"1"Z = (1，0....、0)

とかける ただし，
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とする .ζのとき行手IJ.'¥の複雑さは
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であり，また行亨Ijl'の復雑さは 111・11s; nllt111。て'ある.乙れより行手Ij.'¥1'の複雑さは

3(n -1) 
11.¥1 '11 S; n2(3n -1) +ーーす一log2B + n211ollo 

である.乙れより補助定理37を用いて木偏lJ)J定理を得る. ロ

以上より代数的数の四則演算による復雑さを見積もる ζ とができた.

本論文て'扱っているのは，一つの代数的数によって拡大された体の中の要素に対して復

雑さを定義し，それが演算Kよってどのように大きくなるかということである 現実の幾

何の定理では代数鉱大が l回ではなく いI凶か行なわれることがあるので，とのような場合

には木論文の結果を直筏用いるととはできない こζでは 1巨lだけ代数鉱大が起こる場合

を例に挙げて，本論文の結巣がどのように応用できるかを説明する.
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まず，はじめにある代数体Q(o)の要素のoK関する複雑さの上界が分かっているとき，

実際に数値計算結果でどの侵度の精度で求めればよいかというととについて考える.鉱大

次数が一般の場合は大変複雑であるのでこ ζでは拡大次数が2である場合について考える.

補助定理 44代数的数αはα2口2+向10+(/0 = 0によって定義されるとする.すなわち Q(o)

のt広大次数は 2であると仮定する.また，C!~ + C!; +白o= sとする目乙のとき Q(o)の要素
1Iが正確κoであるかどうかを判定するためには精度

T(G.;/ 1+ .11叶lo+:?log2日) (9.2-1) 

で?ηを計算すればよい.

証明 日は2次の数なのでその拡大体の要素であるりは17= 1'10 + 1'0とかける.ζζで1'1と

1'0は有理数てeある.とのとき複雑さの定義より 1117110= 111'111 + 11ro11となる.
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であるから，りが!J(:r:)=ジ+dj:r: + do = 0の零点となっているとすると，

(;::)(:i)=(2;l!;年f) 
となる この式の右辺の2x 2行列の複雑さは 1+ 111711。であり，また，右辺のベクトノレの

複雑さは

|14-2171421110-211三3+ 511ワ11"+ 210 

である.従つて備助定理3訂7より

日lax(lld111，Ildoll)三2i/2 + illリ11α+210g2 B 

と見積もる ζ とができる .ζれより

必工否古:::;2(:J.;/4+ ./211~II.+log， B) 

て'あり，さらに

Idol ~ T(2./4+ ./211~1I .+log! B) 

である . ζれより定理2を用いて1)'1 0ならば

1111三2-(61/<J+.II'lllo+2Iog，s) 

である.これより本側11);定浬を得る ロ

本節ではつぎのような初等幾何学の定坪ーを証明するととを考える目
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よト
c ~ 

A /.  C 

。 (v， 0) x 

Fig. 9.5定理19の証明に用いる三角形

定理 19三角形 ABCの角止の2等分線と相対する辺BCの交点をMとおくとのとき互E

Iで=百!:C可である.

乙の定震は 2等分線を用いるので 2次拡大が起とる この定理を証明するために，二つの

ステップを考える.一つは 2等分線を引くととの定式化であり，もう一つはそれが定理19

で示した式を満足するかどうかを判定する ζ とである.まずこれを証明するための枠組を

Fig.9.5K示す ととでは入力変数として点 Bの座標成分人 ι二等分線の傾き fを用いる.

まず，tについては，

st2 + 2rt -s = 0 (9.25) 

が成り立つ.乙乙でtは点Cの座標成分 uには依存しない.また，tを用いて，定理19で示

した式を満足するかどうかを確かめるために

.¥ = (sーはf-t2(r2 + S2) (9.26) 

がOK等しいかどうかを確かめればよい よって終結式Res，(s2-2srt+t2s2， Xー (s-rt)2+
t2(，.2+S2))がXの式としてどのように表現されるかいう ζ とが問題になる.乙の式の."¥K関

する係数はすべて全次数でs，γの8次式となる.よって系8より 1= {什 i= 0，1，.... 99999} 
とすれば，."¥が恒等的には OK等しくなくてなおかつ，s， t， 1をIの中から選択して偶然。

となってしまう確率は高々8/100000である.よって，とれを繰り返せば確率的に ζの定

理を証明するととができる それぞれの入力の複雑さは高々 10= 33.3である.よってまた
式(9.25)のそれぞれの係数は高々200000なのでB::; 12 X 1010である.とれより補助走理
Hおよび楠助定理-12を用いる ことにより ，

11."¥11α 三43+ 6-1((/ + -Ilog2 B三l!= 2322 
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とれより楠lJ)J定理-l-lを用いて精度

2-IG.; /H;" +1 lo~ ， 1]) > 2-1G'1I.; > 10-.;000 

て云|算すれば良い.すなわち.ζの場合大体10進表7J'でF小数点以下3000桁佳度で計算す

れば十分であるということが分かった.実際には入力する数の複雑さはもっと小さくなる

のでこの見積もりよりも少ない桁数で十分であると考えられる.
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第 10章

結論

本論文ではまず. 1変数多項式のノノレムを定義し，そのノノレムを用いて多項式の零点の

穴を定義した との穴はその多項式の零点を含まない複素平面上の領域である.木論文で

は主につぎのようなノノレムを取り扱った 多項式f('，)をf(.r)= 2::7=0 a;x'とおく .

• 2ーノノレムーζれは多項式の係数をベクトノレと考えたときのユークリッドノノレムである.

すなわち

IIfl12 = (剖1/2
のζ とである.

• 1-ノノレム これは多項式の係数の絶対値の和をノノレムと定義するノノレムである.すな

わち

Ilflll =乞|叫

で定義される.

. c(;ノルム. ζれは多項式の係数の絶対値の最大値をノノレムと定義するようなノノレム

である.すなわち，

IIfll∞=，sax，|fh| 
一方，多項式f(エ)の穴はつぎのように定義される.
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ただし，

P(d) = {h(l) E 1'1111州
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Table 10.1 それぞれのノノレムに関する Oのまわりの火の解析によって得られる零点の存在

しない領域を記述する述語

I 2ーノルム | 1 ノノレム つG-ノノレム

Q， 1.31 S 1/.¥1 
1 ，¥1 < 2 

1.31三1/(，¥/+1)

Qz 13 S 1/行7
131く 1/ぷ汀τ1.¥/ > 2 

1/(行7+ 1) 
131 S 1 ，¥1く 2

Q3 1.31 S 1/.¥1 
1 ，¥1く 2

131三1/(，¥1+1)

でトある.

第3章，第4章，第5章においてそれぞれのノノレムに関する多項式の零点の 0のまわり

の穴について解析した， 2-ノノレムについては穴は陽な形に書くととができ，比較的容易に

解析するととができる.また 1-ノノレムおよびつιーノノレムについては係数体ムーが実数である

場合Kは線形計画問題となり，復素数の場合Kは非線形計画問題となる Oのまわりの穴

を解析するととによりつぎのような結果を得た.多項式f(工)の零点は，¥/= Ilfll/ f(O)と
おいたときムー=lE.のときは零点を含まない領域としてつぎのようなものが得られた

高={3 E lE.1 Q，} U {3 E ([ ¥ lE.1 QZ} 
ただし.Q" QzはTable10.1に示す述語である.また.[，' = ([の場合はつぎのような領域

がf(l')の零点を含まない

高={s E ([ I Q"} 
ただし Q:lはTable10.1i'C示す述語である.乙れらの領域は穴の部分集合になっているも

のであって穴そのものではない， 2-ノノレムの結果については Lanclallの不等式を用いる乙

とによって同僚の結果を得る ζ とが出来，また OC，-ノノレムκついては Callchyの不等式や
~ligllotte による結果と一致してる. 1ノノレムについての結果は穴によってはじめて得られ

たものである.

また，第3章および第4章においてそれぞれ2・ノノレムと 1-ノノレムの，¥1= IIfll/lf(α)1が
十分に大きいとき l¥'= ([の場合は任意のαのまわりの穴について.1，ピ=lE.の場合はf壬怠

の実数αのまわりの穴について.その漸近的な形を解析した，2-ノノレムについてはもとも

と穴は具体的な式で記述することができるので，比較的容易に漸近的な形を求めるととが

できる.2-ノノレムについては/，'= ([の場合 i'¥はαを中心とする同に近づき，その半径は

θ(ljJf)であり. [，' = lE.の場合は穴は。を中心とする実利l上の区間とれを中心とする実利l
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を含まない同Kll折近的Kちかづく .ζ とで区間の半径(区間の幅の半分の長さ)はθ(1 ;'¥1) 

であり，同の半径はθ(1/ぷ百)となる 一方扱うノルムが 1ノノレムの場合はム.= IRの場合

については線形~ I 画問題となり，やはり 2. ノノレムの場合と同様にしてαを中心とする実軸

上の区間とnを中心とする実軸を含まない同に漸近的にちかづく また区間と同の半径はそ

れぞれθ(1;'¥1)とθ(1/よ百)である.しかし，!，' = Cの場合には単純にとのような性質を

導くことができない.それは，還元される計画問題が線形でなくなるからである しかし，

または

、1')↓ 1
101三二2 11

101くー乙一
一(.)2+1)凡

となっている場合にはやはりその半径がθ(1j.¥!)の同に近づく.

また，第6章においては整数を係数とする多項式について 2ノノレムについて考然した

ノノレムによって制限された整係数多項式とその零点の集合をつぎのように定義した.

Z(.¥1. n) = {α[ f(o) = 0ん )P(.¥1， n)} 
P(.¥1.n) = {f(.l) E z[.rl[11似 ¥1.clegf S: 11 

ん )はZ上て'既約な多項式てある)

零点の集合Zい1.n)の中の零点の存在しない領域ついては穴によって説明するととがで
きる また，P(.¥1.ll)の定義のなかに rf(.1)はZ上で既約な多項式である」という条件が
あるが，これはαが有理数て'あるとき，多項式f(けがすて'Koを零点としてもってなおか

つ別の零点を持つというととがないようにするためである

乙ζで

ι (入)=(QEC|hl札 )1州
ただし，

P(心，3ド1

とおく 乙のような定義のもとでで'aが有理数て，あれはば

nr..r(_ 1 ，_f{α}αE Z(.¥1.1I.) 
Z(.¥1.凡)flH.ηl一一一一一1=1';;J ~.: ~:':';"I (10.1) ， '--'.' ，MDc川口)") l 目 。EZ(.¥!川
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が成り立つ.また，既約でない多項式とその零点の集合をつぎのように定義する.

Z""(.1I，II) = {(¥ 1 f((1.) = 0ル )E P(.IIII)} 

?，'xt(.II， 11) = {ル)E iZ[.r] 111似 .11，clegf三11

f(.r)はZ上で既約妙項式て'ある)

乙のとき 2.ノノレムκついてはnが 1でない有理数であれば式 (10.1)が成り立つ.また，さ
らf'CZ(.II.11)については .11を固定して次数 η を大きくしてゆくと，有界な範囲の中κ無|浪
個の点が存在するよう Kなる 乙れの極限(すなわち次数の条件を外したような集合)を

Z( .11. c;c)と書くと ，0 E 1Ql¥ (Z(.1Iつc)¥{O})について Z(.II、∞)¥ {α}のなかの列て'(¥へ
収束するものは存在しない.との結果よりたとえば Z(ふっc)は5を要素として含まないの

で.Z(5可∞)のなかの点亨Ijで 5へ収束するものは存在しないととがわかる.すなわちいく

ら次数日を上げても Z(5，n)の点を 5へ限りなくちかづけるととは不可能であることが分

かる とれに対して 5のまわりの穴はこの場合も次数Ilが大きくなれば 5のまわりで小さ

くなってゆく .従って ζの場合穴は現実の分布をうまく説明できない ζ とになる.

第7章においては，複数の零点のOのまわりの穴を 2.ノノレムおよび 1.ノノレムについて解

析した 2.ノノレムについては Oのまわりの穴を解析することKよって Lanclauの不等式の

男1)証を得た また. 1ーノルムについては扱う多項式f(.1:)が条件

Ilfll， ~ 噌
If(O)1ニーー

を満たすとき，任意の二つの零点3，、 3，について

( Ilfll， ， ¥-' 
1，3，321とl一一一 l

¥， If(O)1 ') 

が成り立つ乙とが分かった.乙れは二つの零点についての穴を解析した結果であるが，一

般の l個の零点について同じような性質が成り立っかどうかは不明である

第8章においては，整係数多項式f(.r);が与えられたとき 2./ノレムについて任怠:の実数の

まわりの穴がある程度大きくなると無限遠点を含むような領域Kなるという性質を示した.

Eの性質を用いる ζ とによって.f(-1:)が実数を零点として持たない場合，その乙とを証明

するためのアノレゴリズムを作る ζ とができる. 乙のアノレゴリズムについて，その計算の複

雑さはまだよくわからない.しかし.乙のアノレゴリズムは万能ではなく，特に Ilfll>> Ilcfl 
のような状況では大変効率!恐いζ とが分かっている.

第9章においては初等幾何学の定烈をある口白変数 1'，可 、I'{を含む方位式系として主主き

表したときその方程式系が 1'[l' . .，1'，のイニL怠のf也に対しての正確に Oとなるととを示すのに
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どの佳度のi寅算精度を必要とするかというととについて論じた.特に扱う方銀式系が，四

則l寅算のみてオ帯成て'きる場合や， 一凶だけ代数t広大を許すような場合について必要精度の
限界を見積もった とれを用いるととにより数値的にいくつかの初等幾何学の定理を証明

するととができる. しかし，一般的な複数の代数鉱大が起 ζ る場合K対して計算時間がか

かりすぎるためは応用するととはできない.

本論文では穴という概念を中心に多項式の零点の限界について論じた.乙のような概念

が有用であるかとうかについてはさらに研究が必要であるが，少なくともいままで知られ

ている零点の限界を一つの統一的方法論から導くととができた.また，とのような穴を実際

に任志の実数のまわりについてローカノレに計算する乙とを繰り返すことにより実軸につい

てグローパノレな零点の存在しない領域を作るととが可能であるというとともわかった.し

かし，乙れらの方法はそのままではまだ強力なものとは言えず，さらにいろいろな改良が

必要であると考えられる
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