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有限の計算精度のもとでの幾何的アルゴリズムの研究
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第 1章

はじめに

計算幾何学は『幾何的な問題に対するアルゴリズムの開発や五J)準化と「その限界を研究する

アルゴリズム論の一分野である本論文でIJ:，広く一般に，幾何的な問題に対するアルゴリズ

ムを幾何的アルゴリズムとよぶことにする計算幾何学がアルゴリズム論から.研究対象を

幾何的アルゴリズムに限定して意識的にJ1JI出されたのは，1978年の M.l. Shamosの博士論

文からであるといわれるその後.計算幾何学の研究は:急速に進展し、数多くの効率的な幾何

的アルゴリズムが開発された [2，札 口、 61.64].幾何的な|問題の解析も進み，平面上の点集合

に関する凸包や Voronoi[まlの構成なとの基本的な問題を始め，多くの幾何的な問題でアルゴ

リズムの計算量，記憶iJ1の限界が明らかになり [6，32].また.そこまで効率化が達成された幾

何的アルゴリズムも少なくない [13、42.86]

人のH7tは絶えず物体に関わっていて，物体は視覚的に図形として認識されているので.

人は、直接的に.幾何的な問題に閉まれているといえるまた.一般に df聞の属性を持った

データはとんなデータでも，自然に.d次冗空間jの点としてみることができ，情報の処理は d

次元図形の加工という幾何的な問題として掛iえることもできる実際1 幾何的な問題は視覚

で捕えやすいため， 一般的な問題を幾何的な問題に変形してみる場合は多い このような意

味で.人は、間接的にも 3幾何的な問題に閉まれているそのため、縫何的アルゴリズムに対す

る実月]上の需要は多い [36，38. 78] 

具体的に，後の 5市で情成法を述べる各位 Vorol1oi[;(1を例にする平面上に有限伺の点を

うえたとき.それらの点による平面の勢))[習分書IJを表すISZIを Vorol1oi図という (正的zな定義

は 5章で与える )計算幾何学の理論において当初から守 ¥'orol1oi1文|は中心的な研究対象の

ひとつであった [5.36. .58]初めに与える凶形を、線分や多角形などヲ点以外の阿形にも拡仮

したり、初めに与える IzlJf~が分布する空 [llj を 3 次元以上に拡娠した各種 Vorolloi 図の桃成も

また，中'L、的課題になっている [.5，36、38，45、47]それと同時に， '長川上も‘ Voronoil;;ilは画像

処理.数仙解析から物:rrr学、生態学や-/'iliけi[学に歪るまで，幅広い需要をもっ[:2:1、 38.57，63]

そのため，各種 VOJ'onoi 医|の構成は理論的な興味だけでなく.').f川 l国からの皇~;j(も ~nl く . 効率

的なアルゴリズムの実装が求められている.

現実的な問題に対応するため， VOJ'ol1oi 1主l の十I~成に限らず多くの幾何的な問題に対して，

効学的な幾何的アルゴリズムの開発とその;J_q主が求められている しかしながら、理論的

には効率的なアルゴリズムが，実装すると尖)IJにJllえないものであることが少なくない実

JTl程度の入力データ量では 1"1速性を発羽iできない場合は論外としても，~川上も効率的と思

われる後何的アルゴリズムでも，素直にプログラムにして実装すると，デーデI政i九異常終了、

無限ループなどを引き起こすのである



このような状況を反行しち近年になって.計算幾何学では、この1);([珂と対策にI到する研究

がもT僅的に進められるようになった [14、1，)， 17， 18、19.37.48，59.711幾何的アルゴリズム

が、実装するとデーデ紋様、異常終了介Ifillll ループなどを引き起こし;kf!IJに jl~えないものに

なることをアルゴリズムに数値的安定性が欠けているということにする後の章で述べるよ

うに，数他的安定性を欠く幾何的アルゴリスムが設計される収|苅は とのような計算も誤差

なく実行できるという !!lfiliJi初度の計算と 3 有I{干の思い入))を例外として排除する非if!化入力

が.アルゴリズム設計/1寺の前提として保JIIされている こと である.前者の無|浪精度計算の採

用は、現在の実際の計算機には不可遊ともいえる数値計算誤差の存住を任定し，後者一の非退

化入)Jの採JIjは現実の数111[計算誤差のドでは， JUfl上の入))の需要を満たせない実用上の

利 JTI が可能な幾イII)(I(] アルゴリズムを得るためには、ーi~:誤差と ;11化入))の存在をアルゴリズ

ム十時築の初めから意識する必要があろう

本論文は.有|決;fIil交の日j'Jr.を前提に， J邑化人))の場合でも正';Î~.終了して出)Jが得られるよ

うな数値的に安定な幾何(i':Jアルゴリズムの椛築法について論じる;lI';ti:精度のイT限性と退化

入力の可能性を前提とすると，数値的に安定な幾何的アルゴリズムの設計i去を 2磁類考える

ことができる第 lの方法は誤差の問題と;1.1化の問題を分離して扱う方法で第 2の方法は

誤差と退化を同H寺に扱う )i法である もう少し詳しく述べると，第 lの方法は， A化の有無

を，計算.i~1 をかけてもl[H{È に判定して，統一的な対処法を行なっという方法で、 代数的退化対

処法と名付ける.第 2 の )ï法は、計算機の浮ili}J小数計算を基本にし j品化の有無は dj'~:誤差の

ため下I1定できないとして，計3事精度に応じた出力と正常終了を保証するという方法で位相優

先法とよばれている本論文ではこれらの両方について論じる

本論文は，まず幾何的アルゴリズムの退化に関する定義と一般論を展開する 次に代

数的il1化対処法に|期して、これまでに提案されてきた手法を示しT 複数の視点から退化対処

法としての解釈を行ない，代数的退化対処法に分類されるもう一つの方法を新規に従業する

次に.代数的退化対処法で問題になる計算去の噌大に関する-0-~誌を行ない剰余波~r を利用

した方法を提案する次に.位相優先法の解説と、具体例として，新規に開発した各検 Voronoi

図の憐成アルゴリズムとその実装を詳述する 以後に，論文全体を総合的にまとめ.代数的退

化対処法と佼相優先j去の得失を論じる
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第 2章

幾何的アルゴリズムと退化

2.1 アルコリスム論と計算幾何学

言j-n幾何学は幾何的な|民1)形を対象としたアルゴリズムの開発や効率化とその限界を研究

するアルゴリズム論の一分野である.実際に計算幾何学の理論では これまでに数多くの効

窄的アルゴリズムが開発されている例えば線分の交差発見問題を45-える これは端点座標

の対として与えられた ni問の線分の少なくとも 一組の線分対に交差があればよ1を、交差がな

ければ偽を返せという問題ある ただちに.全ての線分の対に関して交差しているかどうか

判定するアルゴリズムを与一えることができる これを素朴なアルゴリズムとよぶことにする

交差線分対の総数は 0(n2
)で、 一組lの線分対の交差半IJ定は定数時間で実行できるから素朴な

アルゴリズムの言十'il:.r，;;は 0(112
)である.これに士対-tし， J. L. sen川1叫LleyとT.Olllll、an川1刊nによる

て平f-j閲菌，定E査法とよばれる次のイ有T名なアルコゴ.リズム[伊3.i町 6.)司]1がうド〈ある(図 2.1り)ここで『 i線i線泉分の端
点 pに対し Pを端点とする線分を

婦引直線と交わる線分を U座標m版員にソ一トして{保呆持するために平衡 2分木 S引WEEPL日INEを

m~意まする.

アルコリズム 1(線分の交差判定)

1.線分の端点を z座標でソートし、 z座標の小さいほうからj:s'Jこそi.Jけ7Jl，'"1 /)2nとする

2. S¥¥'EEPLINEを空にする

3. i← 1，'" .2nにあIし3.1，3.2を行なう

3.1.端点 Piが線分s(p，)の左端点ならば， 3.1.1.3.1.2を行なう

3.1.1. Piの E座標値における各線分の y座標値をキーとして s(p，)をS¥¥'EEPLlNE

に挿入する

3.1.2. S¥¥'EEPLINE上で s(]!，)と隣り合う線分と s(p，)との交差 lolJ定を行ない交差

したら哀を返して終 f

3.2.端点 Piが線分s(p，)の右端{(ならば、 3.2.1，3.2.2を行なう

3.2.1. S(Pi)をS¥VEEPLINEから削除する

3.1.2. SWEEPLlNE七で新規に隣り合う線分対の交遊判定を行ない，交iをしたら又

を返して終了

4.偽を返して終了

3 



SWEEPLlNE -・ー

¥九
Pj 

-• 
|苅 2.J:l3entlcy， OUmannの線分交差判定

x 

このアルゴリズム Iの;111):時1mを考えるまず， 1の端点のソートはヒープソートなどで

O(nlog η)で実行できる [1、6.5].2と4は定数オーダである 3.1.1と3.2.1は AVL木などを

使えば O(logn)で実行できる [1，65]. 3.1.2と3.2.2は定数オーダである従って‘全体の計

n:時間は O(nlogn十 J+η(Iog口+1) + 1)で，結局 O(nlogn)となる これはぷ朴なアルゴ

リズムの，jJ-;~j:1l寺問 0(n 2 ) より少ない

この例でまず注意すべき点はアルゴリズムが高速化された理由であるソートや平衡 2
分木などの効率のよい基本アルゴリズムをうまく利用するアルゴリズム論の一般論の枠内の

手法のほかに 3 この例では婦引l直線上で隣り合わない線分対は交わることがないことを利

fllして線分対の交差判定をする回数を減らしている.このように計算幾何学では対象図形

のもつ性質を利用することによりアルゴリズム論の一般論の技術だけでない"')J'{"化を実現し

ている

次にY主立すべき，内はアルゴリズムでJTIいられる百，-n:ーである この例でわかるように，l1ln
機にアルゴリズムを実装する場合を考えると P 計~~:は ， ソート H寺のデータの操作や、F衡 2 分

木の操作のような整数計ti: を基本におく部分と . 線分対の交l~'ド11定や端点atf~!の比較なと、浮

動小数を基本におく部分に分けられる.この点にf)¥1しては幾何的アルゴリズムの構造に関す

る考察 (2.3節)の中で再度述べることにする

2.2 アルゴリズムの暴走と退化

このように効率のよい幾何的アルゴリズムが計算幾何学の研'先の":0から生みだされてき

たが，これらの理論上の幾何的アルゴリズムを応用するため実際に計!i:機にプログラムにし$

現実のデータを入力して尖行すると，役に立たないことが少なくない例えば、 IYIらかに出力

が不正保であったり，無限ループに|仰ったり，入力データを1放浪したり ，J~';日終了をしたりす

る

例として、実数直線 R上の 2例の区間 f= [~' I ， X2 ]， .] = [X3，.1'，，jの関係を与える 区間

r， Jの端点が一致する場合を除けば3位置関係は，



J. 1はJを含む lコJ，

2目/はJに含まれる 1 C J， 

3 人Jは縦れている Jn J =の、

4. 1. Jは互いに他を含まないが交わる 1nJ iのかつ J-Jヂのかつ J-1ヂの

の4f問のタイプに分類される(l:'Z12.2)。次のアルゴリズムは入力変数を .1'1，X2， J'3， X"としJ3Z

|河 1= [.1'¥.1'2]' J = [，t"3' .r.]の位 i~'I~関係のタイプを出力する このようなアルゴリズムは、多

くの幾何的アルゴリズムのirsI;[I]として使われる基礎的アルゴリズムであろう

1 I I 
• • 

2 J I 

• • 

3 I J 

• • • • 

4 I I 

閃 2.2:区間のf立近関係

アルコリスム 2(1次元区間の位位関係)

1. X3 - .1'¥ > 0ならば 1.1を行ない，そうでないなら 1.2を行なう

1. 1. ，1'3 - X2 > 0ならば3をi:Jj))して終了しそうでないな ら 1.1.1を行なう

1. 1. 1. X2 - ，r. > 0ならば lをH¥))して終了し‘そうでないなら 4をtU)Jして終了す

る

1.2. .1'¥ - X.¥ > 0ならば3を出))して終了しそうでないなら 1.2.1を行なう

1.2.1. 1'2 - .1'. > 0ならば lを出))して終了し、そうでないなら 2を11¥))して終了す

る

このアルゴリズム lは，区間 1，.1が1j'M点を共有する場合も、共有しない場合の“怪限"と

して位置関係のタイプを出))するように思える そこで 3IRr.JJJ= [O，I]，J = [0，2]，K = 

[0，3]として， (人.1)、 (J、li)，(Ji，!)の対をこのアルゴリズムにjj&Jllすると，それぞれw力

2，2，4を得るこれは 1C Jかっ .1C I(であるが JC j(ではないと主張していることに

なり 3 論理的に破綻している.このようなアルゴリズムを部品として後維な幾何的アルゴリ

スムを構築しでも PJr~の動作を JQJ待できないであろう したがって，PJT~の動作を保証する

5 



アルゴリズムの悦築にはい 一般的 な場介に 1E1トzに動作することを似IllEするだけでは不十分

で町会ての 例外的"な場合も与!il:¥にいれる必要があるこのような例外的な場合を退化と

よぶ(より正縦ななl味づけは 2.4節で述べる). jf!化を例別に対処すると司 1..記のアルゴリズ

ムのような単純なものでも X[)1'2 ， 句、.1:"のうち 21問が 1 組だけ~~しくなる場合が 6 通り， 2 

伊1が2組等しくなる場合が3通り， 3例が等しくなる場合が4iiJjり， 1111jが等しくなる場合が

|通りある 令部で J4通りであるこのような退化に個別に適応したアルゴリズムは p 一般

的には元のアルゴリズムを少し変更することで得られるそのため.アルゴリズムの理論的

な情築の場而では.前提として，入力が一般の位置にあるとされ， ;11化時の処理についての記

述を省時されることが多いしかしながら司実際には場合の数が多いので.jjJ化を個別に対応

し尽くしたアルゴリズムの記述には ill化に付応した部分だけで 1 Jeのアルゴリズムの記述

を超える労力が姿求される 符易に忽低:できるように、浮動小数の数111(計)i:誤差でも退化時

と同級な問題が生じる 本研究では，このill化と言IJi:誤差に起因する問題とその対処法につ

いて与える

2.3 幾何的アルコリ ズムの情造

ここで、幾何的アルゴリズムのfIItiliについて考える幾何的アルゴリズムが倣う幾何的対

象は，言|量データと位相データからなるとしてよいであろう 計量データとは，座標や長さ，

角度のような述続他を取り得るデータで、 位相テ タとは接続関係隊後関係や向きのよう

な離散値を取るデータである アルゴリズムはこれらのデータを加工していく まず入力の

;1ls:，位相データから始めてアルゴリズムの実行に必要な計豆、位相lデータを計算していく

わけである

多くの様何的アルゴリズムでう百|詰データに施す計算は加減乗除のpg則泌:n:と開平演:j1:

である これらのi寅算結果の複数のイl自の大小比較を分岐基準としてアルゴリズム中の分岐

を行ない，出力の位相データを得る (1312.3)

区互E三ヨキ Ir1qWJ . IJfl.r: I <--> I n8l1JiE Iキ匝聖三日
繰り返し

図 2.3 幾何的アルゴリズムでのデータの加仁

容易にわかるように，位相デーヲを得るための淡trから除nをなくすことができるすな

わち:1，'1・ イl"nを入)J変数とし， mjl位のため.1:= (.r" 九)とするアルゴリズムの分岐手

続きを中間]変数を消去することで入)J変数のみの式に変形し，通分して 2jl~lの式

l引い) 九(.1:)
G'， (.，.)ーG2(.r)

の大小の比較に帰1!~Í"させることができる これらの差をとり通分して，

れい) I古(x)_ F，(3.)GZ(X) 九(.r)G，(.r) 
G，(.1:) G2(.l") G，(x)GZ(x) 

6 
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と0との大小比較.すなわちー符号、|リ定に変形すればこのrr~}は分 f と分f:J:の舵

(F，(.l')仁川1')-1古(.1')G，(x))G， (.1')G2(.1') (2.:3) 

の符号と一致する この般は除t~: を合まない これで位相データを求めるためには除srは不

安であることがわかった次に、 IJ日干減t?:も不安であることを示す

定理 1

集合 Pを次の 3条件 を満たすlbi小の集合とする

L. RC P 

2. ¥;!J-i E Pヨ

3. F(.，).G(.，) E Pならば F(.l')+G(.r)川(1')-G(l')， F(X)G(l'). fP日εP

このとき、任意の F(司、G(l')ε Pに対 し条何 F(x)> G(x)と問他な条例ーを，有限個の

.1:1γ ・・ l'礼の多項式の大小比較を組み合わせて作る ことができる

証明 ，，(.，) = F(.1') -G(:c)とすると "(x)εPで3 粂1'1こF(x)> G(.1')と条1'1ニH(x)> 0は

同等である一般に Pの元 "(.1')は次のような形をしている

II(:c) = Ao + A，伊，+.• + Ak-，JBk-， + Akji3":. (2.4) 

ただし Ao."， Akは開平を含まない(すなわち):1..'1.... ，Xnの多項式)ここで J万，.....vfl3k 
の開平のネストの深さの最大111iを lとする また関数 index P→ NO(ただし Noは非負整

数全体)を index(H(♂))= (1，1.-)で定めることにする関数 indexによる Pの像を Iとする.

N;上の辞書式順序 (3.1iln.定.&.5参)1夜)を壬lexとかくと (NO'三l目)は控:YIJ集合になり 、これ

を lに制限しでも盤列集合になる

証明は (1.k)εIに閲する(経|浪)帰納法で行なう

(I，k) = (0.0)のときには、JI(x)= .40には防l平が含まれない したがって命題は成立す

る.

(1人的く'ex(1， k)を満たす任意の(1'，/;;')ε Iについて命題が成立しているとする ん=0

のとき 1= 0であるので ん>1としてよい

.40+A，s.+"'+Ak_l♂= +AK伊;〉 O (25)

特 Ao+A，s.+...+Ak-，s二>心伊 (2.6) 

ここで，左辺を Ck_，とおくと この不等式は次と同等である.

(Cト，2':0かつ -Akji3": 2': 0かつCL>刷 k)

または (Ck_， 2': 0かつ -Akfi3:く0)

または (Cいく Oかつ -Ak [iJ: く 肋つは1 く A ~仇 ) . (2.i) 

上の条件のうち，不等式Cト，2':O，CトiくOに関 しては， indcx(Cト，)くIcxindex(H(.r))で

あるしたがって，帰納法の仮定により，これらの不等式は多項式の大小比'1攻の組合せで表現

できる また、 不等式 AkV万;三 0，-Akvfl3kくOについては，それぞれ，

(Bk = 0または(-Ak三0かつBk> 0))、(-AkくOかっBk> 0) (2.8) 
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と[，i[等である このうち Akはすでに多項式であるまた s，.の関、Fのネストの深さは J万;

のネストの深さより lだけ小さいから.indcx(βk)くlex (/.1.:)となるしたがって、帰納法の

仮定より、不等式仏三 0，I3k > 0は多J}I式の大小比較の組合せで衣1況で、きる

i副長に 3 不等式CL> A~β，.， CL， く A~I3k について扱う CL， メ\~I3kは♂;を含

まないそこで、 CL， - A~Bk I人j に残っている♂! l" ' l~のんー | 例の IJn~取り去

ることができることを示す CL， > Ak/Jkについて示すが，CL，く AUhも同級であるー

ん= 1のときには取り除くべき[)目、!とはないからんさ 2とする。 J万;て;の開予を取り

去る操作を示す. CL， - A~仇を :Htiするとその結果は J刀工:を含む墳と~を含ま

ない項に分けられる。(ただし、 J万ご7を含まない項には開予なしの仇 1を合むものもあ

る)~を含む項をまとめて (h-l 、月亡;とし，~を含まない瓜をまとめて Dk-l と
する

cL， -A~ l3k = Dk-l + dト 1伝二 (2.9) 

このとき dk-1には J万k-Iは合まれていない

cL > A~ I3k (2.10) 

特 Dト 1+ dk_1伊ご>0 (2.11) 

特 (Dkー!日かつ -dト1伊 二 三 0かつDL，> dL，仇 1)

または(Dk_l三Oかっ -dト1戸二く 0)

または(Dト1くOかつ -dぃ伝二く OかつDi-lくι113k-l)' (2川

ここで -dk_1♂亡7三0一九lJB亡7くOはそれぞれ，

(-dト1三0かつ8ト!と0).(-dk_1 > 0かつI3k-1> 0) (2.13) 

と同等である Dk-l，dk_1. Bk-lはJ万工;を合まないので3 これで CL， > A~ l3k から~
の関手を取り去ることができた.

同級の操作を繰り返して順次 J万亡2. "J万7の開平をi収り去ることができる (厳密

には kに|渇する帰納法でWYJできる.)結局.J万1 ，"'，/宮工~， J万;のん例の開予を取り去
ることができることになる これは，はじめの条件 F(.r)> G'(1')とIriJ~I}: な判定を 1 ヒ述の大

小比較の組で表したとき大小比較に現われる任意の式において|湖、[zのネストの深さがlよ

り小さくなったことを意味する.すなわち，上述の大小比較のキ11に現われる、任意の式 Eに

おいて.

index( E)くlex(/， 1..) (2.14) 

であり 帰納法の仮定により，条1'[ニ D> 0と同等な条件を入))変数の多項式の)(/j、比較の組

合せで得ることができる

これにより，すべての場合について証明が尽くされたので(必限)帰納法により命題は証

明された(証明終)

この命題から，結局，アルゴリズムが3 入力データにfllfTlリ泌pと|刷、[̂ を組合せて施した式

の111lの大小比較で、分岐を行ない位相|データを求めるならば.加減来n:のみで{立材lデータを求

めることができることがわかる いいかえれば，位相データは入力変数の多項式の大小比較

の組合せで求めることができる
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これに対して、百|量デーヲは、このように多項式のみでは求めることができないこれは

計泣データは述続値をとり、他そのものがなl味を持つので式の他を変えるような式変形が

できないからである

しかしながらヲまず位相|データを求め， 1主Hf~の構造を決定したのちに‘ :必要政小限の計算

を行なって、言|量データを 1~~ ，ることが考えられる すなわち、アルゴリズムを位相データと

JI-~;kデータの加工に分離して考えることができる こうすることによって;nm;~差の影響を

最小限にできる例えば， 5.1.1 iifiで述べる，ly. Voronoi図に関しては， Voronoi辺や Voronoi

点 ¥'orol1oi領域の接続関係が位相|データであり， Vorol1oi点の!集係値が計1Jl:データである

\ 'oro l1o i 図の双対凶 Jf~の Oelall l1吋 1 ;1 1 は位相]データしか持たない まず位相|データを求める

ということは Delalll1ay凶を;]<:め-f:}られた図形を双対だと判断して Vorol1oi1立|の位相デー

タに翻訳し.それから計量デー亨である Vorol1oi点の座標値を計算する.という手順を踏む

ことに相当する

2.4 退化の定義

本節ではiI!化を定式化する本論文で扱う幾何的アルゴリスムを次の純聞に限定する

l.入}J変数の個数が限定されている

2 入力は整数または1宇野J小数て、ある

3 アルゴリズム中の計算のうち，位相データの決定に用いられるものは四則演算と開平

に限られる

l 条件分岐で大小比較にJrJいられる式の個数は定数で押さえられる

第 lの条件は入力のサイズが変動しないことを意味する しかしながら、各入力サイズごと

に別のアルゴリズムとして考察することにすれば特に強い制限ではない 第2の条件も一般

的な幾何的アルゴリズムでは成立する tr; :1の条1'1ーは司多くの幾何的アルゴリズムで成り立

つI 実際.伊IJえば2個のベクトルのなす角度が2組あり、それらの大きさの比較をしたければ

戸lの正弦、余弦3 正接から比較ができ?これらはベクトルの成分から[凡IWJwar-と開平をmいて

求めることができる第 4の条1'1ニは位十11デーデを計算で求めていく過位で，あり得る場合の

放に上限があることを意味する 例えli，!yJ友法をJFIいたアルゴリズムの巾には，入力に依

存して反復回数がいくらでも大きくなるものがあるが、そのようなものは除外される しか

しながら‘計算幾何学がアルゴリズム論と離散数学の彩響のもとに発展し常に計算時間の

オーダを問題にしてきたため、実際には第 4 の条件を満たす幾何(I~ アルゴリズムはかなり多

い 総合的には本節で扱う幾何的アルゴリズムは、現状の幾何的アルゴリズムの大部分を占

める また，本論文では 3.6節なとで，適Jlヲこれらの条例の緩和に関しても与?長を加えるー

幾何的アルゴリズムの位相データは入力データの多項式の他の大小比較でラーえられる式

をすべて左辺に移項すれば司位打lデータは多項式の値の符 ~HJíζでうえられるともいえる
したがって， i1i1J限を加え ることなく次の条i'J:を迫加する ことができる

・アルゴリズム中で位相データ決定にl刻する条件分岐は，入}J変数の多項式の値の符号

によるものにかぎる
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以後この条件も仮定する.この.条，'1分l岐で正負の決定のつきかねる時.すなわち.値がちょ

うど Oになるl時をi.!1化とい うわけである ここで，アルゴリズム'1'の{立中11データ決定にJTJい

られる式を判定多項式とよぶことにする

，，1:+11データの決定に)IJいられる式がIJfJ'1<や除算を含む場令、前節 (2.3ii口)で示したような

Hilで機械的に多項式の組に分解すると，容易に想像がつくように，判定多項式の数が元に

較べて爆発的にJt;1大することがある。その時には.計算時間の観点からみてアルゴリズムの

実J日性は失われるしかしながら，多くの場合、そのようなアルゴリズムは，設計のl時点で多

項式になるように考慮すれば、計算1時間で実m性を損なわないものが作れることが多い. し

たがって$この条1'1:はアルゴリズムの実JIj性を債なわない

定義 1(退化)

幾何的アルゴリズムに入)Jをうえで実行したとき.判定多項式のイ[iがOになるならばその

幾何的アルゴリズムにおいて入)jが退化 しているという

注意しなくてはならないのは，この定義は，幾何的問題に関して入力図形が単独で退化し

ていることを定めるものではなく，その幾何的問題を扱うアルゴリズムと入))の*llに対して

選化していることを定めていることである.

例えば 2.1節の交差線分対の発見IlfJJmの効率的なアルゴリズムであるアルゴリズム 1で

は、与えられた線分の 2個の端点が等しい z座僚を持っときは，入))線分は退化している e な

ぜならば.アルゴリズムのはじめに線分の~iM点を z 座標でソートしていて.ソーティングの

アルゴリズムの中で.大小比較のために z座標の差をとると値がOにな るからである それ

に対して.素朴なアルゴリズムでは端点の.rI奄擦が一致するものがあってもそれだけでは退

化ではない.これは退化であるということが，入力だけでなくアルゴリズムにも依存するこ

とを示している

しかしながらー例えば交差線分対の発見問題の場合には，ある線分の端点が他の線分の

仁にのる場合には、どのようなアルゴリズムでも入力は退化になるであろうこのように，ど

のようなアルゴリズムを採ろうと入))が退化しているとみなされる場令、 nn!起に!珂イTの入力

退化て、あるとみなしてもよいであろう このときには多くの場合，最終紡来の位111データが

通常・ と異なるここまでで.人))の退化には，扱う 111J~に!司イTのものとアルゴリズムにより定

まるものがあることがわかったここでは 3 問題に固有の入))jll化を本質的退化市アルゴリズ

ムにより定まる退化を形式的退化とよぶことにする本質的退化を厳弘、に定Jをするのは盟主し

いしかし、形式的退化は本質的退化を含むことは明らかであろう以後， Ijiに退化と言えば

形式的退化を指すものとし 1本質的退化に|刻しては、 6市で若干の考古4を加えるが、ノド論文で

は主として形式的退化を倣うことにする

幾何的アルゴリズムの入))データは位打lデータと計lli:データからなるこれらをー列に

並べて計量データの入力変数を T]).....1'71 とし，位相データの入)J変数を州 、Ymとする

アルゴリズムに入力をうえるということは，これらの変数に具体的な他を代入することであ

る ここで3ある入力に関して 1YI，'" ，Ymに'}・える値を固定し)X] ・，:l'nにワえる偵をわず

かに変化させる その結果はこのアルゴリズムが許符する入力であるべきである そうでな

いときには，入力の位相データと計52デー亨が食い逃うことになるが，それは、これらのデー

タが入))として冗長であることをJJ:I床している そのような時には記't1J:泣や入))1時間を節

約する観点からも，余分なデータを入))から州除するべきである ここでは、入))データのう
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ち位制|データ部分を固定して、計i止デーデをわずかに変化させても人)Jとして許容されると

仮定する

以後では、退化している入 )J を~'えるときには，位相データ青11分を I}il 定し、定数として扱

う場令がある.このH寺には，入)J変微を r，、 )Xη だけからなるとみなし， fE:昔、の判定多項式

は，t= (，1'，・ ，1'，，)の|刻数として./'(，r)として衣されるこの友式に基づく退化の定義は次の

ようになる

定義 2((形式的)退化)

幾何的アルゴリズム Pの仁l'の判定多J11式全体の集合を Dp とする入)Jα=(α卜 ，an) E 

Q"に士、Iしある判定多項式 I(，r)ε1)"があり、 I(α)= 0を満たすと き.人)Jα はアルゴリ

ズム Pに関して(形式的に)退化 しているという

2.5 退化対処法に関わる諸問題

幾何的アルゴリズムで多くの場合、プログラムとして実装して述ITJし、入力の退化が問題

になってから，問題になった場合のみを解消するような方法が採られることが多い このよ

うな方法を その場しのぎ法とよぶことにする

例えば Nf聞の三角形が入)Jとして頂点の座係値で与えられ，三角形の包含関係を列挙す

る問題を A号える (~12.4)入力の三角形は il~れていないとする

t> 
|主12，1 二角形の包含関係列挙問題

この問題を解くために、 三角形の千七旦に反時計周りの向きを付け各辺を延長した有向直

線の左右のどちら世1lIに他の三角形の頂点がのるかの判定を基本判定としてこの基本'I'IJ定を

組合せたアルゴリズムを考えることができるこのようなアルゴリズムにおいて，平面 R2上

の3点 7J.;= (x';，!J;)，)JJ = (l'n!JJ)，]lk = (，tk，yk)に|刻 して 7);からめに向かう有向ifT線の克

明11に7Jkがある(図 2，5)ことの判定式は

1 1 J 

fリ;.(，r)= I X; ，l'j 1'" 1> 0 (2，15) 

Y; Yj Yk 
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である (本論文では座標系をいわゆるイiF系にとる )これは I'，.P).]1kがl百l一直線上にある

ときにのみ Oになる

/ 
1:;(1 2..5: 3点の位置関係

したがって，!;)k(X)を判定式に使うアルゴリズムでは，入力で、ある三角形の辺(または

その延長)上に他の三角形の頂点がある場合，入力は退化になるこのとき，N例の三角形に

順番をつけ、さらに 3 各三角形がifI心)j向に微少に縮んでいるとみなし，縮んだ度合いは，三

角形に付けた順番の前のものほど大きいと仮:思してみる(1S12.G)

一

1:;(12.6・三角形の微少変形

この仮想の下で有向直線に対する}.~の左右 1'IJ定を処理すると司 一般の場合はもちろん、た

とえ 2例の三角形が同じ位ilLの 1頂点を占めているような退化H干にも，矛j行のない出力が得

られるこれは，その場しのぎ法がイT効に見える例である

一方，N個の線分が端点、の出t:l1ltlて、与えられていて，交差する線分立Jを列やする問題を考

える。線分は 1点に潰れていないとする(凶 2.7)

この場合3 平面 R2上の 4，r¥Pi = (九抗)，Pj= (Xj，Yj)，pk = (Xk， yk)，p， = (:r"y，)に関し
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~I 2.; 交差線分対列挙問題

て、 2線分 P，PJ，]Jk]J1が交差することの判定は『ヒで定義したんk(芯)らを川いて，

IiJk(.r)ら1(0')< 0かっIkli(X).flkj(X)く O (2.16) 

とかける この判定式を使うアルゴリズムでは，退化は，入力において，ある線分の延長上に

他の線分の端点がのったときに生じるここで，各線分の重心 (rl'点)/j向に微少に縮んだと

仮想してみる(図 2.8)

-園・・4・P
~ 

.園田園唱"

1:;(12.8 線分の微少変形

もしτ2個の線分が同一直線 |二にある場合には、結局、このように仮旬、しでも判定式の値

はOのままであり，退化状態の対処法にはならない もちろん32個の線分が同一直線上にな

い場合の退化には対処できる.これは，その場しのぎ法が対処できない退化を残す例である

現実には，アルゴリズムを与楽する坊では，問題に，どの三角形の頂点も他の三角形の辺

の延長上にないものとする、あるいはと、の線分の端点も他の線分の延長 Uこないものとする，

というような前提を付けて退化問題を避けることが多い これをプログラムとして計算機に

実渡して、使用しようとして，初めてj品化を考慮することになる すなわちまずアルゴリズ



ムに忠実なプログラムを作ることからはじめあとは‘特定の入)Jで計算が破綻する度にそ

の場しのぎ法でプログラムを変更することを繰り返すこのような状態では、プログラムの

作成者に過大な負抑がかかるうえ、最終的にすべての退化に対処したプログラムが出来上が

るとは期待できない

さらに，計算誤差の問題がある アルゴリズムのプログラムへの'X}i;では三".il!:データの入

))1定数は司 jilln'は浮動小数としてj&われる このように抜うかぎり 数値計算の誤差は避け

られない しかも，このIIfJMi1もアルゴリズム設計の段階では棚上げされていることが常であ

るしかしながら{直が正雄に;Hnできると仮定すると，判定式の1111がOのとき以外はアルゴ

リズムやプログラムがJ~H寺どおり動くのに対して‘誤差が存在する場 I(iiでは、判定式の値が

Oでないときにも.n号を誤りプログラムがJVH寺した到jきをしない可能性がある点において、

誤差の問題は‘誤差なしの退化対処の問題よりも深刻であるといえる 通常のプログラムの

実装では浮動小数を使っているので誤iEと退化の両方の問題を抱えている

いずれにしろ現在では社会の多くの局l市で計算機が管理や制御の部分の鍵になってい

るそこではプログラムが正常にtlf}Jき出)Jをして正常終了するーということは必須の条件の

はずであるが.実際には， A化を主!r:t)2したアルゴリズム設計によって正常勤作が保証されな

いプログラムが通用しているよって アルゴリズムを退化状lJ.~でも lF子市に動作するように

することは工学ヒの問題として，プログラム作成の現場からの強い ~a!'1であるその場しの

ぎ法に代わる.誤差を含む退化の問題への対処法が求められているわけである

誤差の問題を分離するかとうかで，退化の対処法は大きく 二分できるであろう以下ではう

誤差の問題を退化の問題と分離する方法誤差と退化を同時に扱う方法について‘それぞれ

3T.l'， 5号室で論じることにする
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第 3章

代数的退化対処法

ノド章では.誤差の問題を分離したjjJ化対処法である代数的退化対処法について扱う

3.1 退化対処法の代数的形式化

幾何的アルゴリズムにおいて11'，)J 図形の併造(位相データ)を求めるための計算が誤差な

く実行できることは，次のように説明できる幾何的アルゴリスムにおいて、位相デー夕、計

泣データに応じて，入力変数は整数または浮動小数の他をとる したがって，入)Jデータは

有限桁であるまた前節でアルゴリスム中の各処理で位相データは、入力変数の多項式の符

号半1)定で決定できることを示した この場合、多項式中の定数は浮動小数または援数であり

やはり布限桁であるこのような多項式にイT限桁の数を代入しても結来はやはり有限桁であ

るこれは位相データの決定は.結局‘イI限桁の数のrr号の何定ですむことを示している し

かも判定多項式は有限個であるからー多項式の値の範囲はー大級把ならば，入)Jの似の上限

と下限から比較的容易に求めることができる その範聞をカバーできるだけの桁数の計算機

怖をあらかじめ用意しておけばアルゴリズム内の位相データの決定は誤差なく実行できる.

実際.適当な整数倍をすることによって計算をすべて多倍長の整数計1):に帰指させることが

できる。多倍長計算にかかる H1i:n寺 fil] に関しては 3.8節や 4~で与えることにする

本車では2 誤差の問題をi品化の問題から分隊し，多倍長経数計'Jiーに伝}tl~( させるなどの方法

で.アルゴリズム内の位相データを決定するためのすべての計Jlーを訟氾なしでおこなう こと

を前提とするこのような前提をとると，退化の対処問題は代数的に揃えることができるよ

うになる本章では，退化対処法を代数的に形式化し考祭していくことにする

まず司アルゴリズムl付にtHてくるド1)定式 .f(けの全体からなる集合を Dとするここで，.7:=

(x，.... ， '~n) は計量データの入 )J変数を J 71)に並べたものである位相lデータは同定されて

いるとする

人)J変数に与える具体的なfIU:が入)Jである入力を α=(α1，.'.，an)εQ凡とする入)J

が守一えられて判定式 .f(エ)εDはflll.f(α)ε Qを持つようになる.入)Jα が(形式的に)ill

化しているとは

ヨf(x)E D，.f(α) = 0 (3.1 ) 

である ことである 退化に刈処するとは、 I(α)= 0のときにも適当な符けを初り当てて?ア

ルゴリズムの実行が破綻しないようにすることであるここで，アルゴリズムが破綻しない

ことの定義としては，次の定式化でイ分であろうまず Dで生成される Q[.T]の部分多項式

環を Pvとする



定義 3((広義の)代数的ild化対処法)

Dを判定多項式全体の集合とする幾何的アルゴリズムにおいて、

F(o) > 0キ [(.7;)>00 (3.2) 

を1I町たす Poを全順序説iにするノ戸川ilIドと。がうえられたとき 3 この全)1[i[J(: ?Oを(広義の)代

数的退化対処法とよぶ

ここで. 環 Rを全順rj':.f)誌にする全nliiJ(:?R・は次のように定義される

定義 4(全順序環)

環 Rとその上の全順序 ?Rがうえられているとする任意の1'.8.1E Rに対して，

"， 8 >Il 0 =今 γ+8 >R 0かつγ8>H  0， 

l' >/l S =今1'+1>/l S+t 

が成り立つならば，全順序とRをIil/iを全順序環にする全)1[1[/(:とよぶ

(3.3) 

(3.1) 

この ìI!化対処法の定義 3は，まず，任意のいl定式から始め.それらの判定式の加減乗~:に

よって作られる任意の多項式に-J1した符号を与えようというものである.

実際には，Poを確定することは難しいので、 Poを含む全空間 Q[.7;]上の会l順序で退化

対処法の定義の条例を満たすものを見つけることになる.このようにして沼化対処法の範囲

を狭めたものを(狭義の)代数的退化対処法とよぶことにする

代数的退化対処法の理解のために次のような枠組みを別立する入))αε Qπを周定す

る写像 -p.Q[X]→Qを

<p. .f(X)円 .f(α) (3..5) 

で定義する これは環準同型であるから、環の准同LEl定J~によって，

Q [~']/ I四 r<p竺 1 mψ(= Q) (3.6) 

である.Q[.l']jlくer<pと Qを同一祝する Q[x]とQx l(e，ρの[/1]には，

Q[x'] 3 .f(.r) <-+ (.f(α)， .f(~' ) -.f(α))ε Q x I¥er<p (3. i) 

という 一対一対応がある.退化N処1去の定義の条例:

!(α) > 0キ ./'(.1')>00 (:3.8) 

から全)1[1[序 ?Dから自然に導入される Qx I¥cnp t.の)1[1[1(:は降占:式)I[tilr;であることが必要

である これは、 lくer<pの元は無限小で、あることを示している ここで， !llr， [ IJ~小とは絶対frl!

が任意の正の有理数より小さいがOでないなである Kenpはイデアルであり，その基底は

町一向 (i= 1、・-、n)であるここで町)(j= Xj一向 (i- 1，"'，川と変数変換するまた

X=(X" .. . ， Xη) とする必~ならば， Xi と -Xi の置換を考えればよいから退化対処法を
うえる全順序さD として，各λ1はすべて正であるもののみを与えても， 一般性を失わない
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もし 11= 1ならば、 l、e，ρは一変数多J.f[式環 Q[，r，]のイデアルであるから単項イデアルで

あり実際単一の元町一向すなわち 人" から生成される この場介町イデアルの各元である

多項式の正11は司自動的に$その多項式の X，にi刻する絞小次数の項の係数の符号で決まる

(2個の多項式の大小関係は多項式の庄のn号で任弦性なくがとまる )しかしながら η と2の

ときには、 l、cr.pはifi.項イデアルにならない このため、符けの決め )jに任意性があり， I問題
を縦しくしている

X;(i= 1、 ‘n)のベキ全体を PWJlと占き， :三D を PWR に ~;IJ限したものも誤解の恐れ

がないのでどD と占ーくと， jg化対処法の定義からただちに.

・三D は P¥¥'R上の全順序である‘

. ¥1'， 11"， ¥1''' E P¥vRに対し，11'くo1¥1' ，キ ~V IV" <0 W'II''' 

• 11' E P¥¥'Rに対し，W三0 1

が成立する.逆に，上の 3条1'1ーをぶlたす P¥VR上の全順序 2Ebが得られているとき、 Q[，e]や

X;(i=l，"'，n)の生成するイデアル I¥c，ψの uこ，全)11巨序 三bを

f(.r) >~ g(，") 

f(x) -g(l')をxl....，xnの多項式として計算したときの
(3.9) 

各項の文字部分のうち，三bで最大のものの係数が正

と定めて拡張するとこれは退化対処法になることが容易にわかる上の 3条1'1:を満たす 1'¥¥'11.

上の)IIIU予は代数学の研究対象であり、 項順序 (termorder)とよばれている

非負整数全体を Noとかき凸 =(凸1町日2， タ n)E Noとするこれを多重指数とする

.¥"0 = .\~I ){~2 . . . )(~n このとき P\\'R と N2 の附に

N;ヨat--i>){αEP¥vR (3.10) 

という自明な一対一対応がつく この対応によって P¥vRとN;を同一視してうP¥¥'Rで定

義された項順序を No1二の項)iIll}?;ともいうことができる.こ のとき， PWRとN;の項順序の

大小関係が逆転することに注立しておく NZ上の項順序の官IJとして僻，'r;:¥:J!IWr.と線形結千子

型順序を挙げる ことができる本論文では，辞3式}II目l干を既知のものとしてJ¥J¥'、てきたがこ

こで線形結合型JiI刻字とともに.No 1二の』字、~r式)lliUf. も定義しておく

定義 5(若手a:式順序)

;の任意の 2元凸=(0" ・凸η)、s= (s，，" ，仇)に対して、

白>Iexβ 特<1，ヂふとなる段小の2に対して<1i> j3. (3.11 ) 

とどlexを定めると:三t.xI;J: NoのrJ1J1i[rj-;になる この全)lliiFj':~lcx を辞書式順序という

定義 6(線形結合型順序)

正のx数凶1守 ，山ηをQ上級j形独立になるようにとる N;の任立の 2元α=(凸" 白η)，

s = (s，，'" ，/3n)に丸lして，

白 >lins仲 町 内 +".+山nOn> tvlsI + . . . + Wn仇 (3.12) 

と ~ Jill を定めると ~lin !まN;の項)lliiJr.になる この全l順序2.Jinをここでは線形結合型順序

ということにする
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項順l下に関しては次のような定型がある [G2.83J

定理 2

N;の任意の.rJIJIIITlr;:':lに士、Iし3 すべての成分が)1:負実数である n次IEWI行ダIITが存在して写

任泣の Q 司sE N(iをヂ1Iベクトルとよよたとき、

。<Jj3特 T白くlexTs (3.13) 

を満たす

この定里Jlは.iJi順序は昨』式}IIIT}f;と線形結合型}111i序の適当な混ぜ合わせに限ることを示

している 退化対処j去をこのような代数的枠組で定義すると?理論的には任立性の範囲まで

指摘できることがわかった

以下の節では.従来提案されてきた各純のi!1化対処法を，この代数的枠組で眺め直し 3 お

互いの関係を明らかにする

3.2 Yapの記号摂動法

本節では C.lく Ya.pによる，記号摂動法 [87Jについて解説する

前節の代数的退化対処法は 入)Jを微小量だけ動かすことを考えるとーより直感的に説

明できる 入力を αから微小52ベクトル 0: = (町、 ，O:n)だけjIi}Jかし α+ε にしてみると，

Xi = Xi - (Li (i = 1.... ，n)であるからイデアル I¥enpの任意の元を X，の多項式 .((X)で

去すと‘1にα+ε を代入することは、各 λ¥をムに書き換えることにう}しい これは項順序

を与えることが入力を微小に動かしたときの各他の変化量の大小関係をらえることに一致し

ていることを示している入力の微小量の変化という捕え方で、退化対処法を解析的に扱う

ことができる

この解析的な扱いを基本にしたiJJ化対処法が Ya.pの記号tH動法である まずここでよ目

いる記号を定義することにする 文字町 、h のベキ全体の集作を PWI とする.多重指数

。 =(<1" α刊)E N~ にN してげ=バl 芯~n ， Xα= X~l ... .\~fl と定める この集合

Pw，と，前主↑Jて、定義した X，、 ) .~n のベキ全体 PWR には，多重指数を介した-).f一対応

Pwrヨ.rO<-> X" E P¥¥'R (3.14) 

がつく 多重指数全体 No，PWR. P 、、 I に項順序 ~D を導入しておく ω= .roε Pwrに対し

てう偏微分演算子θω を
θωθ01+'+α" 

=θ1 101 ・0θ.r"0，， (3.15) 

と定める また、各判定多項式の各変数 1，に関する次数をとり，その以大他を maxclcgDとか

くことにするこれで記号の準備が終わった

判定多項式を.((.7:)とすると， Ya.pの記号J冥助法はアルゴリズム的には次のように記述さ

れる

アルゴリズム 3(Yapの記号娘動法)

1. R← {XOε Pwr!同町三 maxclegD}
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2. t1'← N内で 500におけるi比大;e
3. R← 11-{w} 

4.owf(α)ヂ0ならば、その符号を返して終了

5. Rヂのであるうちは 2にj足る

6.多.f(j式として 0を返して終(.

すなわち θωf(α)ヂ0をh持たす叩 EPWIのうち，壬Dによる故大のものをとり司孔f(α)

のね号をもって .f(x)の符号とするわけである ただし Pwrの冗 wの 500に|刻して大きい

ほうから順に θω.f(α)求めるとイil民間では δω.f(α)# 0にならない場合がある.Jニのアルゴ

リズムで.l1laxdegoをmいて 11を PWIの部分集合にしたのは Rを布限集合にするためで

ある また.このような方法を採るかぎり、 D または maxdegoが(少なくとも上から押さえ

る Jf~で)外延的に明らかである必要があるその意味では司 本論文で扱う幾何的アルゴリズム

以外の『例えば， 上限がない反復を合むアルゴリズムはこの万法では対処できない しかし

多くの(一般的な)幾何的アルゴリズムはそのような ことはなく 3 この記号m動法が利川でき

る条件を満たしている また，刈定式 .f ('~) の人 ))α における偏微分係数 θw.f (α) を求める必

要があるが，これはあらかじめ求めておくか，必要なときに数式処理や l=lmリJ微分によって求

めることができる数値微分では計算誤芯を避けることが難しい

この記号娯動法の理論的な解析を行なう .f(x)を3・1....，らを変数とする多項式とする

と λ~ I =町一向であるから.

が成立する したがって

θfθf  
一(.，，)=ーで(X十α)
θ.1'1。λa

。'xo.f(.r)=θxo.f(X +α) 

が成立する X11"'，.X凡の多項式 .f(X+α)をMaclaurin展開して，

「、 l
.f(い川z斗)ト=fパ(X+α刈) = 主χ，...i (̂'....L .. . ..L ^ " θむXα fパ(α叫)

λ，。;引戸WR(a白 1+ ...+ 凸仏，，)乱)

(3.16) 

(3.17) 

I 色。 /"((I)Xα(3.19)
xOEP川 (01+ "'+0，，)'

を得る .f(X +α)は多項式であるから:1i辺は有|県利となる.ここで 1 _1:に人))α のかわりに

α+εε= (eJ， ーら)を代入すると、

.f(α+e) = ど l θxo.f( (1 )ε?t ・・ ι~n (3.20) xot示VR(01 +ー +0，，)' 

となる el1 ーらが正数で卜分小さければ町また，上式の各項の '"、 ・ らのベキの r~ij に ， 項
順rr:500に同期した大小関係を付けることが可能であるーまた，各 ε，が正で卜分小さいとす

ると ，f(α+ c)の符号は展開式の各rj1で町、 1 enのベキが最大のものの係数の符号によっ

て決定されるすなわち，J二式の有辺で， E?1 ・ ê~1Iが最大のベキであるならば ( 1 /(0 ， + ..+ 
Q町)!)乱。.f(α)の符号が式の符号を決定する 1/(0， +... + On)!は正であるから結局 θ'xo.f(α)
の11:号が式の符号を決定するいいかえると，札。.f(o)# 0である 1'0'のうち 500て、11:;[大のも

のの oxaf(α)の符号が.f(α+ε)の符号になる これは前に示した記号荻助法のアルゴリズム

3に一致する
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以上によってー記号奴動法は、入)){IにH体的に E という十分小さな燃動をラえたときの

符号を求めていることと，符号を求めるに‘liたって.各 Ciの具体的な怖をJTIいず、記号として

f及っていることカ吋殉ら治、になった

Yapの記号慎重u法は代数的退化対処法を娯動 E を仮想して解析的にぷl立にアルゴリズム

にしている そのため，対象になる幾何的アルゴリズムの市11限は少ない しかしながら，一般

論に近いために偏微分をするときの刊の選び方や偏微分係数の求め力など，実m的なプロ

グラムの簡潔さや効率性を実現するには問題ごとに個別に困難が残るといえる

3.3 Edelsbrunnerらの SoS

ノド節では l-I.Edelsbl'unnel'，E. P. 1¥1 uckcによる SoS(Simlllalion on Simplicity)とよば

れる退化対処法 [141について考察する この対処法には.対象とする '1，11定式をある磁の行列

式に限るという制限がある ここでは.入)J変数を d 次元の点 η 個として、~. = (Xi，)， 1三

z三d.1 ::; j三η とかくことにする これに一致するように入力も 0=(αJで表す SoSで

は判定式に ail! l>Nがあるにも関わらず，多くの幾何的アルゴリスムに~RI可能である 実際，n
次元の点 "j(1三j::; n)を，l'j = (.rlj"" ，l'dj)Tで定めると，行列

A = [")' ... xu ]， s = r ，.1 ，.1 1， C = I x~ ， 
L ''')1 '(_)州 J I 11.1')1112 

)
 

-つ-
q
d
 

(
 

ー

ラ
-

2

!

 

l

咋

削
3

U
イ

Z

J

d

 

(ただし，JJ." . ，Jd+2はl以上 11以下の相呉なる整数‘11・11は ElIcliclノルム)の行列式 IAI.
IBI.ICIの入力 αにおける符号判定ができるだけで

・与えられた d-l個のベクトルの採る経平面が分ける 2例の下空間のうち与えられた

点はどちらに属すかー

・与えられた d個の点を通る起半面が分ける 2個の半空間のうち.うえられた点はどち

らに属すか

・ 与えられた d 個の点をi!Jíる超平而は与えられた }~T. を端点とする線分とうどわるか、

・与えられた d+ 11聞の/~を iill る超球はうえられた点を含むか、

などの判定ができる これらの判定を必本にして，様々な幾何的アルゴリズムが!l1;成できる.

SoSは汎用性を保ったままアルゴリズム的に記述するのは難しいが，初めの行列式 IAIに

例をとって記述する.まず，行911Aの列の並び万を

1')11 ] 1 )lくJ2くく Jd (:3.22) 

のように限定しでも一般性を失わない この列の並び方での行列式の符号と911のia換の符号

から， :yilを位換した場合の行列式の133fを;1<めることができるからである ここではこの IAI
の符号を求めるアルゴリズムを記述する

その前にいくつかの記サを定義する.集合 J，SをJ= {l""，d}，S = {(r，c) 1 T，C c 
J， 1"1 = ICI}とする ("，c) E Sに対して， l' = {f'tl'" 1 rkトC= {C，， "'， Ck}、7・1 く‘ ・く

Tk， CJ > '. . > Ckとする S上に全順序 ::;sを

(r，c)三S(1"， C')特 (γ1，CI，"'，川
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で与える ここでイjjl!1)の不等式の何illのベクトルの次元が呉なるが.先日1!の成分からの比較

をすると 両辺のどちらかの成分が O にな っ たところで終了するので、 ~f ，日 式 Illiírr;で比較可

能であることに注意しておく また，(r，c)εぷに対して、行列 Aから第1'] ・九行の各行

と第 C]，'. '; Ck列の名手IJを除いた行ダIJをA(l'，C)とするここで， (0，φ) E Sは5の最小元

でありー A(の，の)= Aと定めるまた、 (J，J)εぷであり， λ(J、J)= 1と定める fi(l'， c)に

αを代入したものを A(l'，C)(α)とかく A(φ，の)(α)をA(α)とかく

行列式 IAIに|刻する SoSをアルゴリズム (1'0に記述すると次のようになる

アルコリスム 4(1.'11に|刻する 50S)

1. 5'←ぷ

2. (r、c)E 5'を5'の三sに関する最小元とする

3.5'から元(l'.c)を取り除く

4. IA(l'，c)(α)1 = 0のうちは 2に戻る

5. (-I)'，+..+rk+c，+"'+CkIA(l'，c)(α)1の符号を返して終了

(J，J)ε5，A(，人J)= 1であるから，このアルゴリズムは必ず終了する

次に，アルゴリズムの，IJi礎となる理論iI~な背Zl を述べるまず，摂5リU e:(i，j)， (i，j) E J x J 

を入力 αに与える JxJに全順序 ::;505を

(i，j)三505(i'，j') C> (i、-，i)三l町 (iヘ-j')
で定める.t究動ε(i，j)ー(i，j)E J x Jは大小関係

ε(川)く rr e:(k.l) 
(k.I)>s，s(i，j) 

(3，24) 

(3，2，5) 

(3.26) 

が成り立つ正の無限小とする..4(1'，c)(α)の各 αりを (liJ+ε(i・j)に泣き換えたものを !l(1'.C)(α+

ε)とかく 特に，.4(のの)い +ε)を.4(0+e:)とかく IA(α+ε)1はe:(i，j)の多項式として

展開できる

1，.¥(α+E:)I = IA(α)1 

+(ーI)d+11八({I }、 {d})(α)1ε(l，jd) 

+(ー1)d+2Ifi({I}， {d_l})(α)IE:(I，jd-J)

+ー (3，2i) 

この展開式の各項を筏動 e:(i，j)の般の大きいIlliiに益べて項の係数がJドヰょになるII.::1JJの項の

係数の符号を元の行列式 1.41の人)Jαにおける符号に定めることができるまた， ε(i，j)は単

一の正の無限小 eの単項式でワえられているとみることもできる.実際、例えば

ε(川)= e2"'-J (3，28) 

と定めればよいことが容易にわかる 布球数係数の多項式環は l 変数多項式~i Q[C]のとき

には単項イデアル整域であるが、 2変数以上の多項式環になると l:ji項イデアル捺域ではない

ので，展開式の計算などの処型IIを，数式処JIllのように記号的に行なうときにはう一変数のほ
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うが.{:f利であるまた、 1"¥(0+ 0)1の皮1m式で 引い;εi;i2. . . êiÎ.J~ の項の係数は、符号を除いて

I.i({iト $川、 U;" ，Jk})(α)1と一致するここで {i;. .ik}.{j;， ，jDを集合として

変えずに添字を変更した各rnを与えると， 1 A ( {i'" '. ik}. {j; ， " jiJ )( 0) 1 = 0のときには、

これらの項はすべて IAIの11:ザを決定しない IA({i;，'" ，ik}， {j;，... ，jD)(α)1ヂ0のとき

には?これらの項のうち，縦 Ci;J:. . . e:i~j~ が最も大きくなるもの以外は IAI の符号を決定する
とき参照されないここで Ei;j:.. . EiU~ が依も大きくなるのは

バ〈・く zL，J(> 〉 J; (3.29) 

のときである 1.41の11-itを決定するには、この条1'1ニを満たす項を大きいほうから順に参照

していけばよいことになるこの頃の係数は符号を含めて

(_1)i;+-.+i;+市+)~IA( {i'"... . i~} . U;.' "， j~})(α)1 (3.30) 

である この条件を満たすなiに対応する添字全体のつくる集合がSであり， ::;5は項の大小

関係に対応する S上の全)llnrr.である

このように， SoSは基本の考え)iでは Yapの記号iJUuJI去の特別な場合と見ることができ

る しかし，対象となる判定式を Aのような行列式に限り項順序を ::;5に限ることによっ

て符号判定する項の数を減らすことに成功している この点で SoSは適用できる問題に対し

てはより効率的であるといえる |βI，IGIに関しても同様な考え方でn号を決定できる そ

れ以外の判定式に対しでも適用可能な場令はあるが、一般に式が複雑になり符号判定に必姿

な計算が治大する

3.4 Emirisらの退化解除法

本節では l.Emiris， J. Cannyによる退化対処法 [15Jについて解説する。この対処法は

50Sと同様に対象とする判定式をある般の行列式に限るという制限がある ここでの記号

は法本的に SoSと同様にとる すなわち，入)J変数を d次元の{i.njlljとしてバ =(~'iJ)' ¥ ::; 

i三孔 l壬j三η とかく入力も 0=(αり)で表す点勺 (1::; j三川を， .tj= (~")" '" X'dJ)'f 
で定める Emirisらの)J!去が対象とする行ダIj式は，行列

l

J
 

一一B
 

d
 

J
 

I
 

3
 

M
L
 一一A

 

-

+
 

l

d
 

3
 

守
北

(3.31 ) 

(ただし、)，.....)d+'は l以上 η 以下の相異なる整数)の行ダIJ式 IAI、181であるこれらの行

列式の入)Jα における符号判定により，

・与えられた d-l個のベクトルの仮る趨平面が分ける 2j聞の'1~~ r/\]のうち，与えられた

点はどちらに属すか，

・ 与えられた dj問の点を通る AZi ‘ I~I前が分ける 2 個の半~I日lのうち，勺えられた点はどち

らに属すか，

・与えられた d個の点をiillる起nzT(jjは与えられた点を端点とする線分と交わるか，
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などの判定ができる SoSと同級にこれらの，!'IJiEをJE本にして.様々な幾何(10アルゴリズム

が機成できる

8rnirisらの方法は正)J行列の特性多:q:l式を求めるアルゴリズムに依存する.正方行列の

特性多項式を求めるアルゴリズムは IV.l¥rllcl'-Cchl'igによって正)j行列の偵を求める計算

11寺!日!と同じオーダのもの [44]がIJfJ発されているこのアルゴリズムを利川する記号として

山を次の Vandel'monde行列とし，りを次の行列とする

]1 ]d 

Jd2 

d = 1 1， 'd 

J1d-l Jfl |11d 1dd 

(3.32) 

ここで、

dct ¥令=I1(ik - jl)、deLV; = det VdI1jk (3.33) 
k>l k~l 

であることに注意する したがって，¥!d，りは.それそ、れ，同ーの列がないとき iE日IJである

また，行列 β の第一行を1べて Oで泣き換えたものを B'とする

0

.
J
 

q
 

[
 

一=一B
 

(3.34) 

行列式 IAIに関する Emil'isらの)J法をアルゴリズム的に記述すると次のようになる

アルコリスム 5(1.-¥1に関する Emirisらの退化対処法)

1. .¥1←ーl';-l_4

2.特性多項式 φ(e)= deL(J11 -eJd)を求める

3. o(ι)の非零の各項のうち eの次数の段小のものの係数を sとする

4. (_I)d s deL ¥1';の符号を返して終了。

行列式 IBIに関しては次のようになる

アルコリ スム 6(181に関する Emirisらの退化対処法)

1.，¥1← 1-;/+1-18' 

2特性多項式ゆ(c)= deL(M -eJd+，)を求める

3. 4>( e)の非零の各項のうち eの次数の故小のものの係数を sとする

1. (ーl)d+1s det 1色村の符号を返して終了

次に3 アルゴリズムの基伐となる里Il~命的な背;it を述べる SoSの場合と I，;Jじように、県副j

ε(i.j)、(i，j)εJxJを人7)α に'5える.ι を正の!!正限小として、

ε(i，j) =ジム (i.j)E J x.] (3.35) 

とする Aの入力として町=旬、 Zリ =0リ +o(i，j)を与えたものを，それぞれ司 A(α)、A(α+

o)とする 8(α)，8(α+o)，β'い)も同級の規則lで定めておく 行列式 IA(α+e)1はeのd次

多項式でー

IA(α+e:)1 = IA(α)1 + (eの I次以上の項) (3.36) 



である特に d次の項がど'JI'';Iになるので【の l次以上の非本項は d次までに少なくとも I

項は残る 里Il論的には SoSと同級に 1/¥(υ+")1を展開し，eのベキの小さい項からJlluに係数

が非零になるまで見ていけば.IAIの杓 ;J'を定めることができる IBIに関しても同様であ

るしかしながら3ここでは行列式|パ1.1β|を変形して，同等の結果をより簡易に実現する

}¥/ = _¥1;-';¥(α)とすると、

IA(α+")1 = IA(α)+e¥lJI 
ト VJIト v;-'A(α) -e1dl 

(ーI)dil ~1I，\1 -eldl (3.3i) 

であるから、 1¥';;1と1M-e/lの杓号がわかれば¥ただちに IA(α+，，)1の符号をJとめることが

できる 1¥;;1の符号は既に得られており、 1M-eJdlの符号は eを変数としたときの M の特

性多項式。(e)= 1M -eJdlの名Jド:苓項のうち、最小次数のものの係数の符号である /1[= 

一り 'A (α) は既知であり 、行列のヰf'~I:多項式は行ダIJの積を求めるのと同じオーダのilHl時間
で求めることができる [44].IBIのほうも 111=-¥伝¥8'(α)とすれば|百l綴に，

|β(α+ 0)1 = 113'(α)+e同|

j|-hillhi-1g(α) -cld+， 1 

(ーl吋川1M-e1d+，1 ρ 

から IB(α+o)1の符号を求めることができるこれらの理論的背景をもとにアルゴリズム化

したものが Emirisらの退化対処法である ここで月]いられた娯動 εは各変数で同位の鉦限

小を川いている Yapの方法でも，これと同じ結果を与える全順序 ::;sを与えることができ

る しかし Emirisらの方法は，入力デーデ偶数を固定することと，判定式を IAI，IBIの型に

限定することによってう l倒の無限小 cの問題へ変換することに成功しているーそれによっ

て、特性多項式を求めるアルゴリズムを利用可能にし，アルゴリズムの附恥化に成功してい

る点に注1ましたい

3.5 Fortuneの退化対処法

本節では S.Fortl1ncによる退化対処法 [17]について考察するこの対処法はこれまでに

解説した対処法とは異なり.多面体のモデリングという特定の問題に日11して提案されたもの

で， Fort l1 ne の展開した多面体モデリングの理論のなかでは特に t~な位 iiî を占めているわ

けではない対象とする判定式は行列

工il1.1・112 Xil3 .l:i¥4 

A = I .Li21 :1.'i22 .l:i23 Xi2.l
1 I ) Ul < i

2くはく何、) 
:l_'13 [ :1.'・132 Xj33 .t'i3"1 

(3.39) 

品、i.ll よi42 ，ti43 Xi4'I 

の行列式 IAIである これは X，V. Zを変数とする 3次元空間内の 2次Jl:予IUI

P; : X;，X + l' ;2 Y 十 ~';3Z + x叫 =0



に対して.3予面 lミ"Pi2'P'3の失点が、ド而 P，.の (Z布"に関して)Jニ)Jにあるかとうかの判

定に111いることができる k = 1.2.:3.1'こ付して，Aから第 k行と第 4列を取り除いた行9"1
を'¥kとかく 入力を α=(αり)とおく A，Akの入力変数に αを代入したものを、それぞれ.

A(α)， Ak(α)とかくー

行ヂ'1式 IAIに関する Fortu附のjli化対処法をアルゴリズム的に記述すると次のように簡

潔である

アルコリズム 7(IAIに関する Fortuneの返化対処法)

I.IA(α)1.1ん

次にマアルゴリズムの基礎となる理論的な干T~: を述べる 50Sや Emirisらの方法の場合

と同じように?摂動 o(i，j)を入)Jα に'Jえるのであるが， eを正の無|浪小として，

o(i， 1) = o(i，2) = 0(i，3) = 0‘0(i.4) = e' (3.4 1 ) 

とする つまり平面の方程式 3.40の定数項だけに摂動を与える すると ，Aの入力として

Zり=αり+ε(i，j)を与えたものを A(σ+ε)とすると，

IA(α+ε)1 = IA(α)1 + IA，(α)Ic" -IA2(a)le句+IA3(α)le'3ー IA，，(α)Ie" (3.42) 

が成立する. 右辺のすべての項がOにならない限り符号が決定できるこれは.4例の平面

P'11Pi'l'~口、 Pi4
のうち，1点で交わる 3側の子面が少なくとも 1組あるという条件を{前たせ

ば.n:号が決定できることを意味する 実際.F'ortuneが.このような符号決定法を利用しよ

うとした多面体のモデリングでは.この条「十は満たされる

これらの理論的背景をもとにアルゴリズム化したものが Fortuncの退化対処法である

ここで用いられた筏動 E は町11聞の無限小 eを用い，さらにすべての変数に然動を加えてい

るわけではない. Yap の方法で、これと 101 じ結果を与える全順序 ~s を与えることはできる

しかし ForLuneの方法は、形式的にすべての退化に対処することを避け，問題によって生じ

ないことがわかっている退化への対処を省くことによって，アルゴリズムの間Jrji化に成功し

ている点に注意したい また‘この)J法は退化を分類する可能性を示唆する この点に|渇し

ては後の 3.8節で扱う

3.6 超準解析による記号摂動法の解釈と記号摂動の限界

本節では記号摂動の代数的な取り扱いとは別に、超準解析 [11.'11]によ って従来の方法を

解釈する この観点から記号慎動I去の純矧の限界を示すことを試みる

円然欽全体の部分集合族 l戸={Nー /qAc N司 IAIく∞}を非単項フィルタ とよぶ非単

項フィルタのうち包含関係三に|刻して極大なものを(非単項)超フィルタ とよぶ 容易にわ

かるようにおフィルヲは次の 5条1"ーをi前たす

• o吐F

• A、BEミFならば"A n /3巳 F

• AモF、A仁 Bなら LまBモF



• IAIく∞ならばAf/_F

.Af/_FならばN-AE三F

超フィルタ Fを一つ[iij定する ある幾何的アルゴリズム Pの人))を (1 E Qぺ判定多項

式の全体を Dp とおく点、子IJ{EjεQ"ljε N}をう勺→ O(j→∞)を出lたし任意の'['IJ定多

項式 f(x)E Dp に対して、 {jl.f(α+e)) = O}が有限集合になるように取る このような点

列 {ε)}は αや /)pに依存せずにとることもできる Q+を正の有理数全体の集合とする制

限Vo)E Q'i-を加えても 1 {!.列 {E)}をαや Dp に依存せずにとることができる

このようにとった {ε)E Q'i-}に付して判定多項式 f(:r)が正であることを UIJ(α+勺)> 
O} E Fで定めるとこれはちゃんと定Jをされていて (well-defined)，'['IJ定多耳i式に符号を定め

ることができる このような符号の決定法を超準解析的な手法とよぶ [9.10. 40) 点列 (EJ

によって点集合を 19"1Jに並べなくても，いわゆる ーフィルデによる収束 "[.52)によって，同等

の議論を進めることができるが、本論文のU的のためには必要がないので.そのような方法

を採用しない

N" 1:.の、ある項順序 d が非1'1実数を成分とする正則行事IJT = [ti)) と昨 Jj~式 JI[íîFf.くlcx ，こ

よって

凸 <Js特 ToくlexTs (3.43) 

と去されたとする(定理 2).o，s E Nnは列ベクトルにみなした多重指数であるこのとき 3

1'-1 = [tij)として釦=1，'" ，nごとにL:(kkに収束する有理数列 {dリ}
k 

dリεQ‘ dリ→ L:t:kk，(j→∞) 

をとり，点列 {εj}を

Ej = (εI}" "，ε町 )T，
E 士ワーjdlJ
' ) 】

(3..1.1) 

(3.45) 

(3.46) 

と定めると，この点列 {ε)}から定まる判定多項式のrf号はJ:fiJI[目出 q で定まる符号と-}'Xす

る この芳、l味で起準解析的な手法は項JII(.i!f;による1":)号決定法を合むことになる 多項式環

Q[x)を全順序環にする順序が勺えられれば，だだちに項順序が得られることから‘超i隼解析

的な手法で得られる符号決定法と項)llii)?;によるn号決定法は同ーのものであることがわか

るすなわち超準解析的な手法は項順序によるものの一つの別純の解釈であるともいえる

超準解析的な手法で，判定多項式 f(:r)が正であることを (jlf(α+E)) > O}ε Fで定め

ることにしたがう J(α+Ej) > 0 であることをすべての J に関し.v~べることは I[I撲には無理で

ある.項順序による方法では， .1(.1')が正であることを示すのに I(.I')の各項を見て命題

ヨj'(j>j'=今 f(α+Ej)> 0) 

が成り立つことを示している これは

(3.47) 

1(jII(α 十 Ej)::::: O} Iく∞(ゆえにUII((1+ Ej)三O}f/_ F) (3.48) 

を示していることになる . これはn号判定を趨フィルタではなく，その前の ~[õ 単項フィルタ

の純問で判定をしていることになる 項順序による方法で‘判定多項式の数を1'i限に制限し



ているJ'~dlはここにある.実際、 '1'11 7[:多項式の集合が!Wo 1浪集合のときには，あらかじめアルゴ

リズム rl'のすべての判定部で退化に対処する判定を個別にしておくことは岡維であるし機

械的にJtil111'i序に従って判定多J}'[式のJJ[を)lliiに調恋するとlnE限ループに陥り符る

例えば.{e;}を

ej - (ell，"';e"in)， 

Eリ_r2リ

(j= 1，・，12

(3，49) 

(3，50) 

と定める α=0ε Q"とする 多項式/'(，1')が f(α)=0となることと J(:r)が定数項を持た

ないことは伺他である任意の守本でなく定数項を持たない多項式.f(，r)=乞f川 jに対して

.f(川町) = 乞んA
j，k 

= 乞んk.2
川

(3.51 ) 

であるんk# 0となる]，んのうち、(j、k)の降、!;:式順序で最小のものを，それぞれ，j'， J/とす

る t がある程度より大きくなると，;;~.に，ヒ式の右辺て、の各項で hjl . 2-2')' k'が省辺のfIIIを支

配するすなわち，

.f(α+e;) 
ァーっコ百→ 1，(i→∞) (3.52) 
}J'k' ' ~ 

が成立する これは集合{iεNI.f(α+ι) # o}が有限集合であることを加味する したがっ

て {ε，)の定め方として式 3"jOは妥当である 同時に.ある杭度 gが大きいと'市に.f(α+ι)

の符号がん'k'に一致することもわかるしたがって，超準解析的な手法による .f(:t)の符号は

ィ:の墳の係数 J)'k'の符号に一致するここで，多項式 h(.1').g(X)(1.: E N)を

Jk(x) = x~ ， g(x) = X2 (3.53) 

とする任立のI.:ENに対して，

ム(.1')-g(.1') = .'t; -，1'2 (3.54) 

であるから，(j'. k') = (1.1.:)である守 25の係数は lであるから，即断州的な手法による

ん(x)-g(x)の符号は正である任意の1.:E Nに対して u(ょ)-g(.1')が刈定多項式である

場合.この {e，}による超準解析的な手法でrt号判定するために，機械的に手続きを定めると、

.l2の項の係数をみる前に、.1'1、J:i，.1・iT の各項の係数をみることになるもし、アルゴリズ

ムが‘個々の判定多項式の .1'1の最大次数なとの1'，'1械をmいないならば、アルゴリズム全体で

は判定多項式の工1 の次数の上限がないので :t'2 の係数をみることなくアルゴリズムは~I浪
ループに陥る.

点列 {ej}は人力 αによらずにとることができることで、趨刊さWH庁的な下i去では'1'11定多項

式の数が有限である必~はないことがわかるここて、は，判定多項式の数が有限でない場合$

趨準解析的な手法を使っても符号判定は困鮒であることを述べる '1'11定多項式の全体が青!fi限

集合の場合3判定多項式.f(x)によっては，集合

{Jlf(α+ e，) > o}， UI.f(α+εj)三o} (3.55) 



のとちらも鉦限集合になる 11)能性がある(ドIJ定多項式がイT限f問の場合これらの集合のどち

らかを有限集合にするように点タIJ{εj}がとれる)から‘f(x)が正であることの(i(t認に有限

性ー

IUlfμ+ε) )三 O}1く∞ (3.56) 

をITJいることができない したがって，無限集合がFの要素であるかどうか調べる他の何ら

かの手続きが必要であろう ところが1次の定理が成り立つ [10]

定理 3

集合論の公理系において起フィルデのイF在は選択公理より弱い公理である

すなわち.集合論の公理系では選択公理をJIIいずに超フィルタの存イ正を証明することが

できないこの定理によって.集合諭の Fではう趨フィルタ Fの!}!!Aかどうかを、手続き的に

判定することはもちろん‘手続き的に趨フィルテ Fを作ることすらできないことがわかる.

計算機内で数学的な処理を行なう場合，計ti今機システム自身を、通指の数学のモデルとし

て扱う しかし，そうしている限り，趨r態解析的な手法はアルゴリズムとしては記述できな

い 。 これはう起ji\~解析的な手法とともに、 1' IJ定多瓜式の符号判定法の拡肢の限界を示している
といえよう

そうはいえ3計算機で集合をjJXう場合325ぶには11然、に順序が十jく これはHn機システ

ムを通常の数学と異なる数学のモデルと凡なせる可能性を示している集合論の標準モデル

以外のモデルの上での言j.t):機システムの扱いは，今後の課題である

3.7 Grるbner基底による退化の解釈と対処j去の構成

本節では Grobner基底を利用して退化を扱い、対処法の術j哀を行なう

前節までで示したとおり， ill化対処法は通常、人)Jαε Q凡をmいて， 11変数多項式環

Q [~'] のイデアル J = (.f(:r)εQ[x]I.f(α) = o}の つじつまの合った "杓号f.Jけとして定式

化されるイデアル論の応用で有)TJ性が知られている Grobncr);1;底をもとに退化対処法を以

下で新規に考案する

定義 7(主項，Grるbnerl1i;1氏)

一般に.1を(体係数の)多項式イデアル，<1を多重指数に関するJJ1Jiliirr:とする lの安本の多

項式に対して，<1で多重指数が11立大の項を主項という Iの部分集合 Bに対して lは β で

生成され，I の要素の主項全体で生成されるイデアルと β の !}!!k~の主Jf[全体で生成されるイ
デアルが一致するとき， β をjの q に|泊する Gr・obner基底という

項順1[.を同定しでも Grobne，基底は一意には定まらないがC:robncr )/;;1去を同定すると

任意の多項式を Grobnerl1i;1まの各要J(iで控除できるかぎり整除した結来、控除した)11目によら

ず剰余が一意に定まるという性質がある [8.831 したがって.剰余がりであることとイデア

ルに)，:f，することが一致する

ここでは，.f(x)，g(x)、h(a')，・0 ・εQ[.t]で生成される イデアルを (J(x)，g(.l')，h(x)....)と

占くことにするまた，項順序と?イデア ル [= {f(x)εQ[:r]lf(α) = o}のC:robncr基底

B = {b，・.• • ， bn，}を次の粂f斗を満たすように取って固定する

・各句は正である(すなわち噌項順序に|刻して Oより大きい



• {b}γ 司b"，}は(ん ， b"，)のC:，るbll('rIEJi¥である (j= 1ー が )

• &1，"'， bnlの下eJJ'jはJJ'jllli[ff:によってこの順に;IEぷ (b，の主項が段大(多J(指数が最小))

.主項の多重指数が項111([序によってんより小さい任意の多瓜式，((工)、 g(.l')に|泊して，続

，((.r)g(x)の主項の多J[1行数もめより小さい (j=l，"'，n')

ここでは簡単のため、項順序を紳，!Jj;¥llliUi":にとりん =Xi 向として活を進めるすなわ

ち，B= {.r，ーαh ・『九-an}であるまた.Ej = .1，一向と変数変換をする ε=(o，・ e ら)

とかくすなわち.問題を f= {f(e:)ε Qn[ε]1，((0) = O}の符号判定にして司 B= {o，.. 町e:n}

にとる (ε，;が最大) . すなわち， 1 ~ε ， ~ .. . ~ e:" ~ 0を満たすと思えばよい

Q[o，・ . lEi]を Q[e:]iと略記する Q[ε]0= Q とするとくに、 Q[o]nは Q[e:]である

，( E Q[e]iに対してその分解(九 ー ふ)を

/'=ん +I，o， +... +.f，ん，ん EQ[e:]j 

で定める分解は末尾にいくらでも Oを付けることができる:

(ん λ)= Uo. . . . ，.(i， 0，一，0)

しかし通常はなるべく短い表記を採り， ;nn時に必要に応じて適宜伸ばす.

多項式，(EQ[e];とその分解(.ん ，λ)を同一視する

(3.57) 

(3.58) 

容易にわかるようにー(ん、 ，Ji-' )は fを{εド ーら}で整除したときの剰余である構

成法から fの分解(ん .fn)は--1.::1壱の 0を無視して一意的であることがわかる

，(.9ε Q[ε]iに対して加減1-7-は

lん土 90 (i=O) f土9= ~ 、 (3 . 59)
lん土 90+(，('土g，)εl十 +(ん土 gi)εi(iと l)

を満たすまたJTg算は

( ん加g仇0 い
U-f，ι)(g -9ioi)， +(I，gie:i + fi(9 -giCi) + g;(f -fic;))ε， (ドtとIけ) 

(3.60) 

を{渦l筒両たす これらは同H

分角解平の}形杉式では次のようになる

f土g (山0) “
(ん土 g仇0，fハi土g仇¥，'" .ft土g仏ω，) (れ2と lけ)，

(3.61 ) 

，(.9 
cんfo.90ω0ω) が

(11切0，"'，11，) (iと 1)，

wherc (110，" '，11;_，) = (ん ，fi-')(.90，" " gi-，)， 

ん=(0，' • '，0， ，(i.9;) + /;(go， •• '，.9iー，)+.9;(，(0， "，λー，)(i三1).(3.62) 

符号に|刻しては，fεQ[εJiの符号は i= 0のときは，/は数であるので，正負に応じて

rr号はそれそ、れ， 1，-1であるーまた一般には fのね一号は， /= 0のときには 0，，( f. 0のとき
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には JJ# 0である最小の Jに対してんの符サとなるこの符りーを'子える関数を signとす

る

必要になってから signを計算するのではなく Q[c]に符号を組み込む fの分解を拡張

し ん =sign(f)を分解の先頭に付け加える 1.....(Js，ん， ーん)

代人口 ← α，+引を
。 ， n 

n←(土1，a" 0，"'，0， J， 0写..，0) (3.63) 

と変形する計算定義により，さかのぼることなく計算時にすぐに符号を決定できる

このようにしてう退化に対処されていないアルゴリズム中の各計算を多項式の分解表記

上の計算に泣き換えることによって、えのアルゴリズムを白動的に退化対処版に変更で、きる

ただし、元のアルゴリズムの判定式が多項式である必要がある

~装に[刻する点では，計算機J誌によってはオベレータオーバーローデイング機能を利

用することによって，プログラム本体の改変が不姿であるという特徴をもつ また， 'f.IJ定式が

任意の多項式でよいという汎JT!性をも持つ偏導|渇数計算が不安なため大掛かりな道具を必

要としないという利点も持つこの実主主 II.~のT-.U さがこの方法の特長であるその反面で.既

存の各退化対処法が事前に判定式を調べp 対処しておくという方式(いわばコンパイラ方式)

にであるのに比べ，ここで提案した )J式は，アルゴリスムを働かせるときに退化に備えて必

婆データを計算し蓄えていく方式(いわばインタプリ夕方式)をとっているためう計算時rUJや

記憶呈では優位性はないーただし司分解J= (JS，ん，11、ー )に対して，ん =0となるところは

記憶場所を節約しておくことができるので段意時の記憶量では同等である

ここで提案した方法で代入山← αa十引を.1:i←(土1，0;.O. 、O.J、口、・ 0 ・0)とする

かわりにムを .f;+ε，に町き換えて‘1'，を文字として践したまま前処理!として言I'~: しておく

ことももちろん考えられるこのときには.前処理の段階では符号んをうえることができず.

入力 αが与えられて初めて言I.nすることになる このようにすると、実質的に数式処理をし

ていることになり， Yapの方法と同等になる

3.8 代数的退化対処法の評価と無誤差計算

ここまでの節で3いくつかの退化対処法を紹介し，提案したがL川性という点では Yapの

方法や Grobnel基底を利用した )ji.去が優れている 一方で，Eclelsbrllnnclらや Ell1irisらや

Fortllneは判定式の特殊性を用いてn号判定のn1i，}~化や言1・ 1干呈の効策化をはかつている

一般に.アルゴリズムの評ulliには、計算五t，記憶lt汎Jll性、')<:'袋のしやすさなどが月]いら

れるまた，返化でないときには退化対処法は，計算時間に影響を勺えることがあっても.ア

ルゴリズムの挙動そのものには影響をうえないこれらを与えあわせると『各対処法の-;gし

恋しは.対象とする幾何的アルゴリズムにおける判定式の絞雑さ退化の1UI:. ~JV支.退化時

および非退化時の言In時間のJ骨太の計二符皮なとによって変わると，-j・えるであろう

FortllnE'の提案する多面体モデリングでは 1平而の交点が第 4の干l師の七万にあるかど

うかの判定に退化対処法を}TJいている。その際の入力としては起こらないが、 4'11:而のうち『
どの 3、11:国も l点を定めない時には， Fortllncの方法は退化対処il，としては不卜分である.し

かし，これは退化対処法に関する興味深い示唆を与えていると思われる すなわち， 3平面

が l点を定めないときに，第 4の I':Tffiとの上下関係を定めることが幾何的になl味を持つかど

うかということである Fortuncの方法では， 3平面が定める l点が;:f， 4の予而上に来った

ときに上方か下方かを決定するだけであるこれまで，本論文では，形式的に、ドIJ定多項式の
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怖が O のときを退化と定めて議論をしてきたし実I~i. inU幾何学の退化に|刻する研究では

それが当然とされてきた代数的退化).J処法はー辺化の問題を代数的にj形式化したために 3 も

ともとは問題にあった幾何I的側而を無悦して町退化を広範囲にー抗してしまっているこの

Forluncのj71Jは対処すべき退化と対処しなくてもよい退化など，退化をより柿後に分鎖する

可能性を示しているといえる 木論文でも、 2.4iiiiの形式的退化，本質的退化や， 3.1節の狭義

の_;g化対処法、広義の退化対処法なと， l品化の階層化に着目してはいるがこの点に関して深

〈掘り下げることは今後の謀題である

また、これまで‘位相1データの決定のための判定式の符号判定は;E'blなくできるとしてア

ルゴリズムと思論の説明を行なってきた.それはう判定式の除nと開予をii'ilミすることで、計

算結果を有限桁に押さえることが可能であるからであった.実際多くの研究で正維な判定

をするための計算は別問題として倣われてきた [14，15]例えば‘浮動小数を笠数化 して、整

数計算するなどとされてきたしかし，そうすることによって長い桁の笠数計算をしなけれ

ばならず3 非退化時にも計算時間が明大する 卜分すぎる桁数をとり実袋すると .場合によっ

ては計算時 1/日の物大によって退化対処法を組み込む前に，プログラムドl体が'J~実上の実行不

能に陥る計算H寺聞を押さえるために、判定多項式がどの くらいの他になりえるかを正確に

見積ることが考えられるが，一般にこれを正雄に見積るのは難しい

例えばてF而上の 3点 X，= (Xll' X12)T， .1'2 = (X21， :l:22JT， X3 = (.r31' X32)T を通る円が第 4

点 X'I= (:1.'41，.1:，口)Tを含むかどうかを決めることを考える(図 3.1)と，
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の両万の符号を判定すればよい

X 
3 

区1:3.1: 1'1に関する点の内外判定

正怒号士 Lを用いて， 各 ，7;りがIXiil::; Lの範[却のイ|白を取 り得るとき，絶対fl{I1 clel BI， 1 clel CI 

を見積る列方向に Haclamarcl不等式をJIIいると，

1 clet 81三-/2[2τ?，|EleLC|三(4L4+ n2 + 1)2 (3，65) 
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を{与る.行万向にlIadalllard不等式を1IJいるだけで

1 dct 81:::; 3V3L2 1 det CI :::; 32[" (3.66) 

となり，より良い見絞りが得られる 1 dct ('1のほうは，行方向に Iladamard不可一式を!日いる

まえに，行列式のrtのHr円から l行11の u似を引くと(行列式の他は変わらない)、それだ

けで見積りが 32L"から 16L4 に改作されるさらに dctCを

det C' = I川 1 主2引I .1'川3剖l 包Iι1γ1川

1'，は2 ，1'22 .t32 ，t I目2 I I .1'，口2 J:n X32 X<1口2 

~'3' X・4'
(3.67) 

2 ，.2 ....2 "，2 li，‘L21 .1-'31 .1i， 2 .....2 .... ，2 .....2 
~ï2 X22 X32 X42 

と変形してから.右辺の各項を独立にうまく詐filliすると 1 detCIく lOL"程度まで改善でき

る.しかしながら$実際には，正確な七阪は

Idet 81三4L2， 1 det CI :::; 8C' (3.68) 

である また，この問題を予而から i匂次元にJ)，よ挺すると未解決|問題になるこのように計算結

果の他の見積りは正硲には難しい

次に，十分に長い桁をとって計算することを与える 入力の数値を単長の整数として，

般に ml音長の整数どうしの加減17-は O(m)，来~l は通常の方法で O(m2 ) ，高速J!Ur.法を用い

ても O(mlogm loglogm)のin:n:号がかかる さらに、実装すると高速乗算法は m が数百程

度ないと通常の方法より早くない 基礎的なもので数倍長から卜数倍長.若干惚雑でも数十

倍長程度の整数で足りる幾何的アルゴリズムは少なくないので，来1.7-にのために退化に対処

したアルゴリズムの計算時間がI也大することになる同級の意味で可変多倍長主主数をmいる

ときの実装時のオーハーヘッドも問題になるであろう 実際、そのために，現在通IIIしている

汎用数式処理システムで高速来mまが深川されているものはない [53]という

判定式の値そのものではなく、11'号を求めるのが円的であるから，浮動小数で計算し、誤

差を考慮すると符号が決定できないH芋のみ肉料i度計算することを Portuncは提案している

う1;:際、現在の多くの計算機では整数よりも浮動小数のほうがより 長い桁をサポートし、桁数

を考慮するとより高速でもある [li]したがって司このような方法は，;A川ヒ有効である し

かしながら，判定式の他の計算で生じる誤差の見続りも難しいという問題がある プログ

ラムとして実装されたときにはアルゴリズム巾の判定式は計算過粍として勺えられているの

で、各過程での最大誤差を独立して兄絞っていると過大な凡積もりとなりがちである

例えば X.yξRがe それそぞ、れ.[，1'，川n、川 :rm剛、lax]ト， [ιy仏N川川m川"

4積責 xy1はま

[min{xmil仇山丸山目立n

の範聞の11([をとる これをmいて fのとり符る範囲を見獄ると，

[min {.tmi品川川 Xn LinX lTlax~ Xmax-Xmir 

(3.69) 

(3.70) 

となる均六実l祭には Xmin.1:max というイ出は 2・2 古ずとり{尋ないことカξある J.~併に的に Xrnin -J 1 

Xmax = 3ならば，X
2の11([として XminXmux= -3という負のイ直はとり得ない
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このように過大になりがちな浜ノ~の兄航りを押さえるには精也、な対処が必~になるが

これは計算時間を増大させる しかしながら 1 誤差の見綴りを組くすると，浮動小数計算では

符号が決定できない場合が多くなり， ，':;i N!度計算の刻合が閉え‘やはり ~1- n:1I寺!iIJ がJ行大する

:nJrll刊1]のI自大を押さえるには適度な誤差の凡絞りを設定する必要があるが，これにLιえる

叶主的な)ii{;は，現在のところ開発されていない

I/~定多倍 i支援数での計算、 11U判定の代)IJとして，本論文では次の節で，数f;1長から数十

fl'iJえを扱うのに実用的な剰余を利川 した)J法を提案する
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第 4章

剰余演算を利用した多項式の値の符号判定法

4.1 剰余利用のための予備知識

計算機内部では通常，整数のRmとして 2の術数表現を採用 している技数を去すための

ピット数を nとすると， 2の術数点瓜とは _2n-1から 2n-1
ー lまでの捻数を η ピットに納

める表現法で，非負の数は最上位のピ y トを 0にして，そのまま n-Iピットの整数として 2

進数表記し、負の数は，その反数 m~} を反 '1記した数)を 2 進数表記したもののすべてのピァ

トを反I!!.[;し，η ピットの 2進数として lを加えたもので表記するという表現法であるいピッ

トを趨える桁上がりは主正視する)(j;(14.J).2の総数表現では最上位の 1ピットが 1ならば負-

0ならば非負になるーまた， 2の布o数去茨は -2ト 1から 2n-1
ー lまでの整数を 2nで整除した

刺余を 2進数表記することで 11ピy トに納める衣現法であるとも言える

2n-1
ー l

_211- 1 

_2n-1 + 1 

句
、

υ

内，
L

・1

一
一
一

n
U

1
A

勺
&

l J 0 l 

J 1 1 0 

1 1 

|苅 4.1:2の110数表現

判定式の111.[を多倍長盤数で求めてから符号を得ることは Iはヒf立の lピy トを知るため

に!I止上位ピッ ト以外の全ピァトを求めていることになる 本節で提案するJJi:去は，剰余計算

の結果の剰余を用いて，判定多J民式の11!(の下位のピッ トを復元することなく杓号を求める方

法である

アルゴリズム中の判定多項式 F(~. ) は協に与えられるのではなく，人)J変数 2. = (.1:1，...， Xk) 
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のJJlli滅来'i:rの手続きの組み合わせとしてらえられる ここでは、加減来11を必本淡nとよぶ

定理 4
!笠数民n'.171，1i1'とJE整数 qに士、fし.171三 rn'，11三 11'l1locl qならば，次式が成立する

m 土日三 nt'土 1戸、 1nn三 m'n'moclq (4.1 ) 

この定理から司.f(.r)に入力を代入しil!S):するためには，基本演算こ、とに対応する剰余演算

におきかえるだけですむことがわかるーこれは，剰余演算を利用するためには『汎JIlの基本剰

余i~i~:のアルゴリズムを JTJ:註すれば、既存のアルゴリズムの本体を変更する必安がないこと

を示している

加減采nに対応する剰余i寅tlーは次のように行なう [34，82Jここで利ITJする計算機はT 符

号なし単長 (11ピットとする)整数の)}5本泌nで、次のような情報を待る機能が利川できると

する。

-加減nに関して， 11+1ピット日への採り!こがりがあるかどうかの情報、

・采n:に|刻して、結果の下位 nピットと 上位 nピット

このような機能は一般的な CPUには11mわっているこの意味で本論文て、示す方法はハード

ウェアに依存するまた通常は， 11=4，8，16，32、64のように.nは4の併数であることが多

し、

以下では Nε Z.q E Nに対し、 Nをqで整除した商をいl/qJで表し、最1)余を /¥''l.qと表

すことにするしたカ£って守

N = [N/qJq +λ'l.q (4.2) 

である本節ではこの式をよく使うまた，Po，"'，Prnを互いに素なア以下のrl然、数で、

Pi = 2町一凸i，01と0，Pi>凸.2 (4.3) 

を満たすように選ぶ /)iとして 2のベキ γ'を選んだときには ni= 11ヘ町=0であり，それ

以外の時には、 n，= (p，のピット長)ー Iとなるまたz仇のうちに偶数があれば、残りはすべ

て奇数になる また，p=日Piとするここで、 X、Yを整数とし，Xi= X'l.p" l; = )-''l.p， (i = 
O....，m)とする p， = 2のとき Xi，}iは lピットで取り扱いは作目1)に簡単になり、利と差

(X士l')'l.Piはどちらも Xiと}うの釧他的論理平日 (cxclusive or)になり‘似 (.¥'l')'l.7-んは )(jと

}うの論理佑 (ancl)になる ]Ji = 2n・-Qjのときは、基本演算を次のように行なう基本演算

の結果 Zカξl1j ピγ 卜に布月まらないときには.下f立川ピットを ZLとし‘ |汁立ピットを Zuと

すると Z= 2n.zu + Zしとなりう 2n・三凸 1ll0clp，より Z三 ZL+凸Zu11l0clp，であるから、

手続き:ZL← ZのFf立川ピット;Zu← Zの l二位ピット ;Z← ZL+凸ZlI; (4.4) 

を，Zが niピットに納まるまで反f反するもし Zく Piならば、Zが，さもなければ Z-Piが

基本剰余ilii'l:tの結果 Z'l.Piである 上記の下続きの反復回数は， 一般に 11> 02ならば3Iii! 

以下であることが知られている [34J. また実際には日を掛ける操作は来!i:を行なうのでは

なく Q の2進数表記を利用してピットシフトを組み合わせる. 例えば 0，= 1のときには実

際には Oiを掛ける必要はない. また，例えば向=3のときには， 3は2進数で ll(2)であ
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るから.Zuをlピァト左にンフ卜したものを(2'"くく 1)とかくと ZL+ oZUのかわりに

h+(Zuくく 1)+ Zuとすることができ『この部分で来nを回避できる したがって 1 Qiと

して 2i.lli数表記が簡単なものを選んだほうが計算は簡単になる

また， ])1 = 2n'で砧 pめが'ii長 (11， ピγ 卜)に納まるなら，まず，Z% ( ]1め)を ~I'n し，それ
から Z%p;，Z%]J)を求めることで計i):ILjIi¥Jを短縮することもできる 兵イ本的には

Z%p， = Z%(p，]1，)の下位n'ピァト，

Z%]1) = (Z%(p;p，))%Pj 

(4.5) 

(4.6) 

である.このようにして訂n:時I/¥Jを短縮する }j式を複合方式とよび、 Z%]1，.Z%JlJ を直後求め

る万式を個別方式とよぶことにする

幾何的アルゴリズムで入))変数 X = (.1'，.. • ，Xn')に入力データ αEzn'を代入し基

本i~mを重ねて判定式 J(.r) の他が多倍長後数 X' = I(α)として得られるとする J(X)は整

数係数多項式である このとき X'の正負によりアルゴリスム中の処理が分岐する ここで$

-p/2三J(α)く]1/2であると凡打tられているとする

剰余wrn:を利用する方法ではvX' は直後には ~~J られず， 各]1， (i = O，...，m)による剰余

ぷ -X''l.Piが得られている以ドでは， 二つの磐数がともに偶数あるいはな数であるとき，

そのこつの整数のパリティ (寄1向性)が一致するということにする

問題を一般形にすると次のようになる

問題 1 いくつかの自然数 X;(O~Xi く p，) がうえられたとき .

λー'三 X，1l10dp， (4.7) 

を満たす整数 X'(-]1/2 ~ X'くp/2)の正負を単長計算で求めよ

x = X'%pとする λ:Fi = X'l.Piが成立するまたz次の命題が成り立つので、 Xとp/2の

大小1)11係が求められれば X'の正J';は求められる

X'とO 特 Xく Jl/2，

4X'く O 特 λ三，，/2

以後は Xとp/2の大小関係を求めることにする rを特徴付ける次の定理が役立つ

定理 5(中岡剰余定理)

p， (i =0. ...m)を互いによな仁l然数とする変数 xの述立合|日l式

X三 人，ll1odp， 

の一般解は

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

X 三人 0110(/0+ X， “，(/， +... + X"，'Um(/明 lllod]J (4，11) 

である ただしう p，qi， 'Uiはp= PO" 'Pm， (/; = p/p;， t叫 s三 1lllod]1;を満たす捻数である

まず，数倍長程度の議論を個別にした後，一般の m 倍長の場合について述べる
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4.2 3倍長版(， 2倍長版)

まず 31音長程度の整数の符号'i'1]iじil，について述べる m = 4とし PO= 2，P1 =ア-

1， P2 = 2，，-1ーJ，P3 = 2π-3とおく P = POP1P2!J3 = (2π 1 )(2丸一 2)(2"-3)であり， 23ロ

に近いすなわち X'のとり得る他は :l1市長純度である後のために，T = 7'1 7'27'3 ( = p/2)とし

ておく

可三 XI7'2P3-X2]J1P3 + X37'17'2 1l10cl戸(中国剰余定時). (4.12) 

右辺を 1 とおく γ= '¥IP2/)3 -X2P11'3 + X3P1P2 すると

X%T) (= ¥"%/i) = l. -[Y/戸Izj (4.13) 

が成立するこのとき [Y/戸lはーlか Oか lを他にとり 2 その値を求める方法がある.以下に

その方法を示す

[¥'/戸]=ー1 c:. ¥'く 0，

[Y/両]=0 件 。三Yくム

[V/片]=1特戸三 Y

である Yを]117'3で割って 21音して，

[lソ戸]=ーl 特 2¥)7'1 P3く 0，

W!Ij] = 0 特 0::;2¥)7叩3く 2/)2

[¥，刈 =1 骨 2/)2::;2γ/PI7'3 

を得る 2P2= /)1 -1 = P3 + 1を利JIjして変形すると，

(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

一一
m

q
u
 

ν八+
 

V
・A.

ヴ臼
し
A
1一一pa 

p
'
 

，，，， Y
 

A
ノ
】

(4.20) 

γP3 -X3p 
であり， -1く一一一一一一」く lであるので、掛川を考応して，

PI7'3 

[Y/lJ] =-1骨 川 -2X2 + X3 - C1く 0， (4.21) 

iγ/戸]= 0 件。三 XI-2X2+X3-C1く 2P2、 (4.22)

[¥γ戸]= 1 特 27'2::;ぷ -2X2 + X3 -C1 (4.23) 

ただし、

( l ( Y l p3 むいp州ρ3川りlρ>
(4.2ιclけ) o (0叫ωth刊1e1引i、¥-¥11$肘吋P付) 

を得る C1がdとまれば，比較万i去を仁Jとすると .[Y/li]の値を主jJ.長の純11lIの計nと比較で求め

ることができる.したがってヲ残っているのは， X1P3-X3Pt > 0かとうかの判定だけである

これも，主主数↑生とP1=!J3 + 2であることを利JTJすると同値な式

r 1 (X， > 2，，-2 - 1) 
¥'2> X4 + 匂ただし ω= ~ 、 句 J ， ~ . ..， ， -" • _. --， -" l 0 (otherwisc) (4.25) 
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を得る これですべてを単長内に収めたことになる [¥j戸lの偵を求める)Jil;をまとめると

(? = [ L (可4と2
n七

L)，(， = [ L (X2 > X4 +ω) 
L l 0 (ot hc川 isc) ，-， lO (otherwi肥) (4，26) 

として

I -l (2X3+(，>X2+ん)

[Y/両]= ~ 0 (2X3 +ιl三五 十ん く2X3+ 2P3 +ιJ) (4，27) 

l 1 (入、+)1'.，さ2X3+ 2/)3十 ζJ)

になる

すなわち、 W/t)のパリティを求められる次の定理が成 り立つ.

定理 6

:(' が~I，負であるための必要 卜分条1'1ーは X と X。のパ リテ イが一致することである

証明。 x。と X'のパリティは一致する )('が)1二1'1， すなわち 0:::;X'く戸のとき ， X'=X 
であり)X'とXのパリティは一致するまた.X'が負、すなわち t :::; X'く Oのとき，

X' - X 一戸で戸は奇数であるから，X'とλ のパリティ は一致しない 従って )('が;)1，負

のときのみ XとXoのパリテイが一致する (託別終)

また、 λー oであるための必要卜分条{午は 入、=.¥'， = X2 = X3 = 0であるから‘上の

定JlMと合わせて X'の符号判定ができる.

/)，司/)2，p3，]iはすべて奇数で[門戸]のパリティも求まるので X町 (=X，P2/'3一.'(2/)，P3+ 
，:';'3P'/)2 -Whi)t)のパリティを求めることができ1X'の符号がふ|とめられる

また，式

X 三 2X'7'2 -X2p， mod 71，712 (巾国剰余定理l) (4.28) 

から同機にして 2倍長版を求めることができる すなわち，まず， 仁式のわ辺を 1とする:

v =-2λ~ ， 712 -X2]'" W/P'/)2]がtr).数になるのは OくX，-X2三712のときに限ることは容

易に導ける次に式

X%(71，712) = -2X，P2 + X2/" - [Y/P'/)2]/)'7'2 (4.29) 

より ，[¥'/P'712]のパリテイがわかれば X%(P'712)のパリテイがわかり、 ぬ のパリティと一致

すれば X'は非負.一致しなければX'は11二になるというものである

しかしこの方法より 3後でに述べる m 倍長版 (1)のm = :2の場合の)jがより単純なの

で、本論文ーでは概DIitを述べるにとどめる

これらの)J法は Xo(= X%Po)とX=X仰 を利mする方法であり， 1'0= 2であるため η

ピットを使い切れていないともいえる このため， Po側の桁数を延ばしたのが4情長版、51育
長版である
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4.3 4倍長版， 5倍長版

次に 111ヰ長版について述べる

]Jo = 2"，P1 = 2九一 1，]12= 2"-1 -1，1'3 = 2'ι-3とするまた/)= 7J1]J2]13とする 11は

24n
-

1 !1日である

P1‘P2，J'3に関しては 31育長版と問機である

λF三 XI112]}3-X2/}1]}3 + X3171172 rnod戸(中国剰余定理). (4.30) 

右辺を iとおく ¥. = X1P2]}3 -X2P1]}3 +人3]J1P，

X%戸(=¥'%戸)= )" -[Y/s]ρ 

このときい/戸]はーlか Oか lで、求める Hi.去もあることを 3倍長版の説明で示した

次の命題が成り立つので，[X/骨lが求められれば.)('の符号が求められる

X く p/2 特 [X/戸lく 2← 1

X 三p/2 特 [X/戸]さ 2，，-1

また、戸三 2"-1-3 Jl1od]}oより ，

(4.31) 

(4.32) 

(4.33) 

X = [X/剖戸+X%両三 (2"-1-3)[X/戸]+ X%]) Jl10d /}o. (4.31) 

この合同式を [X/片]について解く

[X/p] 三 C(x-x仰)Jl10d内

三 C(Xo-X%f') ll1od17o 

(4.35) 

(4.36) 

(4.3i) 

ただし Cは (2凡-1_ 3)C三 1lTlocl])0 となる内然、数であり， 110未{前にとることカSできる 11 

が4の倍数の時.具体的には，C = 710 -2[(2"-1 -3)/6]-3になる

0三[X/戸lく ]}oであるから，

[X/戸] = (C(Xo -X%7)))%/}0 (4.38) 

= (C(Xo -X1/}2]}3 + X仇 173-X3]}1]}2 + [¥ )!j]t))%po (4.39) 

= (C(Xo +ぷ(/々 -2) + 3X， + X3/}2 + [¥'f7j](p2 -2)))%1'0・ (4.40)

/}o = 2"であるから実質的には桁あふれを無視して計算するだけでよく.]}Oによる剰余;11

tr.をする必安はないこれで [X/討が求まり X'の符号が求められる

この)j法は Xo(= X%/}o)とX%戸を利)11する方法である ])0= 21tであるため )(0の方も

nピットを{吏い切っているカペ X%戸の)iは戸内ξ約 31/ー Iビットあり 3バランスを与えると /}o

の )Jのピットを if~やせると予想できる これを増やしたのが 5倍長版である

次に .51育長版について述べる /)0 = 2へPl= 2ft 
- 3'])2 = 2n-1ー 1，7)3=γ-2 -1']}'1 = 

2ト 1_3とする今度は戸 =]}2173仰とする pは 25ト 4弱である



712 ， 肉、 71~ に対して 3 倍長版， 4 1告長版の1'，・P1‘P3と同様の議論をする

X三 X2713])"-X3/}2])" +に，plP31l1od戸(中間剰余定割1). (4.41) 

右辺を Yとおく )'= X2])3/}" -X3])2])4 + X，，1'2]13 

X 'l.t (= Y'!.7I) =γ-[1//刈戸 (4.4.2) 

このとき [Y/戸lは lかOか lで、 求める方法もあるここ までは 4倍長版と同じである。

次の命足立が成り立つので，[[X /]I]/p，]が求められれば X'の符号が求められる

X く 71/2 仲 [X/片lく 710])，/2

特 [[X/ JI]/ p，]く 710/2.

Xと71/2 特 [X/t]::::])0/}，/2 
件 [[X/]I]/])，] :::: /}0/2 

また，x= [X/刈片+X'I.戸であるから，

(4.43) 

(4.44) 

(4.45) 

(4.46) 

(4.4 i) 

Xo三 [X/刈戸+X'I.戸川od71o，X，三 [X/刈戸+X'l.ii mod71，・ (4品)

これらを [X/戸]について解く

[X/t]三Co(Xo-X仰)川町11'0. [X/戸]三 C，(X，-X町)ll10cl p，. (4.49) 

ただし Co、C，はCo長三 1mocl ])0， C，fJ == 1 mocl p，となる自然数である nが 4の倍数のと

き，具体的には，

とすればよい。

ここで3

C'o = ([2"/3](2"-2+1))'1.2". 

C， = (16([8(2"-3)/1.5]+1))'1.(2"-3) 

[X/戸]'l.po = (Co(Xo -X'l.1)))'l.1句、

[X/戸]'l.p，= (C，(ん -X'l.1)))'l.71' 

[X/両] = [[X/J)]/p，]p， + [X/戸]'l.p，

三一3[[X/戸l!P，]+ [X/t]'l.p， moclpo 

(4.50) 

(4.51) 

(4.52) 

(4.53) 

(4.54) 

(4.55) 

であるから， [[λ: /t]/p，]について解 く.

[[X/両]/])，] 三 D([X/Ji]'l.p，-[X/t]) ll1oclpo (4.56) 

三 D([X/戸]'I./}， -[X/戸]'l.po)mocl/}o (4.57) 
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f 1 (んさ 2n-2
ー 1)

f? ←ー《

. l 0 (othcrwisc) 

f，←! 1 (む〉 山+匂)
ι l 0 (olhcrwi叫

I -1 (2.1(3 + (1 > X2 + X.) 

T ← ~ 0 (2Xa +ι1:<::: X2+X4く 2X3+ 2])3 + (1) 

l 1 (X2 +X.主2λ:3+ 2])3十(1)

九 ← (人21切')1 人'3])2P4+ X 1])27'3 - TJI)'l.po(剰余計算)

T1 ← (X2P3]1.一人'3P2P'1+ X，IP2P3 -Tt)'l.P1 (剰余;Hn)

Zo ← (Co(Xo -7'0))'1.]10， (剰余計算)

ZI ← (C1(.X1 -Ti))'l.P1、(剰余計算)

Z ← (D(ZI -ZO))'l.PO'(剰余計算)

Zく po/2ならばX'三Oであり 1Z三])0/2ならば X'< 0である

図 4.2 剰余を利川 した 5!世長整数の符号判定

(~.59) 

(4.60) 

(4.61) 

( 1.62) 

( 1.63) 

(4.61 ) 

(4.65) 

(4.66) 

ただし Dは3D 三 1mod poを満たす整数である nが4の倍数のとき、具体的には D=

[2n /31である.[[X/TI/pJ]く ])0であるから結局，

[[.X/戸IIp!]= (ρ([X/両]'l.P1-[X/戸]'1.]10))'1.])0' (4..58) 

これで [[X/刈/p!]が求まり X'の符号が求められる 2倍長版から 5倍長版までのまとめと

して 5倍長版を手続き的に記述すると次の図 4.2のようになる

実際には ])0を法とする剰余計算は桁あふれを無視するだけで実行できる

Po = 2ぺP1= 2n-1 -3.])2 = 2n 
- 1，])3 = 2n-

1 -l，p'l = 2n 
- 3とすることによって p

を25n-2fmにすることができ 2ピット線げるが， [¥' /戸]の他を求めるのが大変になる(不可能

ではない)またう 4倍長版から 5倍長版にする技術は汎用性がある これを利ITIすると 6f音

長版， 7倍長!坂も作ることができるうそのときには λ''1.戸の役割は少なくなってくる 1倍長版

から 5!音長版にする技術をそのまま使ったのがm 倍長版 (1)である

4.4 m 倍長版 (1)

]11." '，Pm-lを互いに素な m 例の nピァトの正の奇数にとり 1 7lm - 2)¥にとる ρ=  

PI'" ]Jm は2

次の命題が成り立つ

X'三O 仲 X く ])/2= ])1 . . . ])m/2 

特 [X/pi]くれ Pm/2 

特 [[X/])!]/p2]く P3.. Pm/2 

(4.67) 

(4.68) 

(4.69) 

(4.70) 



特[...[[.¥'lp，]11々1. IPm-，]く 1'"，/2 (4.71) 

したがって[...[[Xlp，]/p2] . .Ip"，-，]の仙が求まれば X'のf7号が求められる

Qk = [.. [[Xlp，]/p2] ・ Ipト ，]とおく

Q!+， = [Qkllik]， Q， = X (4.72) 

であり ，Q"， = [. [[Xlp，]/p2] ・Ip"，-，]であるから，Qmが求まればX'の杓号が求められ

る

Qk = [Qkll凡]pk+ Qk'l.Pk 
= Q!+'Pk + Qk'l.Pk 

より，各 PJ(j = 1.: + 1. "， m)で剰余をとって.

Qk'l.PJ三 (Qk+，'l.1勺)pk+ Qk'l.7ik mod PJ 

Qk+，'l.Pjについて解いて，

Qk+l'l.Pj三 qkj(Qk'l.PJ-Qk'l.Pk) mod PJ 

(4.73) 

(4.74) 

(4.75) 

(4.76) 

ここで，qkjはPkqkj三 1modpJ を満たす 1'1然、数で?あらかじめ t\1~ しておく この式を ~t き

J典え，
Qk+l'l.PJ = (qkj(Qk'l.PJ -Qk'l.Pk))'l.Pj (j = 1.: + 1.... .177) (4.77) 

を得る このt斬fヒェtにより X;(= Q，'l.p，) (i = l.. ...171)から Q"， (= Q"，'l.Pm)を得ることが

でき)('の符号が求められる この計算下町1を図示する Qk'l.PJを (/"j)と略記する.この

l斬化式は (l.:.j).(/d)から(1.:+ 1，j)が求められることを示している これを

(ん+I，j) ←(ムj)

" (k， 1.:) 
(4.78) 

と _~I:: くことにする (1，1)‘(1，2)， .. .(I，m)から (711.171)が求まれば'{'の杓サが求められる

わけだが.実際，次の図 4.3ような下)llliで X'の符号が求められるー

(m.l71)← (171ー I.m) ← (171-2，171)
"(171-1，171-1) ← (711 -2角 川 1) 

"(m -2、171-2) 

1214.3: m 倍長版 (1)の計算手)llli

←(1，'171) 

← (1、m ー 1)

← (1、111-2) 

，，( 1‘ 1) 

計n時間，記憶量ともに O(mりになっているただし，Qk'l.Pk = Qk'l.PJ (j =ん+I，"'，m)

となった1時点で Qk= Qk'l.7ikであることカξわかるので，アルゴリズムの実行をここで打ち切

ることができる この方法が商 Qk(= [Xlp，... ]Jk-，])を順に求めていく )i法なのに対し，剰

余 X'I.(p，" 'Pk)を順に求めていく万法が次の m 倍長版 (2)である



4.5 η1倍長版 (2)

1711音長版 (1)と|日lじく、互いによな 71ピγ トの正の奇数に P1，'"，])m-lをとり .p叫 =21t 

にとる P= PI'" Pmは2ηm弱である。1"1= Iとし、j三2のと き， ]Jlj = PI ... )ij-Iと定め

る

l'l = 0とし )'21". ， ) ~n+ l を

1i三丸1l10clp，(i = 卜 .j -1).0三17く Plj (4.79) 

を満たす整数とするーすなわち， 日 =X'!.pりである射にう Ym+1= Xであるが使わない.次

の命題が成り立つ

)('三 O 特 .'{く，，/2= PlmPm/2 

件 [X/)ilm]く Pm/2

したがって、 [X/Plm]の111¥が求まればX'のrfj}が求められる

ところが X = [X!7Jlm]Plm +凡であるから、この式の両辺を Pmで剰余をとり，

X == [X/Plm]，llm + ¥'叫Illodpm，

を得るこれを [X/PI川

[X/Plm]三Cm(入川 }斗)1l10clPm 

(4.80) 

(4.81) 

(4.82) 

('1.83) 

を得る ただし.cmはCmPlm三 11l10clPmを満たす整数て、ある 0::;[λIPlm]く Poであるか

ら.

[X/Plm] = (Cm (4.84) 

である したがって }ふ%Pmの他が求まれば X'の符サが求められる 以後はこれを求めるこ

とに集中する

まず、 Cj(j = 1. "，171)をCJPlj三 11l10dp)を満たす盤数と定めておくこれは上の Cm
の定義と矛盾しない

Jさ 2のと きら 三 Xi 1l10dPi (i = I....，j -1)より ，X一 月 三 o1ll0cl1)， (i = 
1，ー .j-1)である 各 Piが互いに素であるので、この式は， )(一円が 7)))の倍数であるこ

とを示しているー

X-¥j=apIJ 

P)で剰余をとってから，αについて解くと

α 三 C)(X)一円)

三乙J(XJ 月目的)ll10cl Pj 

を 1~f る A = (ιj(Xj -Y;'!.PJ))'!.PJとすると O::;Aく 7'jなので，

行+1=月+ApI) 

(c1.85) 

(4.86) 

(4.87) 

(4.88) 



になる 実際‘直J主計Jj:によって o~ ¥)+1く1'1)+1.¥ j三 )(lllod p， (i = 1・ ・j)が成り

立つことがわかるさらに、この式は， j = 1のときにも成立する 以下では j:::: 1とする

/)k (" = j + 1， ・17l)で剰余をとる

月+1%Pk 三 \ ; %7h 十((勺 (X， ー \~ %PJ)) %]J))PI) l1lo d ]Jk(k=j+ l ， ... ，IJl) . (4.89) 

実際の計算では]JI;1.7h をあらかじめ百|れしておくこの式は i'j %Pk と \~ %lうから巧+ 1%]Jk が
待られることを表している 門 = 0なので I'"I%Pk= 0 (k = l，...，m)であるこれにより

) ~l %Pm が求められるので町 X' のr1 号が求められる

この下J~買を開示する }河内を (j， ")と田川己する この漸化式は (j.j)，(j， ")から (j+

I.k)が求められることを示している これを

(j + 1， k) ← (j. k) 

'" (j， j) 

と~くことにする (1. 1)、(1，2)，...，(I，m)から (m.m)が求まれば X'の符号が求められる

わけだが，実際，次の図 4.4ような手順で )('のn号が求められる

(m，m) ← (m-l，川)←(川 -2，m)

ヘ(m-l，m ー 1)← (m-2.m -1) 

'" (m -2.1η2) 

図 4.4・ m1育長版 (2)の計算手順

← (I，m) 
←(1.m ー 1)

← (1‘m-2) 

ヘ(1、1)

計算時!日J，記憶査ともにやはり O(mつになっているただし 3九zが小さい (Y;nく 7'IJ)時

には p 巧三 Xkmodpk (ん=)， "'，'叶となるので 11を求めた時点でただちに γ111=九で

あることがわかり，このアルゴリズムを途中で終了させることができる。711iiY長版 (J)、1711背

長版 (2)とも，Xの11直が小さいときにはアルゴリズムは早く終了する 1('に同じアルゴリ

ズムを適用すると、今度は P-)(の1111が小さいときに早〈終了する両)i同H与に考えると司 m

倍長版 (1)町m 倍長版 (2)は1)('1が小さいときに早く終わるアルゴリズムである 次の m1音

長版 (3)は逆に IX'Iが大きいときに早く終わるという特徴をもっ

4.6 川倍長版 (3)

m 倍長版 (1)，m1音長版 (2)とは異なり 圧いに点な nピットの正の奇数に]JI，...，P川を

とり 1 po = 2nにとる m の上限を m ~ 2(ト 1)(2に限定する制限は付くが，応IlJJニは卜分

に役立つ大きさである p = Po・Pmは 2{m+l)n拐である. P = PI . .. p"，(= P/PO)とす

るここでは X'の範囲を 1"/2 ~ X'く 1'/2-mpとする 川pをヲ|いたJI11iJJは後で示す

{mく 2(ト 1)(2く po/2であるから.1"/2 -m]J > (Po/2 -m)p三pであり、 )('の純聞は m 倍

長を余裕をもって確保している ) 



次の命題が成り立つ

( 1.90) 

(4.91 ) 

(492) 

整数q，(i = 1，" '，171)をqi= P/Piによって定め、整数 tl，を町市三 1Illod Piを渦たすよう

に定める

町とO 特 Xく7'07'/2

特 何/71)く po/2

これまでによく i出てきた式

X = [.Y/p)p十 .¥"'l.p ( 1.9:3) 

をもう 一度綴り返る この式を1'0で剰余をとり

Xo三[X/p)p'l.po+ (X'l.p)'l.po Illod po (4.94) 

を符る (X'l.p)'l.poが得られれば [X/p)は符られそうであるそこで中国剰余定理(定理 5)を

みる

X 三 λ~l 'U lql + ){2'U2(/2 +.. . + .. 'X'm'U叫 η，Illodp. (4.95) 

この式は若干変更できる

X'l.p三((X，uJ)'l.p，)q，+ ((X2U2)'l.P2)q2 +... + ((Xmum)'l.Pm)qm modp. (4.96) 

日=(.)('iUi)'l.Piとすると

人''1."三 ¥'， q，+九q2+... + ¥;nqm modp (1.9i) 

を得る右辺を Yとおく γの大きさを評価する 0::;れく Pi，Piqi = Pであるから

y = Y， q， + Y2q2 + . . . +凡qmく P+I'+ー+P = mp (4.98) 

を得る すなわち X'l.pと)"1まpですま除した剰余は一致し，大きさは最もwなるときでも mp

未満である.そこで X'l.pを}で近似する X三 )"llloclpより ，X'l.p= Y'l.pである これよ

り、

X = [X/p)p + X'l.p 

)" = [¥"/p)p+ ¥''l.p 

( 1.99) 

(4.100) 

の両辺を引くと .

X -}' = ([X/p)一[ljp))p )
 

ハUl
 

(
 

が成立するー内で剰余をとってから、 [X/p)について解くと‘

[X/p)三 c(Xo-V) + [y/p) lllocl71o (4.102) 

を得る ただし cはcp三 1lllocl])oを満たす桂数で，あらかじめ計算しておく.式 '1.98から，

O三W/p)三mー!なので，次のことがわかる

((叫ん-Y))'l.poく po/2 キ [X/p)く po/2， (4.103) 

((c(Xo -y) + 171 -1 )'l.poとpo/2 キ [X/p)::::po/2. (4.104) 



したがって.この 2通りの場合には X'の符サが求められる (X'く 1'/2-1lI/)という制限を

JJfはたのはこのためである)

残りの場合

(c(Xo -¥"))%Po三po/2かつ (c(Xo-¥) +m -1)%])0く /)0/2 (4.105) 

を考える このとき、

-111])く X'く (171-l)p (4.106) 

である m'を， 2('1-1)/2を超えないj北大の主主数とすると‘ mの定義より 171 ~ 11'1.'司 771，'171， ::; 

z(ト 1)が成り立つー上の不等式の各辺を 111'併すると -rn'171pく 171，')('く m'(川ー I)pである.

これを評価して

pop/2 = _2'1-1 pく円以けく 2"-lp-mp = pop/2 -mp (4.10i) 

を得る これは rn'.)¥'が再び符号判定問題の他の範聞に入ることを意味する ここで，rn')¥_'三

m'X， Jl1odp;であるから、 'In'X'を，このアルゴリズムに適用するには$入)JをX，← (m'X;)%p;
とするだけでよいこれでr:)号判定ができないときにはう m'倍してアルゴリズムを適用する

ことを繰り返す.

1n，3m+l = Tn'(7n'2)，.5m > '1Tl(2n-2)仕言111 =mγ"" > 171p (4.108) 

より， 3m+ I回以内の繰り返しで必ず符号判定ができ)('の符号が求められる

計'm寺問は 0(m2
) 記憶去は O(m)になっているただし繰り返す回数は IX'Iが大きい

ほど少ないといえる

4.7 剰余を利用した方法の計算時間

新規に 3極類の m倍長版の剰余からの符号判定アルゴリズムを従業した.アルゴリズム

の計算時間は 0(m2
)，記憶量は 0(1712

)とO(m)になっている

よく考えると 単長入力の Fで m 倍長計算を必要とすることは，采nが O(m)回あるい

は加減ttが 0(m2)回あることを意味する このための計算時!日l は，可変多{庁長 ~j-n をしない

かぎり、全体ですでに 0(m2
)以上かかるであろうから， rr号判定に 0(m2)より少ない計算時

!日]を要求する必然性は実m上はすくないといえる. しかしながら瑚論的には剰余 )(jから元

の値Xを求めるのに再帰二分化と高速来ml:の組み合わせで O(mlogmlog logm)が達成

されている したがって‘残念ながら本論文で提案した方法はどれも理論的には計算時間で

優位ではないこれらの方法を再1~i二分化し百j-:f.r r時間の O(m logm)にできる可能性もある

が、それは今後の課題である

本論文で提案した方法は多併長;iI"rl:を必要としない分、単純なアルゴリズムになってい

る これは尖装の容易さと実計算11寺/iIJの短縮につながる 2倍長版と 3倍長版で山述化の予

備的な実験を行なった結果を次節で述べる

4.8 剰余計算の計算幾何学への予備的な適用実験

計算i誌が理論的に小さいオーダでもう実装H寺におi1i性を発j1[iできるとは|浪らない 特に、

この、 m 倍長整数の計算と11号判定に|刻しては、幾何的アルゴリズムの特徴で m は数十から

数百程度の場合が少なくないので，なおさらである
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H体的なI1fJ~で計算11宇部]を比較するため. 1
f1，包構成アルゴリズムと iji純多角形集合生成

アルゴリズムに多倍長i寅j.i:と剰余ii.i1nを利川したfii.去を適用した数ftIi計算部分を 21j'[長

ii.ii1t， :J併長泌1，):剰余演算の 2倍長版、3f市長版のそれぞれで実装したプログラムを JH~ま

した 使用した言語は C，使JiJした計算機はお t通 S-4/ECであるこの，iI"n機の CPUは

IUSC型の SPARCチップであり ，本来の Ijt長壁数のピ yト長 32ピットを 2H1長とみなし

多倍長淡nと剰余決算は Cの以i数としてn作した

剰余計算は Po，])2による剰余を求めるときに個別に求める例別方式と POP2による剰余か

ら求める絞合)i式を採用した (4.1iiii)

実験対象としたプログラムは表 1.1の通りである

表 4.1 プログラム名の一覧

円包 多角形

c2s b02s 2 f音長j寅~~:

c3s b03s 3f音長波~'):

c2m 剰余ililZi:，21苦H:版τ例目IW;:'(:

c2n b02n 剰余i寅n，21育長版、複合)i式

c3m 剰余波~.):. 3倍長版、 11司別)i式、場合分けして単長で符号判定

c3n b03n 剰余iliiJr，3倍長版複合方式1 場合分けしてIjl_長で符号判定

c3np 符号判定に 211守長版を利JTJした c3nのn号、I'IJ定の簡略化

凸包併成アルゴリズムは文献 [6]による.これはji次添加型のアルゴリズムで第 l座標

順にソートされた点集合を入力とし，1、'点の点集合に対する凸包を求めるのに 0 ( 1イ )の言 I'~:

l時間ですむ入力データを?多倍長泌z.ì:m に 16 ピ γ トに区切ることと、剰余泌S~:}H に作 ])i で

の剰余を求めることは， }jIJのプログラムとしてJfJ悲し，計算時!日lからは除外した.また，退化

H寺の特別な対処は行なっていない.

実験 lでは凸包構成にかかるH寺JUJをHiWJした.このアルゴリズムで入力の点集合を点、5'IJ

と見て υ =(v，..... v/，)とし.}，7， Vi の I~棋を (Xi l ， l'i2) とすると，判定多項式は

.(i，.(.7;) = 11，1 Xjl .1:.1 (l.l 09) 

.l"i2 X j2 :r k2 

である 各!屯標値がトムL]の範IIlIの整数値を取るとき -4L'~ん.(.1') 三 1 L2である 実

験のため，II}く /)O])，P2となるように L= 2:3169と選んだ.入)J/!.の総数 Kは 16:339(= 

2L+I)とし第 l座標はじlから順に -2:3169(= -L)から始まる述統する整数で，V/¥'の第 l

座燃は 23169(=L)にとった.第 21笠松1は トL，L]の範l現の整数値を-H1iL数によりとった

したがって 2倍長計z.i:ーによってすべての1'IJ定がIElilliに行なえるはずである.実験 lではこの

ようにして待た 5純類の点集合から，はじめの 100∞ 点， 20000点、 30000点、 40000点およ

ひ、全 }.I~ をとり 3 各プログラムにより凸t止を求め，計n=時間を ;WJ定したう~I努には訂 ~rll，)I : [jがほ

とんど一致したため，点の倒数ごとに吉I.n時間の平均をとり，表 4.2に示した

実験2では， ~点 V I = (-29491，16384)， V2 = (-22937、-6553)‘V3= (16384，29491)， 

V4 = (29491， -16384)の凸包を求め結果を比較した(図 4.5) これは入)Jが単長でも，計算
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表 4.2:実験 lの結果('iif立は秒)

点数 c2s c2m c2n c3s c3m c:3n c3np 

lOOOO 4.4 8.5 6.6 9.7 lO.3 8.9 9.6 

20000 8.9 J 7.0 13.2 19..5 20.6 17.9 19.4 

30000 13.3 25.7 19.9 29.1 31.0 27.0 29.1 

40000 17.6 34.2 26.5 38.7 41.4 35.9 38.7 

16339 20.2 39.7 30.8 41.8 47.9 41.7 45.0 

結果が 2倍長を趨えるため‘2f音長主'-iiの結果の IEしさが保証されない例である

2nd 
.. v4 

v( ~ 

' V 
2 

。 1st 

• v3 

図 4.5・夫E主2の点両日i!1

表 4.3 実験2の結果 (1'2J包のH寺計回り 111ftの頂点Illftrn

実験3では互いに交わらない単純多角形の集合を生成するプログラムに 2，31官長版絞合

)J-;:1.をi直月]し計算l時間を，それぞれう 2，31:'i長泌nと比較したアルゴリスムの概要は次の

ようである点:yljv" V2，. _.， v{、を発生させる 初期辺として 3有向線分 $i - ViUiずれ=

l， • • • _ liー l)，5h-=可可をI限る交差する辺対 Si=む可、 5j=疋可 (iく j)が見つかるか

ぎり.辺のi泣き換え 5i←む可， Sj←可E2を行なう .ただし泣き換えると ，既存の辺と両端

点とも s欽する辺が生じるときには日Ijのi泣き換え 5i←可石丸 5)←可可を行なう- (この結
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来 Dlイ1:の辺と両端点とも一致する辺が生じることはない)以上のアルゴリズムで、有限時

間内に I[いに交わらない単純多角形集介が件られる 判定多項式は実験 !とIr1Jじん.(.1.)で

ある.そのため点ダIJV;の座標は 2:3169から 23169までの整数を一線乱数として選んだ交

ft:illHの発見には 2.1節で述べたアルゴリズム l型のアルゴリスムをJIjいた [7.6.5] これは，

線分数 人'に対して交差辺対 を0(/';log 1，') で発見する平I耐え~1í: il，のアルゴリズムである 。 た

だし‘I~而を定をする掃引直線と交わる辺を保持するために本来なら苧衡 2 分木を使うので

あるが，ここでは単純 2分木を!日いた 人 )J lï.列が一線乱数から得られているので訂 ~1:1時間

のオーダには影響はない.実験 lと異なり点列生成はプログラム中に組み込み.'I'IJ定多項式

の計算以外はすべてを単長整数で処.flJ!した 結決を衣 4.4に示す 計~:1I年 r:りにはばらつきが

あったが ;n.n:1時間の比はほとんど -j士した

表 4.1実験3の結果(計算時Ii¥)の比 (boXnfboXs)の平均とて]z均計算11寺!日1(秒))

辺数 2倍長版 3 j町長)坂 1>02s bo2n b035 b03n 

50 1.00 0.91 0.88 0.88 1.56 1.42 

100 1.04 0.90 5.86 6.10 10.32 9.34 

200 1.04 0.91 33.52 34.80 59.10 53.52 

400 1.04 0.91 169.06 175.90 298.96 270.60 

800 1.04 0.90 867.4 2 906.18 1537.48 1394.86 

実験 lでは，実験 3のプログラムの点列の座標の範囲を単長整数内で広げ、 -32766以上

32i66以下にした場合のプログラムの出力の多角形の総数を調べたこの場合も 2倍長計算

の結果の正しさは保証きれない実際、辺数 100で出力結果が2倍長版と 3倍長版で異なっ

たそれを閃示したものが図 4.6の左と 中央の図でそれぞれ 11j固と 7倒の多角形からなる

このような相異は，発生点列の初めの 37点を取ったときに日正に生じる その時の点配色tを図

示したものが 4.6の右の図である |主14.6の右の図の 2本の線分はτ2j計H:版では交わるとまえ

判定され、 3倍長版では交わらないと正しく 1'1)定されている

図 4.6:実験4での出)J例

実験 lの結果この凸包構成アルゴリスムにl均しては 2倍長では多倍長ii.iiJl:を汀!なしたほ



うが剰余i炭鉱を利I1Jするより速いが、 :lfl~U:で剰余iíÌí tìーを利用する JJitが追い付き 剰余iiIi
11:の仕方によっては逆転することがわかる また，さらに桁数が延びた場合には剰余演算

が計算1I.'j!i¥]で有利になることもわかる実験:1のiji純多角形集合生成アルゴリズムでも同様

の結果が符られたまた，実験 2，4ではv尖|療に人)Jが単長でも 2fll長では判定を誤る例が

イ子在し，その例に対し 3倍長ではlEli(liなllJi.主ができたことがわかる また，特に実験4で

(i，乱数により生成した“ 人工的でない "データでも比較的に小規模なうちに 2倍長で判定

を誤ることがわかった これはデータを援数として扱い，退化判定を正確に行なうときにはう

問題が小説伎でも桁の不足による誤 I'IJ定に注立する必要が新たに生じることを示している

これらの予備的な実験により、剰余を利川した訂 fiと符号判定は.幾何的アルゴリズムを

整数計算で実装するときに.計J):II寺I/¥]がl町大するのを押さえることがわかる また M:終的に

判定式の他の範囲を無視して桁数を設定し、技数計算すると， jf!化に近いとき 3すなわち他が

Oに近いときには.うまくアルゴリズムが働いても、浮動小数では誤判定するはずのないくら

い大きな値で判定を誤ることがわかる実際には、アルゴリズムの実装場開では、前に紹介し

たF'ortuneの従業のように.浮動小数計nでは1'IJ定が不機実なところに多倍長盤数をmいる

ことが有効であるが.整数に切りをFえる桁はある程度多めに取る必要がありう剰余波nの利

用によ って、 f!l維な幾何的アルゴリズムも退化対処法の組み込みが現実的になり待るといえ

よう



第 5章

位相優先法

これまで，入力が退化しているとは， 'I'IJ定多項式の他がOになることと定義し議論してきた

代数的退化対処法では‘判定多項式の他のf干すが正か:(:1かOかとうかを正雄に求めることを

前提としてきた.一般に‘誤差をともなう従来のプログラムに較べて，代数的退化対処j去を適

月]したプログラムでは退化対処の前の正確な計算のために計算時間がjkt大することを指摘

したこのような計算H寺間のi百六は好ましくない 特に、実用上の観点からすれは¥従来は実

!日になっていた幾何的アルゴリスムが， 使える日I'~l:速度を獲得できなくなる場合もある 従

来程度の計算速度が権保できないというな1味で代数的退化対処法は実用上の雌 I~:があると

言える

計算速度を優先し 1 厳密な言l:ltをWJ待しない場合、判定式の値がOであることを常に正し

く判定することはできないこれでは.退化かどうかの判定も正確にはできないことになる

また、正確には退化でない場合でも，退化に近い入刀に対しては計11誤差のためにアルゴリ

ズムは退化の時と同線の挙動を示すであろう したがって.この場合，代数的退化対処法の枠

組みでは対処できないことになる

幾何的アルゴリズムは入力データから，対象とする図形の位相デーヂと日1'11データを順

次H1i-していく 退化H与には判定多項式の1IIIがOになるため，正かまlかの1リ|析で不令里J!な分
岐をし，アルゴリズムは矛盾した構造をもっ 1'6lif~ を扱うようになって倣綻する厳初、な計n

を期待しない場合には，さらに判定多項式のfllIの計算紡果が異なり ，r1号 を誤って判定する

ことも退化による不合理な判定の他に，アルゴリズムの破綻原因に加わる

関]杉の構造は位相データであり，離i出ilI(猿数値)として計算され保持される 一般に離散

値だけの範聞ですべての計算が行なえるならば、誤差が問題になることはないのであるが、

述統他(浮動小数値)の計算の結来の符号が，誤判定の可能性があるにも関わらず、図形の憐

造の決定に用いられるために，アルゴリスムは矛附した構造を扱うようになるわけである

そこで、アルゴリズム中で扱う閃形が満たさなければならない椛法上の性質を併げてお

き，対応する位相データの無矛間性の保持を最優先するすなわち ill続ftIIである:1lÍl~デ一

世の計算の結果が.位相データに矛盾を導く判定になる場合には，続駆的にぷl'リ定とみなし

て、自t散ftIIである位相データの無オ盾性を優先するという幾何((1アルゴリズムの設計法が 1¥，

Sugihara， M， I ri によって提案され、 .'~ï， Voronoi li¥I構成アルゴリスム [i6]/){開発されたこの

幾何IÍ~アルゴリズムの設計法が位桝1優先il~である .

概念的であるが位相優先法を定義すると次のようになる幾何的アルゴリズム1'1'で扱う

図形が満たすべき 十I~造上の性質のうち，アルゴリスム設計者が選んだもの全体を集合 T とす

る



定義 8(位相|優先法)

幾何的アルゴリズムにおいて， ~ìI' w:データの.i1-3'H，'i.!1l:が，位相!データを Tに反するものにす

る判定の場合には『位相データをアと格介させることを優先し訂呈データの計算結果を誤

判定とみなす幾何的アルゴリズムの設計法を位相優先法という

その後， 1.止相優先法は， 2 次元{~ VOJ'onoi r!(I!!Ii成 [74，60]， 3次元点 Voronoi凶!IIi成 [33ト線

分 VOJ'onoir苅構成 [28卜多角形 VOJ'onoi1民IfIIi成[:31]-3次元凸包情成 [51，79)，，n，多而体の交わ

りがHt[80)などのアルゴリズムに適JTJされている

位相優先法は，厳?告な計算がf~ ，j，E されない環境で

・無限ループや異常終了を起こすことない.

• lilJした図形の俗造を保持した出)Jが得られる 3

・計算精度に応じた出力が得られる

という特長を持つ退化への対処法である

!立相1優先法では，幾何的アルゴリズムをう~袋する場合，保証すべき凶形の十111造上の性質を

決めたあと，百十五2データの数値計算誤差に;l:J~わされることなく，ただちに暴走しない:Æ袋プ

ログラムを構築することができる そして符られたプログラムに対して数他iHfI:1:.の工夫

を組み込み改良していくことができる 位十日優先法はこのような既存技法に対する柔軟性も

持っているといえる 特に，従米のプログラム開発では数値計算上の工夫をすると暴走する

場合が変わるプログラムに対して暴J~:II)j 止の対症的な手当てと数値計;p:の工夫を同H寺に考応、

しなければならないことを考えると， 1立初優先法はプログラム開発の手fmも軽減するといえ

よう

また‘多くの場合.幾何的アルゴリズムをどのような別途に利用するかで_lli)Jに求めら

れる内容が異なる.位相優先法では，用途に応じた十，'II-:i主のみを保証することで.過剰に厳密な

数他計算による速度の低下を避けつつ，退化への対処ができる

代主主的退化対処法と比較すると，位祈l優先i去は，より概念的であか具体的に見るには.

個々のアルゴリズムに触れる必要があろう.

J~体的にf間々の幾何的アルゴリズムを設計する場合、 J;&うアルゴリズムごとに保証すべ

き1:<1形の構造上の性質を考える必要がある.アルゴリズムによっては， f~~iîIEすべき図形の情

造上の性質を挙げるのが難しいこともある ・JVk，挙げた構造 l二の性質だけ満たす|支11影I;l:， 一

般に本来の出力が満たす性質の一部が成り立っているに過ぎない。そのため， flFられた出)]

の術造をもっ出力が本来はありえないという場合もある 使用目的によっては、これは位相

優先法の問題点と言える

本論文では.次節以降で位相優先法によって新規に開発した線分 VOJ'onoi1立l構成アルゴ

リズムと多角形 Voronoi図構成アルゴリズムについて詳しく述べる これらのアルゴリズム

は試作プログラムとして実装され、それぞれ， SEGVOR， PLVORという才:で公開されてい

るまた，これらのアルゴリズムで利mしている点 Voronoi図悦成アルゴリズムとその11"辺
についても，必要な範聞で述べることにする

5.1 Voronoi図の諸定義と性質

ノド節では，以下で各種 Voronoi1羽flli成アルゴリズムの説明をするのに必要な諸定義と性

質を述べることにする



5.1.1 Voronoi図の定義

gl， ‘ gn をうその閉包が互いに ~HT;.'I を持たない平而 R2 上の 1\'(1 形(}~， ~~Jj{分など)と

し、 G= {gl、 ， g，，}とおくてF而 R2 1二の点 υとCの元釘の距離dを，d(V.gi)= inf{llu-
vll11lεg， }で定めるただし 11・11は Euclidノルムを表す

IHI*J~β (g; ， gJ) と領土或 R(gi ， gj) を次のように定める

B(gi，gj) = {v E R2
1 <I(lI，gi) = d(v.gJ)}. 

R(g，.g)) = {1' E R2
1 d(V，gi)く d(v.g))}.

(5.1) 

(，5.2) 

8(g，ーの)を g，.g)の 2等分線とよぶ I?(g，) = n)仲 R(gi，gj)とおく li(gl)‘ 司 R(gn)が定

める平面の分割を Cに対する Voronoi図といい，¥I(G)で表す Cの冗を ¥'(G)の生成元

といい、 R(g，)を生成元 giの Voronoi領域という R(g;)の境界を θI?(g，)で衣す 2個の

Voronoi領域の共通境界である曲線分を Voronoi辺とよぶ また 3個以上の Voronoi領域

に図まれた境界上の点を Voronoi点とよぶ Voronoi点と Voronoi辺はグラフ的な構造を

もっ 記述を簡潔にするため，グラフのJlH{fをn川IJハしい、て Vo印ron叩1旧01領I域或 Vo印r0l101辺 Vo引rono印i点

を， li単1に3領t減或辺節点ともよぶことにする

辺 bの阿1H1Jがgi，gjの領域で，9i，gJ，9kのiofih!C:が，節点 υを岡むとする このとき次の性質

が成り立つ

性質 1b c β(gi.gj) 

性質 2 l' E 8(g，・gJ)n 8(gJ・gk)n 8(g，. g，) 

特に、点による勢力圏分布lを点 Voronoi図という(図 5.1)本来は点 Voronoi1¥'(1をVoronoi

図とよび、本論文で用いる VOfonoi図はより拡張された意味での VoronoirzJを抱すが刑話

を簡潔にするために点 Voronoi図， Voronoi IZIの刑訴を用いる

本節の点 Voronoi図俄成アルゴリスムが扱う 問題を次のように設定する

問題 2 lii1立正方形 [0.1]2内に与えられた n例の点 Voronoi図をこのlE)i形|村にかけ

適当な平行移動と拡大縮小を考えればーこのjllj題設定で一般性を失わない

Voronoi肉の椛造とグラフとの追いは， lIIi.，lfには無限にのびる辺が存在することである.

本論文のプログラムでは.正方形ト1，2]2を内部に含む三角形の 3J頁点を生成元に付加する

ことで、無限にのびる辺を 31問に限定しているこのような 3点を生成元に付加lしでも，単位

正}j形 [0，L]2の内部では Voronoi凶に変化は起きない.

li. Voronoi図では 2等分線 β(g;，gj)はjI'l線、 li(g;，gJ)I立下平而になる したがって¥loronoi

辺は一般に 111線分 ¥'oronoi領I或は円多角形になる.

生成元集合 Cに対して，点 Voronoi~ ¥I(G)の領域が隣接するような生成元の点のIl日す

べてを線分で結ぶと Gの凸包の三角形分割が符 られる(隠)5.1)この三角形分割を Cに関

する Delaunay図といい，D(G)とかく 予而に姉かれたグラフとしてみると， Dclaunay 1;;11 

/)(G)と点¥loronoi図 ¥I(G)は双対となっている
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• 
• 

• .プ

図 5.1 点 Voronoi図(実線)と Delaunaj図(破線)

5.1.2 逐次添加型アルゴリスム

本論文で説明する各筏 Voronoi図の情成アルゴリズムは逐次添加型に分類される

本節では 3 生成元の添字を付け直し， ])1 ，]J2;P3を前節で付加した 3点とするその仁で，生

成元集合を改めて G= {Pll P2，]13，91，... ，9n}とし，この 3点と生成元の始めの i1固からなる

集合を G，= {P1，ZJ2，P3，gl"" ，g;}とする

一般に逐次添加型の Voronoi悶構成アルゴリズムは次のようにかける

アルコリズム 8(Voronoi図の逐次添加型構成)

1. V(Go)を構成する

2. i = 1....，η に対して， 2.1を実行する

2.1.点g;を添加し V(G;_I)を V(G;)に変更する

¥'(Go)は同定された 3点の点 Voronoi[互lであるから アルゴリズムの Iはあらかじめ計

算することができる本論文で示す各種 Voronoi図情成アルゴリズムの本体は，生成元 giの

添加lにf、[:う Voronoi図の変更である グラフ的には，これは ¥I(Gト 1)のグラフに、新しい領

域R(g;)の周となる辺と節点を付け加え，この領域内の古い辺と節点を消去することにより

¥I(G;)のグラフを得ることである
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5.2 点 Voronoi図の構成

本節では司位十111夜光j去の最初のi直川WIJである (2次元)/，!， Yoronoi凶構成アルゴリズムに

|刻して説明する 特に後に線分 VOl'onoil:xlと多角形 Voronoi1孟lの構成アルゴリズムの説明を

するのに必~な部分を中心に述べることにする

入力の }，'X集合 C に同ーの位位を内める/.~がないことは.実装する計算機によって判定さ

れているとする そうでなければアルゴリズムJ'I体が意味を持たないからである.

前節で述べたとおり 3 アルゴリズム本体は生成元g;の添加による Voronoi[豆1V(G;_I)か

ら¥I(G，)への変更の部分である ¥'orol1oi 1立|を ¥'(G'i_l)から ¥I(G';)に変更する場合に.変

化する部分の凶形の構造には次のようなt'H1がある(図 5.2)

性質 1 新しい節点は、辺の消去される部分と残る部分の境である

性質 2.辺のうち、消去される部分の全体は木構造をなす

性質 3 生じる辺は消去される木を凶む I~J路をなす

性質 4.ひとつの領域の周から消去される辺と節}，IXは連絡である。

区15.2 点 Voronoi1;:/1の更新

これらの↑士f-Iを満たすように Voronoi1習をうE新したものが [，;.Sugihara， M. Iriによる点

Voronoi区l構成アルゴリズム [741である木構造を保持するためのデータ構造 TREEを用意

する
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アルゴリズム 9(生成元 g官の添加にともなう}，l，~ Voronoi図の更新)

1. TREEをさをにする

2.生成元 g，が以する ¥f(G'i_')の領域 I?(.rh)を求める.

3.領域のj羽θ11(G'i_')上の節点のうち 1giの添加で消去されるもの 1i同を凡つけ，TllEEに

加える。

4. TREE の節 l~ l'で，vに筏統し Tll8EtこM，さない辿 eがあるかぎり 4.1-4.5を行なう

4.1. j11 eをTREEに力日える。

4.2.げを辺 cの端点のうち.節点 υでない万の節内とする

4.3. 1"は消去されるか I'IJ定する

4.4.げを消去すると性質 2.性質 1に反しないか判定する

4.5. 1"はii'i去されると 1'IJ定され、 ii'i去すると性質 2.性質 4に反しないl時に|浪り ，v'を

TllEEに加える

5. TREEの辺のうち，片方の端点が1'1188に属さないものの問に新しく節点を付加する

6.新しく f.J加した節点を順に辺で結ぴ，TllREに属する辺と節点を消去し ¥f(G'i)における

新しい領j或R(gi)を併成する

このアルゴリズム 9のうち 4.3の部分は，がを阻む 3領域を R(gj)，R(9k)， 11.(g1)とすると

き，点 9iは3点的、9k.glの作る円のlλJi'iliにあるかどうかを調べることにより判定できる こ

れは 3.8節で述べたように行列式の符B-'I'IJ定で求められ、この部分は浮動小数の数値計算に

なる位相優先法は，木構造を消去するというアルゴリズムの全体像と， 4.5で浮動小数計一算

結果を限定的に利用する部分に現われている 位相データのもつ性質を保持することがア

ルゴリズムの中心にあることで浮動小数の数他;;j-}i一部分の役割が限定されているのである

アルゴリズム 9の 5で新しい節点を付加するが.このアルゴリズムではこの節点の座係fl(Iを
求める必要がない この座標値は Vorolloil'i!lを術画するときに各節点がどの 3例の領肢に

阻まれている Voronoi点であるかの位相データから直接に浮動小数の数値計算で求めるこ

とができるこれは Vorolloi 図が位相的な十;~迭と Voronoi 点の座標値という計疋データを持

つのに，その双対の Delaunay図が媛統関係の{立中日デ-5'しか持たないことからも示される

2.3節で1 多くの幾何的アルゴリズムで位相|データの計算と計量データの計算が分離できるこ

とを述べたが，点 Vorolloi図の術成は‘このことを示す例になっているアルゴリズムの車111か

い部分では.3では消去される木構造の政相jの I点を求めているが3 そのような点としては，

判定式の値の絶対値が O から速いものを選ぶことによって，浮動小数の ~iI'1}:誤差による誤判

定をなるべく避けている また.アルゴリズム 9の 4では Voronoi領域の周上の節点をすべ

て iì'í去されるかどうか判定をして，一指して iì'í去される部分の決定を行い‘ ~I'[Jデータの数

値計算結果で絶対値の大きいものの優先皮を r'i'~めることもできる このように‘アルゴリズ

ムの椛築後に数値計算上の工夫を実施できるのも、{立相優先法の特徴である

ii'i去される部分が木構造であるという性質は，多くの一般化 Voronoi1耳lで成立する 'A 
|民次の定理nが成立する [24]

定理 7

半面仁の一般化された Vorolloi1]:¥1が，次の性質をみたすとする

(a)すべての生成元が単述結な Vorolloi領域をもっ

(b)すべての Voronoi領域の周は述統rlll*立である
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このとき、逐次添加itで新たに生じる Vorol1oii!lが I~I じれは\消去される j旦と点は木構造を
もっ

これによって，アルゴリズム 9は， J'JlI象的な一般化 Vorol1oi図のアルゴリズムから、木併造以

外の位制lデータや計註データの扱いを工夫することによって点¥lo1'ol1oi1;11をム!とめるものに

具体化・:Ii'l常化したものとみなせる

次節以降で述べる線分 Vorolloi図や多角形 ¥'oronoi図との対比としてヲ本節で.i&ベた点

Vorolloi図の構成アルゴリズムでは， 'I'IJ定式の絶対11U，すなわちどれだけ Oから泣いかを直接

計算結果の信』傾l支に利用できる辺山が.アルゴリズムの{立相データをiJと定する 'I'IJ定式カ{ア

ルゴリズム 9の1.3でJIlいるもの l例だけであるためであることを指摘しておく

このアルゴリズムが， 計算誤差による;l;~1'IJÆがあっても正常終了することは明らかであ

るが司従来の ¥'01・01101図構成アルゴリズムでは町無限ループに陥ったり.データ!政岐を起こす

場合がある.どのように無限ルーフ.に陥ったり データ破壊を起こすかについては， 5.3.2節

の本論文で開発した線分 Vorolloi図の構成アルゴリズムを説明するところで述べることに

する

このアルゴリズム 9をJflいた点 Vorol1oi1';(1の俳成アルゴリズムでは，生成元 ]Ji(i=1，ー・ ，n)
の添加ごとに O(i)の Voronoi点に関して消去されるかどうかを調べるため全体の計算時

聞は最慈H寺で 0(n2)であるこれは分割統治砲や予而走査型のアルゴリズムの理論的最適1111

O(nlog叫には及ばないが， )重次添加型の一般的な計n時間と一致するさらに，生成元の添

加順序に T.Ohya. 1¥1. lriによる四分木を利用した方法 [.55]を用いているため，生成元の分

布が一線なとにきは干均 O(n)という高速なJI'UI時間lを確保している このアルゴリズムは

Sugihara. Iriによ ってプログラムとして実装され.¥'ORONOI2という名で公開されている。

また.3次元の凸包構成アルゴリズム [51]や多I自体の集合演算アルゴリズム [80]、分割統

治型の点¥lorol1oi図情成アルゴリズム [60]や生成元の分布範囲を 3次元にJ副長した， 3次元

点¥lo1'ol1oi図の構成アルゴリズム [33]にも位相優先法が適用されているが『本論文では詳細

に立ち入らない

5.3 線分 Voronoi図の構成

本節では位十fl優先1去を適用し，新規に開発した線分¥lol'ol1oi~Iの構成アルゴリズムに関

して述べる.

線分¥lol'ol1oi図の定義は， 5.1.1節における一般の¥101'0 11 oi図の定美に準じる.また、本論

文で扱う線分 Vorol1oi図ではう次の生成元条件を仮定する

生成元条件:生成えの直線分は，互いに'!H'i/~を持たない

入力のl直線分が長さをもち、互いに交差しないことは.アルゴリズムをつた袋する計算機で判

定されているとする そうでないとすると，アルゴリズム自体が意味を持たないからである

5.3.1 線分 Voronoi図の分割

紋分¥101、ol1oi[i!1では，辺は，直線分と放物線分が端点で接してできる級事110なIIII1ijtであり，

計算機内で¥lorol1oi図を扱うときには，より簡単なfIIfj左が求められるそこで、生成元を，雨
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端点とそのI::Jの部分に 3分担lする .1， が[I'i線分で、その両端点が JlJ'Pkであるとき、 ι=.1，

{p}，pdを開線分とよぶこのとき、

β(p)、Ci)= {.rεR2
1 (白r-7J}) • (7ik -7J)) = O} 

R(7Jj， c;) = {.1'εR21 (.1" -]Jj)' (pk -p))く O}

R(ei，7J}) = {~. E R2
1 (.c - 7Jj)' (7h -]J}) > O} 

とすることによって.端点と開線分を生成;[:とする Voronoi図を定めることができる ただ

し を2次元の内肢とする.この γoronoi1刈を分割線分 Voronoi図とよぶことにする(凶

5.3) 

図 5.3 線分 Voronoi図と分割線分 VoronoiI'JZI 

生成Jcの分割により， 511はすべて、 l立総分あるいは欣物線分になり、 ;¥11i機内での処JIJtが

容易になる.線分 VoronoiGilは分割線分 VOI・onoi1忍から容易に得られる

同織にして， 1潟線分と端点の他に，いくつかの点を生成元にIJIIえても、 Vorolloi~I を定義
できるこの ¥・oronQ1図を点線分 Voronoi図とよぶ

本節で扱う問題を次のように設定する

問題 3 単位正方形 [0.1]2内に与え られた η 本の直線分の分割線分 Voronoi闘をこの正方形

内にかけ

適当な平行移動と拡大縮小を考えれば，この問題設定で一般性を失わない

ノド節のアルゴリスムでは，点 Vor印刷凶の場合と同様に正)j形 [-1，2]2を|人民11に合む三

角形の 3頂点を生成元に加えることで M:限にのびる辺を 3↑聞に限定しているこのような 3

.'~、を生成元に加えても ， 単位正方形 [0 ， 1]2 の内部では Voronoi 図に変化は起きない
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5.3.2 アルゴリズムと数値的不安定性

ノド自↑Iの/J.線分 ¥'orol1oiailの榊成アルゴリズムも逐次添加型である 全端点を先に添加し『

続いてJ)fl線分を添加するその必.f.;十tltjilは次の泊りであるただし，与えられた 1111目1の線分を

91，'" ，9nとし，9iから端点を除いたJJ目線分を (11gtの端点を P2i+21]J2i+3と:?'，1'1ける. さら

に，前市で付加1した 3頂点を])，，7'2・P3と4〆，1，1ける Oo={p" ・7'2n+3}とおき， Gι=GoU 
{Cl， • • . 1 ej}とする.

アルゴリス、ム 10(A次添加型占線分 VoronoiI立lの構成)

1.点 γorol1oiJ):J 1 ・(Go)を作る

2， i = 1、ー ，nに対して 2.1を行なう

2.1.閲線分引を添JJIlし I'(Gド，)を 1'( G';)に変更する.

点 Voronoi[週I'(Go)の構成には 5.2節のアルゴリズム [i4]を利mするので、本論文で示

すアルゴリズムの本体は，生成元のi奈川lのうちでも，特に 3開線分 eiの添JJIlに伴う Voronoi

図の変更である.

アルゴリズム 10の 2.1を調11かく見ると火のようになる

アルコリズム ll(開線分伐の添加 (図5.4))

1. 端点領域の周 θR(P2叶 2)と B(P2i+2， ei)との交点を見付け，それを υ∞，Voに僑納する た

だしり∞，Voの選び方は，B(P2i+2' Ci)にυ∞から "0への向きを付けたとき‘領域 R(P2i+2・e.)

が左になるようにする

2. Voで B(P2i+2.Ci)と交わる辺を boに絡納する

3. 9←P2i+2・1←0

4. vJ i' v∞のうちは 4.1-4.3を行なう

4.1. b)の両朝11の領域の生成元のうち，9でないものを，改めて gとする

4.2.θR町(9ω)の辺をんから反H

bJ+判，.υ勺J+判1に絡納する

4.3・J← j+ 1 

5， ，也、 .V∞を順に新しい辺で結び， 政後に 11∞1Voを辺で結んで，¥1((;，)の新しい領域 R(Ci)

を縦定する

6 領域 R(ι)内の辺と節点を全て消去する

アルゴリズム 11の途中で、 8R(叫が I'((;i_，)の節点を通過する 111'.生成元の集合が退化

していることになるアルゴリズム IIで、交点 lJ，x，が I'(Gi_，)の節点と一致する場合は.退

化の一例である この場合は.数値誤差をfi'-)計算環境でこのアルゴリズムを実行するとー l

で1U01υ∞のとちらかが見付からなかったり$本来 υ∞ =v叫で 4を終了するのに，1'∞と (1m

を通る辺としてそれぞれ別の辺が指定されたりして無限ループにIriiiる可能性がある また 1

そのために、データ構造が倣撲され.J)目指A分 qの添}J日前に，R(P2i+2)が消滅し.アルゴリズム

IJの実行が破綻することもある これは，木質的退化 (2.4節)の場合もあり， 1;目線分の添加順

序を佼えるなとの対症療法では， 必ずしも凶避できない問題であるー



• 

山 V......= v内ハ

11∞I 川-

• 

図 5.4線分 Voronoi1耳l構成のための開線分の添加

5.3.3 位相優先法の適用

!湖~;息分 Cj の添加によって Voronoi 1刈を ¥I(C:i_l)から ¥I(G'i)に変更する場合に，変化す

る部分の位相的構造には次のような性質がある

性質 3 新しい節点は‘辺の消去される青1I分と残る部分の境である

性質 4.辺のうち 3消去される部分の全体は木村'tiliをなす

性質 5. 生じる辺は消去される木を問む I~W告をなす

性質 6.ii'i去される木は両端点の領域 l?(p2i+2)./1'(7'2i+3)をつなぐ l例のi立を含む

これらは性質 6を除いて.アルゴリスム 10の lで ¥I(G'o)の構成にも)TJいられている [i4] 文

献 [74]ではさらに性質 4の代わりに司

性質 7.1 f聞の ~t!l或の周から消去される .il1 と節 .r~~ は i主紡である

を月lいているが，これは開線分の添加時には成立しない(図 5..5)

上記の性質を利用して，院H語、分 eiの添加のアルゴリズムに位相優先I去を次のように適)TJ

する



¥¥  

図 .5..5:1 1聞の領域から 2か所以上の部分が消去される例

アルコリスム 12(位相優先法による開線分の添加)

1.領域 V(P2i+2)の周上の節点から，道の出発点を決定し 3 登録する

2 出発点から.領域 V(P2i+3)の周に至るまで、消去される辺や節点をJ宗宗してillを見付けて

いき，道上の辺と節点を，順次，辺スタック Bと節点スタック Vに.mむ

3. スタック B、vから辺や節点を取り njし，それに後続する辺や節点のうちぷ傑索のもの

を探索し， ii'i去される節点や辺があれば，スタック V，sに債むことを，スタ 1ク β、Vが空に

なるまで行ない『消去される木を確定する

4. iii去される木を囲むように節点と辺を1，jけ加え， m去される木を消去する.

アルゴリズム 11では R(εi)の境界をまず見付けて、そのあとで内部を取り除いた 一万、

このアルゴリズム 12では$取り除くべき木をまず見付け，そのあとでそれを凶む境界を生成

する この迷いが位相優先I去を実現するひとつの鍵となっているこの更新アルゴリズム

12により、点線分 Voronoi図はすべての釘J，Oが次数 1をもっ予而グラフとして史新される

退化状態での次数が4以上の節点は，次数が3の複数の節点が，長さがOの辺で隣Nしてい

るとして扱う次にこのアルゴリズムにおける，出発点の決定法. 道の探'*W~ ， 木の併L定法に

ついて順に述べる

ここで，アルゴリズムを記述するのに必要な月j訴をいくつか定めておく。

+ri~kの領域 R(ei， P2i+2) n R( ei， li2i+3)を関線分 Ciで定まる帯状領域 (1記15.6)とよぶ 新

たに生じる領域 R(ei)はこの情状領域の内部にある

1ミj蕊元 9jと点 υ ER2に対して，点 uε c19Jが Ilu-tlll = d(υ，9，)を満たすとき tlを点

υの生成元のへの射影点、という ただしc1.は|羽包を表す点線分 Voronoi~Iでは，射影点は

61 



----・
7
・・・・
.......
... -----
-

ei 

図 5.6: I)fl~o)j(分で定まる情状領域

(v，gj)の組に対し， 一通りに定まるので‘， pr，，(g，)と 』くことにする(図 .5.7)

IJ目線分 ei の~.r'M .r~x P2i+2， P2i+3の!主棋を(.1'2i+2，YZi+2)， (X2i+3， Y2i+3)とする

また，開線分 eiをP2i+2から P2i+3に向かう向きを付ける この情状領域内の生成元は添

加開線分 eiに対して右側および左側lに分'l:ilされる
任意の節9.Vに対して，V を阻む領域の生成元のひとつを gとするこのとき、節点 υに

関する生成元gの左度 L"(g)を射彩点 prv(g)= (.t町 y)を朋いて

.1' .l'2i+2 ."t2i+3 

Y Y2i+2 Y2i+3 

I I 1 

L"(g) = 

で定める(図 5.7)座標系を右手系にとれば，(， ，， (g) がLE，:t:!のとき射 a~l:~ pl"u{g)が、間線分

引を延長した有向直線のそれぞれ左側、イï~jll にある Lυ(g)が正，負のとき‘生成Je9は節点

uから見て (開線分的の)それぞれ左，右にある ということにする

uとpr)g)がともに eiで定まる'f昔状領j或l勾にあれば，9が eiに対して/己イ7のどちら側に

分知されるかと、 gはuから見て eiのlL布のとちらにあるかは一致する

Voronoi図 I'(G←dで両端点の領域 R(P2i+2)， R(P2，+3)が，ある辺をfJl界に隣itしていれ

ば道としてこの辺をとればよい隣接していない場合，道は、防l線分引に対して/王布に分類

される生成元の領域の問を通る以 F この場合を与える.

道上の節点を出発点からJEに沿って Vo・UI.，. とし同様に司道上の;nをi自に沿って bo.b". 

とする めに υJを始点とする向きを付けたとき，b)の左右の領域のj:_IOC;[;を、それそ、れ，

9L(Vj，b;)，9R(V;，bj)とするまた，領域 r?(P2>+2)の周仁の節点 υに対し、 υに接続する 3辺

のうち， J司上にない (II{主ーの)ものを b(v)と-.1::くことにする道の出発点 Vo，山発辺 boは次の

特徴により決まる

特徴 1.Voは領域 r?(PZi+2)の周上の節点である，

特徴 2.VoはCiで定まる帯状領域内にある，



g=prv (g) 

~Lv(g) 
ei 

v 

医I5.7: ~・J )if;/~と)ë J支

ei 

pr v(g ) 

iLv(g) 

特徴 3.Voから見て gL(vo， bo)・gR(VO，bo) は IJf.J線分的に ~.J しでも，それぞれ左3 右にある

誤差が発生する時には.数値計算に必づく|司定を完全には信用できない

じoを次のように決定する

アルコリズム 13(出発点の決定(図 5.8))

そこで出発点

1. ~J1 J或 R(P2 i+') の周上の節点で直線 β(Pl'+2 ・ C ; )から端点 P"+3のfWIに肢も航れているも

のをむに絡納する

2. gL(l'.b(υ)).gR(v，b(v))は(υ から見て e;に対して)，それぞれ左，右にあるか、あるいは 3

以下の探索が領域 R(P2i+2)の周を一周するまで調べる.

gL(υ b(υ))が左ならば

時計四りに領域 R(P2i+ 2) の周をみて υ に隣接する/~を，改めて u に格納する

(そうでなく )gR(υ，b(υ))が布ならば

反H

3.υ.b何(υり)を、それぞれ vo，boとして終 fする

J草案・をアルゴリズム 13の lのような節点から始めた理由はー出発点の特徴 3は、情状領域

内でしか成立しないことと 3情状智11或内にある領I或R(P2i+2)の周仁の節点は， 11止少の場合.l 

1悶しかないからである.

ru発}，7， Uo・出発辺 boから出発して町領域 l?(P2i+3)に達するii'i去される道の探索法を考え

る

節点 u に辺 b が接続しているとする針J}，~~ vに篠続十る辺を反H寺;nJiiIりに花べて b，bl1(b、ν)

九(b，υ)とする辺 bH(b，v)， bL(b， v)はb，vから一立に定まるまた，gN(b， v) = 911い，bL(b，l'))
(= 9L(v， bR(b， v)))とする(図 5.9)

見付けるべき道は次の特徴により決定される

特徴 4j主は両端点の領域 R(JJ2i+2)， R(P2i+3)を結び，



gR(V， b (v)) 
b(v) 

~I 5.8: IJYÆ.'.'~の決定

特徴 5 道とこの 2領践を除くと開線分 eiによって定まる帯状領域は 2f聞の連結成分に分か

れるが3 このとき一万の成分はIJ目線分 q の布側にある生成元のみを合み司他方は左側

の生成元のみを含む

これにより、旬、boから始めて左右の生成元の領域の境を.v，、bl，V2 と傑'ぷしていけ

ば、領域 R(]J2i+3)に達したとき，道を見付けたことになる節点町村は辺んからドi動的に見

付かり，辺 b)は，生成元9N(bj-I，Vj)が V)から兄て左か右かに応じて，それぞれ， bR ( 6j _ I ， Vj) 

か bL(bj_l，v)) を採ればよい. しかし iH~r.誤差がイFイEするから，領域 R( ]J2 ，+3) に.jf<"択が達する

liIjに，無限にのびる辺に達したり，領J或R(PM2)に戻ったり， 既に探索された節点と辺にIU.lま

れて， I~l路を作ってしまったりする場合がある このような状況を回避するため、これらの状

gL (v， b) 0 
gN(v，b) 

g R (V， b) 。
図 5.9道の探索にmいる記号
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況になったら探索中に行なった判定のうち最も判定が微妙なもの(すなわち，左皮 Lv(.9N(6.1'))

の絶対他が最小のもの)を選びそこから日Ij}j向へ探索を進める(図.5.10) すべての節点と

辺がJ家信の対象になり得るので数イ[fII~~~Z~があっても，領域 R(PM3) に探索が迭することが
保証される データ構造として.探'，k;が節 }.I~ V から辺 bへ進んだ時には bから υを指すポイ

ンタを持ち逆に，辺 bから節点 υへ進んだ11与には υから bを指すポインタを持てば，傑'ょが

領域 Ii(P2i+3)にj主した後にポインタをたとヨって巡が符易に得られる 節点，辺がJ草案・された

ことを.フラグを立てて保持しv探索の終了後，フラグを効ギよく戻すため，探索された節点ー

辺をHlむスデ 7ク Q、QbもIH'ti.する J1体的にアルゴリスムを占き下すことは容易なので

省略する以上によりー道の上のすべての節点，辺を得ることができる

b
R 
(b， v ) 

b E4zgN(bkv) . 

b
L 

(b， v ) 

凶 5.10・道の探索

iì~ l~ される木の確定法を述べる辺が傑索されれば，この道から l順次消去される節点‘ 辺

を探索していき‘消去される木を構成することができる退化と計算誤差がなければ，辺ごと

に，新しい節，:'):が生じるか否かを判定するだけで十分であるが，言ITI:誤差のため、生じるはず

の節点を見務とし1残るはずの辺が次々と消去されると判定される可能性がある それでも

位相優先法では暴走することはないが，一般の数値対策と両立させることができるので、次

のような基準を探用した

基準 1.辺に節点が生じると刊定されたら必ずその判定を採用する

基準 2. 辺に節点が生じないと ~IJÆ されても次の場合には.節点が生じるものとして扱う

判定する辺を bとし bの両才能の節点を U，U とする.ただし，vは消去されると判定i斉みとす

る.

基準 2，1 辺 bが消去されると，消去される辺でl羽i路ができて木にならない，または，探索が

無限にのびる辺に達する

基準 2.2，節点 υが1 eiで定まる情状領域の外にある

基準 2，3 節点 uが，辺 bの両側の生成元よりも e，から泣い
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基準 2.4. îi~}.'~ uが消去されると、端{(官[J攻 !?(PZ'+2)ー R(P2;+3)から :11附以上の庁1I分が消去

される

これらのうち、 Jシ世 2.1と2.4が位相優先il;によるもので，残りが一般の数他対策によるもの

である

5.3.4 浮動小数の数値計算

位相優先法により，計算誤差にi刻わらず処I'Hが途中で破綻しないという意味の数値的安

定性が得られる しかし，これは数11(i;n11:はいいかげんでもよいことを意味するわけでは決

してない。実用的には，適切な数値計m去を選択することが町アルゴリズムの性能を上げるた

めに重要である 本論文で報告するシステム S8GVORは試作段階にあり ，数他計算部分に，

改良の余地があると思われるが，システムの令体像を示すため，数値計算部分について全容

を述べることにする

数値;iI"1nll分では次の基本計11:を各所でJIjいる

(3， 3)型行列式の計算

行列式

Xl1 3:'12 Xl3 

，r21 :t22 .1'23 

.1'31 .1'32 .r33 

の他を求めるのにプログラムでは、この行列式を股!日jした各項

X" X22X33、 1・12.r23J.'31， X13，t32J.'211 

-X13X22X31・ :r・'2・X21‘["33、 -:1.'11X23X32

を正のものとれのものに分けて和をとり 1 -l[，i:f;去に両者の和をとった

2次方程式の求解

(5.3) 

2次)jI'il)'¥ax2 + 2b'x + c = 0の第 1+R (-b' + Jb万コc)jα，抑制-b'ー♂て五)jα
を次のように求める

c['← b2 _ αcとして，

αヂ0であって、

c['く Oのとき 3解なし、

d' > O. b' > 0のとき，

第 l根 z←cj(-b' -N)、
買~2 根 z ← (- b' -N)jα， 

d'と0，b'く Oのとき，

>iil線 z←(-b'+♂ )jα， 
第 H良z←cj(-b'十 N)，

d' 2: O. b' = 0のとき，
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第I恨立白← +#/α
第21JLl'←ー♂/a，

0=0であって

b' # 0のとき、第 l似、負fi2 .fE!とも z←ーι/(b'.2)，
b' = O，C = 0のとき， イ'fEWf.であるが解なしとする、

b' = O，Cヂ0のとき解なし

ここでは αcが b'2に較べて非常に小さいときにIb'ト J万て石に生じる桁務ちに対する

最小限の配慮の他には特別な工夫は行なっていない.

三角形の函積と 3点、の向き

!日l次座僚で与える 3点(X"¥'d/Z，，(X2，九)/Z2.(X3， Y;)/みで，行列式

X，/Z， X2/Z2 ん/Z3

}う/Z，¥主/Z2 ¥ 3/ Z3 

が正のfL'f，この 3点は正の向きに並んでいるといい、負の時は負の向きに並んでいるという

この行列式がOのときは 3点は同一直線ヒにある またこの行列式の絶対値はこの三角形

のl面積の2f音を去し符号の正、 flはこの 3点が三角形の周仁に，それぞれ，反11日|阿り 町時

計四りに並ぶことを表す

ここで Z，.Z2.Z3とOにしておけば，この行列式の符号は行列式

X， x2 x3 

}ワ }主 }ら

Z， Z2 Z3 

の符号に等しい この理由により，プログラム IjJ では同次座標を JlJ いるときは)Z 座標が~ J'れ

になるように各座標のね号を調整している

2直線の交点、を求めること

同次座標で考えることにし第 Iの直線上の 2点を (Xト門)/Z，， (X2，九)/Z2とし第 2

の直線上の 2点を (X3，九)/Z3・(;町、九)/みとする この 2直線の交点を (X.¥')/Zとすれ

ばべX/Z，¥'/Z)が2例の直線上の点であることより .

入: x， x2 I I X x3 x4 

Y ¥'"， ¥主1= 1 ¥'" }主 九 1=0 (5.4) 
Z Z， Z2 I I Z Z3 Z4 

となる これより
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は

v川
い
h
a

ぷ

×
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a
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平

・

3
P
3
'
3
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1
1

ヮ
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で

x

y
Z

、
」

M
M
M

、a
a
E
E
F1
1
1
1
1
1
1
1
1
1J

る

Y
J
l
z

カ

「
I
lli--
L

わ・カシ」るあで このイJ辺を計1iすると

[円川)
Z2 I 

を得る 同次座15:であることから左辺に};J~di'iの任:u:性があり，右辺と左辺が等しいとして
よいそこで

人2 .¥'3 .¥'" 

d，←I ¥ i ¥3 \ ~， I (.5.7) 

Z2 Z3 Z" 

.¥'3 .¥'" .¥'， 

d2←I ¥3 1 ~ ¥'，卜 (5.8) 

Z3 Z" Z， 

日|←dli1421 (5.9) 

とし ， Z と 0 となるように，必要があれば~.1: ~}を - 1干に変え ， X、 Y， Z を 求めることにした
この記i去により無!浪速点も含めて統一的に扱える

Voronoi点の求め方

これまでで示した基本的な計算などをJflいて本節では，関線分の添加によって泊目し

ている ¥'orol1oi辺上に新たな ¥'orol1oi点が生じるかどうか判定するとともに守生じるlI.yには

その Vorol1oi点の座標値を求めるためにJlJいた具体的な計算法について述べる

新たに生じる Voronoi点は 2個の新たに生じる Vorol1oi辺と I倒の既にある Voronoi辺

の交点である.ここでははじめにそれぞれの辺を延長した放物線や直線の交点として Vorol1oi

点の候補を求め、それが既にある Voronoijflの上の点であれば，新たに生じる Vorol1oi点と

みなす方法をとることにする

プログラムで消去される木の Voronoi辺と Voronoi点を登録するとき、 Voronoi点 υが

登録済みで、 uに接続する Voronoiill bが未笠録であり ，bの上に新たな Voronoi点が生じ

るかどうか判定する場合を考える もし新たな Voronoi点 uが生じるならば、 11は生成元

gR(υ. b).gし(v，b)市町の Voronoi領域によって反時計四りに図まれる 以下では簡単のため、 u

はgH(V司 b)‘gL(υ.b)，eiのよって反時計凶りに閉まれるということにする このことから uの

座係他をこの 3 例の生成元の位置を衣す入力から直後求めることができ 町 J~~~が紫Niするの

を防ぐことができる.また、組み合せflliiliから uをl羽む生成冗の順ri'が特定でき， }，皮物線と直

線の交点のような複数の交点がある場合でも必要な点を区別できる.ここでは必要な点以外

の交点の座標値は求めないことにした これによって、放物線と、その幅11に近いl立級の交点の

ように不安な交点の座標値がオーバーフローを起こしかねない場合に，これを1"1避すること

ができる

Vo rono i 点を，それ を閲む生成元の種~nによって次の 6 個の型に分額する

(点，点1点)型 3個の点，

(lJ.，端一線)1型 l例の開線分， 21問の点，そのうちただ l個がその関線分の端点，
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(点‘点線)型 111聞の I)fJ線分，その端/.~でない 2 個の点
(端 -~~Al <<{A)型 21聞の閃線分ーそのただー)Jの端点である 1j問の点T

L点、線.MA)製 2個の開線分その端}，'，rでない lf問の点，
(線、線、総)型 3 個の開~tA分

求める Voronoi!占の候補がとの型に入るかは組み合せ備造から 求まる[;目線分的の添加

の11寺には.3 j問の生成元のうち lf附は|別総分 Ciになるのでベ点，点.{()型の VoronoilT，は生

じない.そのため Voronoi図の吏新プログラム 中には(点，点，点)型の Voronoi点を求める

手続きはない

以下ではの ¥'oronoi点の残りの:.;1問のI¥'!)]Uに雌際値を求める下続きについて述べる 共

通の記号として，求める¥loronoi点を ι その!坐僚を (x，y)，uを反Hお|回りに四む生成元を

9i，9)9kとして.開線分より点を先行して".1::くことにする このようにすると(点.点3 点)型

と(線.線級)型の Voronoi点の場合を除き ，9，.9)，9kの益び方は一意に定まる また，局所

的な変数として点の名前向とそのEîH:~1Iti (.r/， YI)ー(l= 1，・，6)をmいることにする

(点，端ー線)型の Voronoi点の場合

.9;，.9)はlXであり 『これをそれぞれ ]J"/)2とする 9kは開線分で ]J，または])2は 1j問の端

点である.反対似IJの端点を 713とする (1き15.11)

，.， ._'， 
9 ・=n 0 l ~ι1 
0] r2 -

¥ 
P3 

gj=P2 

• 
gi=Pl 

図 5.11:(点?端ー線)}\~の VO l'o n o i lxを求めるための記号制、円

.9kが712に接続する場合

線分(l)J2と線分 1'2P3が垂直であることから

ハU一一1
 

2

2

 

z

y
 

--
q
u
q
d
 

Z
u
 

--
2
 

M
グ

制
吋

ν2
 

z
 

z
 

(.5.l0) 

また， U は線分 ))11'2の垂直二等分線上にあることから

[ x ~ (XI + x2)/2 Y ~ (YI + Y2)/2]1 ~ ' = ::~ 1 X ~ (町 +x2)/2 Y一(YI+れ)/2]1~ ' =::~ 1 =0. (5.l1) 
L YI ~ Y2 1 
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これら 21聞の式より次の手続きを符る

gkがP1に媛続する場合

:r1 .t2 .1'3 

d1← 1 !J1 Y2 !J3 I、
1 1 1 1 

の←(，"1-，1"2)"' + (!J1 - !J2?， 

z ←(一(YI れ)d2/2)/d1+ X2， 

u← ((，1:1 -l'2)d2/2)/d1 +め

上の場合の 1'1./)2を入れ替えればよい

1'2 ~' l ;1'3 

d1← I Y2 Y1 Y3 1， 
1 1 1 

の← (X2-，1'1)2 + (Y2 -Y1?， 

z ←(一(Y2-yJ)d2/2)/d1 + XI， 

y ←((.1"2 - 1'1 )d2/2)/d1 + Y1 

(5.12) 

(.5.13) 

(5.14) 

(5.15) 

(5.16) 

(5.17) 

(5.l8) 

(5.19) 

いずれの場合も d1三0の時は点 uが定まらないかうあるいは生成元 P1./)2，/)3がこのJiIiiに

反時計回りに点 uを図まないため、交点なしとして扱う

(点，点，線)型の Voronoi点の場合

g;，g)が点であり これを /)1，/)2とする また，gkは開線分でその両端に後ibtサーる生成元を

向、内 とする ])3， /)4 の選ひ‘方には /)3 ， /)4 の入れ答えるだけの任意'~lーがあるが、 3 .'.'!. /)1常的、/)4

と/)2，/)3， /)'1がともに正の向きになるように選ぶ(医)5 .l 2) 具体的には P~ 1 を線分 ]J 1/)2 の 11' }，'~ 
とし，その座標 (~'~ I ， YM) を

で定めて行~IJ式

XM←(，l'1 + x2)/2 
YM← (Y1 + Y2)/2 

，r~ 1 ，1'3 1'4 

!JM !J3 Y4 

l 1 l 

がt!の時に限り ]13・]14を入れ替えることにした

ぷ;に，計 算を簡単にするため，/1PI，P2.J泊、 P4，/)Mに変換

(l'，y) f-t (x'，y') 

(5.20) 

(5.21) 



を手続き

P3 

gj=P2 
• 

g 
k 

g;=Pl 
膨 .L

P4 

図 5.12:(点3 点，線)型の Voronoi/'f，を求めるための記号割当

d ← V(l'" -./";))2 + (y" -Y3)2 

[;:l← l二;ll;:;:l

(5.22) 

(5.23) 

(5.24) 

(5.25) 

によって胞す.この変換は平行移動と回'伝を組み合せた合同変換でー言j'J/.誤差のない限り距

離と角度を保存する線分 UPMと線分 P，P2が悉庄であるから

l' |ェ;-z;l
X - XM Y一山]| |= 

L Yi -YI J 

が成立し 3点uは点])，と直線 P3])"から等距縦にあるから

|ベI(d-WEll2I = (.1'-~W + (y'-y;)2 
， -y~1 (y:， -y;)/d I 

が成立するここで

Y; = y~ 三 0 亨 x~ -x; = d、 x~ =-ι y~ = -y;， ，'t~ = Y~ I = 0 

であることが容易にわかるので吋，y~ ， Y;I' :t'~I ' Y~I ‘ d を消去して整理すると

ェい'+y;y' = 0， 

|， z'112 F ，ぅ，= .t・+X2-+ y‘+ Yi 
y' -y; 0 

を ~t1' る . y' を iì~去して z の 2 次式にすると次のようになる

A ← uj， 

β' ← -yizi， 

C ← (~.;2 +必2_ y; 2)y;， 
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(5.27) 

(5.28) 

(5.29) 

(5.30) 

(5.31) 

(5.32) 



ノbは +213'.r' + C = o. (.5.3:3) 

この方程式の 2収から得られる解のうち不安なものを (x".y")とすると 9"9j， 9kがこのJlliiに

uを反lI.f，nli'iJりに肉むことから

A
U
 

>
 

1
η
u
 

一一
，JAu
W

リ

υd 

，Jd明川
リ

一一
，2
F
2
 

I

U

 

(5.34) 

を満たすこのことからどは 2次万程式の第 2線

-!J' ♂'3'2-AC 

A 

であることがわかるどは写実際は前述の 2次)J程式の求解の手続きにより求める

求めた x'を放物線の式 (5.29)に代入し y'を求める具体的には

〆← (y;_ (.，." + .r; 2 + y/)/y;)/2 (5.3.5) 

とする経験的にはダを先に求めたり、ドをl立線の式 (5.28)に代入するより誤走の聞で総合

的に有利であった Voronoi点uの座傑仙 (1'，!J)は逆変換

[ ~ 1←[ :了][~: 1 + [ ~~; 1 (5.36) 

によって求めた また、 2次方程式にjげがないあるいは必 =0の時には Voronoi点は生じな

いものとして扱った

(端ー線，線)型の Voronoi点、の場合

9;のみが点であり これを Plとする また， 9)" 9kは開線分であ り，とちらか一万のみが

Pl tこ後i流する

P3 p.Yイ
P4/ P2 

gi =P1 

• • • • gk 
gi =P1 可

P2 

|主J5.13: (端ー線，紋)!\~の Vorono i 点を求めるための記号初当

9jがPlに接続する場合
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IJf.J~~R分 g) の端点のうち /) 1 でないfWI で妓絞する Ilì、を P2 とする関線分 qk の 1河端に接続す
る/~を 1'3 ， /)' とする (1珂15 .1 3)

r.l .l'3 :r'l 

!JI !J3 Y" 

1 I I 

がi~の H干に限り 713 . ))4を入れ答えることにし，内、 1'4の選び方を一意にしたみ:に(点、点， 線)

型のH年と同じように『計算を簡単にするため‘/，(7J1、))2.7J3， 7J4に合同変換

(1'， y)日 (.1".!J') 

をヲ手続き

d ←)(.1'4 - .1'3)2 + (Y4 -Y3)2， (5.37) 

(5.38) 

(5.39) 

(5.40) 

によって施す

線分 tl7J1と線分7J17J2が垂直であることから
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一一
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υ
 

[
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uo 

"
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d
 --

(.5.41 ) 

点 uは点7J1と直線 ))3))4から等距離にあるから

|;ziMzi)/42 :|=(IFーが +(y' _ y;)2 
y' -Y3 (凶-Y3)/( 

(5.42) 

が成立する uをgi.g)' gk がこの IIIITで反 lI .f~iI ' lnl りに四むか ら( 人 y' ) I;l:仁のJHJ.!式の併のう

ち

x' X'J .1'; 
y' y; y~ I :::: 0 

I I I 

を満たすものをとればよい またうここで

(5.43) 

y; = y; ::; 0， J'; -.l~ = d， ~，I， = Y; = 0 

であることが科易にわかるのでー方科式から 1"1， y ~ ， X~ ， y~ 1 dを消去して主要)'1'すると

咋r'+ !J;Y' = 0， (5.44) 
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を得る y'を消去して zの 2次式にすると次のようになる

A ← u; 
β' ← -u;4. 
C ← u;u;u;3 

AX'2 + 2B'x' + C = O. 

この方程式の 2般から何られるIIJ干のうち

を満たすのは第 2根

x' x~ x~ 

y' y; Y~' 三 0
I 1 J 

-B'-〆百万てAC
x = 

A 

であることがわかるどは 3 実際は前述の 2次方程式の求解の手続きにより求める

求めたどを放物線の式 (5.45)に代入しダを求める具体的には

j ← (y; ← ~.'2 /y;)/2 

(5.46) 

(5.4 7) 

(5.48) 

(.5.49) 

(5.50) 

(5.51) 

(5.52) 

とする経験的には y'を先に求めたり .:r'を直線の式 (.5.44)に代入するより誤差の而で総合

的に有利であった Voronoi 点 u の座標値 (~'， y) は逆変換

[ ~ 1←[: ~S 1 [ ~: 1 + [ ~ : 1 (5.53) 

によって求めた。また， 2次方程式に!鮮がないあるいは Y3= 0の時には Voronoi点は生じな

いものとして扱った

gkが P1に接続する場合

開線分 gkの端点のうち P1でない仰lで接続する点を P2とし，日目線分 gjの両端にJよ統する

点を P3，P4として，あとは上述ののが ))1に後続する場合と同級に扱う(図 513)ただし， (( 

をgi，gk. gjがこの順で反11寺言|回りに問むことから， 2次)J程式の第 l根

， ーβ'+♂万て五百
.l' 

A 

が求めるものになることのみがjヰなる
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(点，線，線)型の Voronoi点の場合

釦のみが点であり ，これを]1，とする また，gJ，gkはI用線分であり、とちらの端点も]1，と

一致しない 1)日線分gkの両端に銀統する点を]12，/)3とし，gjの両端に52'続する点を]1，，，]15と

する

x，工4 Xs 

y， y" ys 

1 1 I 

が負の|侍に限り/)"， ]15を入れ答え 3

:1'1 :r2 .1:3 

y， y2 Y3 

1 I 1 

が負の時に限り]12，]13を入れ替えることにし， ]12， ]13， ]1'''])5の選ひ

P4 

PS 
• gi = P1 

P2 
gk P3 

図 5.14:(点，線3 線)型の Voronoi点を求めるための記分割当

次に(点3 点線)型， (点，端線)型の11年と同じように計算を簡単にするため，点]1"])2， 

])3， ])，，， ])5に合同変換

(x，y)日 (x'，y')

を，手続き

dj ←ゾ(xs-X，，)2 + (Y5 -y，，)2 (5.54) 

(5.55) 

(5.56) 

(5.57) 

によって施す

点 uは点]1，と直線]1"])5から等距離にあるから
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(5.58) 

75 



が成立し， .r2. uは2直線 P"P5，P，P3から等距再1Iにあることと ，U，P2，]J3および 11./)4./).5が正の

向きに並ぶよう/)"/)3・7'4，P5を選んだことから

dk← V(X3 -.1"，)' + (Y3 -y，)'， (5.59) 

l l Z'zi zi 

Z1u'y;u; 
， I 1 1 1 

'
3
'
3

一

z

u
l
 

'
2
'
2

一

z

u
I
 

T

H
u
d

i
-

-
一仇

(5.60) 

が成立する また、ここで

V~ = y~ 三 0 ， ~;~ -.1<1 =ι パ=V ~ = 0 

であることが容易にわかるので方程式からバ川 、 .r~ ， .'l;~ ， y~ ， djを消去して整理すると

2
 Vυ 十Z

 一一
2
 

一
。

引
M
d

，z
一wu 

(5.61) 

l dtir'Hj(h-23)/dkl 
V' -y~ 0 I Iダ-

y; (y， -Y3)/dk I 
を得るダを消去して zの2次式にすると次のようになる・

(5.62) 

zい← (x;+ x;)/2， 

5 ← xい(ν;一弘)+ (y:， -y~" )(x; -X;)， 

4 ← dk - (x; -..;) 

B'← y:，(y; -V;)， 

C ← y~(y~ A -S 2) 

A.x" + 28':，' + C = 0 

(5.63) 

(5.64) 

(5.65) 

(.5.66) 

(5.6i) 

(5.68) 

(5.69) 

山←(必 +y;)/2， 

p" P3， P4， /)5の選び方と施した変換の形から 求めるどはうこの方程式の 2恨のうち大きい方

である A :::: 0となるように，必要ならば A，B'，Cの符号を一斉に反転すれば
3
どは 2次方

程式 Ax"+ 2B'x' + C = 0の第 l根

B'+V百万て五古
x -

A 

であることがわかるどは
2 実際は前述の 2次方程式の求総の手続きにより求める

求めたどを放物線の式 (5.61)に代入し y'をス!とめる具体的には

y' ← (V~ -X
，2/弘)/2 (5.70) 

とする経験的には y'を先に求めたり，どを直線の式 (5.62)に代入するより誤差の而で有利

であった。 Vorolloi点uの座標値 (x，y)は逆変換

[ ~ ]←l::l[;l+[;:l (5.71) 

によって求めた また， 2次方程式に解がない時には Voronoi}.~は生じないものとして扱い，
y; = 0の時には p，とのが近接しているとみなしが =0とした
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(線，線，線)型の Voronoi点の場合

9，， 9) ， 9k は n~1~~j{分である IJfJ線分9)'，9kを必要ならば延長してそれらのうど，r，')， qiを向次版

原で求めベXいれ)/Ziとする 同級にして ，9k・，9，から交点的を，gil めから交l!.(/kを同次J.f
t:iで求めそれぞれ (Xj・巧)/号，(Xk，バ)/Zkとする(凶 5.15)具体的には既に述べた 2IllffJt 
の交点を求める手続きをJ1Jいる したがって， Zj， Zj， Zk はともに非負である

qi 
o 

qk:/ ...今

~. ・

吋 P
6ベ

¥gk 

PS 
f

月

P1 

&
1
0
1
.
 

.守守…・0
qk gi 

o.ーーー.

勺

図 5.15:(線，線，線)lí~の Vo rono i 点を求めるための記号割当

uは三角形 qiq)qkの内心または傍心である |人l心と傍心の区別はこの 3TÚ}，~i.の向きで定

まり， (/" q)l qkが正の向きの時にのみ内心になる具体的には

k

'

k

k

 

k

y
Z
 

九
月
あ

ふ
れ

Z.

(5.72) tリk←

として t，jkが正のi時は内心，非正の時は傍心として扱った

内心や傍心を求めるための計tlーは次のようにしたまず D"D)，Dkを

(5.73) 

(5，;4) 

(5.75) 

dXJZk -XkZJ2 + (巧み -YkZj)2， 

J(XkZi -XiZk)2 + (九ぷ -l';Zk)2 

v(XjZk -XjZ;)2 + (YiZj 巧ゑ)2

争一一

守←ーも

Di 

Dj 

Dk 

D;jZjZ" /)j/ZkZi，Dk/ZiZJは，それぞれ三角形 qiqjqkの3ill qiqJ' (f.iC{k， qk(/iのと定める
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長さになる 内心または傍心を同次座標で考えて (X，l)/Zとすると、

みlw"zM h/ZK1 |ZKZi X/Z Xk/Z!. X;jZi 

士Di ηZ Yj/Zj
γi./Zk 土Dj Y/Z Yk/Zk l'ijZi 

1 

!m x/ZNZJ 
Zι，7!_ I Y/Z Y;/Zi Y，jZ] I (5.76) 
士Dk

が成立する複号をすべて正にとったときは (X/Z，Y/Z)は内'L、を表し， 1倒だけ負をとると

対応する点に関する傍，じになる すなわち，等式の第 l辺だけが負の符号をとると点 qiに関

する(傍接円が辺町qkに援する)傍心であり，第 2辺， 第3辺だけが負の符号をとると ，それ

ぞれ点的，qkに関する傍心となる複号の残りのとり方は これらの場合に帰着できる

tりん >0の場合

式 (5.76)を変形して

I X Xj Xk 

DjDk I Y 巧九
Z Zj Zk 

X んふ IX Xi .Xj 

= DkDi I Y 凡 liI = DiDj I Y Yi 行
Z Zk Zi I I Z Zi Zj 

(5.77) 

となる この式は qi.qJ・qkが無限遠点の場合にも成立するこれから、

X DiXi十 DJXjDkXk 
Y DiVi + Djlj DkYk 1=0， 
Z DiZi + DJZj DkZk 

X DiXi DjXj + DkXk 
Y DiY; Dj巧+Dk九 1=0
Z DiZi DjZj + DkZk 

(5.78) 

(5.79) 

を得るこれは
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を意味する . ここで f は平行を， X は 3 次元の外桁を表すこの右辺を言I ~ し整理すると
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|百);j，座標であることから左j互に実数倍の任意性があり プログラムでは
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z ← XjZ， (5.83) 

U ← }' j Z (.5.84) 

として Voronoi点uの座標 (x，y)を求めた Z= 0のH寺には Voronoi点は生じないものとし

て扱った

I;Jk :::: 0の場合

求める Voronoi点uは傍心であるが， 3個の{安心のうちどれであるかを判定するために

次のような手続きをとった開線分 g;の両端点 Pl，P2およびうのの両端点 P3，P.，および，gk 

の両端点 P5，P6を

Xi .1"， X2 I I Xj 3"3 .'1:4 I I )!:k X5 X6 

y; y， Y2 I三0，I ¥j Y3 Y4 I三0，I ¥合 Y5 96 I三o (5.85) 

Z; 1 1 I I Zj 1 1 I I Zk 1 1 

を満たすように定める(図 5.l.5).)Ji)線分 9;，9j，9kに，それぞれ p，から P2，P3から P4)])5か

らP6に向かう向きを付け，それぞれの相対的な位世を考える 例えば，gi，のに関して

，rl .1・3 X4 I I "2 .1"3 .'".， 

L，← I 9' Y3 Y4 1， L2← I Y2 Y3 Y. 

1 1 1 I I I I 1 

(5.86) 

とし，g;ののに対する相対的な位置を，

L， ど0、L2:::: 0ならば

L， = 0，L2 = 0のとき，.9iはめと同一直線上にある，

それ以外のとき，gjはのの左にある，

L，く 0，L2く Oならば，9jはめの右にある，それ以外ならば， 9ι はめの両1H1)にあ

る

ということにする他の組み合せに関しても$同様に定める

この相対的な位置関係によって、求める傍心を次のように決定する

9jは9iの右になく ，9kは9iの右になく，

9iは9jの左になく， 9ι は9kの左にないとき→(/;に|対する傍.L'，

そうでなく 19iはめの右になく ，9kはのの右になく，

のは 9iの左になしのは 9kの左にないとき→ (/jに関する197.(.'，

そうでなく ‘giは9kの右になく 3めは 9kの右になく，

9kは9iの左になく ，9kはののleにないとき→ (/kに関する{苦心、

そうでないとき→ Voronoi点は存在しない



({，-(iJ-({kに関する傍心は内心を求める下続きのそれぞれ D，_DJ> Dkにnの符号をf.Jけ

ることで何られる・
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5.3.5 計算量と記憶量

アルゴリズムの計算時r:札記憶量について与える生成元の総数を η とする

理論的には，線分 Voronoi図のも1成には，O(n)の記↑E量と O(nlogn)の計算il1が必要で

ある これらを達成するアルゴリズムに 3再帰二分法 [86]があるが$プログラムが彼絡になる

ため，本論文では保JTiしなかった

線分 Vo!'onoi区J，点線分 Voronoi図では，点 Vo!'onoi図と同様に，節点，辺の数はともに

O(川である [38]

プログラム中で用いたデータ il~iliでは ， Voronoiぽ!として‘辺.節点，領域ごとに司接続関

係を示す定数{問のポインタを持ちーまた，全節点の座標値を保持するこれに必要な記憶量は

O(n)である他には、辺や節点の探索JTJのスタ ック，フラグリスト‘Ir.皮の絡納場所などが

O(η)局所変数は定数個で、アルゴリズム全体では O(n)の記憶量である

アルゴリズムの理論的な計算誌を各部分について考える まず，点 Voronoi図の構成に

O(凡2)かかる次に，開線分 lf聞の添加ごとに，巡の出発点を決定するために辺の総数に比例

する O(n)の計算呈，道を探索するH寺には，行詰まった場合に i 探索をやり直す節点を深すの

に O(η) かかると見様って3 結局， O(η2) の百十 :l'):註がかかる.道から木 iiY~ili を得るのには，や

はり ，辺の総数である O(n)の計zr.盆がかかる。 したがってアルゴリズム全体の訂貸主は

O(η2 + n(11 +ポ +n))すなわち 0(11っと見桜ることができるただし，これは数値計算の精

度が非常に恋く ，ほとんど無意味な娠る難いをすると仮定した最悪の場合の計算ii1である
追を探索する時3 既探索節点をヒープに結んで.探索に行詰まる場合に， Iヰ探~{節点を

効率よく求めることができる この場合，アルゴリズム全体の計算量を 0(n2Iogn)に減ら

すことができるしかし3 これでは、探索が順調に進んでも アルゴリズム全体の計n量は

0(n2Iogn)のままになる 本論文では実用性をJt視し、このような手段を採らないことにし

た

計Ji:ill:を各部分でみると，アルゴリズム全体の計算虫を決めているのは道を探索する部

分である この部分の言|算呈は，探索に行詰まることがなければ、|羽<<，H)"1 f~j の添 J)I! ごとに

O(n)ですむこの時には，アルゴリズム全体の;;1鉾泣は O(ηつになる

現実的には，道を探索する，あるいは木構造を得るために，全辺を探宗することはほと

んどないであろう 多くの実際的な場合に，計算註 0(n2)の見獄りは過大である XI努，点

Voronoi図の榊成では 3 生成元が一線に分布するならば、予均訂nm:は O(n)になる [55]本

論文で提案するアルゴリズムの実際の言I-zr.時間について調べるため，実装プログラム SEGVOR

によって計算機実験をした使用した計算機は寓士通 S-4jECである.
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線分は|町端'.'!:の!順序対としてうえ.第 lの端点を前端点第 2の端 fiを後端点とよんで区

別する :x験の全体を通じ、端占の初JVJの l'li t~ は、 [0.1] の一線ïiL放によって与えた.入力線分
のl収り )iは次の 3極煩である

取り方1.線分が第 z番目まで得られている11)1，tii i+ 1番1=1の線分を取り， ~11 待 11 から tfîi

容 I~I までの線分との交差判定を Jllii に行ない、交差しなくなるまで、 tíí;+ l 番目 の級分

を取り直すことを?茸~ n 番 11 の線分が{~f.られるまで繰り返す

取り方 2. ~:Jj{分が第 z 番目まで1~ られている 11.'1'， ~) i + 1書口の線分をまず仮に取り 第 l需

I~I から第 a 寄目までの線分との交Æ1'IJ í.Ëを順に行ない . 交差する)立に、 tííi+1 需 1 1 の

線分の後端占を ， 交点と前端/.~を *;'1 んだ線分の L : 9の内分点に依き換えることを第

11 {昨日の線分が得られるまで繰り返す

取り方 3 まず nf周の線分を仮に取り， ~~ i需口と第 J番日の線分 (iく j)の交差 I'IJ定を行な

い、交差したら，それぞれの線分の後端点を入れ換えることを，交差がなくなるまで繰

り返す第?番目と第 J 番白の線分の交差判定は (i ， j) の ít-~式JlliiJ j'~で小さいほうから

行なう

耳目論的には，これらの取り方で、入力線分が有l浪H寺I/IJで符られる線分数が l024本の場合

のi収り7il， 2下 3による Voronoi1立|の例を logj5.16に示す

図 5.16 取り方 l(左).取り方 2(1"11)、取り万 3(右)による Voronoi1苅の例

次の 3種煩の実験を行なった

実験 1 取り )J1. 2、3によって得られた線分を生成元とする Voronoi閃を生成元数が256，

512. 1024， 2048， 4096の時3それぞれに対して lO阿ずつ求め，計tl:ll与I/IJを計測した

実験 2.取 り)il， 2. 3によって得られた入)Jデータを線分の長さの長いものから短いものへ

並べ換え、実験 lと同級に|時filJを計 il!IJした

実験 3.取 り)iJ， 2， 3によって得られた人)Jデータを線分の長さの短いものから長いものへ

並べ換え，'Jf験 1と同級にH寺問を計 iHIJした



表 5.1 実験の結果(単位は秒)

|実験 1線分数|取り方 11取り方21収り方31
実験lf256 54.7 54.4 .54.5 

512 111.5 106.6 107.7 

1024 229.8 226.0 223.9 

2048 488.9 487.4 481.2 

4096 ]119..5 1183.6 1076.0 

実験 211 256 53.9 54.9 53.0 

512 108.9 105.8 105.9 

1024 230.8 220.1 214.7 

2048 498.0 478.8 468.5 

4096 1115.3 1084.2 1065.1 

実験 3lf256 54.2 54.2 52.8 

512 109.2 105.9 107.6 

1024 230.0 219.1 215.7 

2048 494.8 484.1 467.3 

4096 1113.8 1087.6 1069.8 

実験の結果を表 5.1に示す

生成元の取 り方ごとに， 10回の線分の生成で、線分の長さに関する分布は大きな差はな

かった

次に図 5.17に取り方 1，2， 3における線分数と各線分数で Voronoi凶を 10回生成するの

に要した合計時間の関係を両対数グラフで示す各グラフにおいて破線は計算時1mの合計が

線分数に比例することと 2釆に比例することを表す傾きの直線であるグラフから，どの取

り方でも線形は越えるものの，線形に近い言I'~:時 I:，J を持つことがわかる

アルゴリズムから計算時間は消去された辺の総数程度であることがわかる.辺の総数

は，生成元の添加lにつれて地!JfIする そこで，より多くの辺を消去すると思われる長い開線分

を生成元が憎えないうちに処理したほうが計算H引s]が短くなると予定1できる

入力線分データごとに実験 2，実験 3での計算時間を実験 lでの言In時間で割った値を 3

それぞれ白い変形と黒い変形で示したグラフが図 5.18である変形が縦割hの1.0より下にあ

れば， 線分の~べ換えにより，計算時 l:rJ が短縮されたことになるが、予怨したåHll時間の変化

は3明確には確認できなかった旦n巾としては点 Voronoi図を情成したlドi点で，全体の 2/3の

生成元が，添加を終えているため， r:耳J*息分を添加する時には，日正に辺の総数が十分に多くなっ

ていることなとが考えられる
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5.4 多角形 Voronoi図の構成

本節では司 liii節の線分 Vorolloi閣の十II}Iぷアルゴリズムを拡張して1Jf.!>;とした/，(川線分、折

線?多角形を生成元とする Voronoi凶の位十11優先法による構成アルゴリズムに附して述べる

本論文では多角形は辺集合として考える.

5.4.1 多角形 Voronoi図の分割

g， (i = 1γ ..V)を平而 R2 1二の点、線分折れ線または多角形でー次の生成元条f'lを満

たすものとする

生成元条件:各g，は単純で任意の g;，g)(iヂj)は共有点を持たない

ここで3 図形が単純であるとは，凶形の辺がi'lL'.交差をもたないことであるグラフ理論の言

葉を使って，生成元条f'j:は，生成元が線分をillとする平面グラフで，各節点に接続する辺が2

個以下である 3 ともいえる.また，入))の，1，¥が別の位[liを占めること，線分，折れ線や多角形の

辺は長さをもつこと， lglJ診が単純であることはアルゴリズムを実装する計算機によっていl定
されているとする.そうでなければアルゴリズム 1'1休が意味を持たないからである.生成元

集合を G={到、 ，o9N}とする

本論文ではす点‘線分$折れ線，多角形に|対する Voronoi図 V(G)を簡潔に多角形 VOl'onoi

図ということにする 多角形 Voronoi図の定義は .5.1.1節における一般の Voronoi医lの定義

に喰じるまた 1 本節で扱う問題を次のように設定する

問題 4単位正方形 [0.1]2内に与えられた生成厄に付し、多角形 ¥'oronoi閃をこの正方形内

にかけ.

線分 Voronoi図のときと同じように，本節のアルゴリズムでは，正方形トJ，2]2を内部に

含む三角形の 3頂点を生成元集合に加えることにする このような 3点によって，単位正万

形 [0、1]2の内部で Voronoi図に彩響をヲーえることなしにう無限にのびる辺を 3f聞に限定でき

る

ここで.多角形 Voronoi図の構成のために、分初級分 Voronoi区lを再定義する生成元集

合 Gの各生成元 09;から.

• 09;が点ならば自分自身?

• 9iが線分ならば両端の 2fl，

• 9iが折れ線ならば両端の 2.'~.と fIj の頂点令部、

• giが多角形ならば角の頂点全部

を集めてできる集合(点だけからなる)を Go= {Pl，"'，Pm}とする符g;から Cらの元に

なっている点をI仮り除くと 19iが点の場合は2Eとなり、それ以外の場合は線分から両端のj立

を除いたものがいくつか得られる この 1 Jil~;j出点を除いた線分を開線分とよぶ各 gi から Go
の元を取り除いて得られる関税{分の全体を{町、 1 en} とする また 3 各 k(0く k三11)に

対して Gk=GOU{e"...，ek}とかくことにする p，qεGη に対して，多角Jf;Voronoi 1羽と
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同級に、 ll(p.q)を以 Fで定める

p.q が後続する l.~ と開線分のとき ({p . q) = {p"ek)とし，C J.. の l'可端{~を Pi ， 1うとする) ‘

β(pi， ck) = β(Ck. p，) = {.rξ R2[ (・r-]1，) • (I'J - ]1，) = O}ー (5.90)

R(Pi，ek) = {1' E R2[ (.1' -]1，)' (I'J -Pi)く O}. (5.91) 

R(向、 Pi) = {l' E R2 
[ (.1' -p，) . (PJ一Pi)> O}. (5，92) 

ただし は2次元のp内、すlバ干打獄f占iを衣す p.qがそれ以外のときは'一般の Vo印r叩.刀on叩1旧oi1区凶五到lでの定J義主式
(何.5.2幻)で定める H(ωq) = n 

する分割線分 Vor叩.刀onoi図とよび，Gklこ対する分古I)MA分 Voronoi1刈も ¥'(Gk)とかく.分割線

分 Voronoi[ヨ I'(Gk)に対して Gkを生成元集合とよぶこの記法は他の各種の Voronoi図と

同一であるが唱名胞の Voronoi1;;(1は生成元集合で区別することにし記号を共用にする また 3

生成元集合の他にう 生成元、 領域辺、 節点、なとの用話も J~m にする

多角形 Voronoi図 ¥f(G)を分割線分 ¥'oronoi図 ¥f(Gけから得るには，辺のうち$両但1)の

生成元の端点や1m線分が同ーの多角形に1，1;するものを消去するだけですむ(図 5.l9).そこで

以後では分割線分 Voronoi1式|の併成を扱う また、特に分割線分 Voronoi図 ¥f(Gn)におい

て|別総分とその端点の領域の問の辺を仮想辺とよぶことにする

図 5.19 多角形 Voronoi1￥|とその分前線分 Voronoi図ー

5.4.2 アルコリスム

本節で示す多角形 Voronoi閃の構成アルゴリズムは， .5，:)節で述べた線分 Voronoi図の構

成アルゴリズム [28]を拡張したものである.;h;装システム PLVOHも， SCC:VORを基礎に

多角形 Voronoi凶が鍛えるように占き改めたものである以下、拡仮した部分を中心にその

アルゴリズムと確保した組合せ構造について説明する.

，'¥'1-11:誤差を念頭におくので，アルゴリスムを実装する計算機として，組合せ計算(整数計

mが正確にでき .ヲミ数計算に誤差はあるが同ーの言j'nには同一の結来を返す計算機を仮定

する.また入力の生成元集合はこの計算機で交差しないと判定されうすべての[)[)線分はこの

計11:機で 0でない長さが計算されるとする.これらの仮定はillfl:機の現実に近い



本節の多角形 ¥-oronoi図の構成アルゴリズムのもとになった線分 γoronoiIi!Iのアルゴリ

ズムを再び示すと次のようである IJf!線分を生成冗集合に l 個ずつ加えていく逐次添}Jn l_\~の
アルゴリズムである

アルゴリスム 14(線分Voronoi阿の梢成)

1.点の Voronoi1>11 v( Go)を作る

2. k = 1，' --，11の}llfiに 2.1をfrなう
2.1. I湖線分を Ckを添加し ¥i(Gk_dを ¥'(Gk)にiWiき換える

これで[jミ終的に分割線分 Voronoi1河川(，'n)を得るというものである 前節で述べたよう

に，この I'(Gn)から所要の Voronoi図は不安な辺を消去するだけで求められる アルゴリ

ズム 14の 1の点の Voronoi図 ¥f(Go)の併成は位相優先法の既存のアルゴリズム [74]を用い

る したがって，今回拡張した部分は 2_1の開線分を添加し Voronoi図をtt!'iき答えていく部

分である

<<J~分 Voronoi 図の術成アルゴリズムにおけるこの部分の骨格を以下で説明していく開

線分引を添加するとする あらかじめ各 II，!線分にjJ:.ð":に向きを付け，その始l~: ， 終点の縦一点
が求められるデータ榊迭をほi日しておく 始山jHl!jiw点を前端点，終点側端点を後端点とよぶ

ことにする IJ目線分 ekの前後の端点を7J11 めとするこのときに Voronoi凶の変化する部分

は次のような組合せ的な構造をもっ(図，5_20)

-新しく生じる辺や節点は消去される部分を問む閉路である.

・その消去される音s分は木憐造をもっ

・その木は両端点の領域をつなぐただ一つの道をもっ、

・その道は関線分 ekの左右にある生成元のI'J'iJ或の問を通る，

・仮怨辺はどの辺も少なくとも一部分は残る

本節のアルゴリズムではこれらの情i去を逆順に利用する。線分Voronoi1>(1の構成アルゴリズ

ムでは， IJI!*息分内を添加し Voronoi1立lをtaiき答える;'iJ1分は次のとおりであった

アルゴリズム 15(開線分 ekの添加)

1.前端点領域 R(Pi)の周上で道の出発点をi}.とめる

2.探索点を出発点におく

3.探索点が後端点領域 R(p))，こj主するまで 3.1を行ない.道を発見する

3.1.探索点に媛統する未探索辺のうちIJfWb}ekに|期して左右の生成元の領域のj/ljの辺を

傑索し現探索点でない側の節点をあらためて探索点にするー

4 道上の節点から ii~去される辺を探索していき消去される木構造を決定する

5. ii'i去される木tIIi造を囲むように新しい節点や辺を付加し木構造を消去して， l引Ullllf!線分

ekの領域を決定する

ただし，アルゴリズムの 3 の，道を見つけていく~~~程で領域 R(pj) に巡が達する前に仮忽

辺や無限にのびる辺を選んだり， 1羽路を作ったり、出発点の領I或R(Pi)，こ戻ってきたときに

86 



図 5.20:IJf.H浪分のi奈川

は『左布の半IJ定のもっとも|宅しそうな所から探紫をやり直す また，道を見つけた後、 4で木

憐iEを決定するために探索している辺も，仮:[1，辺や無限にのびる辺にi主したり，閉E告を作り

そうになったときには強制的にその辺の途中に新しく節点が生じるものとし ii'i去される部

分が木併迭をもつことを確保する このようにすることで次のような組合せ的な十1:11が保託

された分割線分 1・01'01101図をどのような計算誤差のドでも得ることができる

-すべての点3 開線分が単述結な領域をもっ，

・開線分とその端点の領域は必ず仮想辺で隣接する

この線分¥10L'ono;図のアルゴリズムを多角形 VOL'ono;1;;(1のアルゴリズムに拡仮するこ

のとき， ¥1oL'ono;点として，まわりの生成元の刊umによる型で，新しいものが導入される

(端ー点ー端)型 1 個の点とそれにl~統する 2 個の 1)日線分

この型の節点は生成元の点と同一座標値をもつので、座標I1直の計算に関して特に問題は起こ

らない

まず.開線分 ekの添加前に. r1Íj~~品点 Pi で Ck に隣嫁する関線分 el が添加されているとす

る. その後，Ckが添加されるとき 3アルゴリズム 1.5の 1で道の出発点を決めるところでは、

前端点領域 H.(]λ)の周上で仮処!辺に接続する節点のうちg-方は絶対に出発点にならない(1i!1

.5.21 ) 終点領J域 R(pJ)でも同様に， ekのi奈川l市lにP)に後続する他のIJ日線分が添加されるな

らば，絶対にjQの終点にならない節点があることがいえる 多角形 ¥1ol'ono;1耳|の怖成アルゴ

リズムではこれらの節点を近の探索で採!日しないことにした もう一つ|問題となるのはpta
分¥1oL'onoI1通とは追い多角形¥1ol'ono;1五lの構成では)~nrf- ~~'t差によって仮f.Et .ìll を経 111 しない

と，アルゴリズム 15の3で道の探索が行き詰まる場合があることである (1)(1.5.22) これは，

1Jf.IMA分添加の過程で l個の多角形のすべての辺が添加され， 他の未添加のIJfJMA分の端点がこ

の多角形の内部と外部に分離されてしまうからである このため，入力の開線分に前処理を
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図 5.21:出発点にならない節点 (11丸)(点線は仮怨辺)

して.多角形を閉じる辺を添加順序で最後になるよう並べかえるようにしたこのようにし

て.どのような計算誤差でも正常終了する多角形 Voronoi図の構成アルゴリズムを得ること

ができる

/¥aJJ  ， .、ぜ・・・ー
図 5.22 多角形で分離される封品l~ (破線は未添加の辺)

浮動小数点の数値計算に関する工夫や変更点は 5.4.3節に譲る

他にはT 例えば入出力の書式を変更したこれは，S8CVORのように，線分 Voronoi図の

場合には、初めの 2点が第 l線分，次の 2点が第 2線分、 のように解釈して，頂点庖僚の列

で入)Jを附単に済ませることができるが， PLVORのように多角形 Voronoi1:<1の場合.入力

として点の庵標値の他に間線分と端点の接続関係も必~になり?入力はより抜維になるから

である出)Jも同様であるそのため，実装の結来、同ーの生成元集令に対して， PLVORでの

入出力のサイズは SECVOR の約 21告になったこのようなアルゴリズム内部に大きく ~f~枠
しない変更点に関しては詳細を省く

計算誤差の存在を認めるということは，入力退化を発見できないことを意味するした

がって『本節のアルゴリズムでは入力退化のための特別な処理をJII!ましていないしかしな

がら，本節のアルゴリスムは退化した入)J に対しでも非退化入力と同ーの処Jlll をして IE1;~'

終了する

5.4.3 浮動小数の数値計算

~i'~の口頭で述べたように、位 fll 優先法はアルゴリズムを意識的に数値引外部分と組合

せ構造構築の部分にわけるので， 絶対に正常終了し 1 組合せ的な t~i;主を 1~liiíEするアルゴリズ

ムを得たのちに，数値計算部分に計算上の工夫を加えることができる 線分 VoronoiIZIにお

ける数他計算上の工夫は前節にあるので，本節では，線分 Voronoi図から多角形 Voronoi図



へと構成アルゴリスムを拡仮したときに S8GVORに公立lを))11え， PLVOllに保刑 した数値

計算部分について述べる

線分 Voronoi[羽の構成アルゴリズムでは，探2主・'1'の道の先端の節点 uから生成元のll，ゃ
開線分が添 )JO ↑~N線分 ek に対し左右とちらにあるかを判J 'iËし 3 次に探索する辺を決定してい
る この左右半IJ定では生成元がrJf.JMJt分 e{のときには節点 υから e{に下ろした垂線の足を p

とし生成元が点のときにはその点を pとして pが ekから左布とちらにどのくらい離れて

いるか計算してその他を左右判定の度合いとしている ( 1~1.5.23) 特に前者の場合、すなわち

pが豆一線の足であるときには多くの百1-t):7l三必要で，誤差の影響を強く受けると考えられる そ

こで Q と引が隣後するときには悉線の足を求めず司この 2f聞の1)目線分の端点を ])i. ])J'])と

して、 pの ekに対する左右'['IJ定を行ない，左右判定のj立合いとしてはより信頼性が高いと判

断し、一定の値を与えることにした.

図 5.23 生成元の開線分に対する左右'I'IJ定

また(線.線，線)型の Voronoi点の座標値 (λ-，YljZ(向次座襟)の計算で、 Voronoi/'f.の
まわりの生成元のうち， 2 f聞の閲線分が I個の端戸、を共有し，それらの作る角がπであると

き，線分 Voronoi図のときに保用した計算法では厳密に計nすると Z= 0となり鹿探偵を倣

定できない このため，座標値を求める VOl'Onoi点のまわりの生成元のうち， 2個の開線分が

1 f聞の端点を共有した場合，以下のように別計算をすることにした

今，@:標伎を計算したい Voronoi点を生成元 ei，ej，ekがこの順に反i時計周りに悶むとす

る局所的に変数の添字の付け替えをして，隣接している 2例のIJ目線分を eil匂とし、引の端

点を ])1町 P2，ejの端点を ])2，])4とするすなわち， ])2が 2例のIJ目線分 ei，ejの端点として共有

されているとするこれで eiiejに対して， ])" ])2，])4は一意に定まる残りの日目線分引の端点

を])5，P6とする ])5，])6は ])2司])5，ZJ6が正の向きに_;ijzぶようにとる これで引に対して、 715，]J6 

は-JJ:に定まる(図 5.24)各 PiのE目黒イirrを (Xi，Yi)とするまた，求める Voronoi点を 'U， そ

の座標値を (.q)とする開線分 ej，ej，引を延長してできる三角形を考えると 1 CiとCjが隣

援しているので，点 υは，この三角形の内心か三角形の[目点7'2に|刻する傍'L、の 2通りの場合

しかない

関線分 ei，ej， Ckの長さ di，dj， dkを

di ← V(XI - X2)2 + (y， -Y2)2， (5.93) 
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P1 P2 

P6 
ei 

ek 

0

・・
l
l
'

・・・・
0

・・白白山守
-a司
司

r 

ej 

P4 

PS 

閃 5.24:I除後関線分に|刻する(線級)~~~)砲の Vo ro noi 点を求めるための記号割当

(5.94) 

(5.95) 

ゾ(3:" - 3'2)2 + (!J4 - Y2)2 

/(:r・6- ，1'5)2 + (Y6 -Y5)2 

dJ 

dk 

←一一

で求めることにする

|耳J*息分ιE匂の作る角の 2等分線の向きに沿った任意のベクトルをl'= (.1'" Yr)とする

(IZI 5.:21)丸体的な値は後で定める Voronoi l~ vはこの 2等分線の上にあるから'A数 tを

JfIいて.

←ー

(5.96) υ=P2+I1' 

とかける この式を、点 υが開線分 ei句、 Ckから等距離にあることを示す式

.1"1 Xs ・t

!J4 !J_， Y 
1 1 1 

2・3 :r 

!J3 !J 

1 1 

X'2 

!J2 

:1.'1 X2 X 

!JJ Y2 Y 
1 1 1 

(5.97) 

に代入して tを求める ことを考えるこの式は p が内'L'，傍心のどちらの場合にも成立する

このままでは条件過剰なので
1 eiとιJの).Jf~;性を考慮して，左1l!112 辺の利と最イヲ辺の 2 倍に

よる等式

dk dj di 

3'， ，t2 ，'1: I 1 I X2 3'3 X' I 2 I X・<1 Xs ，'t 

!JJ Y2 Y 1+ァ 1!J2 !J3 Y I =ァ Iy. !J5 !J 
1 1 1 I

、)

I 1 1 1 I 叫 I1 1 1 

を利JTJすることにするこの式に V= ]12 + 17 を代入 して tについて整領した結果，

dJ.1'J - di:!，'4 

dj!JJ -diY'J 

め-
di 

Xs :1.'6 .1:2 

Y5 Y6 !J2 

1 1 1 

(.5.98) 

(5.99) didj 

dk 
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1 
1 ←ーー (.5.100) 

を得る これを用いて uの座標(士、Y)を

江

川

U
+
 

r
u
 

↑
 

r
u
d
 

(5.101) 

で求める次にベクトル γ の言lti:について述べる.閲線分 ej)ejに沿った向きのベクトル 1'i.7'j

を

I .tr， I 乃 -.tl I I .tr • I I X2 - Xl I 
η=  1，，' I← I o. o. 1，り=1"' I ← | ・ .I (.5.102) 

l !}r， J L Y2 -Yl J L Yr， J L Y2 -Yl J 

と定める 開線分 ei，ejの作る角の 2等分itは，一般に，ベクトル

1'=めη+diり (5.103) 

に沿った向きをもつ しかしながら，このように γを定めると ei，ejの作る角が π に近い場

合， 1の成分に激しい桁落ちが発生する(図 5.25)桁落ちを食い止めるため，このようには?

をとらず，]Jh]J2，]J4が正の向きに並ぶ場合には

<←[;:l+[f;7137;←[;::l+lrl 
としー /)1・向、 P4が正の向きに並ばない場合には

パ←[;::l+[7T13T;←[;::l+[11 
として， 1 を

r ← djγ ~ + di1~j (.5.106) 

と定めることにするー

H ・.. 
-'J' l 

~ 

.6. .， • 
}l  

‘、〆1
•. 

，bw 

J
U
 

-ー・ー
d"r" 

l"J d"r. 
l J 

図 5.25:2等分級に沿ったベクトルの求め方
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このようにしても.ベクトル γはh とりの 2等分線に沿ったIn]きをもちさらにT:，1'~ の
成す f1J は π/2を趨えないので.:k際J~桁務ちの彩併を食い止めることができる(l1!1.5.25). こ
こまでの計算で y がOになるときには'.Imf)~分 C1l e}l ('k が点 112 のまわりにWi~然していると
解釈し VOl'onoi.'.'~ PはP2と|口lーのJ必19rをr1iめるとした その他の分[JがOになる場合には

VOl'onoi点が生じないとして扱った

(線、線、紋)担以外の Voronoi点のlH:{jl{lの計算なと¥他の浮動小数の数値計算部分は，線

分 Voronoi1):11での計1i:法を変更せず平IJ川している

5.4.4 計算量と記憶量

多角形 Voronoi図の俄成アルゴリズムの計算誌について考える多角形 Voronoi図に対

応する分割線分 Voronoi図では線分 VOl'onoi1刻と同じく .節点、辺の総数は領域の総数の線

形オーダである線分 Voronoi図の機成アルゴリズムにかかる時間は，生成元数を η とする

と.点 Voronoi図の情成に O(n2
)、すべての間線分の添加に O(n3)かかり，探索のやり直しが

起こらない程度の計算精度があればIJfJ線分の添加も O(n2
)ですむ [28] 記憶茸は O(n)であ

る多角形 Voronoi図ではアルゴリズムの拡演は計算量と言己倍、景のオーダにかかわらない部

分に施されている したがって分割線分 VOl'onoi1:61の生成元の点と 11目線分の総数を N とす

ると，アルゴリズムの計算去は最惑で O(八13)，ある程度の計算精度があれば O(N2)である

また記'隠量は O(N) である計~ì 去は段Ì!&の O(N log N)[5]に及ばないが，従来のA次添加

型の情成アルゴリズムの計算最と同等である記憶泣の O(八T)は最適である。

アルゴリズムを実装したシステム PL"ORによって、実際の計算去を測定する実験を行

なった.入力は多角形だけからなるもので町必本的に次のアルゴリスムで符た.

アルコリスム 16(入力多角形集合の情成)

L 端点座標を [0 .1 ] 内の一様乱数で発生させ，端}.~ Pt，'" ，71nをとる.

2.初期間線分 el1"'，eπ を，ei= (Pi，P，+') (i = 1， 、n-l);en=(Pn'P，)にとる.

3 交差|井j線分対 (ei，eJ)が見つかるうち 1;):，3.1を実行する

3.L ei，ejの後端点を交換しでも二JtJ形が生じないとき，

Ci. ejの後端点を交換する.

そうでないとき.

Q の前端点と e
J
の後端点を交換する

4.全線分を出力して終了

ただし ここで二角形とは 2個の開線分であって、 向きを無視して両端点が一致するも

のをいう アルゴリズム 16の3での交差線分対 (c，・匂)の探索には 2通りの )j式をとった

第 Iの万式はうど差開線分対の添字対 (i，j)の針.1:一式順序で最小のものを探すもので、 総当り

方式とよぶことにする.第2の方式はアルゴリズム 1[7，65]に準じた予市i走査1去によるもの

で， 平面走査方式とよぶことにする阿省の方式で得られた開線分の総数 1024での分割線分

VOl'onoi IZJの例をIg15.26に示す。一見して開線分の分布に差があることがわかる各)J式各

線分数ごとに 10例の異なる生成元集合での計算時1mを測定した結果は各)J式，1判官分数と

も計算時[1\]のばらつきが小さかったので，計 J~:II寺加lの平均をとり結来を表 5.2に示す両 )J 'j.'è

で行干の差はあるが，計算立は|羽it分数の 2釆のオーダよりむしろ線形に近いことがわかる
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第 6章

まとめ

本論文では，計算幾何学で開発されてきた，効率的なはずのアルゴリズムが多くの場合、実用

にならないと いう問題点を指摘し，その原因である計算誤差と退化に関する研究を行なった

計算機の計算精度は有限である これはふたつのJJP，宋をもっ すなわち 3第 lの意味は，

週!論的な面から，計算機に有限の記憶量しか与えられていない以上，計算できる付象は有限

個に限られ，アルゴリズム設計者が想定しているすべての場合を扱うには無理があるという

ことである第 2の窓味は，:A用面から，任意の笑数データを浮動小数形式で受け入れ，計算

誤差付きで処理しなければ計:tiヲ速度と既存システムとの整合性の点から，実用性を欠くと

いうことである.

しかしながら?従来アルゴリズムの理論展開や設計時には無限精度の言j'Z'i-が仮定される

ことが多い そうして‘実数値の入力が無限精度で加工できることになると，次は判定式が

Oになる場合を 滅多にないこと"として無慌できるようになるこのため，笑際には111E視で

きない計算精度の有限性により司言j'~:誤差と退化の問題は%JTJfI寺まで欣置されることになる
本論文では?計算誤差と退化の問題を取り上げ、幾何的アルゴリズムの設言|の段階から

これらの問題を考慮することにより，アルゴリズムの設計から，実装，実用まで、計算誤差と

退化に“その場しのぎ'でない対処法を総合的に研究し、提案した

まず 2章で、計算幾何学での既存の研究をふまえて町幾何的アルゴリズムで扱うデータを

位相デーヂと計量データに分け，退化を計hlデータを変数とする判定式の零点として定義し

た また，判定式から除算と IJ日平を消去し判定式を多項式に限定できることも示したこの退

化の定義により，入力を定数ピット以下に制限することで，無誤差計算が有限精度でもでき

ることを示した これで.退化の問題を多項式の零点に関する!日Ji¥Hとして捕えた

次に 3章で，代数的に退化を扱う枠組みにおける退化対処法を，代数的jf!化対処法と名付

けた次に， Yap， Edelsbrunnelら)Ernirisら， Fortuneによる 3 既存の退化対処j去を紹介し.

前節の枠組みのなかで、項順序による多項式環の順序環化、記号的無[1良小1H!li切による零点の

解消という手法として、統一的な解釈を行なった 退化対処法の簡潔さと適用範聞は裏腹の

関係にあり， Yapの方法が最も適用範聞が広く， Edelsbrunnelら)Emirisら， Fod uneと続く

が，簡潔さでは)Fortuneが最も優れ1 Emirisら)Edelsbrunnerら， Yapと統く 迎ITJする場

而に応じて使うべき方法は別れるであろう続いて，趨準解析の手法を用いて、鈍限小限動の

解釈を行ない，整数論と集合論を基礎におく数学構造から幾何的アルゴリズムをm成する限

り，代数的退化対処法は本質的に記号的無限小限動法以外にないことを示し?代数的退化対

処法のある極の限界を示した とはいえ，同じ枠組みの退化対処法で，様々な万法が考案でき

ることは，注目に値する今後も研究の発展の余地があると思われる続いて， Grobnel基底
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を利IIIして，新しい退化対処j去を与案した既作のJii去が前処里IIとして実質的に判定多項式

の微分式を計算し.幾何的アルゴリズムを占き換える.いわばコンパイラ万式なのに対しこ

のJJ法I;J:，アルゴリズムの実行'l'に判定多項式の微分式に相当するものを計算していく，い

わば‘インタプリ夕方式をとる このJJ式はコンパイラ方式と呉なり、非j品化H手にも余分な百十

tì が必要な点がl珂らかに欠点であるが，~ Jl I ;r[Îi凶が広く簡潔なため;U主が~で，日fに実装さ
れている幾何的プログラムを気楽に退化対処版にしたい場合には有利である。

ぷ;に 4T.1で， *'1余演算を利Jljした~誤走;ì!-tìーについて取り上げた代数的jj}化対処法は，高
精度の無誤差計算を前提にする無誤差計算に関しては，理論的には計算桁数を卜分に多く

とれば達成できるしかし実!日の観点からは『長すぎる桁数の言1-1.!-は計算11字削のJ?l大を引き

起こし，退化対処法を組み込む前に，アルゴリズムが計算時間的に非実Jllo0な143主になって

しまう本章では，必要十分な桁数を求めることのl羽錐を指摘した.さらに、計算の結果必要

なものが値ではなく符号であることに着目して剰余演算を用いて長い桁数の数のJlI1減来n
の高速化し、計算して得られた剰余から他を復Jeすることなく符号を復元するJii去を提案

した.さらに，予備的な計算機実験を行ない実際の効*を確認した

次に 5T;宝で，もう一つの退化対処法である位相優先法の解説と，位相優先法に 2，~づく幾
何的アルゴリズムの開発を行なった位十u優先法は計算誤差の存在を前提にする方法であり，

退化の有無を厳密に判定することなく白然にjj}化を IgJ避する問題によって保持すべき位相]

情造が異なるので、概論的な方法論だけではすぐに利用するというわけにはいかず.実際に

役に立つアルゴリズムを憐築するためには.具体的なニ)I例ごとの工夫が必要である本市で

は，位相優先法の具体例として、新規に開発した線分 Vorolloi図と多角形 Voronoi図の構成

アルゴリズムをその実装プログラムを中心に解説したそのために必要な(点)Voronoi図の

憐成アルゴリズムに関しても概説した. また x袋した線分 Voronoi1i(1，多角形 Voronoi図

の情成プログラム SEG¥-OR，PLVORに関しては『各艇の計算機実験を行ない、数値的安定

性を実証しまた実用に足りる計算速度を篠保していることを示した

総合的に代数的退化対処法と位相優先i法を比較する.幾何的アルゴリズムを実際にmい

るときには， i同日Ijの場合に応じて求められるものが異なるであろう 理怨は、附淑なプログ

ラムで無限精度計算をしたものと同ーの計泣データと x.屑のない位相データが1出力として

高速に求められることである しかし，精度をヒげることは計 t~ーするピット数を i甘すことで

あるから司高速化とは相入れない従って，計算精度と計算H初日lのどちらをとるかという問題

になる代数的退化対処法はも判定多項式の符号判定を正確に行なうことを前提とするこの

ためにお精度計算が不可欠である 前の市で示したように剰余波n:をmいればm 倍長の整

数のJJni成来nと符号判定は簡略化と向A化が;11れるが，浮動小数での計算に匹敵するもので

はない.これは.代数的退化対処法による幾何的アルゴリズムは，本質的に百l-nll，¥，IlUが余計

にかかることを意味する. しかしながら代数的退化対処法は、無限小県1;})をうえることに相

当する JJ法なので.出力の位牲lデータは必ず、ある ~I'退化入力によって実現できるものにな
る ー}j， 位初優先法は，一般に，位相lデータの持つべき性質のすべてを保詞ーするわけではな

い アルゴリズム設計ー者が選んだ性質だけが保証されるその意味では、どのようなJド退化入

力データに対する出力にもなり得ないような位相iデータが得られる場合もある しかしなが

ら， ffj-n誤差を前提とすることは， '1'11 定式の11~j-決定のために浮動小数計算ところか，どのよ

うな誤差をもっ計算をしてもアルゴリズムの実行が破綻しないことを君、味するので，計算時

間のl~では絶対に有利である

より実用的iWJ1inを考慮すると司代数的j品化対処法では Forluneの指摘のように，判定多項



式のlllJがOに近いときに初めて、浮動小数奇I-J-i=から多倍長笠数計算に切り替えるのがiHJ-l:U寺
!日1の点では有効であろう ただし『実装は+主主1Iになりがちで.解くべき幾何的問題が絞維にな

ればなるほど、浮動小数計算から多倍長主主数百1-1~: に切り愁える境の見続りが急激に難しくな
るので3 見積りはあまくなる そのため 3切り替える場合がf甘え，実装の複雑さと計算時間は

共に急激に増大するという問題が残る位制l優先法では計t~:f市度を上げていけば3 判定多項
式の値の符号の誤判定は少なくなるであろう 出力図形の構造にある程度の精度を求めるな

ら計算時間と精度の問でハランスをとることができ，代数的退化対処法よりも柔軟性があ

る 5掌でも述べたように7 アルゴリズムを設計してから浮動小数計算部分を変更していくと

いう柔軟性ゃう位相優先法が保証する図形の性質の選択に任意性もある これは‘位相優先法

の利点であるが，同H寺に、 最適な幾何的アルゴリズムの決定が難しいことも意味するこのよ

うにう代数的退化対処法と{立相優先j去のどちらも，実月j上の改良を加えることができるが‘基

本的性格からくる囚難を除くには至らないこの基本的性絡を退化対処への接近法として姿

約すると 3代数的退化対処法は計算誤差を排除する点で3 いわば週論側からの接近法であり，

一方， f立相優先法は位相的な性質の保証しながら従来の方法を利用する点で， いわば実際~!Ij
からの接近法ともいえる

現実の要請は多様であり .代激的退化対処法と位柱l優先法のそれぞれに得失があり優劣

がつくものではない それぞれの特性を考慮すると.出力図形の構造的無矛盾性を完全に求

めるなら計算時間を無視して代数的退化対処法を 3必要な性質だけ硲保 し従来程度の計算時

間を姿求するならば位相優先法を選択すべきであろうどちらを選択 した場合にも 3 実用的

にはただ適用するだけでなく .精度と計算時間に関して改i号する ことが望ましいのはいうま

でもないしかし，退化や計~ì 誤差に考慮のない幾何的アルゴリズムのそのままの実装プロ
グラムやその場しのぎ法に央大な労力をかけながら対処法として不十分な笑装プログラム

が通用している現状と比較して代数的退化対処法と位和優先法のどちらも，プログラマの

退化に対処するための労力をなくし，プログラム本体の開発に労力を集中させることができ

る点と，理論的に効率がよい幾何的アルゴリズムを笑|努にも平Ilnlできるという点で.絡段に

優れているといえる

本論文の研究で.線分 Voronoi~，多角形 Vorono i 図を構成するプログラム SEGVOR、
PLVORが具体的なソフトウエアとして得られたことは，代数ぴ]退化対処法と位打11長先法の

理論展開とは別に、それ自体が成果である SEGVOR，PLVORは試作段階で，数値計算の方

法やデーデの持ち方なとに検討する余地が残るが，それでも 3 これまでに，広く知られたソフ

トウェアで，計算時ji¥]と数値的安定性において， SEGVOR， PLVOR粍l廷の;KJIlttを持つも

のはない したがって， SEGVOR， PLVORが幾何的アルゴリズムの応用分野で活月]されて

いくものと思われる

最後に，今後の~~!題についてまとめることにする 代数的j.t1化対処法では効率的て、簡素

な方法を開発することが課題である 剰余波算を利用 した符号|リ定では m倍長雄数の符号

判定に必要な計算去の理論的解明とその計算量で符号ー|リ定を行なうアルゴリズムのIJfl発が課

題である.代数的退化対処法は文字通り代数的な理論と手法であるが，位相優先法は，図形

の持つ位ヰ目的性質に若 白する点で幾何的であるといえる 24tで述べたように計算幾何学が

問題の幾何的側面に注目してアルゴリズム論の中で特別にアルゴリズムの効率化を果たすこ

とを考えると，位相優先法には，幾何的問題特有の退化対処法として研究の余地があろう 前

の草で述べたように，判定式の値がOになるときのすべてが，問題に|渇して対処すべき退化

であるかも検討する余地があるさらに，個別の応附上の需要が高い幾何的問題に対して，代
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数自(Jjn化対処法や{立中日優先i:tによる数値的に安定な幾何的アルゴリズムとその実装プログラ

ムの開発$経備も重要な課題である このように，また3 この他にも論文中で随時述べたよ

うに「有限精度計算を前提とする幾何(1'0アルゴリズムに関する研究は，新手されはじめたば

かりであり 3 多くの課題が残されている この分野で，実際に役立つ計算幾何学の構築にむけ

て，今後の研究の発展が不可欠であろう

97 



謝辞

本研究を進めるにあたり，多くの方々のお世話になった特に3杉原厚吉教授には研究の全領

域 ー全期間にわたって多くの指導をいただいたiJf.0l正夫教疑(現在Z'，奇数段、中央大学教

授)にも学生時代から論文をまとめるまでにわたり，多くの有用な助言をいただいた.速水謙

助教授にも論文をまとめるにあたり多くの貴重なご窓見をいただいた 久保田光一助手(現

在，中央大学助教授)，富岡豊助手(現在，松|ご屯器産業(株))，金子i孜一助手には，計算機の使

い方など研究の実務から研究の細部にわたる討論まで，大変にお世話になった研究室の大

学院の学生の皆様にも，多くの討論とご1およをいだだき大変に参考になった このほかにも

研究の各局面で多くの方々から様々な助言をいただいた これらのすべての方々に感謝いた

します

98 



参考文献

[[] Aho， A. V.， Hopcrol・1，J. E. ancl Ullman， J. 0.: ThcDc吋 ηandAnalysis of ('Ompl1(CI 

Algoriibms， Aclclison-Wesley， 1974 

[2]浅野孝夫?今升ニ浩， jJfJ'll正jミ計算幾何学，bii， ¥101. 16， No. 12-Vol. 17， No. 3 共立出
)仮， 1984-1985 

[3]浅野孝夫，今井浩計算とアルゴリズム ー 計算機の科学一，オーム社，1986

[4] i主!Jli'哲夫計算幾何学、朝合2F広， 1990

[5司]Au 閃悶n巾1h旧川a剖叩I汀mr

Structい;ur、e夙、 ACi¥イCOIηmηlpコlυli.Sl1山rv.，Vol. 23， pp. 345-405久， 1991. . 

[6] Avis， D.，今井浩，松水1;1介計算幾何学 ・離散縫M学3朝倉吉庖， 1994

[7可]Be町en川1llej幻， J.L. ancl Otlいman川nn.T.: Alg呂01口川l川thl11s[0印rHc叩po印rtll暗 a 吋 Cou山叩1日川n山1¥いingG ぞ叩叩O引n町1

lnt民erseclions，IEEE Trans. Co印mηlPl1i.，C-28， 643-647， [979 

[8] Cox， D.， Little， J. and 0官ha，D.: Ideals， Varieiies and Algoriihms， Spri時 er-Ve山 g.

1992 

[9叫]CuLla 吋 • N. (e 仁c1.):No 悶 tω川a剖I吋 ard An問alysisaIげ liωs Applic印allO肌 LMSSTIO. Can川川1bri川1口icl匂ge
University Press， 1988 

[10] Davis， i¥1.: Applied l¥'onstandard AnaJysis， John Wiley & Sons， 1992 

[11] Ebbinghaus， H. -0.， et al. (eds.): ZahJcn， Sprir事 r-Verlag， 1988 

Iド12勾]I巴::d白制elsbrl1山n川11閃 r，l1.: Ec匂e一Sk惜，eletonsi川nAr口ran暗g伊伊e町I問Y

1:93一[09，Springer-Verlag， 1986 

[13] EdelsbrunneムH.:AlgOl川 1115Iη Compl1tational Ceomc( ry， Springcr-Verl祢 [987

[14] Eclelsbwnner， H. anclルllicke，E. P.: Simulation of Simplicity: A Tcchniq叩 toCope 

以 itbOegenerate Cases in Geometric Algorithms， Proc. 4th ACM Ann. Symp. on 

Compl1tational G'comctry， pp. 118-133， 1988 

[15] Emiris， 1. ancl Canny， J.: An Efficient Approa.ch to Removing Gcometric Degcne叶

CI田 ，Proc. 8ih An11. S.vmp. 011 Compl1iatiollal G'eometq， pp. 74-82， 1992 

99 



[ド16叫]rアO印i山II川1I川l

30th IEEE AI1I1. Sylηmη1p. on n戸ou山J日川1η)(1仏atυ101η】S of Comη1putC印rSc口ICIη1ce，、pp. 494 一499， 1989 

[17] F'orllll1c. S.: Polyhedral Modclling lVith Exa.ct AriLlll叩 tic，Proc. 3rd lEEE Symp 

Solid i¥lodeJlil1g and Applicatiol1s， 199.5 

[18] Guibas司 L.，Sal白川、 D.and Stolfi， J.: Epsilon Geometry-sllilding Robllst Algo-

rit.hms from lmprccisc Calculatiol1s， Proc. 5th ACM AI1I1. Symp. 011 Computa.tional 
Geomctry. pp. 208-217， 1989 

lドlω叫9叫]Grcc問、 D.1I. a吋 Ya.ω0，F'.: Fi川n川1

lEEE 1¥11川I口Iη】 Symη1p.OIη1 FOll山j日川Iη1dati旧01η】S of Comγηlp凡ute印rScience， pp. 143-152，1986 

[20] :.tmn剛之，今井敏行記号摂動法と剰余波~による符号判定法の応用日本応用数理学会
平成 7年度年会講演予稿集， pp. 204-20.5， 199.5 

[21] l-latagllchi， T. and SlIgiha.ra， 1心 Exact Algorithl1l for Milll伯川kiOperators‘Proc. 

211d A引anConf. on Comput. ¥fision， Vol. 3， pp. 151-15.5， 1995. 

[22] :.tru口剛之 MinkolVski演算の高速かつ安定なアルゴリスムの研究2東京大学大学院工学

系研究科計数工学専攻修士論文， 1996

[23] lleld， M.: 011 the Computa.lional Ge印 nctlyof Pocket J¥Ila.chini略 LNCS500，Springcl 
Verlaι1991 

[24]今井敏行線分 Voronoi図の構成算法における計算誤差対策、東京大学大学院工学系研

究科言|数工学専攻修士論文， 1989

[25]今井敏行，杉原厚吉組合せ俄造を優先した線分ボロノイ凶の情成法，情報処理学会研究

報告、 89-AL-1l-2，1989

[26]今井敏行計算誤差に強い線分 Voronoi図の構成法，R本応月l数週!学会平成4年度年会

研究発表予稿集， pp. 243-244， 1992 

[27] 今井敏行計~誤差に強い多角形 Voro l1 oi 図の構成法、円本応用数理学会平成 6 年度年
会講演予稿集， pp. 40-41， 1994 

[28]今チl敏行杉原厚官誤差による破綻の'L、配のない線分 Vorol1oi図m成算法，情報処理

学会論文誌， Vol. 35， No. J 0， pp. 1966-1976、1994.

[29]今，)1ニ敏行 剰余演~を利用した多項式の符号判定と言1'"j1:幾何学への応用，悩報処思学会
研究報告， 94-AL-39，pp. 17-24，1994 

[30]今井敏行 多項式の符号判定のための剰余波算の手IJ)1I11，と計算後何学への応!r1，口本応

m数理学会論文誌， Vol. 5， No. 2， pp. 11-18， 1995 

[31]今井敏行.組合せ憐造を優先した多角形 VOrDl1oi図の併I&:法3 情報処思学会研究報告3

95-AL-45， pp.17-24， 1995 

100 



[32]今井1告，今:JI伎子計算幾何学，情報数学講座3 共立出版、 1994

[33] lnagaki， 11、SlIgihara，1¥. and SlIgie. N.: NlImerically Robllst Incremental Algorithm 

for Constrllcting Three-Dimensional Voronoi Dia.grams， Proc目 41h Canadian Conf. 
on Computalional Geomeuy， pp. 334 339， 1992 

[34]伊理正夫， !f!f"1崎H百弘， !Ilf-下浩平(編若)計算の効率化とその限界，数学セミナー増干1]，日

本評論社、 1980

[35] {.J'f~型正夫数 {i主計si の常識， 共立/J-\版 1985

[36] fI干理正夫(院修)，腰塚武志(編集)計算幾何学と地理!情報処理，bit別IlIr，共立出版 1986

[37] {j干理正夫杉l点厚吉計算誤差を考l主した幾何的アルゴリズム，情報処理学会研究会研究

報告， 88-AL-1-1， 1988 

[38]伊理正夫(監修)，JI要塚武志(編集)言I~~:幾何学と地理情報処理第 2 版，共立出版， 1993 

[39]石畑清アルゴリズムとデータ情造，忠波講座ソフトウエア工学?岩波占。庖，1989 

[40]釜江哲朗 ノンスタンダード アナリシス，数学セミナー， 1986年6月号，pp. 20-30， 

日本評論社、 1986

[41]釜江哲朗超準的手法にもとづく確率解析入f"J，ifJ倉舎庖， 1990 

[42司][，、u川a引ras引ick.1¥1.， Li陀ebe町r，D. a 吋 Na.ckman. L. R 毛 Eflic口len川tDelall山11悶 yTI口山i日a叩L日ng別1I1a叫山Lい1旧onUsi川n

Rationa.1 Ar口l比tl1m】etいic，ACM 1'，吋"fan】s.Gr悶'a可a何ph】l叩cs丸， Vol. 10， pp. 71-91， 1991 

[43] I¥eisler. H. J.(斎藤正彦(訳))銚|浪小解析の基礎，東京図書， 1979 

[44] Keller-Gchrig， ¥V.: F三以 Algorithms for the Chara.deristic Polynomial， 1'beoretical 
Compllter Science， Vol. 36， pp. 309-317， 1985 

[45] Klein. R.: Concrete and Abstract Vorolloi 0日.grams，LNCS400， Springcr-Verlag， 
1989 

[46] Knllth， D. E.: 1'he Art o[ Co町 ')lIterProgramming， Vol. 2， Seminllmerical A位。一

rithms， 2nd ed.， Addison-Wcsley. 1981 

[47]小久保岩生 一般化 Voronoi線図の情成算法の研究 ー 特に線分に対する Voronoi線図

について， dI京大学大学院工学系研究利計数工学専門諜科修上論文， 198.5 

[48] Milenkovic， V.: Verifiable lmplcmentations of Geomctric Algorithms Using ["inite 

Precision Arithmetic， Adif. Intell.， ¥fol. 37， pp. 377← 401、J988

[49]皆川剛，杉原厚吉 {立中日優先分'/iIJ統治法による 3次元凸包の構成3 日本オベレーション

ズ リサーチ学会 1995年度春季研究発表会アブストラクト集， pp. 18-19， 1995 

[50]皆川剛位相優先逐次添加型 2次元 VoronoiIZI -II~I広算法，日本応用数理学会平成 7 年度
年会講演予稿集，pp. 210-211， 1995 

101 



[51)皆川向IJ:3次元凸包情成問題に対する分割統治'l1:i，去の数値的安定化東京大学大学院工

学系研究科言十数工学専攻(多国命文、 J996

[，52) 森凹紀_，位+II~I:IJ論，岩波全書，岩波書!万 1981

[.53)中村芯最近の計算機代数の埋論と応JTJ，数学、 Vol.48， No， J， pp， 12-21， 1996 

[54)大屋隆生 VOl'onoi線図の効率的情成法に|羽する研究，東京大学大学院工学系研究科音l
数工学専門課程修士論文 1982

[55) Ohya， T" Iri， ~ 1. and Mut'Ota， l(，: a p，品tVOl'onoiーDiagl'amAlgorilhlll with Quatet 

nal'y Tl'ee Buckcting， 1nfot'/1lation Processing Leltel百 18，pp， 227-231， NOl'th-Holland， 
1984 

[56) Ohya， T.， 11'i， M， and Murota， 1<.: llllprovelllents 01' the Incl'e町I1l.al1¥1et.hod 1'01 

t.he VOt'Ol1oi Diagrall1 wit.h COlllparisol1 01' Val'ious Algol'ithlllS， J. 01(' Operations 

Resea 1'ch Socieれ，;o[ .)Rpan， Vol. 27， No ムpp，306-337，1984 

[57) Okabe， A， al1d Suzuki， A，:Stability 01' SI川 ialCo叫 etition[01' a Large NUll1bel' o[ 

Fil'll1S on a Boul1ded Two-Dill1ensional Space， Environment and P1anning A， VoL 19， 

pp， 1067-1082， J987 

[58) Okabe， A" 800t5， B， al1d Sugiha叫 [¥，:Spat凶 T田 seJJatio旧 Co町 eptsand AppJi 

cations o[ ¥foronoi Dia.grams， Johl1 Wilcy & Sons， 1992 

[59) Ot.tmann， T" Thcill1t.， G， and Ulll'ich， C，: I¥'uげ川rr町Y

rit山h口1官s， Proc， 3おrdACNJ Con】f.on COl打mη1pUt臼aliolη1a1Geomηletむry，pp， J19 125噌 1987

[60) Oishi， y，: Topology-Ol'iented Divide-a吋 -Conque1'Algorit.hll1 [01' ¥lol'ol1oi Diagrall15， 

G1'aphicaJ Mode1s and fmage Processing， ¥101. 57， No， 4， pp. 303-314， 1995， 

[61) Pl'eparata， f. p， and Sbamos， 1¥1， 1.: Computationa.J Geometry， Spril1gcr-Verlag， 

1985 

[62) Robl川 no，L，: Terrn Orderings on t.he Poly"ominal Ri喝 Proc， EUJWCAL '85， LNCS204， 
Springcl'-Verlag， pp， 513-517， J 985 

[63)坂元宗和，高木幹雄力11重ポロノイ分割電子情報通信学会技術研究報告、 PR.U87-49， 

pp， 21-30， 198i， 

[64) 佐々木建Ui'l今井浩 ， 浅野孝夫3 杉原厚吉言I~:代数と計算幾何，岩波講座応用数学，岩波
元住居， 1993

[65) Sedgewik， R，: AJgOl川 ms，2nd ed" Adclison-W田 ley，1988 

[66] 白柳潔， Sweecll町、 M 代数的アルゴリズムの安定化理論，日本応用数理学会平成 7年度

年会講演予稿集、 pp，198-199， 1995， 

102 



[67]内相lIi禁近似アルゴリズムにおける安定化手法、コミュニケーション科学研究所の研究

活動 1994年度， p. 36.日本電信電話(株)コミュニケーンヨン科学研究所，1995 

[68] Srinvasan， V. and Nackllla.n. L. R.: Voronoi Diagrall1 for MlIltiply-ConnccLcd Polyg-

onal Dornains 1: AIgorilhll1、 IsM J. Re5. Dev.， Vol. 31， No. 3， pp. 361-372， 1987 

[69] Srinvasa.n， V. and Na.ckrnan， L. R.: Voronoi Diagrarn for l¥1ultiply-Con問 dedPolyg 

onal Domains Il: Irnplcmentation and Applica(ion. IBM J. Re5. Dev.， Vol. 31， No. 3， 
pp. 373-381， 1987 

[70叫]Su叩gihara，1¥. an吋cl[ri， 1¥ルM.:1'wo Des剖i唱叩ψgnPコ引川1'11叩 plcs o[ Ge印oll1etri比cAIほgo即仙r口ithm町S1川nF刊?可ml叫te仔
一

Precision Arithrnetic， AppJied MathematicaJ Lcttel宮守 Vol. 2， No. 2， pp. 203-206、

1986 

[ 7リ杉原厚吉，伊理正夫 言 I''Î~:誤差に よる暴走の心配のないソリッドモデラの提案、情報処理
学会論文誌， VoL 28， No. 9， pp. 962-974， 1987 

[72]杉原厚吉.伊理正夫組合せ構造の優先によるボロノイ i剖昨成算法の数値的安定化、 1988

年度応用数学合問研究集会報告集， pp. 183-192， 1988 

[73]杉原厚吉パターン認識の道具としてのボロノイ凶構成算法の整備，電子情報通信学会

技術研究報告， PRU88-119， pp. 1-8. 1989 

[7刊刊4叫]SlI時噌gl出ha川a剖ra，I¥. and lr口i.1¥1.: Con 仙 u川ct

ators n川nS引"川ngle← Prcc口IS引l旧O印nAri山thll1刊letいic.Proc. First Cal1adian COI1f. 011 COlllplltatiOl1aJ 

Geomet'Y、p.42. 1989 

[75] Sugibara， 1心、Ooishi，Y. ancl lma.i， 1'.: 1'opology-Oriented Approa.ch to Robllstness 

a.nd its Applica.tions to Several Voronoi-Dia.grall1 AIgorithms， Proc. the Second Ca/Ja-

dian ConよinComputationaJ Geometq， pp. 36-39. 1990 

[7花明6列]Su暗噌g♂ibaraι.1¥. and Iri 、i. 1¥1.: Con 山 u山ctionof the Vo印ron叩O印iDiはa勾叩gra削川m [01'"司Onc]¥[i山II山li旧O

Generators i川nSingle一Pr、ec臼IS引l旧011Ari比thmetiλic.Pフroc.fEEE， Vol. 80， pp. 1471 1481九，1992

[77寸]Sugih川ara，K: A S釘Sin川1

Voronoi Diagrall1百 仁Computation，IEICE TralηJ5. F，アマ'u山l日川Iη1C仁damγη】elηJtωaJ5，Vol 巴75-A.pp. 468一

477， 1992. 

[78]杉原厚吉計算幾何工学， アドバンストエレクトロニクスシ リーズ，培風館、 1994

[79] Sugihara， T¥.: Robust Gift Wrapping for the Three-Dil川!門附Y

Com百Jpute臼rand Sy5tωem 】Sc口ience5，VOωl. 39， pp. 391一407，1994 

[80] Sugiharaτ Iく ARobust ancl Consi山 川 AIgorithll1for lnterscding co川 exPoly hecl ra， 

Computer Graphic5 Forum， Vol. 13， No. 3， 1994 

[81] t:，僑大介，金田康正ー並列処理指向のスーパーコンピュー タ利用について 多倍長桁数

の平方様計J'iーを中心として ，センターニュース， VoL 27， No. 6， pp. 49-56， 1995 



[82) Ie;j椛秀俊、石僑善弘電子計算機による exacLな言Inの新JJi.t(Illocllllo p i寅J'I:の応111)，

情報処理， Vol. 1. pp. 28 "12. L960 

[83) I青山信毅環と加併のソフトウエア、数学， Vol. 45， No. 3， pp. 256-263， 1993 

[84) it.山家はみだし幾何学，岩波干|学ライブラリー 18，岩波:~~i:1苫， 1994. 

[85)和問秀男，高速釆zr法と素数判定法 上智大学数学~I~究録 No. 15，上智大学数学教室

1983 

[86) i'ap. C. 1(: An O(ηlogη) A Igorithlll for thc Voronoi I)iagram o[ a Set of Silllple 

ClIrve Segments， Discrete Compl1t. Gcom.， Vol. 2， pp. 365-393， 1987 

[87) i'ap， C. 1<.: A Geomctric Co叩 stencyTheorem [or a SYlllbolic Pertllrl川 ionScheme， 
Proc. 4th ACM AnJl. Symp. 01J Compl1tatiollal Geometry， pp. 118-133，1988 

[88) 吉田清範代数的なi~の符号1'1]定に必要な言in精度， ZE子情報通信学会論文誌， Vol. J69 

A， pp. 543-547， 1986 



付録

Manual of SEGVOR: 

A FORTRAN Program for Constructing the Voronoi 

Diagra m  of Line Segments 

Toshi:yuki Imai 

Dcpartmen七of¥lathcmatical Engineering ancl Information Physics 

Faculty of Engineering 

University of Tokyo 

Adclress: 7-3-1 Hongo Dunkyo-ku Tokyo Japan 113 

e-mail: imai③simplcx. t. u-tokyo・ac.jp

1994-07-10， Vcrsion1.03 

This l1lanual sholl's how to lIse SCGVOR， a rORTRAN progral1l for construcling 
the Voronoi diagral1l of line segments. The manual consists of two sections. The 
nrst section gives sOl1le basic concepts of the Voronoi diagral1l of line segments lo be 
lIsed in seclion 2. [f a user is familia，、I'ilhthese concepts. this part may be skippccl 
The second section shows the proced山・cof running the SCGVOR program 

1 The Voronoi diagram of line segments 

1.1 The Voronoi Diagram Generated by a Generator Set 
L 

¥Vc consicler a set L = {L，、ん}01" linite line segments placed on a plalle (s田 lhe
heavy continuous line segments in F'igure 1)， ancl剖 sumctha.t these line segmcnts 
do not cross each other. I¥ote that a degenerated line. i.e. a point is not allowecl 
Lct d(p. q) be the Eucliclean distancc beいveenい1'0points p and q， and 

d(Ih L，)=11!n{d(p，qs)|qeE Lz} )
 

-(
 

i.e.. thc clistance from a point p to the ncarest point on Di' ¥Vith this clistancc， 11'(' 

clelinc 

¥I(Li) = i川 {pI d(p， Li) < d(p， q;)， (/j E L;，j -# i，j = 1，...叶 (2)



and if，t 

ν(L) = {V(L，)， ••• ¥ (Lη)}. (3) 

IVhere intD rneans thc inlcrior of the sct D. Thcn the VoroJloi diα(Jl'am 0イlillf

.，"g川 cnls is clefi nccl by t 11(' sctν(L) (the lighl co山1I1IOUSlin白川 Figure1). Since 
lhc Voronoi cliagrall1 of linc scgll1ents is spf'cificcl by the set L， we say thatν(L) is 

lhe Voronoi cliagram gcneratccl by L. Wc rercr to L as a generαlor sel ancl L， as a 
gr礼引'alol'.

The Vorolloi cliagrall1 consists of subregions. ¥ '( D，)ラ'‘ V(Ln). ¥VC call tlH'sC 
slIbrcgions ¥'orol1oi 吋ゆ川 T、¥、¥¥10 (l町吋ζcljaccntV，勺oron叩oircgions shar閃cthe c印O印m川11川川1刊n削 li川n
scglll町lcn川t(or a h旧叫alflil問).¥れ¥vぞ cal州11this li口ncscglll附ぞm刊nta ¥'0/'0附n叩101e町イdge，an町吋仁CIcall a poi川ntat 

、¥¥'、¥'h ich th ree or 11101ぞ Voronoicclges Illecl a ¥'01、.0110;，，'prlc.t'. Note that for any point 

p on a Voronoi eclge betwccn い叩 Voronoircgions ¥I( Di) ancl ¥f(Lj)， an eqllation 

d(])， Di) = d(])， Lj) 

holds 

1，2 The Voronoi Diagram of Line Segments Generated by 
the Decomposed Generator Set Ld 

The constt'uction of tlIc Voronoi cliagrall1 of li問 segmentsν(L)generated by D is 

two-folcl. FirsL we constrllcL the Voronoi cliagram of line scgmentsν(Ld) ge町川町1

by a 1l10clinecl gencrator s札、 callcdthc 'clecoll1poscd gcncrator set'， Ld The reslIlt-

1時 li問 Voronoicliagralll V(Ld) has the property that Voronoi edges of ν(L) are 
contained in thosc of ν(Dd).Th同 seconcl，we clclcte unnccessary Vo町lOicclges in 
ν(Ld). As a result， we obtainν(L) 

To const山 ctν(L)、¥Veconsicler 2n + 4 points， 1'1，. .. .7'2叶 4. The poinls ])1，))2，]13 

are the verticcs of a sufficiently large triangle cont a川 ingall gencrators in D; lf all 
generators are in a u山i日n川1

The po印"川nt匂S])2訂2叶+2.P勺2訂E叶+3a町rethc cncl po引"川n叫L凶sof a genc引rato印rLi、.， = 1し$、ηThelast 

po印"川n川lt7防y均2η叫+判41目5a削nl川mηma姥g川 a町ryp。印"川n川1礼tr加a剖rfrom thc川cla凶a引rg伊ctrianglcム/)1/)2/)3.Let L? be the 
line segrnent obtaincd by exclllcling the cncl points 7'2i+2， ])2i+3 froll1 Di' Thcn the 

line segll1ent Li is writtcn as Li = {])2i+2' ])2i+3} U L7. 1刈

L
cI 
= {ZJll ])2，'" 1 P2n+2. P2n+3， L~ ， 、 L~} (4 ) 

¥VC call thf' set Ld the decompo.sed gCllelαlor 8(/ of D 

¥¥'C now wish to generatc the Voronoi dia邑ramby this dccomposccl generator seL 

bllt to c10 80， wc have to rnake one J110re modi日cationon cquation (1.). Since Li c1 o~s 
not inclllcle its e吋 pOI口I川Sヲ were-define eq川

d(13，IJ)=12f{d(PJJ)1qJ E L;} (5) 
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¥¥it h this dislal1ce. ¥¥"(' d"[;II(' 

¥ '(Lf) = ;nt {p I d(7). Ui)く d(p，q)，qEg.gヂL;.gE Ld} (G) 

fol' i = 1，... n， and 

V(pk) = illl {p I山人pk)く d(p，q)，qE .'1，.'1ヂPk，.'1εLd
} (i) 

fol' !.: = 1..... 2n + 3. Lct 

ν(L
d
) = {¥ '(1'，). •• • ¥'(P2n+3)' ¥'(L7). .. . I"( L ~ ) }. (~) 

¥¥・ecall lhe SeLν(L'I) the ¥lol'onoi diagram of I;n(' scgments gcnel'ated by the 

dccomposed ge問 ratorset Ld of L. Note tl川 fol'a町 poi川 P011 a. ¥lol'onoi ('dp;e 

b"l問

d(p，g) = d(p，g') 

also holds 

The line ¥lol"Onoi diagl'arn gC'l1cl'ated by thc dccolllposed gencl'a.tol' scl Ld of L in 
Figul'c 1 is shown by the light cOl1tinuous lil1cs al1d the bl'okel1 lines in Figul'e 2. 

incc genera.tors in lhe original sct L arc illclllded il1 generators in the decolll-

posed gcncl'ator set Ld， the ¥loronoi cdgcs of ν(L) are included in those 01ν( Ld) 
Thus the日na.1pl'ocedlll'e is to del<，te the lInncccssal'y edges (indicated by lhe bl'oken 

lines in Figure 2) fl'olll th(' Voronoi edg<'s inν(Ld) (A 川 ol'edctailccI proc"c!UI'(， ;s 

gi¥"en by Okabe. soots and Sugihol'a (1992町 Seclion:3.，3)). ¥¥ithoul loss of g('I1(，l'aliい.

we cal1 considc引rth】atall le引1口川ITI1J1団叫alpo印"川n川11“sp仇ιド. i = '1久lし曹 ..2 η +:3a剖re11川n】 a II山1日n川1

[0，1りj"'.Under such considel'ation， these proc町 ]UI'CSgi¥'cs us thc same diagralll i¥S lhe 

¥'ol'onoi diagram of line seglllents in the unit squal'(， 

2 Procedure of Running SEGVOR 

2.1 Input Data File 

2.1.1 Name of the Input Data File 

Thc Icngth o[ the name of an input data filc l1lust bc less lhan 01' "qual 10 9 

chal'aclcrs. A name having mOl'e than 9 ch剖 aclcl'scauses a failurc. TI1('l'c is no 

olhel' I'estriction. bullhe l'ecol1lmcnd"d namc is nf??dal whcl'e? is dcl('rlllined Iw 
a user 

2.1.2 Fomlat of the Input Data File 

The lile consists o[ the Ilumbcl'， 目、 oflinc scgmcnls and t!1(' cool'dinalC's (，T2;+2 

Y2叶 2)，(X2i+3' Y2i+3) of the end poi山 ]J2i+2，]J2i+小 1- 1)...)円 AIIpoil1ts j)J must， 

be in a unit sCjlla.re [0、1]'
Thc il1put data file shollld be in thc followi日巴 Ol'c!el 
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n : i 10 format 

J'.， : fJ 0.6 format 
Y4 : [10.6 formaL 

1'2n+3 : fl0.6 formaL 

Y2n+3 : flO.6 [ormat 

An cxample is shown in Appendix 

2.2 Running SEGVOR 

The scssion ¥Vith your computer goes as follows (a user is supposecl to typc bolcl face 
letters;[R]means a. return kcy). 

% segvor [R] 

Type of the distribution 

1，2，3 or 4 

4 [R] 
??f??dat? 

aafaa.dat [R] (type your input c1ata Glc name) 

lnterrupt nurn. of seg. <= 2 

2 [R] (type the number appcarecl in thc above linc) 
O-non stop 

l-stop for each N segrnents 

o [R] 
003-z i，itrs，nofs 1 2 2 

003-z i，itrs，nofs 2 2 2 
f??gdt 

faa.gdt [R] (type your output ぬta日lenamc) 
--501*writing-1--

ー-005*finished--

1-cha且gegenerator 

2-end 

2 [R] 
1 

Then you ¥Vill get the output rile faa.gclt， wbich we call a gdl file. 

3 Output File 

3.1 Name of variables (sce Figure 3) 

The namcs of variables usecl in the output file are as follo¥Vs 
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ic: the ic-th Voronoi edgc 

iv: the iυ ← th Voronoi vertcx 

l山 (ie):start vertex 01' Voronoi edgc ie 
kcν(日):end vcrLex 01' Vorolloi cdgc ie 
klf(ie): Voronoi region that is Icft to Voronoi edge ie 
krf( i乙):Voronoi region lhat is righL to Voronoi edgc ie 
iemax: maximllm index 01' Voronoi edge 

ivmax: rnaximllm index of Voronoi vertiιes 

ne¥Vpc: index of the lop edgc in lI11llscd edge stack (lIscd only for compll-
Lational pllrposcs) 

nofg: nllmber 01' terminal points 01' inplll linc scgmcnts (i.(、2凡)
icol(同f1agof Voronoi c匂e;C (lIscd only for complltatio川 1purpo叫
ictypc(ie): type of Voronoi cdge ic (see Figure 4; -1ニ nollIsed) 

vorox(川 xcoordinate of Voronoi vertex叩

voroy(iv): y coordi同 te01' Voronoi vertcx叩

genex(ψ): X coo凶 naleof generator ig 
邑eney(ig):y coordina， 

3.2 Format of the gdt file 

The olltplll data are sho¥Vn in the following order 

iemax: il0 forrna.t 

ivmax: iJu formaL 

newpc: ilO format 

nofg: i 1 0 formal 

icol(回):i2 forma.L i 
kev(同。 ilOformat I 
ksv(叫 ilOforma.L I 

i repcat 1'01' ie = 1 to iemax 
ietype(ie): i2 format r 
krf(叫 ilO[ormat I 
klf(日):ilO format J 
¥'orox(叩):c14.6e4 format 1 
νO町(れ仰叩川υ):e14.6e4 fot円ma

gc問 x(ψω):e14.6e4 forma.t 1 
gcn町ey刈(切ω):e 川 Cω4 for口川l町叫Y

An exa剖tn判川pl炉f't旧sshown i川nAppen刊dix

3.3 Transformation to a Postscript format file 

The program SVPS transfortns a. gdt format自Icobtained from thc abovc proccdurc 

transforms into a PS (Postscript) fortltat filc. A lIser can see the reslllL th.rollgb a 
PS printer 01' a PS viewer 
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T¥¥'o paral1lclers should bc delcrlllined b"fore rllnning lhc progral1l S¥i)S. One 

paral1lct町、 wiclcl1l.c1C'lNlllincs tl1('別zcof lhe olllpul. [f you fix wiclcll1 = 1.;.0、the

Olllput figllre is c1rawn in a 1.5clll squarc. The c1efault、alueis l.5clll. Second. Il in the 

SlIbrollline nal1lccl prbl c1clcrlll日lCSlhc l1ull1l>pr 01" linc scglllcnts that approxilllatc a 

parabolic ClIrve. Th(' d，'falllt valllc is .5 

lIaving Gxecl these paralncter valllcs.礼lIseris sllpposecl to run S¥'PS.r wilh the 

Olltpllt filc nalllecl SVPS. 1'h('n th(' scssiol1 goes as [ollows 
%svps[R] 
f??gdt 

faa.gdt [R](type yOllr gclt filc nalllc) 

--601本ready

一-601*finish 
xm工n

O[R] (the minil11l1l11 x-coo吋 !日tcvallle in terms of the scale of your inpllt c1ata) 
ymln 

O[R] (thc m川11川川nl川1口川IIll刊lU山my-c∞O∞O印川凶、てぐ山
width 1 

l[R] (thc wiclth of your fral1lc in tcrll1s of the scalc of your input c1ata) 
f??ps 

faa.ps[R] (typc your postscript filc lIa肌11問1

wrltlng 

Type of generators 

original -0 (lhc Voronoi c1iagral1l gcneralccl by lhc decomposcd gC'lIf'ralol. set Ld) 
separated -1 (lhe ¥'oronoi diagralll gC'neratecl by L) 

O[R] 

hardcopy -1 x 

again -2 

another -3 

nothing -0 

O[R] 

1 

Scnd the resulting PS filc to a PS printer. Thcn yOll will g('l a hard copy of your 

¥'oronoi c1iagral1l of line scgll1C'nts 
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Notice 

| 111c alithol ElisLl llH11何日1"(:γORsystcm only 10 thosc uS0rs who日grcc(hc fol 
o¥¥'lng 

1. The llser uses SE:CVOli sys(('111 1'01' nonprofit purposcs only 

2. The author clocs not brar responsibility [01' any trollble that user l11eets in the 
use of SECVOR s¥，s(rlll 

:1. ¥¥・hCIlthc llser publi吋hrsany rcsults obtained by SEC¥'OR SYS(CIll， hc cxplic-

itly states in the pap刊 (hathc usecl SCCVOll s.)'strm. Also， hc sencl a reprinl 

o[ thc paper to thc aul hors 

4. The user reports (0 (11(' au(hors any trollble he meets in the usc of SECVOR 

syslel11. (The author will rcrnovc bugs， if any， in their earliest con¥'enicncc.) 

The adclress 01' (he aulhor is: 

Toshiyuki lmai 

Department of i¥lathema(ical Engincering ancl lnformation ドhysics

Facull.)' of Engineering， l'ni¥'crsity of Tokyo 

Ilongo 7-3-1， sunkyo-ku， Tokyo 11:3. .Japan 
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Figul'c 1: thC' VOl'onoi cliagl'am 01" two linc scglll('nls 
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Figul'e 1: lhe VOl'onoi cliagl削 11or 100 lin(' sC'gmenls oblainC'd by S I~ C: VO R and SVPS 
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Appendix 

An example of an input file 

2 

0.200000 

0.300000 

0.700000 

0.200000 

0.500000 

0.300000 

0.600000 

0.700000 

Figure 5: the input file 01" tlw Voronoi diagram of figurcs 1 and 2 
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An example of an output file (gdt白le)

28 21 o 37吉94f1E+OOOO

21 O.54J5lJe.oooo 

17 -.264491E+OOOl 

4 20 Q.354492E+OOOl 

8 O.554487E+OOOO 

13 O.286378Eφ0000 

9 O.500000E・0000
20 -， 614230E..QOOl 

12 -.263)47E.QOOO 

L -， 461674E.OOOl 

7 2J o .1l7778E・0001
2 10 9 O.S5555SE.OOOO 

10 13 ロ440071E・0000
11 O.3149B2E..OOOO 

4 6 O.44i626e+OQOl 

14 10 Q.121S2SE+OOOl 

12 O.603311E+QOQl 

3 13 O，369454E+OOOl 

15 19 O.266667E+OOOO 

O.633333E..OOOO 

9 。754167E・0000
15 10 O.470833E+OOOO 

9 14 O.699563E+OOOO 

10 19 O.462609E令 0000

20 O.259929E+QOOO 

10 O.599643E.OOOO 

11 4 O.666666E-DOOl 

8 10 O.8333J3E..QOOO 

15 O.OOOOOOE+OOOO 

-1 o.ooooooe"oooo 

29 O.SOOOOOE申 0000

14 O.6S0000E・0001
10 -.469600E+QQOl 

-1 -.250000E.QOOl 

2. -.126796E+0002 O.569600E+OOOl 

O.732037E+OOOl -.2500QOE・0001
O.OOOOOOE+OOOO O.2000aOE+OOOO 

12 -.200000E..0002 O.3QOQOQE.QOOO 

5 o .126796E"0002 O.700000E"OOOO 

4 0.732037E"'OOOl 0.200000E・0000
s 19 -.641734E"'0000 O.SOOOOOE.OOOO 

10 ← 390867E...000l 0.300000E・0000
O.740865E..0000 0.6000005...0000 

s 0.404324E+OOOO O.700000E+OOOO 

11 -.4968マlE...OOQl O.OOOOOOE・0000
O.365736E..000l O.OOOOOOE+OOOO 

Figurc 6: Lhe ou(puL日Ic(gdL ftle) of the Voronoi diagralll of ftgur(' I and 2 by 
SEG¥'OR (.5 columns) 
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