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1. 序論
計算機性能および並列計算技術の進歩によ

り、現実世界の大規模複雑形状構造物の有限要
素解析が行えるようになってきている [2]。これ
は、形状が複雑な構造物への対応が可能になっ
てきたことを意味すると考えられるが、一方、
現実世界では別の軸として現象の複雑さがあ
る。たとえば、固体力学分野では破壊、塑性、
接触などが挙げられる。本研究の目的は、形状
と現象が共に複雑な問題に適した効率的な解法
を提案することである。
さて、非線形性などの複雑な現象の多くは構

造不連続部などで局所的に発現する。本研究で
対象とする破壊力学問題において、き裂先端近
傍の領域では、き裂進展に伴うメッシュの切り
替え、塑性やクリープなどの材料非線形現象、
大ひずみなどの幾何学非線形現象、破壊力学パ
ラメータの評価などを伴うことがある。一方、
き裂先端から十分に離れた領域は線形弾性体、
もしくは非線形性が比較的マイルドである。問
題規模が大きくなると後者の自由度数が大きく
なる。このような特徴を持つ大規模破壊力学問
題に対して、き裂先端近傍の領域とそれ以外の
領域を独立に扱うようなアプローチが有効であ
る。以降、き裂先端近傍の領域をローカル領域、
もう一つの領域をグローバル領域と呼ぶ。
このようなアプローチをとる既存手法とし

て、ズーミング法や重合メッシュ法 [3] が挙げ
られる。また、このようなアプローチをとらな
い通常の有限要素法を用いた大規模破壊力学
解析も行われている [4]。これらの手法をマル
チフィジックス連成解析手法の観点で分類する
と表 1のようになる。分離型解法は二つの領域
を独立に解析する方法であるのに対して、一体
型解法は二つの領域を一つの連立一次方程式
にして解く方法である。分離型解法は片方向、
双方向に分類され、分離型双方向連成解法は時
差解法と反復解法に分類される。分離型解法で
は領域境界上の境界条件を受け渡すことで二
つの解析の相互作用を再現するが、片方向連成
解法および双方向時差解法は領域境界上の連
続性を厳密に満たさない解法である。これらに
対して、双方向反復解法は連続性が満たされる
まで二つの解析を繰り返す方法である。また、
Overlappingおよび Non-overlappingは本研究

表 1 大規模破壊力学解析手法を連成解析手法
として見たときの分類

Overlapping Non-overlapping
分離型片方向 ズーミング法 N/A
分離型双方向時差 N/A N/A
分離型双方向反復 鈴木ら [5] 本手法
一体型 重合メッシュ法 (通常の FEM)

図 1 Overlapping 型の分割 (左) と Non-
overlapping型の分割 (右)

で導入する概念であり、図 1 のように二つの領
域を重ね合わせるか否かを意味する。ズーミン
グ法は、グローバル領域を解析した後に、その
解析結果から適当な境界条件をローカル領域に
付与して解析する手法であり、Overlapping型
の分離型片方向連成解法である。重合メッシュ
法は、グローバル領域とローカル領域をラグラ
ンジュの未定乗数法で結び付けて一つの連立一
次方程式にして解く手法であり、Overlapping
型の一体型解法である。鈴木らは重合メッシュ
法によって生成された連立一次方程式を反復的
に解く手法を提案している [5]。通常の有限要
素法は要素剛性行列を重ね合わせて全体剛性行
列を生成するという特徴からNon-overlapping
型の一体型解法と解釈できる。
ズーミング法では、ローカル領域の応答がグ
ローバル領域に反映されないために精度を担保
するのが難しい。重合メッシュ法は生成される剛
性行列の条件数が大きくなることが知られてお
り、解析できる問題の自由度数が線形代数ソル
バーの性能の制約を受ける。本研究では、ズー
ミング法よりも高精度であり、重合メッシュ法
のように線形代数ソルバーを規定せず、かつ、
通常の有限要素法よりも効率的な解法を提案
する。提案手法は連成解析手法の文脈で Non-
overlapping型の分離型双方向反復解法に分類
される。
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2. 分離反復連成解法のアルゴリズム
本研究では図 1 (右)のようにモデルを重なり

合わないように分割し、それぞれを独立に解析
する。二つの領域の相互作用を担保するために、
マルチフィジックス連成解析手法の一つである
分離反復解法を用いる。分離反復解法では領域
境界上の連続性が満たされるまで二つの領域の
解析を繰り返し行う。
分離反復解法のアルゴリズムには反復法の文

脈から多くの手法が提案されているが、本研究
ではブロック Gauss–Seidel法を用いる。ブロッ
クGauss–Seidel法では二つの領域の解析を交互
に行う。領域境界上では、グローバル領域から
ローカル領域に強制変位境界条件を受け渡し、
ローカル領域からグローバル領域に荷重境界条
件を受け渡す。このとき、収束を加速させるた
めに強制変位境界条件の受け渡し時に緩和を行
う。緩和係数 ω は Aitken補外

ω(k+1) = −ω(k)
r(k)T
(
r(k+1) − r(k)

)
||r(k+1) − r(k)||2 (1)

を用いて残差ベクトル r から動的に求める。
以上をまとめて、Aitken 補外による動的緩和
付きのブロック Gauss–Seidel 法のアルゴリズ
ムは

k← 0, ω(0) ← 0.1, u(0) ← 0, f (0) ← 0
ũ(0) ← KG

(
f (0)
)

r(0) ← −ũ(0)

while ||r(k)||/||r(0)|| > τ do
f (k+1) ← KL

(
u(k)
)

ũ(k+1) ← KG

(
f (k+1)

)
r(k+1) ← u(k) − ũ(k+1)

ω(k+1) ← −ω(k) r(k)T (r(k+1)−r(k))
||r(k+1)−r(k) ||2

u(k+1) ← u(k) − ω(k+1)r(k+1)

k← k + 1
end while

のように表される。き裂進展解析ではき裂進展
ステップ毎にこれを行うため、全体としては二
重のループ構造になる。ここで、 f は領域境界
上の荷重ベクトル、ũ、uはそれぞれ緩和前、緩
和後の領域境界上の変位ベクトルである。KG

は領域境界上の荷重 f を境界条件として解析
を行い、領域境界上の変位 uを出力する関数で
ある。KL は KG と同様に、強制変位 u を入力と
して反力 f を出力する関数である。r は領域境
界上の残差ベクトル、τ は許容誤差、ω は緩和
係数である。許容誤差 τ は 10−3 とする。

3. 三次元疲労き裂進展解析例
片側にき裂のある帯板の一様引張の疲労き裂

進展解析を行った。き裂付き帯板の寸法は板厚
8.00 mm、板幅 48.0 mm、板の高さ 160 mm、初

期き裂長 10.0 mm とし、荷重は 100 MPa とし
た。分離反復解法の他に、計算時間と精度の比
較対象として通常の有限要素法による解析も
行った。モデルは対称性から図 2 のように 4分
の 1モデルとした。図 2 ではグローバルモデル
とローカルモデルが分離して可視化されている
が、実際には連続である。有限要素はアイソパ
ラメトリック四面体二次要素であり、材料定数
はヤング率 210 GPa、ポアソン比 0.3とした。グ
ローバルモデルの自由度数は 1,738,803、ローカ
ルモデルの自由度数は 226,083、総自由度数は
1,964,886である。き裂進展解析の解析ステップ
数は、き裂を一要素ずつ進展させ、計 41ステッ
プである。
一番はじめの解析ステップの解析結果を図 3
に示す。コンターは Mises の相当応力であり、
変位は 200倍に拡大してある。メッシュと同様
にグローバルモデルとローカルモデルが分離し
て可視化されているが、実際には連続であるこ
とに注意する。
き裂進展ステップ毎の分離反復解法の残差履
歴を図 4 に示す。き裂長に関わらずほぼ一定の
反復回数で収束していることがわかる。反復回
数の平均は 15.8であった。
分離反復解法による解析と通常の有限要素
解析の計算時間を比較する。比較に使用した
計算機は Intel Core i7-930 (Nehalem) の標準的
な Linux PCである。コンパイラは Intel C/C++
Compiler 12.1 であり、コンパイラオプション
は -fast とした。分離反復解法の計算時間は
12,600 s、通常の有限要素法の計算時間は 57,000
sであり、スピードアップは 4.52であった。なお、
メモリ使用量はそれぞれ 19.4 GB、20.9 GBとほ
ぼ同じであった。分離反復解法の計算時間の 50
%、通常の有限要素法の計算時間の 89 %は線形
代数ソルバーであった。さて、直接法や前処理
付き共役勾配法など、一般に線形代数ソルバー
では、係数行列に対して下準備を行う段階と右
辺ベクトルを与えたときに求解する段階の二つ
に分かれる。本研究で使用した疎行列直接法ソ
ルバーである Intel MKL 10.2の PARDISOでは、
前者の段階に相当するのがシンボリック分解お
よび数値分解、後者の段階に相当するのが三角
求解 (前進・後退代入)である。これらの処理毎
の計算時間を表 2、表 3 に示す。分離反復解法
では、グローバル領域とローカル領域の解析を
独立に行うため、表 2にはそれぞれの行列分解
および三角求解を示している。分離反復解法を
用いると、グローバル領域の解析の行列分解は
解析のはじめに一回行えば良く、その代わりに
三角求解を反復回数だけ多く行うという実装
になる。しかしながら、行列分解は一般に三角
求解よりも計算量のオーダーの次数が大きく、
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自由度数の大きい問題の解析では行列分解の方
が計算時間が大きくなりがちである。したがっ
て、分離反復解法を用いると通常の有限要素法
よりも連立一次方程式の三角求解回数が多くな
るが、全体として計算時間が小さくなる結果と
なった。このような計算時間の優位性は、メッ
シュや要素剛性が局所的に変化するような問題
一般で得られると考えられる。
続いて、分離反復解法、通常の有限要素法、

および理論解の三つで精度の比較を行う。精度
の比較には直接変位外挿法によって求めた応力
拡大係数を用いる。図 5 に、一番はじめの解析
ステップの応力拡大係数を示す。横軸がき裂先
端の節点の板厚方向の座標、縦軸が応力拡大係
数である。線が片側にき裂のある帯板の一様引
張の二次元的な理論解

KI = F(a/W)σ
√
πa, (2)

F(a/W) = 1.12 − 0.231(a/W) + 10.55(a/W)2

−21.72(a/W)3 + 30.39(a/W)4 (3)

であり、二種類の点がそれぞれ分離反復解法と
通常の有限要素法である。KI はモード I (引張)
の応力拡大係数、aがき裂長、W が帯板の横幅、
σ が荷重、π が円周率である。分離反復解法の
解析結果は通常の有限要素法による解析結果と
ほぼ一致し、板の中央では二次元的な理論解と
もある程度一致していることがわかる。板の表
面付近では多軸効果から応力拡大係数が小さめ
に評価されることが知られており、この解析結
果でもそれを再現できている。図 6 に、き裂を
進展させたときの板の中央の応力拡大係数を示
す。横軸がき裂長、縦軸が応力拡大係数である。
き裂長が変化しても分離反復解法と通常の有限
要素法の解析結果はほぼ一致し、理論解ともあ
る程度一致していることがわかる。この応力拡
大係数から Paris則

da
dN
= C∆Kn (4)

を変形して

N =
∫

dN ≃
∑ ∆a

C∆Kn (5)

のようにして疲労サイクル数 N を求めた。こ
こで、da/dN はき裂進展速度、∆K は最大応力
拡大係数と最小応力拡大係数の差、C、n は材
料定数である。本研究では、∆aを要素の辺の長
さとし、応力拡大係数は ∆K = KI − 0 = KI、材
料定数は [6] から C = 3.78 × 10−12、n = 3.07 と
した。求めた疲労サイクル数 N を図 7 に示す。
横軸が疲労サイクル数 N、縦軸がき裂長 a であ

図 2 片側にき裂のある帯板の 196万自由度の
三次元メッシュ

図 3 片側にき裂のある帯板の三次元解析結果
の応力コンター付き変形図

る。図 6と同様に分離反復解法と通常の有限要
素法の結果はほぼ一致し、これらは理論解とも
ある程度一致している。

4. 結論
本研究では、き裂先端近傍の領域とそれ以外
の領域を分離し、それぞれを独立に解析した。
そして、分離反復連成解法を用いて両者の連続
性を担保するような解析を行った。三次元疲労
き裂進展解析を通じて、本手法が通常の有限要
素法と同程度の精度で、かつ、通常の有限要素
法よりも高速な解法であることを示した。今回
の 196 万自由度の解析例では 4.52 倍高速化し
た。また、本手法は二つの領域それぞれのソル

表 2 分離反復解法による三次元き裂進展解析
の計算時間とその各処理毎の内訳

処理 累計時間 平均時間 回数
全体 12,600 s - -

分解 (KG) 960 s (8 %) 960 s 1
分解 (KL) 1,190 s (9 %) 29.0 s 41
求解 (KG) 3,730 s (30 %) 5.41 s 690
求解 (KL) 407 s (3 %) 0.627 s 649
その他 6,310 s (50 %) - -
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図 4 分離反復解法による三次元き裂進展解析
の残差履歴

表 3 通常の有限要素法による三次元き裂進展
解析の計算時間とその各処理毎の内訳

処理 累計時間 平均時間 回数
全体 57,000 s - -
分解 50,300 s (88 %) 1,230 s 41
求解 257 s (1 %) 6.27 s 41

その他 6,440 s (11 %) - -
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図 5 片側にき裂のある帯板のき裂先端の応力
拡大係数
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図 6 三次元き裂進展解析の応力拡大係数
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図 7 三次元き裂進展解析の疲労サイクル数

バーが線形代数ソルバーを規定せず、たとえば
将来的には領域分割法 [1, 2] のような分散メモ
リ並列ソルバーをグローバル領域の解析に用い
ることも可能であると考えられる。
今後の展望として、グローバル領域ソルバー
の分散メモリ並列化による複雑形状実構造物の
解析、き裂進展に伴うメッシュ再生成の高度化、
弾塑性などの他の複雑な現象への応用などが挙
げられる。これらはいずれもローカル領域とグ
ローバル領域の性質の差が大きい問題であり、
このような問題に本手法を応用すれば、今回示
した比較的単純なき裂進展解析の例よりもさら
に効率的な解析が可能となると予想される。
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