12 Uber die Fewegung ernes Funktsystems
von

Takeo  MATUZAWA, ; -

-

s

Instxt ut fur Erdbebenforschung

~ (Vorgelegt den 6. Juli 1943, ——Eingegangen den 3. Juni 1944,

(1) FEndeitung. Mah ka‘nrrdié Fortpflanzung der, Erdbebenwellen von

vielerlei Standpunkten aus betrachten, z. B. als elastische wellen'im gewdhn-
lichen ‘Sinne, als Diffusion der Beweguug in zerstiickelt%n Erdkruste,” oder
- als Ubertragung der Bewegung der eingebetteten Massenpunkte‘ durch die
dazwischen liegenden Medien.>> Es hidngt natiirlich von der Bedingung der
betreffenden Eldkruste ab, welchen Faktor betont zu betrachten.. Hier
. mbchte ich den letzten Fall ndher betrachten, ‘und zwar ganz 1deahs1ert

" (2) Bewejung des 71-p117zlJystems in einer Dimension. Es sei, n Massen-
punkte von der Masse m” werden durch “massenlose elastische Faden von der
. Lange ! stuckweise verbunden, und die beiden Enden festgebunden Setzt
man die Jangsweise Verschiebung des i-ten Punktes g1e1ch E , ist-die Zlehungs-

-

kraft des Fadens gleich

- +} “Ci wo'/; eine Konstante istv
- Dann 1s‘t die ki‘netische Energie des Systems gleich ’
" 1 LA
= S‘ g
| 1 5 m X &7,
und die potent1e11e Energie ,
U=—j- & [Fice s —2e 4t )
' A 1 L = . 2 ’ *
= g eam). as0 gn=0.
‘Also lautet die Bexvegunqszleichung/ des i-ten Punktes wie folgt,
@ 3
df : (5 41— ‘)—{—5‘;_1), 1:1, 2; ........ n.

Setzt man £,=eipt 1. bekommt man

'

1> S. “T. Nakamura, Bull, Cent. Meteor. Obs. Japan 3 (1919): M. Ishimoto, Bull;E’a}th.
Res. Inst 13 (1935),130: K. Takahashi, Geophys.Mag.11 (1938),117.
2y K. Tida, Bull Earth. Res. Ins't 17 (1939) 783.
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Uber die Beu'egu'ng eines Punktsystems. C 131~

‘-14;,_15h(a?—2);?1;+A[_1=0, i=1, 2,00 es n, Ap=0. Anup =0~

wo af¥mz :
Vo =Ty .

Eliminiert man die n Unbekannten A., dann folgt die n-reihige
Determmantenglelchung voh z=a'—2,

. : (3) Die gezuungene Bewegung. Wenn der (n+1)-'e Punkt der Bewegung
guy,=A sinwt unterliegt, dann békommt man leicht die folgende Bezie-

hung. o _ :
' .:1::(2——&92)[11, ‘ A3={<2—a02)—1}A1’ ............
. *4.-':2!;—1('_'%)441» ceee Angy= An('—{%)Al-
Also ’ ' ‘
. . ./ . 14 ‘/‘1_ ) A(‘—‘x) . -( x)
: A = -, Ai= 1 ol 4, .- A =N 4
P ACTS IR AEED SEEECD) |
ml o, : o . ‘ -
WO @) = L o’ x0=ao-—:-2. . o . , ] ;
> o (4) Mathematisches siber A".’ . Diese'Gleichung, ebenso wie 4., gem’igt. der

gleichformigen Rekursionsformel wie folgt,-
di=zdo—y—di — .

‘\IaCh Wemgen Velanderungen erhdlt man eine Fuhktion 4%, mlt einer

Rekursnonsformel 4 —xd 1+ zli

A,z_n_O dle mit dem Tschebyscheff’schen
Polynom iibereinstimmt. Aber fiir n<2 fehlt d1e Uberemstlmmung

_ 4, in Potenzen von z laittet

) : dy=2"—(n— —1e" =4 (7“‘2)@*3) n._‘; (”"‘3)015‘;)(”*5) e

(= 1)( )x‘—27+ ........ . w26,

: odex in stexgenden Potenzen

p<p+1) L (=L p(p+(p+2)
1.2.34 *

dyp=(—1) {

ety (), i

e
.

dy == {(p+De—

(1Y (p2+:1r1>‘ . .l}"‘ ’Sl,»);

p(p-rl)(p+2) (P l)p(p+13)(f;2‘(z>_t§_)
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Nach v-rnaligen Iteration der Gleichung von .1, ergibt sich
Ap=dy A _pedyey Ao, '

Fiir 4, erhalt man ganz dhnlich

dy=dy doy—dyy 4 pey

Besonders . o '

‘ doymy= Ay ey — By Ay = (A Ay ) sy

dy=ddy—dy By = (ot Ay (DD

(5) ILisung der Gleichung 4,=0.> Diese Gleichung ist eine Sakular-

gleichung. Der Wurzel von «f ist nicht anders als der E1genwert bei der’

E Hauptachsentransformat1on der Bilinear-formel

n—1

K(zz)= ZZ'x ~——22‘x x +,=2(x — 20 ) +arn .

" Weil K (=, x) posmv deflmt ist, smd bek_anntlich -die allen Eigenwerte
reell. ‘ ’

Durch Anwendung der Maxxmum—mmlmum Elgenschaft der Elgenwerte

kann man sie Jeicht berechnen.

Der erste Eigenwert /c, ist. das M1n1mum (od. Maxnmum) von K (x, 2)

-unter der Nabenbedmgung S zit=1.
il

Dann lautet die Bedmgung waa—w-O bei der Nebenbedmgung wie folgt,

Ty T — z, z, . .
I S e A R ,,.H—{- L0, i=1,vroreen n.
Zi . xy s

wo 2, als eine unwillkiirliche Verédnderliche .betrachtg:t ist.

7, dann

Setzt man zi=a, sin—"— +1 )

- Alle diese z; geniigen der 'Maximum—minimum Bedingul'lg.‘ Nach weniger
Berechnung ergibt sich :

ae—1

T, =
2, ZiT 4= cosn_*_1

&

Ao xl=2(1 —~eos; T

Der zweite Eigenwert &, ist das Minimum K (\, X unter der Neben-
bedingung

1) Die Wus zel dieser Glewhung sind im ,, Sound Vol. 17 von Lo1d Raylemh
gegeben und awar ohne Hinweis auf die Methodc der L*sung.
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mit der Belegfunktion- 3/1=»*» namlich
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)._A

xA?._

b

1

. .

und 3z =0,
; -

wo '_ , ‘—§m +1

Die Max1mum—m1n1mum Bedingung mit der Nebenbedmgung l'autet
I ol IR AN

zi 2, Tyt =0, 7=1, 2-...n, "
“‘x-'—l"‘xiﬁ— L1 Tt Ty
z.=a, sin 2" — _T_lz mit—3— 2 —2—n=1 geniigt den Bedmgungen Dann bekommt :

.man den zwe1ten Elgenwert wie folgt, nﬁmhch

1 K,= (l—cos 2 +1)

Ahnhch kann man we1terkommen und im allgememen ergibt swh der y- te
Elgenwert

T . . .

L2 =2(1-cos. ”n—l—l) p=1, 2,000 en-m,
Zu r, 'entspréchende Elgenfun}ctxon ist ' .
. . . 77;/1'=ay Sln XJ? +1 2, : ) 'g=.0, 1, 2,— ...... 7L+1.'
Wurzel 2,  von A O 1st natirlich gleich 2 cos ﬁ-Tu .

Einige funkt1onentheoret1sche Uberlegungen fihren-uns zum folgenden
Resultat, das leicht verifiziert wird, nimlich

./!n=";l (x-{-'ZCOS > sln{(n+1 cos™ "}‘

y=1

+1

~dw _ sin{(n+1)cos—'y}
gi=

Wenn man eine Funktion . A, = sin(cos—"y)

mit %*y einfithrt,

bekommt man ein System von orthogonalen Funktionen zwischen -1 und +1

+1

+1 . ’ .
%f Vimyt Matdy=1," f /1=y M. Mndy=0.

—1

Nachst wollen wir den zweiten Fall der Randbedmgung batrachten

Wenn an beiden Enden die Mitte des Fadens fest gehalten wird, dann ist dxe )

Potentielle Energie

- . 3 . -1 .
U=: ;c {%E 9+.§ $i~+—2—5n-—— RS 5:+1}- :

-

sin(cos—‘§> , ’  |

-
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» . . Die Gleichung der BeWegung lautet

¢ .k R
m‘d?,-——" l (351 5) '
A b m—g 7 (28 —&i—Eim1)
d¢; '
171;-(—{5._,: =—-——(3En ,;...1).
Wie in & 2.gelangt man zur Stikulargleichung
A,L~‘ at—3 1~ 0eevn-- © =0
1 «*—2 1 e
0. 1 a*-2 - v
- : : 0 -
a*—2 1
-0 1 a*—3 l
D1e entsprechende Bilinearform ist dann . o -
n~1 ’ )
N 1( (z, )=3z.*+2 Z z; +3zn--—22 ity
Die Minimum Bedingung vqn K (=, =) bei S z:2=1 lautet
: ) 3
X Ti =% 4 xu—r*‘_-’”?ﬂ —0. . .
z, xy
_Et -1 + x.;.l-l-x,_ =0 7
. z; Zy ’
'*xn-l + Zyt1F2y—1 =0
Zn z, ?
‘ ’ . Fid . 1 . a12 v . -
zi=a; Sin—\i—7 ) mit — =1 genigt den Bedingungen.
Ebénso wie friher gelangt man zum ersten Eigenwert
/c1=2<1—-cosi\,
. n /
und im al]gemeinen
Tk, ——2<1-—COS—D ), v=1, 2,“-,-'--7).
Die &, entsprechende Elgenfunkuon ist ' ' - N
/ - 77»1' =“w Sm”z‘(i-‘—%-), i=1,0000 “n. : . ‘ -

. Setzt man e=¢’—2, dann
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L e 1% -
Aﬂ—{l<x+2(;os p u) /,7,,_ sin (n cos 2)
v 1+
R
An einem Ende wird ein Punkt festgehalten und an dem anderen Ende

wird die Mitte der zweier  Punkte gelnlten, dann lautet d1e Glelchung der
Bewegung und der Potentielle. Energle :

d*¢;

m df =- _(53—! 1““25 it&ia). )
128, k

1 (df; =— — uE”—f-s, _1)

und _
=2 (2 gt en-—"? §i8in)

Die entsprechende Sikulargleichung ist

. : An'= a"-'-—2,» 1 - OQeeeens .4_—_0 . .>'
S | e | l
"0 a2 .
@—2 1
. 1 a*—3
~ Die Eigenwerte lauten
K —2/1~ cos u), p=1, 2, cereenen
n+2

Und die entsprechenden Eigenfunktionen sind

- r/,,-=ay sin y——""—1.
N o "y .

(6) Spezelle Fille. Nun wollen wir die Fortpflanzung der Wellenform

in fast unendlichen Reihen solches Punktsystems betrachten. ’
Fall i. Zwei Punkte formen eine Welle. .

In Ac+1+(a"—~2)xl;.—{-Ag_l=0;‘ Kann man setzen

S e Adipr=(C(=1) 4, mit ¢*=4.
Dieser Fall entspricht dem Eigenwért f‘1=2(1-—cosr:)-—4 fur einen Punkt
in § 5. Die Fortpflanzungsgeschwmdlpke1t ist dann

RSy |

) T m g _ &,
Fall ii. ‘Vier Punkte formen eine Welle. ' a

LY
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Hier génﬁgen A;= (/ I)4 mit o -—2 der Glelchung Dieser Fall entspncht
de‘rhiEigenweg‘t = (1—- COS-; 2 =2

Die Geschwindigkeit ist dann :
S 44 _ _2_1_2_ K

. o T 7 w7
Fall ifi. Acht Punkte bilden eine Welle.
Vom'§ 3 ) '

A= A A A _1,’
Aig,=d.4 —d iy
Hier muss man setzen A:p;=.4, ;11~+4=—AA.
Diese Bedingungen werden immer befriedigt mit «=,/2" bezw.

@=2—,2.
Dieser Fall entspricht dem Eigen\ver;t «x,=2(1~ cos—j{—):Z—/?. :
Die Geschwindigkeit. ist i T N i
S LWIE (WS
Fall iv. Sechzehn Punkte bilden eine Welle. ' "
In R e :

: . o Argomd A —d Ay, -
muss man setzen A +1(—A~, Aipa=—A4;.
" Diese- Bedmgungep werden immer befriedigt mit 2z°=24,/2  bezw.
E=2—1/27 7
’ Dieser Fall entspricht dém Eigenwert m1=2< 1— cos ~§—>.

. Dié Geschwindigkeit ist

.y 6L 8y/2= /vy /R 313 J R -
i .' 1 w m : .
" Es scheint also, dass sich die Geschwind‘igkeit immer ndher an deﬁ
Wert / s~ schm1egt Je mehr Punkte in emer Welle tellnehmen, d. h. Je

langer d1e Wellenlange zum Vergleich mit'1 wird.
‘Tm allgememen wenn eine halbe Wellenldnge ../ nte)," 0<e<l ist,
werden die Glelchuncren der Bew egung durch B
o Y R __er,“ : . .g_ /. V, T\
& =4 sin e od. B cos—n_;_e : mit a —2\“1—- Cos )

befriedigt. Dann ist die Fortpflanzung von einer Wellenform mit der halben
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Wellenlarige (n+e)l auch moglich.
Die Geschwindigkeit ist

_ 2(n+e)l _-(n+te)l /.V P E . K
V=S =T o ) NE-S

(7) Ubergang zum Kontinuum. Dividiert man die beiden Seiten der.
Bewegungsgleichung durch 1, dann
N

m e _ k
AT

A (GIT DENCIEN NN

. . ¢ . .
Wenn man m in ! gleichmaissig verteilt ‘denkt, dann ist m/1 die Langendichte ’ .
des Fadens o. Bei den grossen Wellenlingen niamlich bei immer grossen '

'Werte von » werden die erste Eigenfunktion

i=a sin n:e ¢ N
immer wieder kontinuierlich fir 1. |
Also kann man setzen  ° «
lim (§-41—8:)—(& —§ ) _ 0%
1—0 12 . oz2
Demzufblge wird die Gleichung der Béwegung ’
- ot N ’ v \
2 . e AN
Tor = kg -
und die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist ¥V =/ —é—,
. Wwas wir schon gesehen hat, nimlich V= A/ Z_nl ‘
A (8) Anwendung 2ur Erdkruste. ‘In der Erdkruste wie den Konglo*meratfen-

oder San'd—_Schichtenrkann‘,man die Fortpflanzung der Wellen in #hnlicher
Weise wie oben betrachten. Dabei kann man ruhig die effektive Dichte und
elastische Konstante denken, ebenso wie in kontinuierlichen Medien.
(9) Anwenduny auf das Diffusionproblem. Wenn viele sehr gute Wérme-
leiter durch sehr schlechten Leiter nebeneinander verbundeh werden, dann
' : kann man angendhert die folgende Gleichung annehmen,

‘ oT: _ sk - _
. o8 = (T T (T =T L)
wo T Temperatur 'des i-ten Warmeleiters,
[

Wiarmekapazitit, ) : . ’ , .
Masse des Teiles, o
Waérmeleitvermégen des schlechten Leiters,

L~ w3

. Entfernung zwischen den nebeneinander stehenden Leitérn,
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s “Areal der beriihrenden Fliche,
Setzt man

N

-

Ti=e-ntT;, und . a’:cmﬂffp,

- S0 kann man ganz shnlich wie oben behandeln.
‘Hier wollen wir elmge Bemerkungen iiber die Idee der Dxffusxon der
‘Erdbebenwellen machen.)> Der zweite Hauptsatz der Warmetheorie lautet,

dass die Warme von der hoheren Temperatur zur tieferen fliesst. Aber die .

Energie <der elastischen Schwingungen behilt sich nicht 1mmer so. Das
'hangt von dem Phasenverhiltnis ab. ’

Nun wollen wir viele zerstiickelte Bodenteile betrachten, in welchen
Extinktion der Schwingung sehr klein ist und sie werden nebeneinander
gahz schwach gekoppelt. - ' o

u; sei die Amplitude der Schwingung des i-ten - Teils.. Ein wahrschein-
licher Fall der Koppelung kann so sein, . dass die Verschiebung an einem
Rande pfop’ortional der relativen Verschiebung ist, nimlich ‘

U -—L igr—uy) .
" Nun’ kanh man d1e Gleichung der elastischen Bewegung wie fo]gt setzen,

(8t+ 81;) (az ax) u=0

ou ou

ot %oz L T

Also ist
ot
auch ein moglicher Fall.
Dadurch kann man auch wie folgt setzen, wenn die Wellenlange genug
gross 1st

-g%’-— B (w4 —2u; +uz—1)

. Namlich, wenn das Phasenverh:ntms gunstig ist, so kann man¥die Diffusion
'~ der Schwingung voraussetzen, was bei Fortpﬂanzung der Erdbebenwellen

durch die zerstiickelten Erdkruste ziemlich wahrscheinlich der Eall seih moge.

. Nach dem Schluss dieser Arbeit sind mir die Arkeiten von Lord Rayleigh
on thc’ Propagation of Waves along Connected Syetems of Similar Bodies”’

(Phil. Mag. XLIV pp. 356-362,°1897) und /’ Chapt. VI, Sound Vol. I 1894y ' -

bekannt geworde'l Aber einige Methodert und Ideen meiner Arbeir stehen’
nicht in den oben ‘genannten Arbeiten. Darum hoffentlich wiirde die Verdf-

fentlichung dieser kleinen Arbeit wemgstens in gewissem Grade von Bedbutung ‘

sein und recht genehm1gt

- (1) S. T. Nakamura, Bull. Cent. Mectcor. Obs. Japan,3 (1919); M. Ishimto, Bull.
Alarthq. Res. Inst., 13 (1935) 130; K. Takahasi, Geophys. Mag., 11 .(1938) 117

»
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13. Sitten-Kumiai ni tutawaru Nami. '

Matuzawa;’l;akeo.

.

T1kyu no Hyomea ni t1ka1 T1kaku wa komutta Kéozo wo motte iru kara
‘szm no Nami no Tutawarikata ni tuitemo iro iro na Mikata ga dekiru. .
- Tatoeba renzoku na Danseitai no Naka de hutu no Undohoteisiki ni sitagau
‘Nami to site, matawa Undo no Kakusan no Baai to site, aruiwa Rekigan ya
Sagan nado no yona mono wo Sitten no Tunagari.té mite sono Naka no Na-
mi wo kangaeru Baai nado de aru. =~ = .- ' L

Koko dewa kono saigo no Baai wo yayd ' tatiitte kangae, Kakusan no
Baai ni tu1temo Kangae swo susumeta. :




