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Abstract

This　thesis　describes　numerical　stability　analysis　of　periodic　orbits　of　ordi－

nary　differential　equations．　Stability　of　the　periodic　orbits　is　determined　by

eigenvalues　of　matriX　solutions　of　variational　equations　corresponding　to　the

orbits．　These　eigenvalues　are　caUed　Floquet　mUltipliers．　There　are　some

conventional　methods　to　compute　periodic　orbits　and　Floquet　multipliers．

However，　it　has　been　reported　that　these　methods　may　produce　inaccurate

Floquet　multipliers　even　if　periodic　orbits　are　accurate　enough．　It　is　because

variational　equations　are　solved　as　an　initial　value　problem　fbr　which　it　is

dif丘cult　to　control　numerical　errors．　Then　this　thesis　proposes　an　iterative

method　to　solve　ordinary　differential　equations　and　the　corresponding　varia－

tiOnal　eqUatiOnS．

　　　The　basic　ideas　of　the　proposed　method　are　to　construct　an　iterative

method　for　variational　equations　using　a　property　of　dynamical　systems，　and

to　compute　Floquet　multiphers　using　eigenvectors　of　the　fundamentaユmatrix

of　variational　equations．　The　iterative　method　enables　us　to　control　errors

of　computed　resUlts　of　differential　equations，　and　utilization　of　eigenvectors

reduces　round－off　errors　in　the　computation　of　Floquet　multipliers．

　　　Numerical　examples　for　the　nonlinear　Mathieu　equations　and　the　Fitz且ugh－

Nagumo　equations　showed　that　the　proposed　method　can　produce　highly　ac－

curate　results　with　practical　computational　costs．　The　errors　of　the　computed

results　of　differential　equations　were　bounded　by　10－6，　and　Floquet　multi－

pliers　were　much　more　accurate　than　those　computed　by　the　conventionaユ

method．
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Chapter　1

Introduction

This　thesis　considers　numerical　stability　analysis　of　periodic　orbits　of　or－

dinary　differential　equations．　We　can　examine　stability　of　periodic　orbits

using　Floquet　multipliers　which　are　de丘ned　by　solutions　of　the　correspond－

ing　variational　equations．　There　are　some　conventional　numerical　methods　to

compute　periodic　orbits　and　its　Floquet　multipliers．　However，　those　methods

may　generate　erroneous　results　of　Floquet　multipliers，　even　if　periodic　orbits

are　computed　with　enough　accuracy．　In　order　to　overcome　this　trouble，　we

propose　an　iterative　method　fbr　the　variational　equations．

　　　This　section　introduces　background　of　stability　analysis　of　dynamical　sys－

tems，　and　shows　the　objectives　of　this　work　and　the　basic　ideas　of　the　pro－

posed　method．

Background　of　stability　analysis　of　dynamical

systems

In　the　Wide　range　of　fields　of　science　and　engineering，　time　variation　of　phe－

nomena　is　modeled　by　ordinary　differential　equations　such　as

　　　　　dx

　　　　　百一ヂ（ち∋司thx（ちx）一τ（t＋T，¢）孤dx（t・）一¢・，（1・1）

where　x∈RN　andτ：R×IRN→RN　is　of　class　C2．　Fbr　example，　nerve

axon［15，32】，　population　dyna皿Ucs［42］，　influence　of　virus［27，461，　electricaユ

1
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circuits［26，44】，　plasma　dynamics［34］，　astro　dynamics［9，10］，　etc［17，23］．

Generally，　solutions　of　the　systems（1．1）with　nonlinear　vector　fields　f　can－

not　be　solved　analytically．　Then　we　try　to　numerically　catch　approXimate

solutions　of　initial　value　problems．　However，　it　is　well㎞own　that　nonlin－

ear　systems（1．1）can　produce　quite　complex　behaviours，　namely　bifurcation

phenomena，　with　variation　of　parameters［7，18，25，45］．　In　order　to　system－

atically　understand　complicated　nonlinear　phenomena，　we　consider　qualita－

tive　changes　of　invariant　sets　such　as　equilibria，　periodic　orbits，　and　strange

attractors　in　the　state　space．　Invariant　sets　can　be　characterized　using　sta－

bility，　stationary　distribution，丘act　al　dimensions，　Lyapunov　exponents，　and

topological　entropy［36，40］．～「arious　numerical　methods　for　computation

of　invariant　sets［30，43，2，3，24，11，41］and　numerical　stability　analysis　of

them［12，14，19，22，31，37】have　been　developed．

　　　This　thesis　considers　numerical　stability　analysis　of　periodic　orbits．　Let

x（t）denote　a　periodic　orbit　with　the　period　T　satisfying

x（t＋T）＝x（t）for∀t． （1．2）

It　fbllows　from　linear　stability　analysis　that　a　perturbation　v（t）　of　the　periodic

orbit　x（t）can　be　expressed　as

”（t）＝Xo（ア）Vo， （1．3）

with　the　matrix　solution　Xo（ア）∈RN×1v（ア＝t－to）of　the　corresponding

variational　equations　given　by

dXo
d7

一瓢一、。＋T，、－p；。（B。）X・（T）With－X・（・）一・，
（1．4）

where　l　denotes七he　identity　matrix・Eigenvaluesλゴ（」＝1，2，…，N）of

the　matrix　solution　Xo（T）determine　stability　of　the　periodic　orbit．　These

eigenvalues　are　called　Floquet　multipliers・

There　are　various　commonly　used　numerical　metho　ds　to　compute　periodic

orbits　of（1．1）and　Flo　quet　multipliers　such　as　the　finite　difference　metho　d，

the　shooting　method，　and　the　collocation　method［25，8］．　Also，　some　stan－

dard　bifurcation　analysis　tools　such　as　AUTO［12】are　available．且owever，
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it　has　been　reported　that　these　methods　can　produce　incorrect　Floquet　mul－

tipliers　under　some　conditions，　even　if　the　periodic　orbits　are　approximated

accurately［14，29，311．

　　　Figures　1．1（a）and（b）show　examples　of　computed　results　of　the　periodic

orbits　fbr　the　nonlinear　Mathieu　equations［18j　de丘ned　by

dx
証＝y，
書一一（1＋pc・st）sinx，

（1．5）

using　one　of　the　conventional　methods，　the　multiple　shooting　method　s㎜一

marized　in　Section　2．2．　Figure　1．1（a）shows　the　orbits　in　the　state　space

and　Figure　1．1（b）shows　the　time　series　fbr　the　parameters　p＝2，20，　and

40，respectively．　Figure　1．2（a）shows　the　Floquet　multipliers　Ai　andλ2　com－

puted　with　the　conventional　method．　We　can丘nd　that　the　smaller　Floquet

multiplierλ2　is　computed　incorrectly　fbr　the　parameter　p＞20，　even　if　the

periodic　orbits　are　computed　accurately　as　shown　in　Figures　1．1（a）and（b）．

N・te　that　the・ati・・f　the　Fl・quet　mdtipliers閲（1λ・1＞1λ2D　d・asti・ally

increases　with　p　for　p＜20．　Such　systems　with　large　ratio　of　the　Floquet

multipliers　are　caUed‘stiff，．　It　is　known　tha七it　is　not　straightforward　to

numerically　obtain　solutions　of‘stiff，　equations　With　enough　accuracy，　even

if　systems　are　theoretically　stable．　In　order　to　overcome　this　diMcUlty　fbr

‘stiff，　equations，　implicit　methods　such　as　BDF（Backward　Differentiation

Formulae）and　implicit　Runge－Kutta　methods［6，16，20］are　used　in　generaユ．

However，品sho㎜later　in　Chapter　4，　the　implicit　methods　do　not　improve

accuracy　of　the　Floquet　multiphers．

　　　Also，　algebraic　computation　of　eigenvalues　of　such　Xo（T）causes　large

round－ofF　errors．　L、ust　developed　an　improved　algorithm　to　avoid　the　round－

off　errors［29】，　as　shown　in　Section　2．3．　Lust’s　method　divides　a　periodic

orbit　into　some　sub－orbits，　and　computes　the　eXpanding　or　contraction　rates

of　perturbations　on　each　sub－orbit　using　the　periodic　Schur　decomposition［4】

of　Xo（T）．　Then　the　Floquet　multipliers　are　obtained　as　products　of　those

rates．　Lust，s　method　produces　accurate　Floquet皿11tipliers．且owever，　his

method　cannot　control　errors　of　variational　equations（1．4）．　It　is　because

his　method　solves　the　variational　equations（1．4）as　an　initiaユvaJue　problem，
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similarly　to　the　other　conventional　methods．

Objectives　of　this　work

The　objectives　of　this　work　are　to　develop　a　new　method　to　compute　solu－

tions　of　the　variational　equations（1．4）and　Floquet　mUltipliers　With　enough

accuracy，　and　to　examine　effectiveness　of　the　proposed　method　using　some

皿merical　examples．　Fbr　that，　the　basic　ideas　are　to　construct　an　iterative

method　fbr　the　variational　equations（1．4）and　to　use　eigenvectors　of　Xo（T）

as　initiaユcondition　of（1．4）．

　　　EXisting　numerical　methods　for　initial　value　problems　can　produce　inac－

curate　solutions　of　variational　equations（1．4）and　Floquet　multipliers［331．

Then　we　propose　an　iterative　method　to　solve（1．4）using　a　generaユprop－

erty　of　solutions　of　ordinary　differential　equations，　as　shown　in　Chapter　3・

This　iterative　method　enables　us　to　control　errors　of　the　solutions　Xo（T）

of　the　variational　equations．　On　the　other　hand，　when　computed　Floquet

multipliers　are　incorrect　as　shown　in　Figure　1．2（a），　some　elements　of　Xo（T）

are　considerably　1arge．　In　such　a　case，　a　standard　computational　method　of

eigenvalues　using　a　transforma七ion　of　Xo（T）gives　incorrect　results　due　to

round－off　errors，　even　if　the　computed　Xo（T）is　accurate．　This　work　pro．

poses　an　alternative　method　to　obtain　eigenvalues　without　using　the　standard

methods．　It　is　the　key　that　the　initiaユcondition　Xo（0）of（1．4）can　be　set　to

any　non．singular　matrix．　Using　eigenvectors　of　Xo（T）as　initial　conditions

of（1．4），　we　can　obtain　a　relation　for　eigenvalues　of　Xo（T），　namely　Floquet

multipliers，　as　shown　in　Chapter　3・Computation　of　eigenvalues　using　this

relation　reduces　the　ro皿d－off　errors．

　　　The　outline　of　this　thesis　is　as　follows：Chapter　2　summarizes　the　con－

ventiona1　numerical　methods　to　compute　periodic　orbits　of　ordinary　differen一

七ial　equations　and　Floquet　multipliers・Chapter　3　describes　a　new　iterative

method　f（）r　variational　equations　and　a　n　eff（∋ctive　metho　d　to　compute　eigen－

values　of　Xo（T），　namely　Floquet　mUltipliers・Chapter　4　shows　computed

results　of　some　numerical　examples　using　the　proposed　method，　and　com－

pares　those　with　the　conventional　methods・Finally，　we　discuss　computed
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results　in　Chapter　5，　and　conclude　this　thesis　in　Chapter　6．
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Chapter　2

Numerical　stability　analysis　of

periodic　orbits　of　ordinary

differential　equations

Stability　of　periodic　orbits　is　determined　by　eigenvalues　of　matrix　solutions

of　the　variational　equations　fbr　the　periodic　orbit．　There　are　some　standard

methods　to　compute　periodic　orbits　and　their　Floquet　mUltipliers．　Fbr　ex－

ample，　the　shooting　method，　the丘nite　difference　method　and　the　collocation

method　are　often　used［39，25，8］．　The　computational　method　in　this　work

is　based　on　the　shooting　method．　This　chapter　describes　stability　of　peri－

odic　orbits　and　Floquet　multipliers，　and　s㎜marizes　the　shooting　method　to

compute　them．　Also　a　brief　review　on　Lust，s　method［29｝which　improves

the　conventional　methods　is　given．

2．1 Stability　of　periodic　orbits　and

multipliers

Floquet

This　thesis　considers　nonlineaエdynamical　systems　de丘ned　by　ordinary　dif－

ferential　equations　such　as

dx
百一τ（t・x），With f（t，x）＝＝f（t＋T，x）， （2．1）

9
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where　x∈RN　andτ：】R×RN→RN　is　of　class　C2．　Periodic　orbits　of

the　ordinary　differentiaユequations（2．1）are　de丘ned　by　solutions　x（t）which

satisfy

　　　　　x（t＋T）－x（t）．　　　　　　　　　　（2・2）

The　solution　of　the　non－autonomous　system（2．1）with　an　initial　condition

x（to）＝xo　can　be　written　in　the　fbrm

　　　　　x（t）一嬬‡・（x。），　　　　　　　　　（2・3）

and　the　periodic　solution　xo　with　the　period　T　satis丘es

　　　　　x（t。＋T）－gZ，（¢。）－x・・　　　　　　　（2・4）

Substi七uting　a　perturbed　solution　of　the　periodic　orbit，　namely，

　　　　　金（t）－x（t）＋v（t）－9；ut°（x・）＋v（t）with　v（t・）－v・，　（2・5）

into　x　in（2．1），　we．ge七

筈÷τ（t，x）＋怨＿；ご。（鋤）”（t）＋・（Ilvli2）・（2・6）

Assuming　that　l回l　is　sufiliciently　small，　we　can　hnearize（2．6）with　respect

to　v（t）and　get　differential　equations　for　time　variation　of　the　perturbation

v（t）as

　　　　　芸一墓＿；ご。（¢。）v（t）　With　v（t・）－v…　（2の

These　equations　are　called　the　variational　equations，　and　the　solution　v（t）of

（2．7）can　be　expressed　as

　　　　　v（t）－X。（ア）v。，　　　　　　　　　　（2・8）

with　the　fundamen七al　matriX　solution　Xo（ア）∈RN×N（ア＝t－to）of（2．7）．

The　matriX　Xo（T）is　a　solution　of　the　variational　equations　given　by

　　　　　et°一［li／11t＝to＋T，　x＝（p；o（x。）X・（丁）With－X・（・）一∫，（2・9）
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where　l　denotes　the　identity　matrix．　Expansion　or　contraction　of　pertur－

bations　v（to十ア）is　governed　by　Xo（ア）．　Thus，　we　can　examine　stability　of

the　periodic　orbit　using　eigenvalues　of　Xo（T）．　These　eigenvalues　are　called

Floquet　multipliers．
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2．2 The　shooting　method　fbr　periodic　orbits

Simple　shooting　method

The　simple　shooting　tnethod　is　one　of　standard　methods　to　compute　periodic

orbits．　Let　x（to十T）＝ψ；（xo）denote　a　periodic　orbit　of（2．1）with　the　period

T，which　satisfies（2．4），　namely，

9。（x・）・一ψ5（x・）－x・－0． （2．10）

Fbr　non－autonomous　systems（2．1），　the　period　T　is　given．　We　can　obtain

gZ，（xo）by　computing（2．1）with　the　initial　condition　xo　using　the　Runge－

Kutta　metho　d．　The　unknown　variable　is　xo　at　．　a　certain　time　to．　The　simple

shooting　method　solves　xo　using　an　itera七ive　method　for　go　in（2．10）such　as

Newton，s　method．

　　　Although　this　method　is　relatively　simple，　it　is　di伍cult　to　compute　peri－

odic　orbits　With　large　period　T　or　large　Floquet　multipliers．　It　is　because　that

errors　fbr　computation　of　gZ，（xo）accumulate　with　time　t，　and　convergence

region　for　xo　becomes　sma11．　Fbr　such　periodic　orbits，　the　multiple　shooting

method　below　is　used．

Multiple　shooting　method

The　basic　idea　of　the　multiple　shoo七ing　method［39，25，8］is　the　same　as　the

simple　shooting　method，　but　this　method　diVides　a　periodic　orbit　into　M十1

sub－orbits　such　as　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

Xk＋、－x（tk＋1）－9；1＋1－tk国f・r　k－0，1，…，M， （2．11）

where　to＜t1＜…＜舌M＜‡M＋1＝to十Tand　xM＋1＝xo．　Since　the
period　T　is　given　fbr　non－autonomous　systems（2．1），　each　time　tK．　can　be

丘xed．　Equation（2．11）can　be　rewritten　as

9k（Xk，・Xk＋・）・＝＝　q；1＋1－tk（Xk）－Xk＋、－0． （2．12）

The　s・luti・ns　9：・－tk（xk）in（2．12）a・e　c・mputed・n・ach・sub・・bit　between

the　time　sections　tk　and　tk＋1　with　the　initial　conditions　xk　at　tk　using　the
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Runge－Kutta　method．　Using　an　iterative　method　fbr　gたin（2．12），　we　can

obtain　approximate　solutions　of｛xh｝廷o．　Since　each　time　interval¢兎＋1－£た

of　the　sub－orbit　becomes　short　with　increase　of　M，　we　can　expect　that　errors

・fthe　c・mputati・n・fφ1・－tk㈱a・e・educed．

　　　Figures　1．1（a）and（b）show　examples　of　the　computed　periodic　orbits　in

the　state　space　and　the　corresponding　time　series　of　the　nonlinear　Mathieu

equations（1．5）fbrρ＝2，20，　and　40，　respectively，　using　this　multiple　shooting

method　with　M十1＝50．　In　order　to　solve　initial　value　problems　on　each　sub－

orbit，　we　used　the　4th　order　Runge－Kutta　method　with　the　time　increment

△¢＝0．025．Figures　2．1（a）一（d）compare　the　periodic　orbits　computed　by　the

multiple　shooting　method　with　M十1＝8．　As　shown　in　Figure　2．2　too，　we

can　see　that　the　error（110f　the　condition（2．12）is　reduced　with　the　iteration

number〃increases．
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Figure　2．1：Examples　of　computed　periodic　orbits　fbr　the　nonlinea．r　Ma．tllieu

equa．tions（1．5）using　the　multiple　shooting　method　with　M十1＝8．　v：

the　iteration　number，　dl：the　error　of　the　condition　g瓦in（2．12）．　See

（3．10）f…d・t・il・．＋・apP・・Xim・t…1・ti・n・魂）・f・M、（k－O，・1，…，7）

after　the　y－th　iteration．　Dotted　line：the　best　approximate　sohltion　with

dl＝5．03×10－16．
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Figure　2．2：　Errors　dl　of　the　condit，ion　g夫（2．12）fbr　periodic　orbits　of　tlle

Ilolllinear　A’lathieu　equations（1，5）with　P＝2．　v：the　i七eration　number．　（ll

：See（3．ユ0）fbr　det・ails．
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2．3 Computational　methods　of　Floquet　mul－

tipliers

In　order　to　examine　stability　of　the　periodic　orbit　with　Floquet　multipliers，

the　standard　methods　compute　the　solution　Xo（T）of七he　variational　equa－

tions（2．9）and　its　eigenvalues．　Writingア＝t－tK．　fbr　k＝0，1，…，M，　we

can　express　the　varia七ional　equation（2．9）fbr　each　sub－orbit　as

d蔓剛一t、＋‘，’，　n＝｛pTk（¢k）　XK’（ア）with・Xk（・）一∫，（2・13）

where　Xk（T）∈RN×N　and　1　denotes　the　identity　matrix．　The　conventional

methods　compute　the　solutions　Xk（ア）of　the　variational　equations（2．13）with

the　solutions（ρL（Xk）of　the　ordinary　differentiaユequations（2・1）on　each　sub－

orbit．　Figure　2．3　shows　the　concept　of　the　computation　with　M十1＝3．

The　closed　curve　denotes　a　periodic　orbit　in　the　state　space　and　the　gray

areas　represent　expansion　or　contraction　of　perturbations　on　the　sub－orbits，

namely，　Xk（hk）（hk＝tK．＋1－tk）．　Each　Xk（hk）is　computed　from　t＝tK．　to

tk＋1　as　an　initial　value　problems　With　an　initial　condition　Xlt（0）＝∫．

　　　Floquet　multipliers　are　eigenvalues　of　the　matrix　solution　Xo（T）given

by

X。（T）＝XM（んM）XM－、（hM－、）…X。（ん。）． （2．14）

We　can　numerically　get　Xk（hk）using　the　R皿ge－Kutta　method，　and　the

Floquet　mu1七ipliers　using　standard　tools　for　1inear　algebra　such’as　LAPACK

［1］．This　is　one　of　the　commonly　used　methods　fbr　stability　analysis　of

periodic　orbi七s　using’ 狽??@multiple　shooting　method．　Hereafter　we　caU　this

method“Method　1，，．

　　　Figure　2．4　shows　computed　results　of　the　Floque七multipliers　fbr　the　non－

1inear　Mathieu　equations（1．5）by‘‘Method　1”．　It　is　fbund　that“Method　1”

inaccurately　computes　the　smaUer　Floquet　multiplierλ2　fbr　the　parameter

P＞20・Als・，　we　can丘nd　the・ati・・fthe　Fl・quet　mdtipliers閲輌tically

increases　with　p　for　p＜20．　It　should　be　noted　that　the　periodic　orbit　gets

closer　to　the　equilibrium　x、　at　the　origin　With　increase　of　p，　as　shown　in　Fig－

ure　1．1（a）．　The　point　x（t）on　the　periodic　orbit　moves　very　slowly　with　time



17

x・（h、）

Xo（ho）

t3＝T

x2（h2）

Figure　2．3：Closed　curve：aperiodic　orbit　ill　the　state　space．　Gray　areas：

expansion　or　contraction　of　perturbations　on　each　su｜｝orbit　between　tk　and

tk＋・，　namely，　Xk（hk）．

near　the　equilibrium　m．　and　very　fast　away　from　x．．　In　such　cases，　i七is　not

straightfbrward　to　numer三cally　solve　the　iniもial　value　problems．　In　addition，

we　can　find　that　some　elements　of　the　matriX　Xo（T）are　considerably　large．

Thell　round－off　errors　can　produce　erroneous　results　of　eigenvalues　of　Xo（T）．

　　　As　the　example　in　Figure　2．4　illustrates，　the　conventional　method　may

produce　inaccurate　numerical　results　of　Floquet　multipliers　when　periodic

orbits　get　closer　to　equilibria，　and　ratios　of　Floquet　multipliers　Iλ，1／1λゴ1

（1λ‘1＞1λ」［）increase．　We　consider　that　the　f〈）lloWings　cause　this　problem：

（i）In　general，　it　is　diMcUlt　to　control　numerical　errors　of　initial　value

　　　problems　of　differential　equations．

（ii）When　some　elements　of　Xo（T）are　large，　round－off　errors　of　transforma－

　　　tion　of　Xo（T）in　computation　of　the　eigenvalues　can　lead　to　erroneous

　　　results　of　Floquet　mUltipliers．

R）r（ii），　Lust　proposed　the長）lloWing　improved　method［29］．
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Figure　2．4：The　Floquet　multipliersλj（ii　＝1，2）computed　with“Method

1’@fol’the　nonlinear　A，lathieu　equatlions　（1．5）．　　P　：　the　pa．rameter　of　the

　　　　’equatlons．

Lust，s　method ［29］

Lust　developed　an　improved　method［29］to　obtain　accurate　Floquet　multipli－

ers．　This　method　computes　expanding　or　contracting　rates　of　perturbations

on　each　sub－orbit　using　transfbrma七ion　of　Xk（hk）by　the　periodic　Schur　de－

composi七ion［4］of　Xo（T）such　as　　　　　　　　　　　・

A＝QilXo（T）Qo

－Q『X，，（んM）…X、（1・、）X。（九。）Q。

　　＝Q『Xnti（hA，f）（2M…（謬X1（ん1）QIQ『Xo（九〇）（？o

　　＝輪…Ai　Ao， （2ユ5）

where　Qk－∈RNxN　are　orthogonal　matrices，and　A　and．Ak＝Q『＋IXk（h．k）Qた

are　upPer　triangular　matrices，　respectively．　Since　the　triangular　matrix　A　is

linearly　conjugate　to　Xo（T），　the　eigenvalues　of　A　are　the　same　as　those　of
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Xo（T）．　Thus，　we　can　obtain　the　Floquet　multipliersλゴ（」＝1，2，…，N）as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M

λゴーA（」，ゴ）－AM（」，」）…Ai（元，」）A・（」，元）－fiAlt（」，」）・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝0

（2．16）

Existence　of　the　orthogonal　matrices　Qんto　transfbrm　X★（hk）is　proved　in［4】

and　construction　of　Qたis　described　in　Appendix　A．

　　　In　this　thesis，　we　call　Lust，s　method“Method　2，，．　Figure　2．5　shows　com－

puted　results　of　the　Floquet　multipliers　fbr　the　nonlinear　Mathieu　equations

（1．5）using“Method　2，，．　Comparing　Figure　2．4　with　Figure　2．5，　we　can　find

that“Method　2”produces　accurate　Floquet　multipliers　even　fbr　p＞20，　fbr

which　the　results　of“Method　1”aエe　erroneous．

　　　In　Lust，s　method，　the　variational　equations　are　computed　as　an　initial

value　problem，　similarly　to　some　conventional　methods．　If　the　solution

Xo（T）of　the　initial　value　problem　is　accurately　obtained，　then　Lust，s　method

is　very　effective．　However，　it　is　not　straightfbrward　to　control　errors　of　com－

puted　results　of　initial　value　problems　of　dif』ential　equations．　Then，　in

Chapter　3，　we　wiU　propose　a　new　iterative　method　fbr　the　variational　equa戸

tions，　and　an　improved　method　to　obtain　Floquet　multipliers　with　sma皿

round－of［errors．
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Figure　2．5：The　Floquet　nlultipliersλ」（ゴ＝1，2）computed　with“Method

2’，fbr　the　nonlinear］Mathieu　equations　（1．5）．　p　：　the　parameter　of　the

equations．



Chapter　3

new iterat　ive　metho　d　for
periodic　orbits　and　Floquet

multipliers

In　order　to　overcome　troubles　in　the　conventional　method　shown　in　Chapter

2，this　thesis　proposes　an　improved　method　based　on　the　fbllowing　two　ideas：

（1）Construction　of　an　iterative　method　to　solve　vaエiational　equations　using

　　　　aproperty　of　dynamicaユsystems

（II）Reduction　of　round－off　errors　in　the　computation　of　Floquet　multipli－

　　　　ers　using　eigenvectors　of　Xo（T）as　the　initial　condition　fbr　variational

　　　　equations

Sections　3．1　and　3．2　describe　the　ideas（1）and（II），　respectively．　Section　3．4

shows　some　indices　for　accuracy　of　computed　resUlts．

3．1 An　iterative　method　using　a　property　of

dynamical　systems

The　multiple　shooting　method　in　Section　2．2　computes　periodic　solutions

｛Xk｝雑o　such　that

　　　　Xk＋、一峨＋1－t”’（Xk）f・r☆－0，1，…，M，　　　　（3・1）

21
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and

XM＋1＝Xo，
（3．2）

using　an　iterative　method　fbr　these　conditions．　On　the　other　hand，　solutions

Xk（んk）　（hk＝tK・＋1－tk）of　the　variational　equations（2・13）are　solved　as

initial　value　problems　on　each　sub－orbit　between　tk　and　tk＋1．　In　general，　it

is　diMcult　to　control　errors　of　computed　results　using　standard　numerical

methods　fbr　initial　value　problems　of　ordinary　differential　equations，　such　as

the　Runge－Kutta　method．　This　section　derives　an　iterative　method　fbr　varia－

tional　equations（2．13）using　a　property　of　solutions　of　differential　equations・

　　　First，　consider　ordinary　differential　equations（2・1）with　an　initial　condi－

ti・n　x（tk）－xk．　The　mapψL・f　a　s・luti・n　x（t）一瞬（xk・）（丁一t－tk）has

the　fbllowing　Property：

媒σ＝ψ5＋．。味f・rア，σ∈R・
（3．3）

Note　that　this　property　is　also　used　as　de丘nition　of　dynamical　systems．　The

property（3．3）gives　the　folloWing　condition：

唯一Sk（Xk）一ψ瓢。唯（Xk）一ψ隠（Xk＋・）， （3．4）

with

Sk＝ρk　hk，
（3．5）

whereρk∈［0，1】fbr　k＝0，1，…　，M．　Then　we　get

9k（Xk，　XK－＋、）・一ψ莞一Sk（Xk）一魔（XK－＋・）－0・ （3．6）

Figure　3．1　shows　the　meaning　of　this　condition．　The　closed　curve　denotes　a

periodic　orbit　in　the　s七ate　space，　and　the　solid　curve　represents　a　sub－orbit

between　tk　and　tk＋1．　Consider　an　intermediate　point　on　the　sutトorbit，　and

let　sk　denote　the　time　interval　from　the　end　at　tk＋1　to　the　point．　Using

the　Runge－Kutta　method，　we　can　compute　the　intermediate　point　at　t＝

tk＋ん☆－3ん卿㍑一8k㈲・rψ認（xk＋・）With・the　initial　c・nditi・ns　xk・r

¢k＋1，respectively．　Since　these　two　solutions　express　the　same　point，　the

solutions　must　be　equal　to　each　other（3．4）．



23
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Figure　3ユl　Image　of　the　meaning　of　the　condition（3．4）fbr　solutions　of

ordinary　dif壬brential　equatiolrs．　Closed　curve：a．　periodic　orbit　in　the　state

spa．ce．　Solid　curve：asllb－orbit　between　tk　and　tk÷1．　sk：the　time　interval

f・’・mthe　e・d・t・t・＋、　t・・a・i・term・di・t・p・i・t・n　the　suじ・・bit．ψ㍑一sk（xk），

ψ最輩（xk＋1）：representations　of　the　intermediate　point　comput，ed　with　the

initial　conditions　xlt　and　xk＋1，respectively．

　　Next，　consider　variational　equa七ions（2．13）．　Solutions　XKア）＝

of（2．13）also　have　the　same　property　as（3．3），　namely

　　　　Ψ㌫＝if’　7，＋T，。（，、＋．）。ΨC，。、　f…　，σ∈R・

Similarly　to（3．4），　this　property　yields

Ψ隠（Xk（0））一Ψ㌫，。（t、．．、、）・Ψ駕。、（X・（0））一

Ψlk，．k（Xk（0））

（3．7）

Ψ最芸，鰍＋1（Xk（hk）），

　　　　　　　　　　　　（3．8）

and　it　fbllows　that

Q人＠k，Xk＋、，X・（hk））一Ψ2実　Sk’（Xk（0））一Ψ礁鞠（・X・k（ゐ・・））一 O，

（3．9）
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where　O　denotes　the　null　matriX　and　Xk（0）is　set　to　the　identity　matrbζ

Xk（0）＝∫．

　　　Thus，　introduction　of　sκenables　us　to　solve　not　only　ordinary　differential

equations（2．1）but　also　vaエiational　equations（2．13）using　an　iterative　method

fbr　gたin（3．6）and　Q☆in（3．9）．　In　this　work，　in　order　to　iteratively　obtain

the　approXimate　solutions　thk　and　X　k（んk），　Newton，s　method　is　applied　to　gK．

（3．6）and　Qん（3．9）in　which　g　andΨare　computed　using　the　Runge－1くutta

method．　Then　the　convergence　conditions　in　Newton，s　method　are　given　by

d・・一 B恐㍊ll亘κll＜δ・， （3．10）

and

d・・一 B恐i訪llQんll＜δ・・ （3．11）

with　suf丘ciently　smal1δ1，δ2＞Oand

IIQ・II＝ll（a・a・’”Q・）ll・＝、騒llqゴll， （3．12）

where　4ゴdenotes　theゴーth　column　vector　of　the　matriX　QK．．　Using　the　thresh－

oldδ，　this　iterative　method　enables　us　to　control　accuracy　fbr　computed

results　of　the　ordinary　differential　equations　and　the　variational　equations．
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3．2 Improvement　of　the　proposed　method　us－

ing　eigenvectors　of　the　fundamental　ma－

trix　of　variational　equations

In　Section　3．1，　in　order　to　control　errors　of　the　computed　results　of　variational

equations（2．13），we　derived　an　iterative　method　fbr（2．13）．　This　section　con－

siders　reduction　of　ro皿d－off　errors　in　the　computation　of　Floquet　mUltipliers．

For　that，　we　can　try　to　suitably　choose　initia1　values　of　variational　equations，

which　can　be　set　to　any　non－singular　matrix．　This　section　shows　that　choos－

ing　eigenvectors　of　Xo（T）as　the　initial　value　helps　us　reduce　the　round－off

errors．

　　　Let　vio　（」＝1，2，…，1V）denote　the　linearly　independent　normalized

eigenvectors　corresponding　to　the　j－th　Floquet　multipliersλゴ∈C，　namely，

λゴVゴ，・＝X・（T）Vio． （3．13）

Consider　a　solu七ion　vゴ（t）＝ψ㍍2。（vゴ，o）of（2．7）with　the　initial　value　vゴ，o．

Write　solutions　vゴ（t）at　t＝tk　as　vゴ，k：＝＝vゴ（tk）＝ψ9芸：（vゴ，o）fbr　k＝

0，1，…　，M十1．　Then　vゴ，k＿1　and　vゴ，k　are　related　by

　　　　　Vj，口ψ捻、1，　x、．、（vゴ，k－、）－Xk－、（hk－、）vゴ，K－一、，　　　（3・14）

where　hk＝tk＋1－tK．　and　Xκ（hk）is　a　solution　of（2．13）．　It　fbllows　that

”ゴ，k＝Xk－1（hk＿1）X夫一2（hk－2）…Xo（九〇）・ （3．15）

Also，　equations（2．14），（3．13），　and（3．14）yield

　　λゴ”ゴ，k

＝λゴX☆－1（hk＿1）…X1（ん1）Xo（んo）vゴρ

＝Xん＿1（hk＿1）…　X1（ん1）XO（ん0）（λゴ1）ゴ，0）

＝Xk－1（んk－1）…X1（ん1）Xo（んo）Xo（T）vゴ，o

＝Xk－1（hk．－1）…Xi（ん1）Xo（んo）XM（ん．M）…Xk＋1（hk・＋1）Xk（んk）

Xk－、（hk－、）…X、（ん・）X・（九〇）Vゴ，・

＝＝Xk（T）vゴ，た．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．16）
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Here　the　fbllowing　relation　is　used：

Xk（T）－Xk－、（hk－、）…X、（ん・）X・（ん・）XM（んM）…Xん＋・（九た＋・）Xk㈲・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．17）

Equation（3．16）means　that　the　j－th　Floquet　multiplierλゴis　equal　to　the

j－th　eigenvalue　of　each　Xk（T），　and　t）ゴ，k　is　the　eigenvector　corresponding　to

λゴ・

　　　Note　that　vゴ（to十T）＝Xo（T）vゴ，o From　equation（3．13），　we　get

λゴViO＝XO（T）Vゴ，0＝Vゴ（to＋7「）＝”ゴ，　M＋1＝ψ㍑ろ¢ムィ（Vゴ，M）， （3．18）

and

λゴ＝〈Uあo，vゴ（to＋7「）〉＝〈Vio，ψ㍑㌔ハイ（uゴ，M）〉， （3．19）

where〈・，・＞denotes　the　inner　product．　This　representation（3．19）of　the

Floquet　multiplier　enables　us　to　compute　the　Floquet　multiplierλゴwith　re1－

atively　small　round－ofF　errors，　even　if　some　elements　of　the　matrix　Xo（T）are

considerably　large．　It　is　because　that（3．19）does　not　require　transfbrmation

of　Xo（T）which　is　commonly　used　in　comput　ation　of　eigenvalues　of　a　matrix

and　may　cause　round－ofF　errors・

　　　In　addition，　in　order　to　avoid　over且ow　of　computed　results，　we　normalize

vゴ（t）at　every　t＝tk，　similarly　to　the　computation　of　Lyapunov　exponents

［40］，as　fbllows：　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　　U」・「k．」．：ill・　　　　　　（3・2°）

Then，　uゴ，k＋1　can　be　expressed　as

　　　　　μ畑rl；i：lii［ψ曇荒あk）［馴1耀（Uik）ll・（3・21）

From（3．21），　we　get

11vゴ，k＋，11＝IIvゴ，★llllψ無¢k（Uik）ll． （3．22）
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Using（3．20）一（3．22），　we　can　rewrite（3．19）in　the　form

λゴー
qU」，・，ψ忽　（11V」，MllUj，M）〉

一〈％エ・，ψ㌫，（U」，M）＞11　V」，M　ll

－←エ防1融：in］，＞ll』M）ll

　　　　　　llψ㍑二；¢λイ＿、（uゴ，M＿1）llllvゴ，M＿111

一くuio， 1　1　、i）be，￥，　．．　（U」，M）ll＞菖llψ無媒（Uik）H・

（3．23）

　　　In　order　to　obtain　accurate　Floquet　multipliers　using（3．23），　we　utilize　the

idea　of　the　method　in　Section　3．1，　and　iteratively　compute　the　norma　lized

eigenvectors　uゴ，k　of　Xk（T）．

　　　Assume　that　eigenvectorsμ1，κ，μ2，κ，…，and　zLN，k　are　linearly　indepen－

dent．　Then，　a皿y　perturbations　v（tk．）＝（vl，v2，…，vN）T∈Rlv　can　be　ex－

pressed　as

”㈲＝

Vl

V2

VN

＝（％1，K・　「U2，k　　’”　　　ILN，k）

D1

62

DN

　　A＝Xk（0）◎（tk），　（3．24）

where

ハ

Xk（0）＝（Ul，K・　u2，K・…ILN，k）， （3．25）

and　4）（tK・）＝（｛）1，｛）2，…　，｛）N）T∈Rlv．『Wirite　the　solution　at舌＝¢夫十アof（2．13）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　グし　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　べ

with　the　initial　condition　X夫（0）as　Xk（丁）．　Then，　we　get

”（‡）＝Xん（τ）v㈲

　　　　　　　　　　　　　　ゐ　　　　＝Ψ；k，¢た（∫）X夫（0）6（£瓦）

　　　　　　　　　　　　へ　　　　＝Ψ纂，¢★（Xた（0））6㈲

　　　　　　バ　　　　＝x☆（T）・b（tK・）． （3．26）
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Thus，　time　variation　of　perturbations　can　be　expressed　as　linear　combination

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A
of　column　vectors　of　the　non－singular　matrix　Xk（τ）．　Furthermore，　equations

（3．14），（3．18）一（3．21）yield

文た（hk）＝Ψ駕¢た（文兎（0））

　　　　　　＝（ψ駕¢k（μ1，k）　ψ㍑¢k（μ2，先）　…　　ψ無¢k（ILN，k））

　　　　　　＝（％1，k＋1　u2，た＋1…　2LN，k＋1）Dん

　　　　　　　　　へ
　　　　　　＝Xん＋1（0）Dた　fbr　k＝0，1，…，M，

　　　　　　A
where　XM＋1（0）＝

that

（3．27）

ム

Xo（0）and　Dk∈RN×N　are　the　diagonaユmatrices　such

Dκ＝・diag　ll’ip2kExk（uゴ，k）ll，

　　　　　1≦ゴ≦1V

（3．28）

fbr　k＝0，1，…　　，M－1　and

DM＝
diag〈uゴ，o，ψ㍑編』イ（uゴ，M）〉．

1≦ゴ≦1V

（3．29）

Since　uゴ，κandψ㍑¢k（・ωゴ，k）are　the　j－th　columns　of　．k　k（0）andΨ㍑¢k（Xk（0）），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
respectively，　Dk　depends　on　xk　and　Xk（0）．　Then，　equation（3．9）can　be

reWritten　aS

　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　
Qん（Xk，　Xlt＋1，X兎（0），Xん＋1（0））

　　＝Ψ駕芸（文ん（0））一Ψぷ，¢た＋、（文☆（んk））

　　＝Ψ駕蒜（文☆（0））一Ψ認，¢★＋、（文た＋1（0）Dk）

＝0． （3．30）

Using　an　iterative　method　fbr（3．6）and（3．30），　we　can　control　errors　of　ap－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A
proXimate　solutiohs　xk　and　Xk（0），　namely，　the　corresponding　eigenvectors

uゴ，k　with　a　thresholdδin（3．10）and（3．11）．　Also，　Floquet　multipliers　are

accurately　computed　with　the　approXimate　solu七ions　of　uゴ，κand　equation

（3．23）．We　ca11　this　method“Method　3”．

　　　We　should　emphasize　that　equation（3．30）can　be　separated　to　each　col－

umn　qik　of　Qた．　That　is，　fbr　each　j，　we　ca皿iteratively　compute　uゴ，k　and
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UiK・＋1　USIng

qゴ，k（Xk，Xk＋・，uゴ，K・，zeゴ，k＋・）

　　＝ψ駕芸夫（uゴ，K・）一ψ元芸，¢k＋、（Dk（ゴ，」）uゴ，k＋1）

　　＝ψ畿㌶k（uゴ，k）－Dk（元，ゴ）ψ元芸tXk＋、（uゴ，k＋1）

　　＝0． （3．31）

Therefbre，　we　can　obtain　each　Floquet　multipHer　independently　fbr　each　j．

This　leads　to　reduction　of　round－off　errors　in　the　computation　of　Floquet

multipliers．　In　addition，　even　if　eigenvectors｛uゴ，k｝are　not　linearly　inde－

pendent，（3．31）enables　us　to　obtain　Floquet　multipliers　of　which　the　total

number　is　less　than」V．

　　　Finally，　we　refer　to　computational　costs　of　this　proposed　method　fbr　sim－

plicity　using　M十1＝1，　namely，　the　simple　shooting　method．　Since　unkno㎜
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　variables　are¢o∈RN　and　Xo（0）∈RN×N，　the　n迦ber　of　the皿㎞own　scalar

values　is（N十1V2）．　In　order　to　reduce　computational　costs，　in　this　thesis，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A
we　solve　the皿known　variables　xo　and　Xo（0）separately　using　Newton，s

method　for　go（3．6）and　for（Qo（3．9），　respectively．　Otherwise，　the　derivative

舞is　requi・ed・in・Newt・n’s　meth・d，　then　we　must　additi・nally　c・mpute　N3

dimensional　solutions　of　differential　equations　as　an　mitial　vaユue　problem．

Therefbre，　we　separate　the　proposed　method　into　two　steps．　First，　we　com－

pute　the　periodic　solutions　xK．　using　Newton，s　method　fbr　gk（3．6）．　Next，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A
we　can　get　Floquet　multipliersλゴand　Xk（0）using　Newton，s　method　fbr

Q夫（3．30）．Figure　3．2　shows　the　computation　time　fbr　periodic　orbits　and

Floquet　mU　ltipliers　of　the　Mathieu　equations（4．1）using　the“Method　3”．

We　can　see　the　computation　time　of　the　method　is　reduced　using　gk　and　Qk

separately．
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Figure　3．2：Conlputation　timeτ［seconds］of　L：Method　3”丘）r　periodic　or－

bits　and　Floquet　multipliers　fbr　tlle　nonlinear　Mathieu　equatliops（4．1）using

both（3．6）and（3．30）simultaneously　and　separately，　respectively．　p：the

parameter　of　the　equa七ions．
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3．3 ApPlication　of　the　proposed　method　to

aUtOnOmOUS　SyStemS

The　proposed　method“Method　3”can　be　applied　to　autonomous　systems

de丘ned　by

dx
百＝f（x） （3．32）

where　f：RN→RN　is　of　class　C2．　Fbr　autonomous　systems，　the　time

intervals　hk＝tk＋1－tk　（k＝0，1，…　　，M）are　unknown，　and　the　period　T　is

expressed　as

　　　　M

T－］2　h・・

　　　　k＝0

（3．33）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　べ
These　intervalsん☆must　be　computed　simultaneously　with　xk　and　Xk（0）

so　that（3．6）and（3．30）are　satisfied．　Since　the　initial　time　to　can　be　set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　びarbitrarily，　we　set　to＝0．　Unknown　variables　are｛んk，xK．，Xk（0）｝廷o．　The

number　of　the　unknown　scalar　values　is（1十1V十」V×N）x（M十1），　and　is　more

than　the　number　of　equations（3．6）and（3．30）．　In　order　to　close　this　problem

and　determine　the　unknown　variables，　we　use　an　additional　condition　under

which　each　xk　is　located　on　Poincar6　sections　Hk　tra皿sverse　to　the　periodic

orbit　as　shown　in　Figure　3．3．　Consider　a　given　approximate　solution　tnK．　of

xk．　A　section　orthogonal　to　the　vector　fieldτ（♂K．）at硫is　transverse　to

the　periodic　orbit　when♂たhas　enough　accuracy．　Thus，　we　can　express　the

additional　condition　xk．∈Hk　as

bk（Xk）＝〈Xk・　一一　Mk，f（Mh）〉＝0． （3．34）

　　　Using　Newton，s　method　fbr（3．6）and（3．30）with（3．34），we　can　iteratively

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハobtain　approximate　solutions　of｛んた，｛ck，Xk（0）｝£4＝o，　and　from（3．33）we　can

determine　tk　and　the　period　7「．
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H2

’

ho＝tl－to

Figure　3．3：The　additional　condition（3．34）of七he　mllltiple　shooting　method

for　atltonomous　sys七ems．　Closed　curve：aperiodic　orbit　in　the　state　space，

Hk　（k＝1，2，3）：Poillcar6　sec七ions　tralrsverse　to　the　periodic　orbit．
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3．4 Accuracy　of　computed　results

As　stated　in　Section　3・2，　the　j－th　Floquet　multiplierλゴis　equal　to　the　j－th

eigenvalueλゴ，k（k＝0，1，…，．M）of（3．17）．　However，　numerical　results　of

λゴ，K．　may　be　different丘om　each　other．　Thus　we　can　use

　　　　　　　　　　　　　1
R（λゴ）＝
　　　　　　　max・≦k≦M　lλゴ，kl

。理㍊λゴ，k－。塁射ゴ・た
，

（3．35）

as　an　index　of　accuracy　of　the　computed　Floquet　multipliers．

　　　Additionally，　fbr　autonomous　systems，　one　of　the　Floquet　multipliersλu

must　be　equal　to皿ity［36，31］．　Thus　we　can　use

恥）一。恐i器1λ・，k－11， （3．36）

as　an　index　of　error　of　numerical　results　of　Au．

　　　Using　these　indices　R（λゴ）and　E（λu），we　wiU　compare　accuracy　of　Floquet

multipliers　computed　by“Method　1”，“Method　2”，and“Method　3”．



Chapter　4

Numerical　examples

As　shown　in　Chapter　2，　the　conventiona1　method‘‘Method　1”can　compute

inaccurate　Floquet　multipliers　when　periodic　orbits　get　closer　to　equilib－

ria．　This　chapter　compares　numerical　examples　computed　With“Method　1”，

“Method　2”，and“Method　3”．　The丘rst　example　is　a　two　dimensional　non－

autonomous　system　de丘ned　by　the　non五near　Mathieu　equations［18，13，38］．

Next，　we　show　the　results　of　a　three　dimensionaユautonomous　system　de－

fined　by　the　FitzHugh－Nagumo　equations［15，32］．　In　the　computations　with

“Meth・d・3”，　sk．（3．5）in（3．6）and（3．30）is飯ed　t・与．　We・may・expect・that

sui七able　choice　of　sk　can　improve　computed　results，　but　this　is　left　for　fUture

works．　Eigenvalues　and　eigenvectors　of　X　k（T）（3．17）were　computed　with

“geev”of　LAPACK［1］．　The　eigenvalues　are　the　resUlts　of　Flo　quet　mUltipli－

ers　with“Method　1”，　and　the　eigenvectors　are　used　as　initial　approximate

solutions　of‘‘Method　3，，．

　　　Using　indices　R（λゴ）（3．35）and　E（λu）（3．36）in　Section　3．4，　we　compare

accuracy　of　the　computed　Floquet　multipliers．　Also，　we　check　errors　of　the

conditions（3．10）and（3．11）for　the　periodic　orbits　and　the　solutions　of　the

corresponding　variational　equations，　respectively・

35
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4．1 The　Mathieu　equations

The　nonlinear　Mathieu　equations［18，13，38j　are　given　by

dx
証＝y，
書一一（q＋PC・st）sinx， （4．1）

whereρis　the丘ee　parameter　and　q　is　set　to　l　in　this　thesis．　These　equations

are　a　mathematical　model　fbr　prametrically　excited　nonlinear　oscillation，　fbr

example，　the　fbrced　motion　of　a　swing［5】，　vibration　of　elastic　cables［35｜，　the

seesaw　oscillator［28］，　oscillatory　motion　of　a　ship［38］，　etc．　Note　that　this

system　has　an　equilibrium　x．　at　the　or麺in　the　state　space（x，　y）．

　　　Figures　4．1（a）and（b）show　the　computed　periodic　orbits　with　the　period

T＝2πin　the　state　space　and　the　corresponding　time　series　for　p＝2，20，

and　40，　respectively．　We　can　find　that　the　periodic　orbit　gets　closer　to　the

equilibri㎜x＊with　increase　of　lρ，　and　that　the　point　x（t）on　the　periodic

orbit　moves　very　slowly　with　time　near¢、　and　quickly　away　from　x、．

　　　In七hese　computations，　the　proposed　method“Method　3”With　M十1＝

100，tk・一fi、k，　andんん一£＋・一¢た五舞、（k－0，1，…，M）are　used・

The　thresholdsδ1　andδ20f　the　convergence　conditions（3．10）and（3．11）of

“Method　3”are　set　toδ1＝δ2＝10－6．　Initial　value　problems　of　the　ordinary

differentiaユequations（2．1）and　the　corresponding　variational　equations（2．13）

are　numerically　solved　using　the　4・th　order　explicit　R皿ge－Kutta　method　With

the　time　increment△舌＝0．025．　The　conventional　multiple　shooting　method

“Method　1”also　produced　accurate　enough　results　of　the　periodic　orbits．

　　　Figure　4．2　shows　the　computed　Floquet　mu1七ipliers　using“Method　1”．

The・ati・・f　the　Fl・quet　mdtipHers閲（1λ・1＞1λ・D　bec・mes　c・nside・ably

large　as　the　periodic　orbit　gets　closer　to　the　equilibrium　x、　with　increase

of　p．　Then，“Method　1”gives　inaccurate　Floquet　multiplierλ2，　even　if　the

corresponding　periodic　orbit　is　accurately　computed．

We　may　expect　that　some　commonly　used　implicit　methods　for　initial

value　problems　of　ordinary　differential　equations　improve　accuracy　of　com－

puted　results　of　Floquet　multipliers．　Figures　4．3（a）and（b）show　the　com－

puted　Floquet　multipliers　using“Method　1”with　the　implicit　Runge－Kutta
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methods　called　the　3rd　order　RadaullA　method　and　the　4th　order　LobattoI－

IIA　method，　respectively［6，16，201．　Figures　4．4（a）and（b）show　the　index

of　error」R（λゴ）de丘ned　by（3．35）fbr“Method　1”with　the　4th　order　explicit

Runge－Kutta　method　and　with　the　4th　order　RadauIIA　method，　respectively．

In　both　cases，　R（λ2）fbr　the　smaller　Floquet　multiplierλ2　increases　With　p．

These　results　indicate　that　the　implicit　methods　do　not　help　us　obtain　accu－

rate　Floquet　multiplierλ2．

　　　Figures　4．5（a）and（b）show　that　both　Lust，s　method“Method　2”and

the　proposed　method“Method　3”compute　Floquet　multipliers　accurately．

Lust，s　method“Method　2”usesδQ＝10－6　as　the　thresholdδQ（A．5）fbr　the

periodic　Schur　decomposition　of　Xk（T）（3．17）．

　　　Figures　4．6（a）and（b）show　the　index　of　error　R（λゴ）．　The　results　indicate

that　R（λゴ）fbr“Method　2”are　less　than　10－5，　and　that　R（λゴ）fbr“Method

3”are　almost　zero．　Also　we　can　see　that　R（λゴ）of“Method　2”are　large　when

p　is　small．　From　these，　we　can　say　that　the　results　of　the　proposed　method

“Method　3”are　more　accurate　than　Lust，s　method“Method　2”．　We　will

discuss　the　results　of　Lust，s　method　in　Chapter　5　in　more　detail．

　　　Figures　4．7（a）and（b）show　errors　di（3．10）and　d2（3．11）fbr“Method　3”，

respectively．　We　can　see　that　the　errors　of　the　computed　results　of“Method

3，，are　bounded　by　the　thresholdsδ1＝δ2＝10－6．
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Figure　4．1：Computed　results　of　the　periodic　orbit．s　of　the　nonlinear　Mathieu

equations（4．1）wi七h““’let・hod　3”，　T：the　period．　P：the　parameter　of　the

eqllationS．
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Figure　4．2：Tlle　Floquet　multipliersλj（ゴ＝1，2）computed　with“Method

1”fbr　the　nonliiユear　Ma．thieu　equations（4．1）．　F（）r　initial　value　problems　of

differentia．l　equations，　the　4th　order　explicit　Runge－Kutta　method　witll　the

tiIlle　illcreMellt，△t＝0．025　is　used．　p：the　parameter　of七he　equations．
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Figure　4．3：Comparison　of　tlle　computed　Floquet　multipliersλj（ゴ＝1，2）

fbr　the　nonlinea．r　Mathieu　equations（4．1）with　the　implicit　Runge－1く11tta

methods　called　the　3rd　order　RadaulIA　a．nd　the　4th　order　Lobattollla．、　re－

spectively．　The　tilne　increment△亡of　the　lnethods　is　set　to△t＝0．025．ヵ：

the　pa．rameter　of　the　equations．
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Figm℃4．4：Colnparison　of　accura．cy　of　the　numerical　results　of　the　Floque七

multiphersλゴ（ゴ＝1，2）by“Method　1：：with　tlle　implicit　methods　fc）r　the

nonlinear　Mathieu　equac．tions（4．1）．　R（λj）：See〔3．35）．p：the　parameter　of

the　equationS．
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Figure　4，5：Comparison　of　the　co皿puted　Floquet　rnultipliersλゴ（ゴ＝1，2）

by‘LMethod　2”　and“Method　3”for　t・he　nonlinear工V工a．thieu　equations（4・1）・

For　initial　value　problems　of　differential　equations，　the　4th　order　explicit

Runge－Kut七a　method　with△t＝0．025　is　used．　p：七he　parameter　of　the

equatlons・
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Figllre　4．6：Comparison　of　accuracy　of　the　computed　results　of　the　Floquet

multipliersλゴ　（，i　＝　1，2）by　‘LMet，hod　2，，　a．nd　LLI・lethod　3’，　fbr　the　nonlin－

ear　Mathiell　equa．tions（4．1）．　R（Aj）：See（3．35）．　p：the　para．meter　of　the

equa．tions．
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New七〇n‘s皿ethod　in：：Method　3”for　the　nonlinear　Mat・hieu　equations（4．1）．

P：the　pararneter　of　the　equations．δ1，δ2：threhsolds　for　the　errors　dl　and

d2，　respect三vely．
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4．2 The　FitzHugh－Nagumo　equations

The　FitzHugh－Nagumo　equations［15，321　are　given　by

dx
百二y，

警一qy＋x（x－1）（x－P）＋z，

dz　　T
－＝－x．
dt　q

（4．2）

This　is　a　simplified　model　of　Hodgkin－Hu）dey　equations［21｜which　describes

excitation　dynamics　of　nerve　axon．　This　mode1（4．2）has　an　eqUilibrium　m＊

at　the　origin　in　the　state　space（x，　y，　z）．　In　the　fbllowing　computations，　p

is　used　as　the　free　parameter，　and　q　and　r　are　set　to　q＝0．28288600873

and　r＝0．0025，　respectively．　We　computed　periodic　orbits　near¢。　using

the　proposed　method“Method　3”with　M十1＝100　and　thresholdsδ1＝

δ2＝10－6．For　initial　value　problems　of　differential　equations　in　the　i七erative

method，　the　4th　order　explicit　Runge－Kutta　method　with　the　time　increment

△t＝0．05was　used．

　　　Figures　4．8（a）and（b）show　the　computed　periodic　orbits，　and　the　cor－

responding　time　series　of　equations（4．2）fbr　p＝－0．015，0．01，　and　O．015．

Similarly　to　the　results　of　the　Mathieu　equations，　the　point　x（t）on　the　pe－

riodic　orbit　moves　very　slowly　With　time　near　the　equilibrium　x＊and　very

fast　away　from　x、．

　　　Figure　4．9　shows　the　computed　Floquet　multiphersλ1，λ2，　andλ3（1λ11≧

1λ21≧1λ31）using　the　proposed　method“Method　3，㌔It　was　fbund　that　this

result　is　almost　the　same　as　that　using　the　conventional　shooting　method

“Method　1”and　that　using　Lust’s　method“Method　2”in　this　figure．　We

can　see　that　the　rati・s閲and閲・apidly　inc・ease・With・P・He・e　n・te　that

one　of　the　Floquet　multipliersλu　of　this　autonomous　system　must　be　equal

to　unity［36，31］．　In　this　case，　the　corresponding　eigenvalueλu　isλ2・

　　　Figures　4．10（a）and（b）compaエe　the　index　of　error　R（λゴ）（3．35）of　the

“Method　1，，　using　the　4th　order　explicit　R皿ge－Kutta　method　and　the　4th

order　implicit　Runge－Kutta　method，　respectively．　The　time　increment△t　is

△t＝0．05．Similarly　to　the　computed　results　of　the　Mathieu　equations，　the
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implicit　method　for　initial　value　problems　With　a　sufficient！y　small　threshold

δ1＝10－12，does　not　he1p　us　obtain　accurate　Floquet　multipliers．

　　　Figures　4．11（a）and　4．12（a）show　the　computed　Floquet　multipliers　using

Lust，s　method“Method　2”and　the　proposed　method“Method　3”，　respec－

tively．　lt　is　found　that　the　index　of　error　R（λゴ）of“Method　2”and“Method

3”are　less　than　10－5．　Furthermore，　Figures　4．11（b）and　4．12（b）show　that，

with　smaller　thresholdsδ1＝δ2＝δQ＝10－12，　both　methods　reduce　R（λゴ）

1ess　than　10－11．　Since七he　periodic　Schur　decomposition　fbr　autonomous　sys－

tems　is　constructed　such　thatλu＝λ2＝1as　shown　in　Appendix　A，　R（λ2）

of“Method　2”is　not　displayed　in　the丘gures．

　　　Figures　4．13（a）and（b）compare　the　error　E（λu）of“Method　1”with　that

of“Method　3”．　We　can　see　that　E（λu）can　be　reduced　using“Method　3”

With　smaller　time　increment△t　of　the　Runge－Kutta　method，　but　not　using

“Method　1”．

　　　Figures　4．14（a）and（b）show　the　errors　d1（3．10）and　d2（3．11）for　the

convergence　conditions　of“Method　3”，respectively．　Figures　4．15（a）and（b）

show　the　iteration　number〃．　The　thresholdsδ1　andδ2　are　set　toδ1＝

δ2＝10－12．It　is　fb皿d　that　the　proposed　method“Method　3”enables　us

to　control　accuracy　of　not　only　the　periodic　orbits　but　aユso　the　solutions　of

the　variational　equations　with　a　few　iterations，　even　for　considerably　smal1

七hresholds．

　　　Finally，　Figure　4．16　compares　compu七ation　time　fbr　the　periodic　orbits

and　Floquet　multipliers．　In　this　figure，　TA十Tl，　TA十T2，　and　TB十73　represent

the　total　computation七ime　of　the　conventional　shooting　method“Method

1，，，Lust，s　method“Method　2”，　and七he　proposed　method“Method　3”，　re

spectively．　These　results　show　that　the　proposed　method“Method　3”can

produce　accurate　Floquet　multipliers　in　practical　computation　time・
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equations．



49

AK
）

　　010

　　一410

　　一810

　　一1210

10’i6

一〇．015－0．01－O．005 0 0．0050．01　0．0150．02

P

（a）4tll　order　explicit　Rung《＞Kutta

AK
）

　　010

　　一410

　　・810

　　・1210

　　一1610

一〇．015－O．01－0．005 0 0．005　0．Ol　O．015　0．02

P

（b）4th　order　implicit　Runge－Kutta　（LobattollIA）

Figllre　4．101　Comparison　of　accuracy　of　the　numerica1　result，s　of　t，he　Floquet

multiphersλj（ゴ＝1，2，3）by‘：Method　1”fbr　the　FitzHugh－Nagmno　equa－

tions（4．2）．　For三nitia．I　value　problems　of　differential　equations、（a）the　4th

order　explicit　Runge－Kutta　method　and（b）the　4th　order　imphcit　Runge．

Kutta．　nieChod　ca．11ed　Loba．ttolllA　are　used．　R（λ」）：see（3．35）．　p：the

pal’allleter　of　tlle　equations．
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quet　inultipliersλj（ゴ＝1，2，3）by“Method　2”fbr　the　FitzHugh－Nagumo

equations（4．2）．δ1：see（3．10）．δq：see（A．5）．　R（λj）：see（3．35）．1）：the

parameter　of　the　equations．
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Figure　4．12：Comparison　of　accuracy　of　the　Ilumerical　results　of　the　Floquet

nlultipliersλj（ゴ＝1，2，3）by“Method　3”fbr　the　FitzHugh－Nagumo　equa－

tions（4．2）．δ1，δ2：see（3．10）and（3．11），　respectively・R（λゴ）：see（3、35）．P：

the　parallleter　of　the　equatiolls．
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Figure　4．13：Comparison　of　errors　of　the　unit　Floquet　multiplierλu（＝λ2）

for　the　FitzHugh－Nagurno　equations（4．2）by“Method　1”　and　by　L：A，lethod

3”．△t：the　time　increment　of　the　4七h　order　explicit　Rullge－Kutta．　method．

E（λu）：the　error　defined　by（3．36）．　p：the　para．meter　of　the　e（1uations，
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bits　and　Floquet　Inultipliers　of　tlle　FitzHllgh－Nagumo　equations（4．2）．　TA

：computatioll　time　fbr　the　periodic　orbits　using‘cMethod　1”and‘‘Method

2”．ηB：computation　time　for　the　periodic　orbit・s　usingζ‘Method　3’：．τ1，T2，ア3

：complltation　time　for　the　Floquet　nlultipliers　usillg‘tMet，hod　1”，‘↓Method

2”，and“Method　3，㌧respectiirely，　p：the　parameter　of　the　equations．



Chapter　5

Discussions

5．1 Significance　of　two　ideas　in　the　proposed

method

The　proposed　method　is　based　on　two　main　ideas，（1）construction　of　the

iterative　method　fbr　variational　equations　and（II）reduction　of　ro皿d－of［er－

rors　in　the　computation　of　Floquet　multipliers　using　eigenvectors　of　Xo（T）

as　the　initial　condition　of　variational　equations．　Although　these　two　ideas

（1）and　（II）are　separately　described　in　Sections　3．1　and　3．2，　it　should　be

emphasized　that　both（1）and（II）are　required　fbr　accurate　computation　of

Floquet　multipliers．　ActuaUy，　in　Section　3．2，　eigenvectors　of　Xo（T）are　com－

puted　using　the　iterative　algorithm　fbr　variational　equations．　The　fbllowings

indicate　significance　of　both　ideas（1）and（II）in　the　proposed　method．

　　　We　can　compute　Floquet　multipliers　Without　using　eigenvectors　of　Xo（T），

namely“Method　3　without　eigenvectors”．　Figure　5．1（a）shows　the　computed

results　of　Floquet　multipliers　for　the　FitzHugh－Nagumo　equations（4．2）us－

ing“Method　3　without　eigenvectors”in　which　variational　equations　are　it．

eratively　solved．　Although　Xo（T）is　accurately　computed，　the　results　using

“Method　3　with　eigenvectors”shown　in　Figure　5．1（b）are　more　accurate　than

“Method　3　without　eigenvectors”．　Thus　reduction　of　the　round－ofF　errors　us．

ing　eigenvectors　is　critical　in　the　proposed　method．

　　　On　the　other　hand　we　can　compute　Floquet　multipliers　without　using

57
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the　iterative　method　fbr　variational　equations，　namely“Me七hod　3　without

iteration”．　Figure　5．2（a）shows　the　computed　results　of　Floquet　multipliers

fbr　the　Fitz且ugh－Nagumo　equations（4．2）using“Method　3　without　iteration”

in　which　eigenvectors　of　Xo（T）are　used　the　initial　condition　of　variational

equations．　Although　utilization　of　eigenvectors　of　Xo（T）reduces　the　round－

off　errors，　the　results　using“Method　3　with　iteration”in　Figure　5．2（b）are

more　accurate　than“Method　3　without　iteration”．　It　is　because　we　cannot

control　the　errors　of　solutions　of　the　variational　equations　without　iteration・

From　these，　we　can　see　tha七the　iterative　computation　of　variational　equations

is　essentiaユ1y　important　in　the　proposed　method．
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Figure　5．1：Comparisoll　of　accuracy　of　the　numerical　results　of　the　Floquet．

nlultipliersλ」（ゴ＝1，2，3）fbr　the　FitzHugh－Nagumo　equations（4．2）．p：

the　paralneter　of　the　equations．　R（λゴ）：see（3．35）．
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Figure　5．2：Co皿parison　of　accura．cy　of　the　numerical　results　of　the　Floquet

multipliersλゴ（ゴ＝1，2，3）fbr　the　FitzHugh－Nagumo　equations（4．2）．p：

七he　para．meter　of　the　equations．　R（λj）：see（3・35）・
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5．2 Comparison　with　Lust，s　method

Lust，s　method　improves　some　other　conventional　methods．　For　example，

Figure　4．5（a）shows　that　Lust，s　method“Method　2”produces　accurate　results

for　P＞200f　the　nonlinear　Mathieu　equations（4．1）which　the　conventional

shooting　method“Metho　d　1”cannot　solve　correctly．　However，　Figure　4．6（a）

shows　that　the　index　R（λゴ）（3．35）of　error　of　Floquet　multipliers　computed

by　Lust，s　method“Method　2”is　large　for　small　p　near　the　bifUrcation　point．

That　is，　the　computed　results　using　Lust，s　method　can　be　erroneous　near　the

bifurcation　point．　We　can　consider　the　reason　as　fbllows：

　　　The　idea　of　Lust’s　method　is　to　use　the　periodic　Schur　decomposition　of

matrix　solutions　of　variational　equations　as　shown　in　Appendix　A．　Then　the

variationaユequations　are　solved　as　an　initial　value　problem　until　the　orthog－

onal　matrices　Qk　converge．　Since　the　transient　state　is　long　near　bifurcation

points　in　general，　it　takes　time　for　Qk　to　converge　and　the　errors　of　the　com－

puted　results　accumulate　due　to　long　time　calculation　of　the　initial　value

problem．　This　results　in　the　errors　in　Figure　4．6（a）．

　　　On　the　other　hand，　the　proposed　method“Method　3”iteratively　solves

the　variational　equations　using　Newton，s　method．　Consequently，　the　com－

puted　results　using“Method　3”are　accurate　enough　even　near　the　bifurcation

as　shown　in　Figure　4．6（b）．



Chapter　6

Conclusions

This　thesis　has　considered　numericaユstability　analysis　of　periodic　orbits　of　or－

dinary　differential　equations，　and　proposed　a　new　method　to　compute　Floquet

multipliers　with　enough　accuracy．　The　basic　ideas　of　the　proposed　method

are　to　construct　an　iterative　method　to　compute　the　variationaユequations，

and　to　utilize　eigenvectors　of　the　matrix　solution　Xo（T）of　the　variationaユ

equations．　Numerical　examples　showed　effectiveness　of　the　proposed　metho　d．

　　　The　folloWings　summarize　each　chapter：

　　　Chapter　2　introduced　the　conventional　method　to　numerically　investigate

stability　of　periodic　orbits　of　non－autonomous　ordinary　differentia1　equations

given　by

箒一鋼With　f（t，x）－f（t＋T，x）・ （6．1）

We　can　examine　stability　of　periodic　orbits　x（t）＝嬬（xo）with　the　period

Tusing　the　variational　equations

dXo　∂∫
dτ　　∂x

t・＋r・　x＝gTo（mp）

Xo（T）　with　　Xo（0）＝∫． （6．2）

Eigenvalues　of　Xo（T），　namely　Floquet　multipliers，　determine　stability　of　the

periodic　orbit．　The　proposed　method　is　based　on　the　shooting　method　which

is　one　of　the　commonly　used　methods．　It　was　shown　using　numerical　examples
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that　the　shooting　method　and　the　standard　method　to　obtain　eigenvalues　of

Xo（T）can　produce　inaccurate　results　when　the　periodic　orbit　passes　near

the　equilibrium　point　or　the　ratio　of　the　maXimum　Floquet　multiplier　to

the　minimum　one　is　very　large．　These　computational　errors　are　due　to　the

numerical　method　fbr　the　variational　equations　and　round－off　errors　in　the

computation　of　eigenvalues　of　Xo（T）．

　　　Chapter　3　proposed　a　new　method　to　numerically　obtain　Floquet　multi－

pliers．　The　basic　ideas　are　to　construct　an　iterative　me七hod　for　the　variational

equations，　and　to　utilize　eigenvalues　of　Xo（T）as　the　initial　condition　of　the

variational　equations．　The　iterative　method　enables　us　to　control　errors　of

the　computed　results　of　the　variational　equations．　Utilization　of　eigenva1－

ues　of　Xo（T）reduces　the　round－off　errors　in　the　computation　of　Floquet

multiphers．

　　　Chapter　4　showed　some　computed　results　fbr　the　nonlinear　Mathieu　equa－

tions　and　the　FitzHugh－Nagumo　equations．　Comparison　with　the　conven－

tional　methods　indicated　that　the　proposed　method　can　yield　Floquet　mul－

tipliers　with　enough　accuracy　and　practical　computational　cost．

　　　Chapter　5　discusses　signi丘cance　of　the　two　main　ideas　of七he　proposed

method　and　compares　the　proposed　method　with　Lust，s　method．　Numer－

ical　examples　illustrate　the　importance　of　the　ideas　to　accurately　compute

Floquet　multipliers．

　　　In　this　thesis，　accuracy　of　computed　Floquet　multipliers　is　examined　using

some　indices　given　by　necessary　conditions　of　them．　Howeveエ，　the　indices

are　not　sufHcient　to　verify　accuracy　of　numerical　results．　We　may　further

investigate　accuracy　of　numerical　solutions　using　the　proposed　method，　for

example，　fbllowing　the　idea　of　numerical　veri丘cation　methods［41，39，81．　This

remains　as　future　works．　Also，　the　eigenvectors　of　Xo（T）can　be　used　in

approximation　of（un）stable　manifblds　of　the　periodic　orbits．　We　expect　to

apply　the　proposed　method　fbr　computation　of（un）stable　manifblds．



Appendix　A

The　periodic　Schur

decomposition

An　upper　triangular　matrix　A＝Q3Xo（T）（？o　with　an　orthogonaユmatrbζ

Qo　is　lineaエly　conjugate　to　a　matrix　Xo（T）∈RN×N（2．14）which　is　the

matriX　product　of　Xk（hk）（k＝0，1，…，．M）．　Using　orthogonal　matrices　Qk

（k＝0，1，…，M），　the　periodic　Schur　decomposition［4】of　Xo（T）represents

the　conjugate　matrix　A　as　the　matrix　product　of　upper　triangular　matrices

／IK．∈Rlv×N　such　as

A＝Q『Xo（T）Qo

＝Q3X．（んM）…X、（ん、）X。（拘）Q。

　＝Q3XM（hM）QM…Q穿X1（ん1）QIQ『Xo（拘）Qo

　＝AM…AIAo，
（A．1）

where

Ak－Q憲＋、　Xん（hk）Q夫品・k＝0，1，…，M－1， （A．2）

and

A．　＝：　（？3　XM（hM）（？M． （A．3）

The　orthogonal　matrices　Qk　are　constructed　by　the　folloWing　steps．
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（i）C・nst・uct　an　a・bit・arily・・th・g・nal　mat・ix　Q・∈RN×N・

（ii） Using　Gram－Schmidt　orthonormalization，　decompose　Xk（hk）Qk　such

as

　　　　Xk（んk）Qk＝（？k＋1　Ak

for　K－＝0，1，…，M．

（A．4）

（iii）If　the　fbllowing　convergence　condi七ion　between　QM＋i　and　Qo　is　satis丘ed，

　　　　　丘nish　the　iteration　and　recompute　AM　as（A．3），　or　else，　substitu七e

　　　　　QM＋1　into　Qo　and　return　step（ii）・

The　convergence　condition　in　step（iii）is　given　as　fbUows．　Let　wゴ，M＋1　and

wio　denote　theゴーth　columns　（」＝1，2，…　，N）of　QM＋1　and　Qo，　respec－

tively．　This　iteration　is　continued　untilωゴ，M＋1　becomes　oriented　to　the　same

direction　of　wゴ，o　except　fbr　the　sign，　namely，　the　convergence　condition　is

91ven　as

　　　　　dQ・一、劃1ωゴ，M＋・－sign（〈wi・，　w」・M＋・〉）wあ・ll＜δQ，　（A・5）

for　sufliciently　small　6Q＞Owhere〈・，・＞denotes　the　inner　product．

　　　1七sh・uld　be　n・ted七hat　Xん（hk）Qた一轍¢、（Qk），　namely　s・1uti・ns・f　the

variational　equations（2．13）With　the　initial　condition　Qk．　The　computation

・fΨ㍑，叫（Qk）is　iterated　in（i），（ii），　and（iii）until　Qk　are　c・nve・ged　s・

that七he　condition（A．5）is　sa七isfied．　Then，　the　lst　vectorω1，k　of（？K－is

most　expanded　to　the　direction　of　the　eigenvector　fbr　the　largest　Floquet

multiplier，　namelyi　the　largest　eigenvaユue　of　X　k（T）．　　　　　．

　　　The　method　above　is　available　for　both　of　non－autonomous　systems　and

autonomous　systems，　but　f（）r　autonomous　systems，　we　can　set　more　accurate

lst　vectors　w　1，k　using　a　theoretical　property．　The　property　is　that　perturba－

tions　directed　to　the　vector　field∫（3．32）is　not　expanded　or　contracted　on

the　trajectory．　Write　a　solution　x（t）with　an　initial　condition　x（tk）＝xK・as

x（t）＝《ρ纂（xk）（ア＝t－tk）．　Then，　it　fbllows　that

　　　　　　　　　dx（t）　　dψ纂（Xk）

　　　　　　　　　　dt　　　　dt

　　　　　⇔f（x（t））一∂繋）f（Xk）－Xk（ア）f（Xk），　（A・6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛む＝¢k
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and　this　property　gives

　　　　　九＋1＝X＆（hK．）九，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A．7）

where九denotesτ（xK．）．　Therefbre，　we　can　select　the　orthogonal　matrices

Qんas

　　　　　Qん一（合Sk），　　　　　　（A・8）

where　Slt∈RN×（N－1）are　orthonormal　matrices．　With　minor　modi丘cations

of　steps（i），（ii），（iii），　we　can　iteratively　obtain　apPropriate　5たas　fbllows．

　　　As　stated　in　Section　2．3，　we　can　compute　each　Floquet　multiplierλ

」－th　eigenvalue　of　the　conjugate　matrix　A，　namely，　the　product　of　elements

Ak（」，」）of　the　upper　triangular　matrices　Ak．　It　should　be　noted　that　this

decomposition　of　Xo（T）for　autonomous　systems　gives　the　unit　Floquet　mul－

tiplierλu　as

　　　　　Au一弦（1，1）一菖Il存llll－ll繍L・・　　　（A…）

（i’）Construct　an　arbitrarily　So　orthonormal　to　fo　so　that（？o　is　orthogonal．

（ii’）Using　Gram－Schmidt　orthonormalization，　decompose　Xk（んk）（？k　as

　　　　　　　　　Xk（hk）Qk＝（II去llxゐ（hk）アk　Xk（んk）SK・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（ll六ll∫髭＋・Xk（hk）SK・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（酬劇Xh（hk）Sk）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一（r1｝E‡lll　SK・＋・）（llきil1竃）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝Qk＋1Ak，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A．9）

　　　　　where、Bk∈R（N－1）×（ハ』1）are　upper　triangUlar　matrices　and　bk∈R（N－1）

　　　　　for　K－＝0，1，…，M．

（iii’）If　the　convergence　condition（A．5）is　satisfied，丘nish　the　iteration　and

　　　　　recompute　AM　as（A．3），　or　else　substitute　SM＋1　into　80　and　return

　　　　　step（ii’）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴas
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