Ueber die

Darstellbarkeit willkiirlicher Functionen durch
Reihen die nach den Wurzeln einer
transcendenten Gleichung
fortschreiten.

yon

Dr. Phil. R. Fujisawa.

Neben den trigonometrischen Reihen werden, in der mathema-
tischen Physik, die ihnen naheverwandten, nach den Wurzeln einer
gewissen transcendenten Gleichung fortschreitenden Reihen vielfach
angewandt ; daher wird es wiinschenswerth sein, wenigstens fiir alle
Fiille der Natur, d. h., unter beschréinkenden, jedoch fiir die phy-
sikalische Anwendung hinreichend allgemeinen Voraussetzungen iiber
die Natur der Function, zu heweisen, dass die Reihe wirklich gegen
den Werth der gegebenen Function convergire. Dass der von Sturm
und Liouville herriihrende, von Heine vervollstiindigte Beweis un-
zureichend ist, habe ich schon in einer fritheren arbeit discutivt.*
Iis handelt sich hier darum, die (‘onvergenz jener in Rede stehenden
Reihe darzuthun, wie fiir die trigonometrizchen Reihen durch die
berithmte Arbeit Dirichlet’s geschehen ist.

Die Reihe in ihrer allgemeinsten Form ist wie folgt beschaffen ;

sie schreitet nach den gegebenen Functionen 6 (x, A), welche einen

s * Uecber eine in der Wirmeleitungstheorie auftretende, nach den Wurzeln einer transcen-
denten Gleichung fortschreitende nnendliche Reihe, Inaugural-Dissertation, Strassburg 1886,
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Parameter 3, enthiilt, fiir den man alle Wurzeln einer gegebenen trans-
cendenten Gleichung ¢ (1)=0 zu setzen hat. In dieser Form wird
aber der in Rede stehende Beweis wohl schwerlich durchzufiihren
sein, ohne daxs man sehr beschréinkende Voraussetzungen iiber § und
¢ zu machen gendthigt ist ; es empfiehlt sich daher, von vornherein
den Beweis an einem bestimmten Beispiele durchzufiihren und dadurch
den Weg zu zeigen, wie man auch in andern Fillen zu verfahren hat.

Ein so directer Weg, wie der Dirichlet’s ist hier der Natur der
Sache nach wohl nicht moglich ; es ldsst sich aber dieser Fall auf
einen durch das Theorem Dirichlet’s erledigten Fall zuriickfiihren
wie ich in meiner eben citirten Arbeit fiir eine Reihe aus der Wiirme-

leitungstheorie dargethan habe. Es war die Reihe :

(sm A p)dp

WO Ay Ry -+ die, dev Grisse nach geovdneten positiven Wurzeln

% _(Z"l [) P ,'. pf %m( n l)dp
2 e sin (A,

1
N= —
2

der Gleichung
g(2)=rcos A+ (x=1)sinA=0  (a=>0)
bedeuten.
Fir die Warmeleitungsanfgabe geniigt es nachzuweisen, dass

mit positiv abnehmendem ¢ gegen f(r) convergirt.  Stellt die fiir =0

formirte Relhe

L

f/)r(/; sin (K,, ! )(lp
sin (2,,1 1 )
/ (&m A, [>rl/7

f(r) dar, =0 ist dies nach einem hekannten Satze iiher Potenzreihen

;[\/,s

2

hierfiir ansreichend, aber nicht nothwendie.  Dieser, wie ich glaube,
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bisher unbeachtete Umstand spielt eine wesentliche Rolle bei meinem
Beweise ; die Methode des Beweises selbst lisst sich auch auf die fiir
t =0 formirte Reihe v anwenden. wie ich seiner Zeit bemerkt habe.

Dies zu zeigen ist der Zweck der vorliegenden Arheit.

N
Wir beschiiftigen uns mit der Reihe

pf (p) sin (}L,, .- ) dp

I. U == - .~ ‘/_‘ sin (Z‘N l p;
J sin X,,, (l p
WOrilL Ay, 24, - - die der Grosse nach geordneten positiven Wur-

zeln der Gleichung.
I, @(A)=Acos 2 + (2—1) siu A =0 (a=0)

bedeuten. Diese Reihe lisst sich, weun man die Integration im Nenuner

ausfithrt, anch wie folgt schreiben :

j,}] sm( W >d,)
III. v= »—.—~ » sm (A" ——) i 2, cos Z,,, .
n

Es soll nachgewiesen werden, dass diese Reihe v, unter Voraus-
setzung der bekannten Dirichletschen Bedingungen hinsichtlich der
Function f(p), zur Summe f(r) hat.

Zu dem Zwecke sei angefiihrt dic bekannte Ausdrucksform
von A,

2n—1 T
Ap=——T £ 0., U<0u<<v (x Z 1)

Fir g =1 wird

2n—1

A =g T
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und wenn wir die Reihe v fiir den speciellen werth von ¢ »= 1 mit

v’ bezeichnen, so lautet dieselbe :

oo
v = ; sm(zn— l)/pf /})blll( —1 'o)d/)
n=1

Von dieser Reihe ist bekannt, dass sie sich aus der Entwickelung
von 7 f(r) cos 5 Z nach den Sinus der ganzen Vielfachen von —7%
ergibt, also dass, mit Ausschluss der Grenzen » =0 und y =1, zwis-
chen denselben f(r) zur Summe hat.

Es handelt sich darum, zu zeigen dass die beiden Summen v und

' gegen die niimliche Grenze convergiren.

8. 2.
Wofern
B (X)) = A, c08 A, + (a—1) sin A, =0
ist, haben wir

sin (7\-1» f}) sin (?\,,, f) A, ¢+ osin (xn l ) sin (X,l ‘ )

5111 7\, COS 7L,, 7 Sln 2ln ¢ (Xn

X

also auch

sin (}\,,, ,;,) sln( " l ) *:-1) un( -—) bln()\,,b p)
1 — 31_11 A, cos }L cos A, - 8'(A,)

n

Setzt man

(a=-1) - sin (z A sm(

w(z)= -~ - Nt N

- 8 ()

52’3

so stellt w eine einwerthige Function einer complexen Variabele

z dar, welclie fiir endliche Werthe vou 2z nur in den Punkten
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Z:i}\,l, ikz, serescantrresaian
und

: T 3

n=1 5 ,‘i\?-, ..................

unstetig wird.  In den beiden Punkten z - & 2, hat sie das Resi-

duum
\]ll( " l) sm(?w
R(+A)— 1"‘—211 7L, coéf?; ‘ ;
2‘"/
. n—1 . ‘
und fir 2=+ —— 7 das folgende :
2n—1 o 2n—=1 mr s f2n—=1 mwp
11’,(i—.———-2 T )= — sm(—mzx— i ) sm(—_é*» )

Dies vorangeschickt, sei nun in der z—ebene eine Fliche [*
vorgelegt, welche wie folgt entsteht : in den Punkten max und —mw,
unter m eine positive gunze Zahl verstanden, errichte man auf der

x—axe Perpendikel 44’ und BB’, wo

) ¢
A= mm 4+ i./mT,
B = — mw + i4/inw,
A= mmw — i Jor, B ‘ A
B'= — it — z,\/m—i‘:
B’ 4’
(’f

* Dxese Flmke E kommt bel (Jeleg,enhelt einer ihnlichen Untelsuchung bei Heme vor.
Crelle’s Journal, Bd. 89.
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vom Anfangspunkt 0 aus schlage man mit dem Radius &/ (mm)2 4 mm’
Kreishogen 4C¢B und 4°C’B’.  Diese durch die in sich zuriick-
kehrende Linie 4’4 ¢ B B’¢’.A” eingeschlossene Fliche moge E heissen.

Alsdann haben wir nach dem Residuensatze von Cauchy

"l _]0— l 7" 1 )
2 [ h( >+ R() ]__.‘)W_L/w(z)dz,

(E)
wo dic Integration tiber 4’4 ¢ B B'C’A zu erstrecken ist.
Dua die Funktion w eine ungerade Function von 2z —x 4 @y ist,

so ist offenbar

fj, w dz :j‘gl w dz = @)

B g A
0 wde = | 10 wdz =1
|4 s

und wir haben

1l$ /) — »l‘
SRS w) ¢ D R(A) = g (@4 1.

1

DY
Setzen wir hierin die Werthe von R(——“-’—"—?—L 7r) und R (A,)

wieder ein, so ergibt sich

m SIH(A,,L l) sin (zm l ) {L‘ . In—1 mTr . 2n—1 '71‘,0
. sin 2 —— } \'111( 5 T

sin 2, cos An . : l i

n n=-1

?\’JL 1 -
= o L9 FTL

Multiplicirt man die beiden Seiten dieser Gleichung mit
2 :
o e fWw)-de,

und integrirt sodann nach p zwischen den Grenzen 0 und 7, so folgt:
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/pfp)sm(xn l )dp
*."— nzi sin (x" { sin A, cos A, \
P = ——j PFP)[@+D1dp.

n

_2 1S]n <2n—1 T ) f 'V f() qm(____ "_'_/.’)d

Wir setzen

8= e S0 () Q411 4p

Z'rm

und lassen m, die fReihe der ganzen Zahlen durchlaufend, iiber alle
Grenze hinanswachsen, so haben wir, die Convergenz beiderseits

vorausgesetzt,
v— v'= Lim

m==e *

Nun lisst sich aber zeigen, dass die rechte Seite dieser (+leichung

in der That verschwindet.

§. 3.

Wir haben gesetzt

1 o . .
4 =—77‘7‘Tl'/) pfp)[@+ 1] dp;

mithin

Mod 4 = %f ') Mo f () [Mod @ + Mod '] dp.

Zunachst heschiiftigen wir uns mit @ und P.

Ky ist

Q:_-‘fl\ ﬁ,‘ w dz=1 [“%f'u’ (mm + ty) dy,

. Vi
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worin
(x—1) sin (z %).sin(z lﬁ)
w (#) = T T eosal 6 () o
B (z) =12 cos z + (x—1) sin z
ist,

Bezeichnet man durch

2

1
C’yz?(e”+e*~”)=1 +%! +

v y v
Syzrr-z-(e-—eJ):g/-{-W-{-ﬁ+....,

80 ist
sin (2 4 iy ) = sin 2 Cy + 1 cos x Sy
€08 (2 4+ ty) =cos & Oy — i sin Sy.
Das gibt :
Mod sin (z + iy) = / C)f = cos 2° — A/ Syi+ sina?,
Sy = Mod sin (2 + iy) = Cy,

und, inshesondere,

Mod sin %(x.;.iy)*—{o(_;'_y)
Mod sin 20- (v + iy) ?C( /;} y),

also

Mod {sin ' (a 4 iy) - sin L (x4 iy) I? c(ilu) c({i y)

1

Entwickelt man ¢ (x+iy),



»
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x cosx Cy ! 1y cos z Cy
¢ (2 4 iy) = + y sin x Sy + 1 — xz sin x Sy
’ + (@ —1) sin ¢ Cy I + (2—1) cos z Sy

und bildet alsdann den Modul, so erhiilt man durch einfache Reduction

[xcosx + (a—1)sinx]
Mod ¢ (# +iy) = | + [yCy + (a—1)SyT
+ 2* Sy® sin 2

¥

Hierin setze man 2 =mw, sinmw =0, cosmw = 41 ein, <o

erhiilt man

Mod @ (mw + iy) =/ mw’+ (y Oy + (a—1) Sy '+ mm* Sy’

=/ a0y + (y Cy + (a—=1) Sy ),
also
Mod g {(mm + iy) = mmw Cy.

Es folgt hieraus

r
voo(Tv)e(y)
Mod (x—1) - prell oy .

Mod w (mm + iy) =
Iis ist aber, wofern

O<r<l, 0=p=1,

M

fiir jeden Werth von y v
o(fo)z=cm o(fv)=0

folglich

o(1r) (1)
. <1.
Cy Cy =1

Wir haben demnach
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Mod w (mmw + iy) < Mod (““”"mlw :

Wir wenden den bekannten Modulsatz an und erhalten

i
Mod @ = Mod T+ 1y) d
0 Q‘“‘]_wﬁ od w (mmw + iy) dy
-
= Mod (a—1) - — f\,i:dy
—-vym
2
= Mod (a—1) T

giiltig fiir jeden der Ungleichheit 0 < » <! geniigen-
den Werth von + und fiir jeden der Ungleichheit

0=p=1! geniigenden Werth von p.

Untersuchen wir nun

P=f wrlz:f

B
c (z.w)il;_

B
C
4 A

und bezeichnen zu dem Ende durch ¢ das Azimuth von z, so ist auf

der Kreisperipherie 4 C B

2= 4/ m*w* + mmw - e, —(Zi = id6 ;
also
| B
l’:i\f Cl(zw)de,
4

woraus weiter folgt :

B
Mod P < f c
4

Zufolge der Construction des Kreishogens

Mod (2. w) d6.

demselben

AC B,

1st

auf
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y = A/mm
Es ldsst sich nun leicht zeigen (Vergl. loc. cit. §.5.) dass, wofern ¢

von Null verscheiden ist,
Mod § (2 +iy) = (a4 ). Sy

wo @ eine stets von Null verscheidene fiir erhebliche
Werth von y nahezu gleich der Einheit und mit wachs-
endem y schliesslich gegen die Einheit convergirende
Zahl bedeutet. Unter Festhaltung dieser Dedcutung von Q
findet man weiter fiiv diec Werthe von g, die von Null verschieden

sind,

Mod (z.w) < Mod (a—1) Q- C(%y)s'yf(*fy)

Auf dem Kreishogen 4 ¢ B ist nun y positiv. Mit Riick-

sicht hierauf bringen wir
o(10) ()
0 l {
. 7

in die Form :

(L4e?TY) (I4e*TV) Lo riey,

Q- (T—e )

Fiir erhebliche positive Werthe von y ist der Faktor

(I4e2TY) (1+e2T?)
(1—e )

nur sehr wenig von der Iinheit verschieden und convergirt mit
wachsendem y sehr rasch gegen dieselbe ; dasselbe gilt auch von @,
also auch von ihrem DProducte, welches wir der Kiirze halber mit o

bezeichnen wollen, so dass
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(1+e2T) (14e2") '

©0=Q- ( ]:.7.7&'7-25/)2

Der Faktor

e 2= "1

hat, wofern y > 0, 0 <<r <! und 0 = p =1, als Funktion von

p betrachtet, seinen grossten Werth fiic p = 7, und dieser Werth ist
e =7 )Y
Wir haben demnach
Mod (2 w) < Mod (a—1)w. e20=7)¥

giiltig fiir jeden der Ungleichheit 0 = p =1 geniigenden

Werth von p.

Auf dem Kreisbogen 4 ¢ B ist

y = 4/ m'T* + mw sinG;

mithin
B r ree v arvaren
Mod P = Mod (a—-l)f‘c © e“‘-’(l——l—) Vmi*ni4 mmw sing do .
> A

Die beiden Faktoren unter dem Integralzeichen sind positiv ; es ist

desshalb nach dem Mittelsatze von Cauchy

B " R s
‘ Yoo + )
Mod P = Mod (@—1) couf ¢ e YmmEmT s g,
/4]

wo o, einen gewissen Mittelwerth von o auf dem Kreis-
bogen 4 ¢ B bedeutet, welcher fiic erhebliche Werthe
von m nahezu gleich Iiins wird, und mit wachsendem m

gegen die Binheit convergirt.
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s 1st nun
f‘n enginG da < _7_('__
. (8

0

und

e-Csing gg <fe -Csind J@ .
[A

|
Iis folgt hieraus

™

1

giiltig fiir jeden der Ungleichheit 0 = p =1 geniigenden
Werth von p.

Somit erhalten wir fiir jeden der Ungleichheit 0 = p =1

geniigenden Werth von p die Ungleichheit

Mod Q + Mod P << Mod (a—1) - _2

w

FMed@=D) @0y (1 Ty i,

mit den Zusatze, dass @, eine fiir erhebliche Werthe von
m nahezu der Einheit gleiche und mit wachsendem m

gegen liins convergirende Zahl bedeutet.

§. 4.

Wir verstirken die Ungleichheit
Mod 4 < f,o Mod £ (p) [ Mod @ + Mod P]dp,

dadurch dass wir [Mod @ + Mod P] durch die in dem vorangehenden
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Paragraph nachgewiesene Zahl ersetzen, welche die Eigenschaft hat,
fiir jeden 0 = p = ! geniigenden Werth von p stets grosser als
[Mod @ + Mod P1] zu sein :

Mod 4 =—L1 . Mod (a—1) [w 2__
rlomw mw
™ 4
T Tyt mr ]f p Mod f(p) dp-

Den grissten Werth von Mod f(p) zwischen den Grenzen
0 und !, welcher der Voraussetzung nach endlich ist, bezeichnen wir

mit 4 ; so ist

l 1
S Mods(pydp = [0 Adp

— Al*

=> g

wo die Gleichheit stattfindet, wenn f(p) constant und gleich A ist.

Mithin haben wir endlich

1 l 2 1
<T ... —-1 .A..ﬁ ———e —e .
Mod 4=< " Mod (@ —1) 5 ['\/mﬂ_ + oy 2(1 _ _%) N T ].

Liisst man nun hierin m, die Reihe der ganzen Zahlen durch-
laufend, iiber alle Grenze hinauswachsen, wofern 0 <<» << 1 ist; es
folgt, dass Mod 4, also auch 4 selbst verschwindet zwischen r = 0
and » = ! mit Ausschluss der Grenzen, wenn die Gliederzahl m ins
Unendliche wachst.

Ls ist somit bewiesen (Vergl §. 2. zu Ende) dass die Differenz
der beiden Summen v-9" gleich Nullist; d. h. dass, da v fiir sich
allein convergirt und mit Ausschluss der Grenzen r=0 und r=I

zwischen denselben f(r) zur Summe hat, dasselbe also auch von v
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gilt. Wir gelangen also zu dem Satze::

Die unendliche Reihe

S o F () sin (L) dp
S (sin 4y ap

hat f(r) zur Summe fiir 0 <7 <! mit Ausschluss der Grenzen

loo
':Tnz: "z)

r=0und r =1



