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EINLEITUNG.
Die Bewegung der Erdatmosphiire, welche als Wind in der

Meteorologie eine so ausserordentlich wichtige Rolle spielt, bietet un-
streitig eins der schwierigsten analytischen Probleme dar. *

Die Schweierigkeit der Losung liegt nicht so wohl in dem be-
schriinkten Mittel der reinen Analysis, als in der villigen Unkenntniss
der exakten mathematischen Ausdriicke fiir gewisse Ursachen, welche
auf die Bewegung der Erdatmosphiire maassgebend einwirken.

Suchen wir nus die Verhiltnisse klar zu vergegenwiirtigen,
welche bei der Aufstellung der Diffeventialgleichungen fiir die allge-
meine Bewegung der Erdatmosphiire zu beriicksichtigen sind! Die

Erdoberfliiche, auf welcher die Atmosphiire ruht, zeigt zwischen der

* Eine mathematische Theorie der Bewegung der Erdatmosphiire ist schon mehrfach mit
Erfolg versucht worden. Von den darauf beziiglichen neueren Arbeiten erwihne ich nur.

Etudes sur les mouvements de l'atmosphére par C. M. Guldberg et H, Mohn, Christiana
1876.

Uber die Bewegung der Luft an der Erdaberfliche. Oberbeck. Wiedemann Annalen
Band XVII 1382,

Zur Mechanik des Windes—Dr Sprung. Archiv der deutschen Seewarte, Jahrgang II 1879,

Leider war mir die Arbeit der beiden norwegischen Forscher unzuginglich, und konnte
desshalb in der gegenwiirtigen Abhandlung keine Beriicksichtigung finden.
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Aequatorial—und Polarzone betriichtliche Unterschiede der Temper-
atur; es ist dadurch in der unteren Schichte der Erdatmosphiire eine
fortwithrende Stromung von den kiilteren Polargegenden zum wirmeren
Aequator veranlasst. Indem nun diese Luftstromungen von den
‘beiden Polen her gegen den Aequator fliessen, und dort sich gegen
einander stauend, einen Giirtel der verticalen Stromung bilden, so
muss gleichzeitig auch in der oberen Schichte der Atmosphire eine
entgegengesetzte polwirts herabfliessende Stromung vorhanden sein.
Wenn nun diese Aequatrialstromungen nach der boheren DBreite
fortschreitet, sinken sie, ihre hohere Temperatur mit der Umgebung
in Gleichgewicht setzend, immer mehr vertical abwirts, und gehen
schliesslich, eine reine verticalabwiirts gerichtete Stromung bildend, zur
Polarstromung iiber, um auf’s nene nach dem Aequator zu fliessen.
Wiire die Iirde eine rotationslose reine Iugel, welche sich in
einer [Iliissigkeit ohne Reibung bewegte, so wiirden sowohl die
Aequatrial-als die Polarstrémung in der Richtung fortschreiten, in
welche sie zu fliessen begann,—die Bewegung der atmosphirischen
Luft wiire in so fern eine einfache, als sie einen gewaltigen Wirbel
bildend entweder theilweiese, oder ganz die Erdhemisphire umfasst.
Die analytische Aufgabe, die zu losen wire, bestiinde darin, die
Wirbelbewegung einer Fliissigkeit zu finden, welche einerseits durch
eine feste Kugeloberfliche-und anderseits durch die Grenzfliche der
Atmosphiire begrenzt ist, vorausgesetzt, dass die Gestalt des wirbeler-
fiillten Raumes bekannt ist. Die Xrde dreht sich indessen tiiglich
von West nach Ost um ihre Axe; die Bewegung der atmosphiiri-
schen Luft ist desswegen eine aus dem nord-siidlichen, thermisch
bedingten Antrieb und aus dieser west-Ostlichen Rotationsbewegung
zusammengesetzte. Die Aequatorialstromung sowohl als Polarstrém-
ung erleidet daher eine Ablenkung von ihrer Nord Siid; respectiv

Nord-Siid-Richtung im eutgegengesetzten Sinne, die erstere ndmlich
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von ihrer nach Norden gerichteten Bahn nach Osten, und die letztere
hingegen von ihrer Siidrichtung nach Westen.

Dieser Einflass der Erdrotation kaun unter allen Umstiinden in
Rechnung gezogen werden, weil wir von der rotatorischen Bewegung,
welche ein Lufttheilchen in Folge der Erdrotation gegen ein im Raum
festes Coordinatensystem hat, ganz absehn diirfen, sobald wir statt
eines festen Coordinatensystems ; alle bewegten Theilchen auf ein mit
der Erde rotirende Coordinatensystem beziehen. *  Die Beriicksichtig-
ung der Erdrotation fithrt also immer nur auf verwickeltere Bewe-
gungungsgleichungen und verursacht demnach weiter keine principielle
Schwierigkeit.  Was aber das vorgelegte Problem: wesentlich ersch-
wert, ja fast unmoglich macht, ist die Beriicksichtigung eines anderen
Linflusses der rotirenden Erdoberfliiche; niimlich der Reibung und des
Widerstandes, welchen einen Luftstromung entlang der Erdoberfliche
erleidet. Offenbar ist so wohl der Widerstand als die Reibung vom
ebenso tief eingreifendem Einfluss auf die Bewegung der Erdatmos-
phiire, wie die Umdrehung der Erde selbst, und die Vernachlissigung
dieser I'actoren miisste so wohl in der Richtung der Luftstromung als
in ihrem Verlauf auffallendeste Abweichungen von der Wirklichkeit
veraulassen, wie die Nichtberiicksichtigung der Erdrotation; denn die
Erde hat im Vergleiche mit der Hohe ihrer Lufthiille eine verhilt-
nissmiéssig rauhe unebzne Oberfliiche. Hohe Gebirgeskette, und tiefe
Thaleinsenkungen erregen lokale Stauungen der Luftstrdme oder
Gegenstromungen, und bieten der ungestorten Fortschreitung der
Luftstromung Hemmnisse dar, welche als Widerstand die nur ther-
misch, und durch die Erdrotation bedingte Bewegung auf’s mannich-
faltigste modificiren miissen. Und wenn selbst der Widerstand, den
die Luftstromung entlang einer ausgedehnten Ehene, wie weite Step-

pen, oder Meere, erleidet, wo also bedentende lokale Storung, wie

* Kirchhoff Vorlesungen iiber die Mechanik. pag. 90 (Zweite Auflage.)
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Stauung oder Gegenstromung von vorn herein ausgeschlossen ist, wo
also der Widerstand demnach als nichtbedentend angesehn werden
diirfte, kann die Reibung, welche die lewegten Lufttheilchen entlang
der Erdoberfliche erleiden, nicht vernachlissigt werden, wenn nicht
die grobste Abweichung der theoretischen Resultate von der Wirk-
lichkeit hervorgerufen werden soll. Den von der Unebenheit der
Erdoberfliche herriihrenden Widerstand zu beriicksichtigen, ist natiir-
lich unmoglich.

Es kann sich daher bei einer analytischen Untersuchung iiber
die Bewegung der Erdatmosphire nur darum handeln, die Erdober-
fliche als eine reine ellipsoidische oder kugelformige Iliche anzusehen
Unter dieser einschrinkenden Voraussetzung hat man dann nur die
Reibung zu beriicksichtigen, welche die Luftstromung entlang der
ellipsoidischen, oder kugelformigen Erdoberfliiche erleidet.

Die strenge Beriichsichtigung dieses Einflusses der Krdober-
fliche ist indessen schwierig; schon desshalb weil wir uns noch
keine Vorstellung bilden konnen, welche DBewegungsformen eine
Fliissigkeit annimmt, wenn sie an der reibenden Oberfliche eines
starren Korpers entlangstromt, und weil wir daher kein Gesetz
kennen, welches uns gestattet, den Einfluss der Reibung der starren
Korperfliche auf ein bereits niher bekanntes Gesetz zuriickzufithren
und eine einigermassen strenge mathematische Formulirung desselben
herzustellen. Um diese principielle Schwierigkeit des vorliegenden
Problems, wenn auch nicht zu iiberwinden, doch zu umgehen, ist
daher eine Hypothese nithig und zwar eine solche, welche geeignet
zu sein scheint, den etwaigen aus Bewegungsgleichungen gezogenen
Schliissen die moglichste Allgemeinheit zu sichern.

Man betrachte ein Stiicke der Iirdoberfliche, lings welcher die
Luft stromt. Da die als starr zu denkende Erdoberfliche nicht die

Bewegung theilen kann, welche eine unmittelbar darauf gelagerte
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Luftschichte besitzt, so muss die Resultante der Geschwindigkeit der
Lufttheilchen entlang der Erdoberfliche jedenfalls zur Normale
derselben senkrecht stehen.

Wire die Oberfliche der Erde reibungslos, so wiirden die Gesch-
windigkeit der Lufttheilchen parallel zur Erdoberfliche unveréindert
bleiben, wenn die Geschwindigkeit der Luftschichten parallel zur
Oberfliche unveriindert bleibt, und die Lufttheilchen, welche urspriing-
lich in einer Normallinie der Erdoberfliche enthalten waren, werden
auch immer in einer solchen sein, alle Lufttheilchen, welche in ver-
schiedenen Luftschichten dieselbe horizontale Geschwindigkeit besas-
sen, sie auch immer besitzen.  Allein; eine solche Bewegung macht
die auf der Erdoberflache stattfindende Reibung unmiglich. Denn die
untere unmittelbar auf der Erdoberfliiche hinstreichende Luftschichte
erleidet eine gewisse Verzogerung, und zwar in der Richtung ihrer
resultirenden Geschwindigkeif. Die Bewegung aller iibrigen Schichten,
werden auch zugleich mitverzogert ; allein; da der Einfluss der
Reibung fiir die unterste Luftschichte am grossten sein muss, so
miissen die Lufttheilchen in der oberen Schichte wihrend der Beweg-
ung nach und nach den bewegten Theilchen der unteren Schichte
vorauszueilen streben, als ob eine gewisse Kraft, deren Intensitdt mit
der verticalen Erhebung iiber der Erdoberfliche abnimmt, in allen
Luftschichten auf die bewegten Theilchen in der Richtung der
resultivenden  Greschwindigkeit —entgegengewirkt und so jene
Verzogerung bewirkt hitte. Wenn wir demnach fiir die oben
geschilderte Art der Luftstromung den Einfluss der an der Erdober-
fliche stattfindenden Reibung zu beriicksichtigen haben, so ist klar,
dass wir den verlangten Zweck erreichen, wenn wir uns auf die
bewegten Lufttheilchen gewisse Kuriifte als einwirkend denken, welche
ithren Sitz in der Erdoberfliche haben und dem Einfluss der Reibung

an derselben gleichwerthige Lffecte hervorbringen. Durch die Ein-
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fithrung solcher Kraftcomponenten in die Bewegungsgleichungen
wird man dann offenbar die ganze Luftstromung betrachten, kénnen
als bewegten die Lufttheilchen lings der Erdoberfliche ohne Reibung.
Hat eine Luftstromung gegen die Normale der Erdoberfliiche eine
andere Richtung, als die senkrechte, so kann man die Bewegung
eines Lufttheilchens jederzeit zerlegen, einerseits in die der Normale
der Erdoberfliche parallele-und andererseits in die zur Normale senk-
rechte Bewegung. Die zur Erdoberfliche senkrechte Componenten
werden nun offenbar durch den Einfluss der auf der Erdoberfliche
stattfindenden Reibung nicht modificirt; wohl aber die Componenten
der Geschwindigkeit parallel der Erdoberfliche. Die Reibung, welche
die Geschwindigkeit der unmittelbar auf der Erdoberfliche gelagerten
Luftschichte verlangsamt, wird némlich die Bewegung der Luft-
theilchen in der oberen Schichte auch zu verzigern streben, und zwar
wiederum in der Richtung parallel zur Erdoberfliche. Der Einfluss
der Reibung auf der Erdoberfliche auf alle iibrigen Schichten wird
demnach auch hier wieder ersetzbar sein, durch gewisse Kriftecom-
ponenten, welche ihres Sitz in der Erdoberfliche haben, und auf jedes
Lufttheilchen in der Richtung wirkt, welche derjenigen der horizon-
talen d. h. der Erdoberfliche parallelen componenten Geschwindigkeit
gerade entgegengesetzt ist.

Ich nenne diese Kriifte, deren Wirkung den Einfluss der auf der
Erdoberfliche stattfindenden Reibung ersetzen, einfach Reibungs-
widerstand, und denke mir sie so gegeben, dass sie eine Resultante
haben, deren Richtung in der Atmosphiire iiberall derjenigen der
resultirenden Horizontalgeschwindigkeit des bewegten Lufttheilchens
gerade entgegengesetzt ist, und deren Intensitiit aber mit der verticalen
Erhebung iiber der Erdoberfliche mehr oder weniger rasch abnimmt.

Indem ich durch die Einfiithrung dieser Kriifte in die Bewegungs-

gleichungen die oben erwiihnte principielle Schwierigkeit des vorlie-
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genden Problems zu umgehen suche, verhehle ich mir keineswegs,
dass es damit im Grund genommen so gut, wie nichts gewonnen ist;
da ja der analytische Ausdruck fiir solche Kuriifte, welche, wie es ver-
langt wird, in einer Fliissigkeit dieselbe Wirkung ausiibt wie der
Einfluss der reibenden Oberfléiche eines starren Korpers, nicht bekannt
ist. Es kann ferner nicht in Abrede gestellt werden, dass es viel
einfacher und der Sache gemiiss wire, wenn die Reibung der Erdober-
fliche erst in den Grenzbedingungen beriicksichtigt werden wiirde.
Allein; die unmittelbare Einfilhrung der Reibungskrifte in die
Bewegungsgleichungen hat den Vortheil, Folgerungen zu gestatten,
welche sonst nur auf Umwegen und obenein nicht so allgemein zu

gewinnen wiiren.

§ I. Hydrodynamische Differentialgleichungen mit Riicksickt
auf die Rotation der Erde.

b 11
=]

Es seien =" H" Z" die rechtwinkligen Componenten der Rei-
bungskrifte bezogen auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem " 3"
2", dessen z"—Achse mit der Erdachse zusammenfallen moge.  Es sei
ferner G' das Potential der Erdanziehung auf ein Fliissigkeitstheil-
chen von der Masse 1. und p der Druck und u die Dichtigkeit der

Fliissigkeit. ~ Die hydrodynamischen Differentialgleichungen sind

dann
P’ (& —IT) _,
ae @~
dy" 3 (G'—1II) "
e - by” —H ( 1 )
& (=1
de u’ —4
wo = (%
. J U

aus der gegebenen Relation zwischen # und p zubilden ist. Nun
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fiihren wir ein zweites dem ersten congruentes Coordinatensystem
(a' o 2') ein, welches sich jedoch mit der rotirenden Erde sich dreht,
mit der constanten Winkelgeschwindigkeit 2, die, wenn man die
Secunde zuri Zeiteinheit und das Meter zur Liingeneinheit nimmt

27
. I — «
245 607.60" 0,00007643

ist.
Wir setzen
x'=1a"cos At — y sin At =
y'=2a"sin At + y’ cos At
woraus folgt.
== 2" cos At + y" sin At 7= 2"
y'=y" cos At — 2" sin At

Weil der Stundenwinkel At in dem Sinne wachsend angenommen
werden muss, wie die Erde sich dreht, so ist durch diese Gleichungen
ausgesprochen, dass das neue Coordinatensystem, seine positive
Achse stets gegen Siiden und seine positive y Achse aber gegen Osten
kehrt, wie die Fig. L. (Tafel) es veranschaulicht.

Wir differentiren z” y” 2" nach ¢, um die neuen Coordinaten in

die Gleichungen ( 1) einzufiihven. Es ist.

& N
a0 _cos;\,t(gt — AY )—sm/mt((ﬁu + }\,x )
dy" - dyr , . dx, ,
o = coslt(% + Az ) + sm}u(m — Ay )
@ _ di
at ~ dt
Eine nochmalige Differentiation ergiebt weiter
dx™ dx’ dy’ Ty’
A LT _ 99 Y — & ey
JP cos }\,t( I "ldt ) sznlf(dt -{-2}\, +27L Ay )
ay' d’ / d’y’ dx’ ,
(l? = Sl'n Z,t AQ.T >+ [§e] xt +2ldt 7(.2?/ >
(}2’/ i d?zl
dtt 4

* Genauer 0,00007292 (Meter) da ein Sterntag 93" 56! 4”,09=86164" betriigs,
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Andererseits haben wir

WG G Ne%
g g €08 At— W sin Al
WG ¥, AG
*gy-,/Z 3z S A+ W cos At
3G _ G

W

%—Z bbﬂ' cos At — MJT, stn At
T 3T T
gy-u 4 sin At + b cos At
UL T

EY AT

Die Geschwindigkeiten des Fliissigkeitstheilchen sind unabhiingig von
der Lage der Coordinatenaxen, und die Componenten der Reibungskriifte
sind es auch, weil sie iiberall in entgegengesetzter Richtung, wie die
Geschwindigkeitscomponenten wirken.  Bezeichnet man daher die
Componenten der Reibungskriifte bezogen auf die Axen des neuen
beweglichen Coordinatensystems mit &' H' Z', so ist

='=5 cos At — H’ sin At

H'=2"sin At + H’ cos At

2=z

Die Gleichungen ( 1) werden dann

b3 ’ 7
cos At d t“’ —2 7\, kzx’)—sin Kt(% + 2%(‘5——? —lzy')
= cos At (M __E;’)— sin At (M _ H’)
dx d
w (G — 2 e ) o 20 (G20 57— Ay
sin aE at )+cos T ah y)

=gin A.t( )+ cos At (b H) H)
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Inden wir die erste von diesen Gleichungen mit cos At, und die Zweite

mit sin At, mualtipliziren, so finden wir durch Addition

dxr NG —-IT , dy” ,
dﬁ:(—ar*)““E*L%d—yt‘FW (2a)

Multipliziren wir hingegen die erste mit sin A¢ und die Zweite mit
cos At, so finden wir durch Subtraction

dy’ _ G —1I)
de vy

Diese beiden Gleichungen (2« ) und (2b) und

&A@ —1I)
de 7

*‘H'—427L0(Z;—§+’\2~v' (2b)

—z (8¢)

sind die Differentialgleichungen fiir die Bewegung der Fliissigkeit
unter Beriicksichtigung der Erdrotation, und jedes bewegte Fliissig-
keitstheilchen, dessen Ort zur Zeit ¢ durch 2’ ¢ 2’ bestimmt ist, kann
nun mehr betrachtet werden als bewegte es sich auf der rotationslosen
Erdoberfliche ohne Reibung, da der Einfluss der letzteren durch
Einfihrung der Componenten =' H' Z' beriicksichtigt worden ist.
Wir wollen jetzt wieder ein nenes Coordinatensystem (z 1y z)
einfilhren, indem wir die + z' — Achse so verlegt denken, dass
dieselbe gerade den Zenith eines Ortes auf der Erdoherfliche trifft,
dessen geographische Breite 6 heissen moge, und zwar so, dass die
y' —Achse mit sich parallel bleibt und dieselbe Richtung behiilt.
Wir setzen daher.
x=2x"sin @ — 2z cos
y=y
n=12"sin 0 + z" cos

’

Es folgt hieraus umgekehrt.

x'=1xsin @ + zcos O

’
y'=1y ,
z'==zsin @ — xcos f
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Es ist dann wieder

WG —1II) _ NG —1II) sin 0 + G —1I) 00 0
dza .

YA oz

NEF—M) _ G —I)
vy dy

NE=IT) _NGF—I) . o AG=T) o
az/ az ax

==/ sn 0 + Z cos 8
H=H
Z'=7 sin § — = cos 6

wo = H Z die Componenten der Reibungskriifte in Bezug auf das

neuen Coordinatensystem bedeuten.
Indem wir diese Grossen in die Gleichungen (2a) (20)(2¢)

einfithren, erhalten wir
c0s 6 = (3——11)— = 4 7[,%) sin 0

+(3——a—“——)—z+xﬂ)cosa+ 2x—.
Z

d’z d
v sin b + — aE

d? WG -IT dr . d
d;’i = ( By )——H—2}\.<—dem 0 + —%(‘08 0) + sz-

(fuw cos = _(__B____[___ f.'_,") cos 8
+(——-———_~—l—— Z )sin 0
dx

Hieraus leiten wir auf ganz dieselbe Weise ab, wie die Gleichungen

2a, 2b, 2¢ abgeleitet wurden,

S 1 (C ey / 5
T ( 5 ) — &+ Az sin 0+% cos 0) sin 6422 sin 0%%/— (3)
a? IF ——]l
dz= ( — —‘m( sin 0 + dt cos 0) + 2 (4)
d? d G’—-

7 = ) —Z-=Aw sin 0 + z cos 0) cos §+22 cos B(fu. (5)

dt 9z
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Wir honnen diese Gleichungen wesentlich vereinfachen, durch die
Bemerkung, dass die Grossen |
Az sin @ + z cos 6) sin 6, Ay, AXx sin 6 + % cos @) cos @

nichts auderes bedeuten, als die Componenten der Centrifugalkraft nach
den Axeu des neuen Coordinatensystems geschiitzt. Da ferner die
Componenten der Erdanziehung '

3G G G

I’ vy’ w’
wesentlich negatives Vorzeichen hesitzen miissen, so bedeuten die

Grossen
%%—— Az sin @ + = cos 0) sin 0], [“Bﬁ‘*}\'2 :I
— %G?._.)?(x sin 8 + % cos 6) cos 0]

die Componenten der aus der Centrifugalkraft und der Erdanziehung
resultirenden Kraft. Bezeichnet man das Potential dieser Kraft mit
G, und setzt

2
G=G + %—[(z cos @ + x sin 6)* + y”]
und macht zugleich |
sodass man durch Differentiation nach #, y, und 2z erhilt
dp _ AG—I) _ NG —1II)

_ — 2 ; :

S 5 = 5 + Az cos 0 + xsin 0) sin 8
¥ NG—-1) NG -I) .

W W = W + Ay

AY NG-IT NG —1IT , .

= ( o ) X 5 )+;\,2(zcoso+xsm0)cosﬁ

Die Gleichungen (3) (4) (5) lassen sich dann auch so schreiben

dx _ dy — . dy
CZ i A T

¢y _ ¥ dv . e )
o=y T H — 2X(Wsm(9 + ai cos 6
d*

= 3’: —J+2)\,c030

a dt
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Nun setzen wir, wie es in der Hydrodynamik gebriduchlich ist,
die Componenten der Geschwindigkeit
dx dy dz

W = U _J? = 7{* = W
und entwickeln wir
d’x dy  d=
dt? dae dae:?

indem wir uns sowohl u, v, w als z, y, z; als Functionen von der Zeit

t vorstellen, dann erhalten wir

du du du du ) W
At FUmy T Y + w Y —-2),sm0fu=_b_x_ =

dv M b'v i v b¢

5p T Uy T v aJ + W +22A(u sin @ +w cos 0)——_3—y_ 1y (6)
‘aw aw au) a’ll) ;ﬁ

s T Uy +Q’by + W= — 2h 08 0 v =—— — 2.

als verlangte Differentialgleichungen fiir die Bewegung der FErdat-
mosphiire, in denen so wohl der Einfluss des Reibungswiderstandes,
als die Rotation der Erde beriicksichtigt sind.

Zu den Gleichungen (6) tritt noch eine vierte hinzu, niimlich die

Bedingung der Massencontinuitiit

du duu duv duw
3t + dx + dy + ¥z

=0 (6a)
eine Gleichung, welche fiir jedes rechtwinkelige Coordinatensystem
in unveridnderter Gestalt giltig bleibt. Es diirfte aber nicht ganz
iiberfliissig sein, nachzuweisen, dass diese Gleichung ( 6¢ ) auch dann
dieselbe Gestalt behiilt, wenn das Cbordinatensystem, worauf © v w
bezogen sind, in beliebiger Bewegung begriffen ist.
Man fiihre ein rechtwinkeliges Coordinatensystem (€ 7 ¢) ein,
welches im Raum fest sein moge, und setze
=g+ &z + agry+ Q%
=8+ Bz + By + B2
(=Y + N2+ Y2y + Ys%
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wobei die 12. Grissen @ 8 y beliebige Functionen von ¢ sind, von

denen die jenigen mit Indices, den Bedingungen geniigen miissen
ef+ @+ af= B+ Bi+ Bi= yi+ yi+ yi=1 (6D)
a, 08,4+ a, 8,4 @;8,= Q Y1t @Yt @ys=y.06,+ Y2 Byt v 8;=0 (6e¢ )

weil das System (« y 2 ) ein rechtwinkeliges bleiben soll.
Es ist nun zuniichst.

dpuuw  duude duu dp dpuu

dx 8 o dp d T o ox
duu dpuu duu
= bu& -+ ﬁl ﬂ +Y1 éu( e

Es ist ferner umgekehrt

v=uwa(¢—a)+ B(n—8) + yi(t—v)
n=ax&—a) + By(n—8) + y,(¢—7v)
t=ay(§—a )+ By(U—B) + yi(t—vy)

Wenn wir setzen

d(g—a) d(n—8) _ d(e—y) _
—a =Y g =Y =

so folgt durch Differentiation nach ¢

d d
w=q,u+ B v+ y, Wt (g—a) = dal +(p— ,3) '81 +(¢— )oTZl_
d ds d
v=ay, w4+ B, 0 + y, w4 (2— a) L“ +(p—8) dt2+(c—y) dzg
W=y + By v+ yyw+ (& — a)da“ +(n—B8)—= dﬁ* +(e— )(‘lltya

Wir erhalten somit
dunw  dpu(ept+ B+ ywt)
w de

d (et + B! + vy )
3¢ *

du(au! + B! + y,w!)
on

+ B,

+ vy a.f. S.)
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da, [ 3u(e—a) | du(g—a) , du(g—a)
o LT e T g T e

as, [duln—~8) , dun—=~8) |, dulm—~8)T
+ B |~ de + 37 T

dy, [ du(e—y) | dulk—y) |, dult—y)
tyg LT e T ey T ae

Auf ganz dieselbe Weise erhalten wir

duv

bu(azul + B0+ ya')

dy *

28

1

127

(6d)

d (gt + Byt + yaut)

+ By

du (a2u‘ + Bt + yaw')

+ Y2

" du(g—a) + du

0¢

&_..

a)

d
1+

7

u(E—a)

da,
T dtz

+ B a4,

g

[ du(n—A8)

U]

(
d
(n—

du

,3)+

d¢

du(n—~8) 7

2 dt
dy,

28

+

[ du(t—y) + dult

L
-Y)

¢

du(t—vy) 7

+.Y2d»t

duw

dg

du (et + B 4 yaw')

L

+ B4

w W

+vs

dg

¢

(6e)

du (et + Byw' + yw')

du (agut + Byt + vyt

0¢

(8—0a)

LR

du(e—a)

sdaq [bus ) Bu

b/.zn B8)

7

+

bu(ﬂ—ﬁ)+

¢
du(n—~8)

+15'3 Jr

dy,

[

o7
M(t*v)

¢

du(t—~vy)

T

fliessenden Gleichungen

5%

Mit Riicksicht auf die Gleichungen (60) (6¢) und auf die aus (60)

L]

.|.

¢

]

|

(65)

dal daz llQ3 . d;Bl ng ng
Cg T G g+ Gy = B+ Bt o+ By
dy, dy, dYs _
=Yrgp t Y ¥ Yy =0
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findet man durch Addition der Gleichungen (6d) (6¢) (6/) in der
That

b;;u + ba/,;v bétzw _ b:&u' + bétnv’ ‘+ b/;:/
Das ist, was wir beweisen wollten.

Es ist hier der geeignete Ort, die Bedingungen festzustellen,
denen die Functionen u, v, w an der Begrenzungsfliiche der Erdat-
mosphiire zu geniigen haben.

Wenn irgend ein Stiick der Erdoberfliche in Folge der stirkeren
Erwirmung eine vertical aufsteigende Stromung veranlasst, werden
die Lufttheilchen, welche das Gebiet der Verticalstromung ringsum
umgeben, von allen Seiten her lings der Erdoberfliiche hereinstiirzen,
und das gestorte Gleichgewicht wieder herzustellen streben. — Allein;
ehe sie dazu gelangen, werden sie die Folge des verticalen Auftriebs
emporsteigen, und dadnrch, dass die Theilchen in allen Horizontal-
schiehten einen Zug nach dem Innern des Raumes der verticalen
Stromung erhalten, wird eine Horizontalstromung ausserhalb dieses
gedachten Gebietes verlasst, d. . eine Stromung, deren Richtung zur
Normale der Erdoberfloche senkrecht steht, wihrend die Richtung der
Stromung innerhalb des gedachten Raumes, die Normale der Erdober-
fliche im Allgemeinen schief schneiden wird.

Die Richtung der Strémung in derjemgen Luftschichte, welche
unmittelbar auf der Erdoberfliche liegt, kann aber auch innerhalb des
Raumes der verticalen Strémung nur eine zur Normale der Erdober-
fliche senkrechte sein; da die vertical aufwiirts gerichtete Gesch-
windigkeit der Lufttheilchen unmittelbar auf der Erdoberfliche
verschwinden muss, weil der Autrieb vertical aufwiirts zu stromen,
nicht unmittelbar auf der Erdoberfliiche eine endliche Grosse besitzen
kann, sondern erst in endlicher Hohe.

Steigt hingegen irgendwo in der Atmosphiire eine Luftstromung
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vertical niederwiirts in Folge der stiirkern Erkéltung der Erdober-
fliiche, ader eines Theils der Luftschichte, so stiirzt die Luftmasse
vertical auf die starre Erdoberfliche und da sie dann keinen auderen
Ausweg findet, so wird sie aus dem Raum der verticalen Stréomung
nach allen Seiten herausfahren, und so ausserhalb des Raumes des
verticalen Stromung eine Stromung senkrecht zur Normale der
Erdoberfliiche veranlassen. Auch in diesem Fall werden also un-
mittelbar ‘auf der Erdoberfliiche alle vertical gerichteten Componenten

verschwinden.

Man kann hiernach die bewegte Atmosphiire in zwei Arten
Raumgebiete getheilt denken ; einerseits in Raumgebiete der verticalen
Stromung, welche durch thermische Ungleichheit auf der Erdoberfliche
bedingt und bestimmt ist, und andererseits in Raumgebiete der
Horizontalbewegung, welche erst durch jene verticale Stromung
veranlasst wurde. Wir denken uns nun; es sei die Gestalt des
Raumgebietes gegeben, und auch die Componenten der verticalen
Stromung. Wir bezeichnen dieselben mit 4 B I', und die Com-
ponenten der horizontalen Geschwindigkeit so wohl im Raumgebiete
der verticalen Stromung, als in demjenigen der horizontalen Strémung
mit o, v, w'.. Offenbar sind die Componenten der Geschwindigkeit,
im inneren Raumgebiete, wenn wir darunter jedesmal das Raumgebiete
der verticalen Stromung verstehen

u=1v + 4 v=0v + B w=uw + B (7)
withrend die Componenten der Geschwindigkeit im #usseren Raum-
gebiete, mit welchem Ausdruck wir fortan das Raumgebiet der
Horizontalstromung bezeichnen wollen ;

= v=1 w = w
Die Werthe der Componenten «' ©' w' sind im allgemeinen fiir beide
Raumgebiete verschieden ; sie werden aber gewisse Bedingung erfiillen

miissen, wenn die Bewegung der Lufttheilchen durch die Trennungs-



130 D. KITAO

fliche der beiden Raumgebiete continuirlich vor sich gehen soll.
Wenn wir unter dem Raumgebiete der verticalen Stromung den Raum
verstehen, welche einerseits durch das Gebiet der verticalen Stromung
auf der Erdoberfliche und andererseits durch eine zur Horizontal-
bewegung aller Luftschichten senkrechte Oberfliche begrenzt ist,
dann ist die Bedingung, welcher o' v' " geniigen miissen
W= v = w = w (8)

wo die linker Hand stehenden Grissen die Componenten im inneren
Raumgebiete bedeuten mogen. Die Bedingung dass die horizontale
Bewegung continuirlich durch die Trennungsfliche der beiden Raum-
gchiete geschieht, ist sondch,

(W + A4) cos (nx) + (" + B) cos (ny) + (w” + I') cos (nz)
=o' cos (nx) + v’ cos (ny) + w’ cos (nz) *

woraus mit Riicksicht auf (8) folgt ,

4 cos (nx) + B cos (ny) + I'cos (nz) =0 (8a)
d. h. die Oberfliche des inneren Raumgebietes sind entweder durch
Stromungslinien der verticalen Stromung gebildet, oder durch die

Curven
A=B=I=290

In dem ersten Fall werden die horizontal bewegten Lufttheilchen
plotzlich in die Hohe gerissen, sobald sie in das innere Raumgebiet
eintreten. In dem letzteren Fall geht die Horizontalbewegung
allméhlig in die verticale Bewegung iiber.

Die Componenten der Geschwindigkeit im inneren Gebiete
w' o' w' und 4 B I' sind dabei von einander nicht unabhiingig ; denn
da die Resultanten auf einander senkrecht stehen ; so folgt

WA+ B+ wIl =0 (8b)

Was die Bedingung anbelangt, welche auf der Erdoberfliiche zu
erfiillen ist, so ergiebt sich dieselbe durch die Bemerkung, dass die
Erdoberfliche nach der Einfithrung der Reibungskrifte und eines mit

* n bedeutet die Normale an der Begrenzungsflsiche.
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der Erde rotirenden Coordinatensystems, als eine reibungslose,
reihenden Kugelfliche betrachtet werden darf, und dass daher jede
vertical gerichtete Componente der Geschwindigkeit an der Erdober-
fliiche verschwinden muss; d. /.

w cos (nx) + v cos (ny) + w cos (nz) = 0 (81)
Fiir das dussere Gebiet folgt weiter

W cos (nx) + v cos (ny) + w’ cos (nz) = 0 (8¢)
und fiir das innere Raumgebiet hingegen

(W + A) cos (nx) + (v + B) cos (ny) + (w" + I') cos (nz) = 0
Da aber auf der Erdoberfliiche 4 cos (nz) + B cos (ny) + I" cos (nz)
= /4" + B + I" gleich der Resultanteder verticalen Geschwindigkeit
ist, so folgt, weil ' cos (nz) + o' cos (ny) + ' cos (nz) verschwindet,
dass auf der Erdoberfliiche
NEF B+ I17=0

d. I A=B=I=0 (8d)
Die Gleichungen (8¢) und (8d) sind Bedingungen, welche an der
Erdoberfliche zu erfiillen sind.

Indem wir es unternehmen, aus den allgemeinenen Differential-
gleichungen (6) einige wichtige Beziehungen abzuleiten, ist es
nothwendig, denselben andere Form zu verleihen.

Zu dem Knde addiren wir zur ersten Gleichung in (6) die
identisch erfiillte Gleichung

ﬂbv .bv ’bw 'Bw —0
dx ~sz+ubx Y I
und zur zweiten Gleichung
w du u du w dw w —0
W w Py Ty T
und endlich zur dritten Gleichung
L du dw dv
T Y% +Lbz —vbz =0
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so erhalten wir

Qu 1 (o) dw W (bu dw\__

TS I T — v(-w—b—-—m.sm 0)+ P —x)—ﬁﬁ""
W 1_B(u2+%+w2) W du ) v dw Y%
bt+2 3 + (M 3 —+2 sin +u(—-———+27{,cos ﬂ)za?—H
dw 1 (v w?) (‘éw du w B

Y, + % -+ 3;—-3?) U -b‘y__—&"— 21008 0)—»&‘—
Indem wir die neuen Functionen einfithren, die durch die Gleichungen

W+ v+ w?) — g =+ +w) + T —G=0 (9a)

_w _w dw W du
&= TR —22, cos 8 N= e = En —t+2A 8in 0 (9D)

definirt sind, so werden die obenstehenden Gleichungen
d ¥

Rt —

= o vt +wp + 5 =0

W bl

-a—t-'-l-Ty—+’ut-—’we+H—O (9¢)
Qw D

—St—+—a—z——u7) +oe +Z2 =0

Die Grossen

oW w w o w w

Y @’ ¢ W dxr - y’
bedeuten nun bekanntlich das Doppelte der Componenten der
Drehungsgeschwindigkeit eines Fliissigkeitstheilchens in Bezug auf
die —, y—, und 2— Achse, Da ferner 22 sin 6 und, — 22 cos 6 die
Componenten der Drehungsgeschwindigkeit eines Theilchens, welches
mit der Erde um ihre Axe dreht in Bezug auf z—, respect im Bezug
auf z— Achse bedeuten, so sind & 7 ¢ die Componenten der aus der
Rotation der Erde und eigener Rotation resultirenden Drehungs-
geschwindigkeit eines Fliissigkeitstheilchens. s ist sonach, weil die
Drehungsgeschwindigkeit der Erde nirgends weiter vorkommt als in
Verbindung mit den Componenten der eigenen Rotationsgeschwin-

digkeit, dass die Erdrotation im Grossen und Ganzen nur auf die
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Rotationsgeschwindigkeit des Lufttheilchens Einfluss ausiibt, dass
dieser unter allen Umstéinden hinreichend beriicksichtigt wird, sobald
man zu den Componenten der Rotationsgeschwindigkeit, diejenige der
Erdrotation hinzufiigt.

Wir wollen nun einige Beziechungen aus den Differential-
gleichungen ableiten, auf die wir spéter noch zuriickkommen werden.
Man multiplizire die erste Gleichung in (9¢) mit v, die zweite mit v,

und die dritte mit w, und addire zusammen, so dass

du 3D dw - 3D
( +bx) ( y>+w(_bt“+
—uv&+wu1;+u,:,

4wl — wog + v

C—uwp + wg + wZ =0
d. h. ‘

( 3t ) ( —35?}) + W(%f—+ Eg)=—(u5+vH+wZ) (10)

Multiplizirt man ferner die erste Gleichung mit € und die zweite mit
7 und die dritte mit ¢ so entsteht durch ,Addition

(at+'bx) (aﬁw) (

— vtg + wgy + §5
+ utp — wep + nH
—upt + v& + 4 =0
d. h.
&(b;: + bbf)"}‘ n(bv + %ii)+ :(a;f + B;f ) —(Ze¢+Hp+ 2y (11)
Da es sich in der vorliegenden Aufgabe lediglich um die Strémungen
der atmosphirischen Luft handelt, so werden wir dieselbe fortan als

incompressibel betrachten.
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§ II.. Allgemeine Differentialgleichung fiir die Bewegung
der  Atmosphdre.

Unter “ Isodynamische Fliche” verstehe ich eine Fliche deren
Gleichung
D = const. (13)
ist; demnach eine Fliche gleicher Energic der Windbewegung.

Dieselbe fillt immer mit der isobarischen Fliiche zusammen, so
bald die Geschwindigkeit der Windbewegung so ausserordentlich klein
ist, dass ihre Quadrate als unendlich klein vernachlissigt werden
diirfen; denn: dann ist

® = II — G = const.
Es konnen ferner diese beiden Flichen mit einander zusammen-
fallen, wenn die Bewegung der Atmosphire so vor sich geht, dass
iiberall da wo der Druck constant ist, die resultirende Geschwindigkeit
constant ist oder auch, wenn die lebendige Kraft der Luftstromung

durch dieselbe Funktionsform ausdriickbar ist, wie der Druck.

Die durch die Gleichung (13) definirte Oberfliiche kann gefunden
werden, wenn die Geschwindigkeits componenten u, », w und die
Componenten der Rotationsgeschwindigkeit eines Lufttheilchens ge-
miss gewisser partiellen Differentialgeleichungen gefunden worden

sind, welche wir jetzt ableiten wollen.

Wir diffirentiren zunéichst die erste Gleichung in (9¢) nach y, und

die zweite nach z; so entstcht durch Subtraction

3w (bu bv) i de
W(W—-TJ)J“ Ty )t e Ty

g dw dw  dH =
(5 +by) S Ty T T

da aber, weil die Luft als incompressibel betrachtet wird,
W dw und 13 &

W Ty T T Py +ay——a7
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so folgt mit Riicksicht auf (91))

I . w o dw dw | M dE
o Fia Ty T S Tyt P e 0 ()
Differentirt man die erste Gleichung nach z und die dritte nach x so
entsteht durch Subtraction ’

o A d3p L, W _@_11 w  dF ¥z
% T T y+w—B_zA i by_cbz+ Py Bx"—o (15)

Auf ganz dieselbe Weise erhiilt man die dritte Gleichung.

bé 28 g 28 du du . Z __'LJ_T_I_ _
o W+@—b_d/—+v 8w Bywt—bz_—‘- dy - 0. (16)

In diesen Gleichungen kommt @ —Function nicht mehr vor.  Hat man
die Grossen w v w gemiiss dieser Gleichungen bestimmt, so handelt
es sich darum @ selbst zu bestimmen. |

Differentirt man zu dem Ende die erste Glemhuncr in (9¢) nach
x, die zweite nach y, und die dritte nach 2z, so entsteht, da in Folge

der Bedingung der Incompressibilitit

W o W , dw
Y ISR ey
ax+by+bz—bt dx dy w )
ist
¥ 14
AP+l 5y =% ) (bx )+ (—‘“—

(220 (aw bl) w_
+8 e b — Ay
V= dH
w Ty T az

=O

wo
X0 YO YO

wt gt = 40

gesetzt worden ist
Weil nun in Folge der Gleichung (90)
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3¢ dp Yo Yu Yu  Yw  Yu Fu < )
W Wy W Twns W e\ T )T A

3 e v u Yw v M M d /du dw

w0 o g e T e y\e TR )=
dp % ¥u Yw B‘Z_w‘+ Yy Fw dw bu ) —Aw
Wy % 0y | %y | w0y - )

und ferner weil

W w w
E—W——(é-ﬂxcos 6) a T =
gz ha; (t—2A sin 6).

erhalten wir schliesslich

AP —udu—vdv —wdw — & (& + 21 cos 6) — 7 (17)

3 dMH | ¥

bx+by+bz=0

—t(—2Asn6) +

Wie nun eine solche Gleichung integrirt werden kann, wenn u, v, w
als Functionen von z, y, z und ¢ gewiiss der Gleichungen (14) (15)
(16) bekannt sind, wenn ausser dem die Raumgebiete, wo @ einer
solchen partiellen Differentialgleichung geniigt, gegeben sind, ist im
Allgemeinen schwierige Aufgabe. Offenbar muss die Function aber
einer anderen Differentialgleichung Geniige leisten, wenn der Punkt
(z y 2)in ein anderes Raumgebiet gelangt, wo die Lufttheilchen keine
andere Rotationsgeschwindigkeit hat, als die durch die Krdrotation
hervorgerufene, also ein Raumgebiet, wo ein Geschwindigkeits-
potential existiren wiirde, wenn die Erde nicht rotirte. ~Wir denken
uns die Atmosphiive in zwei Arten Raumgebiete getheilte; in Raum-
gebiete, wo eine Wirbelbewegung existirt, und in Raumgebiete, wo
eine solche nicht vorhanden ist; wo also die Lufttheilchen keine andere
Rotation hat, als die durch Rotation der Erde veranlasste, und nennen
das erstere, das Wirbelgebiet und das letztere das wirbelfreie Gebiet der
Atmosphiire. Fiir das Wirbelgebiet gelten dann die Gleichungen (14)
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(15) (16) (17). Fiir das wirbelfreie Gebiet aber, da in diesem

Gebiete iiberall
v W M dw dw

T Y w w ey w (18)
so dass
&= —2A cos 0 =0 t =27 sin 0
ist, verwandeln sich die Gleichungen (14) (15) (16) in
dw , dw H d3F
27(,c080~a—x—27x,sm0$~+~5;~ ay =0
W b 05 2
2}\,c030———27\,snﬁ + bz—_r—o
M . du 34 dH
22 cos 0—63 — 2 sin 0_87 + Sy v
oder mit Riicksicht auf (18)
22 )=
-—(2}\, cos Ou — 22 sin Ow) + —— W =0
d : VE
7}/—(27\, cos OQu — 22 sin Gw) + SV Y 0
: (2A cos Ou — 22 sin Ow) + 25 %Izi: 0

Die Gleichung (17) verwandelt sich in die einfachere

AE YH Y4
40 =- w dy + bz)

da in diesem Fall
du=d4dv=A4w =20

ist.

§ 1I1. Allgemeine Bezichungen zwischen Isodynamen,
Windbahn und Wirbelaze.

Unter “Isodynamen” verstehe ich Linien, in denen die isody-
namischen Flichen die Erdoberfliche schneiden, d. k. die Schnittcurven
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der Oberflichengleichungen
P = const.

mit der Oberfliche der Erde. Die Normale der isodynamischen
Oberfliiche schneidet im Allgemeinen die zur Erdoberfliiche verticalen
Linie, wie die Bahn des Windes, welche unmittelbar auf der Erdober-
fliche iberall senkrecht zu ihrer Normale stehen muss. Unter
“Normale der Isodynamen” soll im Folgenden die Normale verstanden
werden, welche senkrecht zu dem Curvenelemente der Isodynamen,

und zugleich zu der isodynamischen Fliche steht.

Ich verstehe ferner unter * Deviationswinkel,” den Winkel
welchen die Bahncurve des Windes mit der Normale der Isodynamen

bildet, und bezeichne denselben mit <.

Die Gleichung, durch die dieser Winkel definirt wird, ist

(a(plb + E—dlv + ~£LD)

o8t =

wo zur Abkiirzung

it R RCE

gesetzt worden ist. n bedeutet die Normale der isodynamischen
Fliche.

Wenn wir hierbei nur stationdre Bewegung in’s Auge fassen

wollen, so lisst sich leicht eine allgemeine Beziehung zwischen dem
Deviationswinkel und der Windbahn ableiten.
Es folgt némlich ans (10), indem

du __bv___ dw
R

gesetzt wird

W W D o
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Man setze

BR=v(z" + H® + Z° (18a)
und

= = B cos (Bx) w = @ cos (Ox)

H = R cos (Ry) v = @ cos (OY)

Z = R cos (Rz) w = @ cos (©z)

Mithin erhilt man

DY Lley D

/u.b_:;_ + 'UA.(\?/‘ + ’w—a—z—a = - ® R cos (G)R).

Weil nun, wenn der Punkt, x y z, worauf alle hier auf tretenden
Grossen sich bezichen, auf der Erdoberfliche liegt, die Richtung von
B d. h. des resultirenden Reibungswiderstandes, mit derjenige der

resultirenden horizontalen Geschwindigkeit zusammenfillt, muss

cos (OR) =1
mithin
u£+ 20 + qb—p—:- — oR.
dx by ¥z
s folgt hieraus
R

(181)

cost = — YAV
(ar)

“und

tag i = (mz. — )_ (a")

Wir bilden den Zihler mittelst der Gleichungen.
D —

Y~ =V — Wy — =

dx
D
’W-——'—‘UC—‘}"{UE—
¢
P =up — v — Z

%
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Es ist
D \? 5 2
(W =R - 25wy —ve) + P + W'y — 2wopt

— 2H(ut — wg) + ¢ + w*® — 2uwge. (18d)
— 2Z(we — up) + v%&* + u'p? — 2uvey.

Da nun iiberall lings der Isodynamen
& = R cos (0x)
H = R cos (0y)
Z = R cos (z)

gesetzt werden kann, so heben sich die mit =5 H Z behafteten
Glieder auf; es folgt

2
(% = R* + v + wip? — 2uvpe.

+ w4+ we? — 2uwee.
+ v*¢* + w'p* — 2uvg.
Um diesen Ausdruck auf eine andere Form zu bringen, addiren wir
hierzu die identisch erfiillte Gleichung
we — W 4 Pt — o'+ W — W= 0
dann verwandelt sich jener Ausdruck in
(%?—)2 =R+ (& + 9* + )W + v* + w?) — (u€ + vy + wi)d
Nennt man die Resultante der Drehu;lgsgeschwindigkeit 6, so dass
=+ + 71 + 0 (18¢)
und versteht man unter 6 zugleich die Richtung der resultirenden

Drehungsaxe, so kann man setzen

€ = 0 cos (0x)
7 = 0 cos (6y)
¢ = 0 cos (0%)

hieraus folgt.

?
(%Zl = R + (°0* — %% cos® (6w) =

= R + %% sin® (Tw)
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Mithm erhalten wir fiir den Deviationswinkel den emfachen
Ausdruck.

tag i = X (%)6 sin (60). (19)

Dieser Ausdruck kann nirgends verschwinden, so lange 6 sin (60)
nirgends verschwindet, da (—2«) itberall auf der Erdoberfliiche einen
endlichen positiven Werth besitzen muss.  Sehen wir zu, ob irgend-
wo 0sin (00) verschwinden kann.  Offenbar muss, falls irgend-
wo ein solches Gebiet auf der Erdoberfliche existirt, entweder
sin () = 0 sein, oder 6 = 0 sein.

Das erstere kann nun nicht stattfinden; weil bei einer Wirbel-
bewegung die Stromungslinien d. h. die Richtung der resultirenden
Greschwindigkeit doch nicht mit derjenigen des Rotationsaxe zusam-
menfallen kénnen. Ob aber das letztere eintreten kann, bedarf noch
einer nitheren Untersuchung.

Verschwindet in einem Gebiete 6 d. k.

g=n=¢t=0
Dann miissen den Gleichungen (14) (15) (16) zu Folge in diesem

Gebiete
dFE __ d¥H 3z A= ¥Z dH

Yy e ™ R

sein, welche Gleichungen nichts anderes aussagen, als dass die Com-

ponenten des Reibungswinderstandes als Differentialquotienten von
Einer Function dargestell werden konnen. Dass irgend wo die
Drehungsgeschwindigkeit des Lufttheilchens verschwinde, fithrt dem-
nach zum unmoglichen Postulate, dass in einem solchen Bewegungs-
gebiete dem Reibungswiderstand, welcher ein Potential nicht haben
kann, ein solches zukomme. Hieraus kann man weiter den Schluss
ziehen, dass die Rotationsgeschwindigkeit die Lufitheilchens in keinem

Punkt der Erdatmosphire verschwindet, wo die Componenten des Reibungs-
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widerstandes nicht verschwinden.  Als eine Consequenz dieses Schlusses
folgt weiter der wichtige Salz dass der Deviationswinkel in keinem
Gebicte der Erdoberfliche versclwindet, und dass daher die Windbahnen
tberall gegen die Normale der Isodynamen (oder Isobaren) geneigt sein
miussen.

Die Gleichung (19) gestattet uns auf die Bahncurven des
Windes zu schliessen, wenn die Isodynamen bekannt sind, und um-
gekehrt auf die Natur der Isodynamen, wenn die Windbahn bekannt
ist.

Wenn wir uns vorstellen, dass nirgends sonst, als in Polar-
gegenden und Aequatorialgegenden Gebiete mit verticalen Stromungen
bestehen, so bestehen die Isodynamen bei dem allgemeinen Kreislauf
der atmosphiirischen Luft von Polargegenden nach dem Aequator,
und umgekehrt offenbar aus lauter um den Erdpol in sich zuriick-
laufenden Raumcurven. Da nun der Deviationswinkel nirgends
verschwindet, so kann die Bahncurve des Windes im allgemeinen nur
eine um den Erdpol gewundene Raumspirale sein; denn nur Spiralen
konnen ein System von in sich zuriicklaufenden Curven unter einem
spitzen Winkel schneiden.

Wenn aber irgendwo auf der Erdoberfliche in einem beschriink-
ten Gebiete eine solche Gleichgewechtsstorung der Atmosphiire
eintritt, dass die Isodynamen um einen gewissen Mittelpunct ein
System von geschlossenen Curven bilden, so ist die Windbahn noth-
windig auch eine Raumsirpale, welche die Erdoberfliche wmwindet.

Wir fassen die Bewegung eines Luftheilchens in’s Auge, welches
entlang der Erdoberfliche um eine Axe rotirt, die senkrecht zur
Erdoberfliche steht und denken uns dabei ¢ von der Richtung aus
gezihlt, in der die Luftstromung stattfindet, sodass ¢ ein spitzer
Winkel, ist, dann folgt, aus der Gleichung (19), da in diesem Fall

sin (0w) =1 ist, weil die horizontale (entlang der Erdoberfliche)
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Richtung des Windes iiberall in dem Wirbelgebiete zu der
Wirbelaxe senkrecht steht,

tagi= (%)6

d. h. vermoge der Bedentung von 6

tag @ = ( = )J( M + 2 sin 0) (au bw) (510—7—27\,003 0)

(20)

wo der Wurzelausdruck absolut zu nehmen ist. In dieser Gleichung
ist ein wichtiges Gesetz euthalten; das Dove'sche Gesetz der
Wirbelstiirnie.

Man denke sich auf der siidlichen Hemisphiire ein anderes
Gebiete der Wirbelbewegung, welche in allen Stiicken mit demjemgen
auf der nordlichen Hemisphiire iibereinstimmt, sodass auch fiir dieses
Gebiet der Wirbelbewegung der Ausdruck (20) gilt, und dem Werthe
nach auch mit demjenigen der nordlichen Hemisphiire zusammenfillt.
Da nun, wenn wir fiir die nordliche Hemisphére, 6 positiv in die
Rechnung bringen, 6 fiir die siidlichen Hemisphiire negativ zu setzen
ist, so konnen die Werthe von 6 d. i der resultirenden Drehungs-
geschwindigkeit fiir beide Hemisphiren nur dann zusammenfallen,

wenn die Componente der Drehungsgeschwindigkeit in Bezug auf die
du

T
wechselt, weil tag ¢ ja vollstiindig unabhangio von der Lage der

verticale Axe — —% fiir die siidliche Hemisphiire das Vorzeichen
Coordinatenaxe und der Quotient —- R eine durchaus positive Grosse
ist.

Wir gelangen somit zu dem Satze, dass, wenn die Luft durch
irgend welche Ursache in wirbelnde Bewegung gerathen ist; die
Rotation der Lufttheilchen auf der siidlichen Hemisphire im
entgegengesetzten Sinne geschehen muss, wie auf der nordlichen

Hemisphire. Weil der Wirbelsturm, wie es Beobachtungen darthun,
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in einer wirbelnden Bewegung der Luftmasse besteht, so folgt aus
dem eben abgeleiteten Satze unmittelbar, dass, wenn ein Wirbelsturm
auf der nordlichen Hemisphiire auftritt, und der Wind in der
Richtung S O N W um ein Centrum rotirt und wenn ein Wirbelsturm
unter sonst denselben Umstiinden (gleiche Rotationsgeschwindigkeit,
der Lufttheilchen, gleiche Windgeschwindigkeit, und gleiche Reibung
auf der Erdoberfliiche) auf der siidlichen Hemisphéire auftritt, die
Drehung des Windes in dem letzteren in der entgegengesetzten
Richtung S IV N O vor sich gehen muss.

Dieses ist das wichtige Dove'sche Gesetz der Wirbelstiirme.
Wann nun aber die Drehung der Lufttheilchen in einem Wirbelsturm
auf der einen Hemisphire in dem einen, oder in dem andern Sinne
geschieht; das lisst sich aus der Gleichung (20) nicht entscheiden.
Wir werden jedoch weiter unten sehen, indem wir die Wirbel-
bewegung der Luft an der Erdoberfliche in einem besonderen Fall
verfolgen, dass, wenn die Wirbelbewegung durch eine vertical auf-
steigende Luftstromung entsteht, die Rotation der Lufttheilchen auf
der nordlichen Hemisphédre immer in Richtung S O N W geschieht
und dass dic Lufttheilchen aber in der entgegengesetzten Richtung
rotiren, sobald die Wirbelbewegung einer vertical niedersteigenden
Stromung ihre Entstehung verdankt.

Aus den Relationen (184) und (19) lassen noch einige Sitze von
dhnlicher Tragweite ableiten.

Wir denken uns; Es haben die Lufttheilchen keine andere
Rotationsgeschwindigkeit als die durch Erdrotation veranlasste. Die
Horizontalcomponente der Drehung, deren Axe mit einer Verticallinie
in dem betreffenden Punkt der Lrdoberfliche zusammenfillt, betrigt
dem absoluten Werthe nach A sin 6. Wenn diese Grosse bei der
Bewegung des Lufttheilchens positiv zu nehmen ist, so geschieht die
Rotationsbewegung offenbar im Sinne der Krdrotation d. h. in der
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Richtung mit der Sonne. Ist hingegen A sin @ negativ zu nehmen
so geht die Rotationshewegung des Lufttheilchen in entgegengesetzter
Richtung vor sich d. h. gegen die Sonne.  Die erstere Art der Wind-
bewegung nennt man bekanntlich in der neneren Meteorologie eine
cyklonale, wihrend die zweite Art eine antcyklonale Bewegung
genannt wird.

Wenn nun ein Lufttheilchen eigene Rotationsgeschwindigkeit
besitzt, so dass die Horizontalcomponent der Rotationsgeschwindigkeit
g—;-— gz durchaus in genan demselben Sinne, wie die Rotation der
Erde gerichtet ist, so hat man offenbar auch mit einer cyklonalen
Bewegung zu wiihrend im entgegengesetzten Falle die Bewegung
eine anticyklonale sein Wiinde und die Horizontalcomponente der
bz negativ zu nehmen wiire, wenn in

den beiden Fillen der Theil der Rotationsgeschwindigkeit, welcher

Rotationsgeschwindigkeit 7~—

von der Erdrotation selbst herriihrt, positiv genommen wird.
Bezeichnet man mit ¢ die cyklonale, und mit a die anticyklonale
Luftstromung, so ergiebt sich fiir beide Fille aus (19) als Deviation
der Windbahn

) D) P)
tag i, = H«/( M -|- 2)\‘sm 0) ( ) %—%—21003 0)

2
tag i, = R«/( ~———-2}\,sm 0) (bu w (—%%———%%—22,003 0)

Wenn wir jetzt die Annahme machen, dass so wohl die cyklonale
als die anticyklonale Bewegung des gedachten Lufttheilchens unter
demselben Umstiéinden entstehen [d. h. gleiche Isodynamen, gleiche
Geschwindigkeit und Reibung] so folgt aus den obenstchenden
Gleichungen ohne Weiteres

tag i, > tag i,

e >
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Dass heisst mit Worten: die cyklonale Windbahn schneidet die Isodyna-
men, (oder unter Umstinden Isobaren) unter kleinerem Winkel, als die
anticyklonale, oder was dasselbe ist; die Cyklonale Windbahn hat
stirkere Kriinmung, als die anticyklonale.

Dieser Satz gilt ganz allgemein.*

Zu einem zweiten gleich einfachen Satz von grasser Tragweite
gelangte man durch die Einfithrung des in der neueren Meteorologie
gebriinchlichen Begrifts “ Gradienten,” als dessen analytischer Aus-
druck man mit Oberbeck + den Differentialquotienten des hydro-
statischen Drucks nach der Normale der Isobaren nehmen kann.
Dehnt man nun den Begriff des Gradienten dahin aus, dass man
unter demselben die Differenz der Totalenergie der Luftstromung in
der Richtung der schnellsten Abnahme derselben versteht, so kann —%—%
gleichfalls als der analytische Ausdruck des Gradienten im erweiterten
Sinne gelten. Bezeichnet man den Gradienten in der cyklonalen
Luftstromung wieder mit dem Index ¢, und denjenigen in der

anticyklonaten mit a, so folgt aus (18a) fiir beide Fille

€08 fpm= — ——r €08 1, ==

&) -

Weil nun unter denselben herrschenden Verhiiltnissen 7, immer

rosser 1st, als 7,3 so muss
) 3

<

) ().

* Herr Dr. Sprung Assistent an der deutschen Seewarte zu Hamburg ist auf dem Weg einer
vorwiegend geometrischen Betrachtuug zu demselben Satz gelangt (Archiv der deutschen See-
warte Jahrgang II. 1879. pag. 21) Die Ableitung dieses Satzes aus den hydrodynamischem Dif-
ferentialgleichungen in solcher Allgemeinheit diirfte aber woll neu sein,

+ Wiedemanns Annalen Band XVII pag. 133.
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mithin

(an > (M)

d. h. Die cyklonalen DBewequngsformen in der Atmosphire sind von
qrosseren Gradienten begleitet als die anticyklonalen.®
Auch dieser Satz gilt unter sonst gleichen Umstiinden ohne alle

Einschrdnkung.

Haben die Lufttheilchen im gewisen Gebiet der Atmosphiire
keine andere Rotationsgeschwindigkeit, als die durch Yrdrotation
hervorgerufene, so erhilt die Gleichung (19) eine bemerkenswerthe
Gestalt. Es ist unter diesem Umstande.

&€= —2Acos 8 =0 =2Asin @
sodass |

w_w w_w W

dy dx dr % % dy
Dann ist

0=A/%2% =2

und die Axenrichtung der Drehung eines Lufttheilchens £illt
selbstredend mit der Axe der Erdrotation zusammen. Bezeichnet
man mit A zugleich die Richtung der Erdaxe; so folgt aus (19) die

Gleichung
tag i = 2(-%)% sin (A®)
Denkt man sich die Erdoberfliche als eine reine Kugelfliche, und

bezeichnet den Azimuthwinkel der Windbahn mit X, so kann man in

dem Punkt der Erdoberfliiche, dessen Breite @ ist, setzen.

cos (A&) = cos X cos O

* Vergleiche Dr. Sprang (a. o. a. O. pag 22)
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Die oben abgeleitete Gleichung verwandelt sich so mit in

. 2
tag i = —%-¢1 — cos® x cos® 6 * (21)

Der Deviationswinkel ist sonach unter sonst gleichen Umstiinden von
der Richtung des Windes abhiingig. Bei reinem Ost-oder West-
winde ist

200

tag © = R

(19a)

also unabhiingig von der Breite, withrend dieses bei reinem Nord oder
Siidwind nicht der Fall ist; denn es ist fiir diesen Fall

22 o sin @

(19%)

Die Windrichtung schliesst demnach mit den Isodynamen (oder
Isobaren) im Allgemeinen grosseren Winkel, wenn sie Nord oder
Siid ist, als wenn sie Ost oder West ist.

* Insofern als nur die unterste Schichte der Atmosphire in Betracht gezogen wird, und die
Annahme gestattet isf, dass der Reibungswiderstand an der Erdoberfliche proportional den
Horizontaleomponenten der Windgeschwindigkeit ist, sodan man setzen kann

o o=ku H = kv Z =Kw
mithin R =«kw
folglich
tag.i = YT oot g 0B &

5o kann man leicht zur ungefihren Kenntniss der Constante x gelangen, welche den Reibungs-
winderstand der Erdoberfliche bestimmt. Fiir hoheren Breitengrad ist annihrend

tag. i = —

Nan hetrigt der Winkel i nach den Beobachtungen von Herrn Capt. Hoffmeyer fiir Dinemark
(Meteorolog. Zeitschrift der dsterreichischen Gesellschaft. Bd. XIII pag. 338.)

Windrichtung | NW NEW|ENE| ES |SES|SSW|WSW\NWW

1 775 | 745 | 675 | 61 60.5 | 65.5 | 71.56 | 755 | 69.2

Hieraus ergiebt sich aus der obigen Gleichung mit Zugrundlegung des Werthes A =0,00007292
Kk =0,00005395 (Meter)

also eine Grosse von denselben Ordnung wie A.
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Man denke sich die Isodynamen so beschaffen, dass die Windbahn
dieslben unter dem constanten Winkel ¢ durchsetzt. Als Azimuth-
winkel der Windbahn findet man aus (21)

1 R 2 s
08 X = — 5 1-— e tag® ¢ (194)

Das Azimuth ist also mit der geographischen Breite veriinderlich.

Wenn nun in irgend einem Punkt der Erdoberfliche, dessen Breite
0, heissen moge, die Luftstromung als Ost—oder Westwind auftritt,
und der Quotient —;;— iiberall denselben Werth behielt, so hat man als
Azimuth der Windbahn in dieser Luftstromung aus (194) und (194)
fiir die Breite 6

1 J R? 4A%0%
o N T @ k=0

€08 X =

mithin
X = l2r— oder — g—

Wir gelangen somit zu dem Satz, dass eine Luftstromung welche einmal
als retner Ost oder West auftritt, tmmer die Richtung Ost und West
beihehilt—dass demnach eine dem Parallelkreise parallele Luft-
stromung nicht durch die Rotation der Erde von ihrer urspriinglichen
Bichtung abgelenkt wird.  Dieses ist nichts anderes, als das bekannte
Hadley’sche Princip. Ganz anderes verhilt sich mit einer Luft-
stromung, die urspriinglich polar oder aequatorial gerichtet war.
Fiir diesen Fall findet man unter derselben Annahme aus (19d)

und (160)

08 ¥ — 1 / 1 _ R? 4N0" sin® 6, _ cos 6,
X =56 ( 4220 R? T cos @

Der Azimuth der Windbahn ist also mit der geographischen Breite

verinderlich; die Luftstromung, welche urspriinglich als reiner Nord
aufgetreten ist, wird von dieser Richtung nach und nach in dem

Maasse abgelenkt, als sie in immer niedrigere Breite kommt. Wenn die
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Luftstrtomung eine rein siidliche ist, so wird die fiiv den Azimuth der
Windbahn gefundene Gleichung unbrauchbar—da dann cos 8, > cos® 6
und cos X keine reele Grosseist. Is geht daraus herbor, dass bei
einer rein siidlichen Luftstromung tag ¢ nicht iiberall denselben Werth

haben kann.

Aus der Gleichung (19d) geht iibrigens hervor dass eine
Luftstromung von der bezeichneten Art so lange moglich ist, als

7‘ ist., und ferner sie nicht in jeder Breite auftreten kann;

tag 1 <
denn der grosste Werk, den cos x iiberhanpt erhalten kann, ist ja 1.
Der Parallelkreis, welcher also senkrecht von Windbahn geschnitten
wird und demnach die Grenze der bezeichneten Luftstromung bildet,

ist durch die Gleichung

cos 6’ _Jl 42‘3 —— g% 1
bestimmt, wenn 6 die Breite des betreffenden Parallelkreises bedeutet.
Von da ab schneidet die Windbahn den Parallelkreis unter immer

kleinerem Winkel, und unter dem Aequator selbst ist der Azimuth der
Windbahn durch die Gleichung

cos X,_/l l‘ —— tag® 1

e . R? tag* 1
bestimmt, d. h. nahe zu x = 5 VY
1 unterscheidet; die Luftstromung geschieht daher unter dem

wenn sich sehr wenig von

Aequator nahezu parallel dem Parallelkreis. Es ist itberhaupt.
cos 0" = cos X,
d. I. Bei der in Rede stehenden Luftstromung  schneiden die Wind-

bahnen den Aequator unter demjenigen Winkel, welcher das Comple-

ment der Breite des Grenzkreises bildet.

Die ausgezogene Curve in ltig. 2 (Tafel XIII) mag den

ungefihren Verlauf der Windbahn in diesem Fall darstellen.
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Aehnliche Luftstromungen kommen nun in der Natur thatsiichlich
vor, und sind als Passatwinde wohl bekannt.  Die Beobachtung, dass
die Region der Passatwinde nicht bis zum Polarkreis hinaufreicht,
sonderen nur auf einen Giirtel unter den Tropen beschriinkt ist,
ist also auch theoretisch begriindbar, und zur Erklirung dieser
Thatsache scheint das allmiihlige Niedersinken der oberen Aequatorial-
stromung nicht das einzig und allein Wesentliche zu sein; da die
Grenz, innerhalb deren die Windbahnen unter reelem Winkel die
Parallelkreise schneidet auch wesentlich durch den Werth des Bruchs
7&%&)— bestimmt 1st.

Ich bemerke hierbei, dass man* das Wachsen des Azimuthwinkels
der Windbahn mit abnehmender Breite wirklich im Passatgebiete des
atlantischen Oceans beobachtet hat, was man auch aus der Gleichung
(19d) unmittelbar folgern kounte. Dieselbe kann sonach als ein
analytischer Ausdruck gelten, fiir die Luftstromung in Passatregion;
insoweit, als die Isodynamen, oder man darf in diesem Fall wohl
dafiir setzen, die Isobaren so beschaffen sind, dass der Deviations-
winkel constant ist, was in der Wirklichkeit auf hoher See, wo der
Einfluss der angrenzenden Continente auf den Verlauf der Isobaren
verschwindet, anniihrend richtig sein diirfte.

Am Aequator und an der Grenzzone der Passatwinde selbst
wird aber der gedachte Ausdruck wesentliche Modification erleiden
miissen, einmal, weil die Regionen der Passatwinde auf den beiden
Hemisphiren durch einen schmahlen Giirtel der vertical aufstrei-
genden Luftstromung, die Kalmengiirtel, getrennt ist, und die
isobarische Fliche eine andere werden muss, als die, deren Normale
den Windbahn einen Constanten Winkel schliesst, und das ander

Mal, weil in Folge des allmiiligen Niedersinkens der Aequatorial-

* Qieh., Coffin. Winds of northern hemisphere. Washington City, publishéd by the Smith-
onian Institution. November 1853 pag. 172.
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stromung d. ¢ des oberen Possatwindes, die Greuz der unteren Passat-
region frither beginnen muss als bei der durch die Gleichung (19¢)
bestimmten DBreit. Das Gesetz, welches den gauzen Verlauf der
reinen Polarstromung, der unteren Passatwinde beherrscht, ist nun
allerdings in der Gleichung (21a) enthalten; die Discussion derselben
setzt aber die Kemtniss der Gleichung fiir die Isobarische Fliche und
des Quotientem —IG;— als Function von den Coordinaten voraus, welche

einen Punkt der Erdoberfliche bestimmen.

Betrachten wollen wir noch den Fall, wo die Isobaren dem
Parallelkreise parallele Kreise bilden, also den Fall, wo der Deviations-

winkel 7 gleich ist dem Azimuthwinkel.

Fiir diesen Fall haben wir die Gleichung

tag X= 3%« (1 — cos®x cos*6)

. . 220 , .
oder in den wir = K setzen, und nach cos’x auflisen,

A
R

14+ K2+./(1 + K?)?—4K? cos*0
2 cos*0-K*.

cos’y =

Wenn eine solche Bewegung entlang der Erdoberfliche moglich, und
X daher immer einen reelen Werth haben soll, so muss das untere
Zeichen genommen werden, da soust. cos’X in Allgemeinen > 1 sein

wiirde. Man hat sonach

1+ K~ /(1 + K*) —4 cos*6 K*
2 cos®* O K*

cos’x =

Fiir die Aequatrialgegenden erhiilt man
cos® x, =1
und fiir die Polargegend findet man leicht

€08® Xgo== —1—
1+ K2
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und fiir die Breite. 45°

1+ K —4/1+K*
K2

Der Azimuthwinkel der Windbahn nimmt also mit wachsender

€08* X 5=

Breite zu, und hat um so kleineren Werth, je kleiner K, d. h. je
unbedeutender die Rotationsgeschwindigkeit der Erde gegen den
Quotienten —g— in Betracht kommt. Nimmt hingegen K zu, d. h.
wird % klein gegen die Rotationsgeschwindigkeit der Krde, so
wachst der Azimuthwinkel und fiir verschwindend kleinen Werth
von K, wird derselbe ___121'_; die Windbahn schneidet dann die Iso-
baren gar nicht, und geht parallel dem Parallelkreise.

Die in Fig. 2 (Tafel XIII) gezeichnete punktirte Spirallinie stellt
die Windbahn bei solcher Luftstromung dar. Sie erinnert unwillkiir-
lich an die zuriickkehrende Aequatrialstromung; an den oberen Passat-
wind. Die Luft stromt polwiirts vom Aequator aus mit bei wachsender
Breite immer wachsendem Azimuth und die Bahncurve ist eine
Spirale, welche den Meridian unter um so grosserem Winkel
schneidet, deren Windungen um so enger wird, je kleiner die

Stromungsgeschwindigkeit gegen den Reibungswiderstand ausfallt.

Es liisst sich ferner aus der Gleichung (11) eine bemerkenswerthe
Relation zwischen der Axenrichtung der Wirbelbewegung und der
Normale der isodynamischen Flichen ableiten, welche auch zu beson-
deres einfachen Siitzen fithren. Im Falle der stationiiren Luftbewe-
gung wird die gedachte Gleichung.

Y S ) _
$W+7}_gy— t = (eEZ+npH+tZ)

Dieses lisst sich auch leicht in

D
b

Verwandeln,vwo ¢ und R durch die Gleichungen (18¢) (18a) bestimmt

cos (nd) = — R cos (OR)
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sind und wo n wieder die Normale der isodynamischen Flichen

bedeutet. Wir erhalten somit die Relation

cos (nf) = — —b% cos (0R)
n
oder auch mit Riicksicht auf die Gleichung (18b)
cos (n6) = cos 1, cos (6R)
Nun soll nach der eingefiihrten Annahme die Richtung der Reibungs-
resultante R iiberall der Resultante der zur Erdoberfliiche parallelen
Geschwindigkeit parallel sein. Der Winkel (6R) welche die Wirbel-
axe 0 mit der Richtung der Resultante B schliesst, ist identisch mit
demjenigen, welche sie mit der Richtung der resultirenden Horizontal-
geschwindigkeit bildet. Es sei @ der Neigungswinkel der Wirbelaxe
gegen die Tangentialebene der] Irdoberfliche von der Richtung aus
gezihlt, fiir welche B positiv ist, welche also der Richtung der resul-
tirenden Horizontalgeschwindigkeit der Stromung entgegengesetzt
ist; so ist
cos @ = cos (0R)
Mithin folgt die Gleichung
cos (n0) = cos 1 cos © (21a)
Man denke jetzt auf der Erdoberfliche ein Wirbelsystem, welches
go beschaffen ist, dass jedes Lufttheilchen in demselben unmittelbar
auf der Erdoberfliche um eine zur Verticallinie parallele Axe rotirt.

Dann ist @ = 1

5 zu setzen; es folgt hieraus, dass auch

% (16) = —5—

ist. Wenn demnach in einem Wirbelsystem jedes Lufttheilchen um
eine um die Verticallinie parallele Axe rotirt, so stehen die Isodyna-
mischen Flichen auf der Erdoberfliche iiberall senkrecht d. h. die
Isodynamen sind die Durchschnittscurven der zur Erdoberfliche

orthonalen Flichenschaar. Es ist hieraus zu schliessen, dass wenn die



ZUR THEORIE DER BEWEGUNG DER ERDATMOSPHARE. 155

Erde als eine Kugel zu betrachten ist, die isodynamischen Fléichen
gewisse Kegelffiichen sind, deren Spitzen simmtlich im Mittelpunkt
der Kugulfliche liegen. Wenn das Gebiet der Wirbelbewegung auf
der Lrdoberfliche durch Curven geschlossen ist, so sind die Isodyna-
men auch eine Schaar von geschlossenen Curven. Haben die Luft-
theilchen hingegen keine andere Rotation, als die der Erde, so fillt
die Wirbelaxe mit der Erdrotation zusammen, steht also senkrecht
zur Erdoberfliche und die Isodynamen, miissen daher eine Schaar
um den Erdpol geschlossener Curven sein. In der Hche der
Erdatmosphiire ist die Wirbelaxe im allgemeinen gegen die Tan-
gentialebene oder Erdoberfliiche geneigt, da cos (n6) im Allgemeinen
nicht verschwindet, iiberall wo der Linfluss des Reibungswider-
standes mnicht verschwindet. Hinsichtlich dieses Neigungswinkels
lisst sich nun aus der Gleichung (21«) ein charakterischer Unterschied
zwischen einem cyklonalen und anticyklonalen Wirbelsystem ableiten.
Wie aus der Gleichung (18d) unmittelbar ersichtlich, haben die
Gradienten auch in der hoheren Luftschichte bei einer cyklonalen
Bewegungsform grossere Werthe, als bei einer anticyklonalen, da
die Resultante der Rotationsgeschwindigkeit 60 fiir jene grosser als fiir
diese sein muss, es folgt auch hieraus, dass der Deviationswinkel in
der hoheren Luftschichte fiir Cyklonalen Formen grossere sein muss,
als fiir anticyklonale. Dieses Umstandes halber ergiebt sich die

Ungleichung

( €08 (nh) < ( cos (nf)

cos ® /, cos @ /,

Hierin ist ein Satz enthalten, welcher sich also aussprechen lisst :
Wenn die Richtung der Wirbelaxe im cyklonalen und anticyklonalen
Wirbelsystem unter sonst gleichen Umstiinden gleiche Neigung gegen
die Tangentialchene der Erdoberfliche hat, so schneidet die Wirbelaxe

im cyklonalen System die Normale der isodynamischen Iliche unter
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grosseren Winkel, als im anticyklonalen System. Bildet die Wirbel-
axe in den beiden Systemen unter sonst gleichen Umstiinden mit
der Normale der isodynamischen Fliiche gleichen Winkel, so ist der
Neigungswinkel der Wirbelaxe im cyklonalen Wirbelsystem alle
Mal kleiner als im anticyklonalen Wirbelsystem.

Dieser Satz steht nun im genauesten Zusammenhang mit der
von dem scharfsinnigen Meteorologen Redfield *  zuerst gemachten
Bemerkung, dass, wenn ein wirbeluder Luftcylinder entlang der
Erdoberfliche schreitet, derselbe durch den Reibungswiderstand am
Boden nothwendig vorneigen und sich schon in der hdheren Luft-
schichte bemerkbar machen muss, ehein der unteren Schichte wahr-
genommen wird. Dabei neigt sich der Wirbelcylinder, wenn er
cyklonal rotirt, weniger nach vorn, als wenn er im anticyklonalen
Sinne rotirte, und die Kriimmung der anticyklonalen Wirbelfiiden,
welche den gedachten Cylinder bilden, muss daher unter sonst
denselben Umstinden stéirker sein, als diejenige der cyklonalen.
Auch dieses wird durch die Erfahrung bestitigt, dass, wenn die
Druckminima, denen, wie wir weiter in einem Beispiel sehen werden,
die cyklonalen Wirbelfiiden gehoren, fortschreiten, dieselben bei
Weitem rapideres Fallen des Barometerstandes hervorruft, als wenn
im fortschreitenden Gebiete der Druckmaxima, denen, wie wir eben-
falls weiter unten sehen werden, die anticyklonalen Wirbelfiden
gehoren, das Barometer steigt. Is beruht also die oben gedachte
Verschiedenheit der Gradienten in den beiden Wirbelsystemen einfach

auf der Verschiedenheit der Kriimmung der Wirbelfiden.

§ IV. Die Integration nach dem Raum.

Ich will jetzt einen allgemeinen Ausdruck fiir die Geschwin-

digkeitscomponenten w v w herzustellen suchen und zwar  fiir

* 0. Marbach, Physik, Lexikon, Art, Winde. pag. 984.
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verschiedene Raumgebiete, wo die atmosphiirische Luft im ver-
schiedenen Bewegungszustande sich befindet. Ich denke mir den von
der Atmosphire eingenommenen Raum in Raumgebiete getheilt,
theils in Raumgebiete der vertical aufsteigenden Stromung, theils in
die der dadurch veranlassten horizontalen Stromung. Die Geschwin-
digkeit der verticalen Stromung nehme ich als gegeben an, eben so
das Raumgebiet, wo sie stattfindet. In dem iibrigen Raumgebiete
soll die Luft nur horizontale Geschwindigkeit haben, d. . nur parallel
zur Erdoberfliche stromen.

Bezeichnet man nun die Componenten der gegebenen Geschwin-
digkeit der verticalen Stromung wieder mit 4 B I' und diejenigen
der horizontalen Stromung in den beiden Raumgebicten mit u' v w';
dann sind die Componenten der Geschwindigkeit in Raumgebiete der
horizontalen Strémung

w =1 v=1 =
und im Raumgebiete der verticalen Stromung
u=u + 4 v=1v + B w=qw + I
wo bei es sogleich bemerkt werden mige, dass 4 B I' negativ zu
rechnen ist, wenn in dem betreffenden Raumgebiete die Stromung
vertical niederwirts geschieht.

Die Bedingungen, denen « v w an der Erdoberfliche und an der
Grenzfliche der beiden Raumgebiete zu geniigen haben, sind bereits
aufgestellt. Is handelt sich hier zuniichst darum fiir u v w solchen
Ausdruck zu finden, dass die Bedingungsgleichungen (9b) und die

Bedingung der Massencontinuitiit

g
T Ay + d
erfiillt werden.

Um solche u, v, w, zu finden denke ich mir, eine Function ¢ so
bestimmt, dass sie fiir das innere Raumgebiete [womit das Raum-

gebiet der verticalen Stromung bezeichnet wird] die Differential-
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gleichung
ad 3B .
so= (35 * %) (22)
und in dem #usseren Raumgebiete aber die Gleichung
Ao =0 (22a)
befriedigt. Wenn wir nun im dusseren Raumgebiete setzen
W W 2
Ty W t o
W W, 3 .
=% "% Ty (29)
w= U 29
‘ . 9
und i inneren Raumgebiete
W W ¥
v=y T t o T
3
v— W W P +B (24)

¥ o ]
we WU d¢ I

st o

dr 0%
wo U, V, W gewisse Functionen von zy z und ¢ sind, welche den
partiellen Differentialgleichungen geniigen
o' B

Py YA
== == 26
av by dx (26)
3B M4 .
AW——b—;———b—y——z+2?Lsm 8. (27)

dann wird die Bedingung der Massencontinuitit erfiillt, und es

werden die Gleichung (90) d. i.

W

-b—?j—-y——& + 22 cos @
Ju 2w

d

N

0 9 asing
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so wohl im inneren als im {usseren Raumgebiet erfiillt wenn U, V, W
iiber dies die Bedingung

W W
w Ty T @9

erfiillen.

Die Grossen.

YANEY: _ A'—w) IB—v)
Ty T ST RAe =y
3 _ dd—u) '—w)
% ax ! T %
B U _ 3B—v)  dd—uw)
d hy—t+2}\,coso— w

bedeuten nun nichts Anderes, als die Componenten der Drehungs-
geschwindigkeit parallel der Erdoberfliche in Bezug auf die Coordi-
natenaxen. Dezeichnet man dieselben mit ¢ 7° und ¢, und ihre

Resultante mit 67, so dass

W w w_ W W,
X w % e dy
0'=y/(&"+ 7" + ) (284)

dann haben die Functionen U, V, W die Gleichungen zu erfiillen.

AU =¢’
AV =g’ (32)
aWw =1

W W W
w e =0
Haben die Lufttheilchen im Husseren Raumgebiete, keine eigene
Rotation, so dass
= —2Acos @ =0 =2Asin@
so miissen U, V, W derselben Differentialgleichung geniigen wie

¢. d. h.
AU=0 4V =0 4W=0 (38)
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Wie solche Differentialgleichungen, wie von (25) bis (33) zu
integriren sind, lehrt uns die Potentialtheorie. Is kann sich nun
mehr darum handeln U, V, W, so zu bilden, dass, ihre nach der
Normale der Trennungsfliche der verschiedenen Raumgebiete genom-
menen Differentialquotienten continuirlich in einander iibergehen,
wenn der Punkt (z y 2) von einem Raumgebiete zum andern iibergeht.
d. h. bezeichnet man das innere Raumgebiet mit dem Buchstaten <,
und das Hussere mit a, so miissen U V IV und ¢ so gebildet werden,

dass an der Trennungsfliche der verschiedenen Raumgebiete

W, . W, U, W, ¢, d, 24
m M MmO m - w M ( )

ist, damit die Continuitit der horizontalen Bewegung bemerkstelligt
werde.

Ich muss hierbei bemerken, dass wir je nach der Natur der als
gegeben betrachteten Raumgebietes der verticalen Stromung zwel
wesentlich verschiedenen Stromungserscheinungen zu unterscheiden
haben. Wenn das gedachte Raumgebiete durch Linien

A=0 B =0 I'=90

gebildet ist, so geht die Stromung der Luft auch in verticaler
Richtung continuirlich vor sich, indem die Horizontialrichtung der
Stromung allméhlig in die Verticalstromung itbergeht. Ist das innere
Raumgebiet hingeben durch Stromlinien der verticalen Stromung
selbst gebildet, so werden die Lufttheilchen, welche bis an die
Trennungsfléiche in reiner Horizontalbewegung begriffen waren, durch
Verticalstromung auch ohne jede Vermittelung vertical aufwiirts, oder
niederwiirts gerissen. ~ Welcher von diesen Bewegungsformen eintritt,
das hiingt lediglich von dem Werthe ab, welchen die gegebenen
Geschwindigkeitscomponenten der verticalen Stromung an der Tren-
nungsfliche der Raumgebiete besitzen.

Es ist nicht schwer allgemeine Integrale aufzufinden, welche die
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Gleichungen (22) (22a) (29) (30) (31) und (33) befriedigen, und zwar
unter der Voraussetzung, dass im #usseren Raumgebiete Wirbel nicht
existiren, und in dem inneren Raumgebiete die Rotationsgeschwin-
digkeit der Lufttheilchen gegeben sei, und dass der Luftraum sich
im Ubrigen in’s Unendliche erstrecke, und in der Unendlichkeit ruhe,
und in der Endlichkeit durch die Erdoberfliche begrenzt sei. Dann
gentigt man solchen Differentialgleichungen, wie (22) (224) (29) (30)
(31) und (33) durch die Raumintegrale *

R 3 | 3B A \d'dy'ds.

o= (G wtw) T ®
. 1 g'dx’dy’ dz’

U= - fff r (86)
_ 1 n’dx’dy’ dz’

V=- 4 fj] T 37)

_ 1 ddx'dy’did’
W= - 4 fff r (38)

wo da'dy'ds ein Element des wirbelerfilllten Raumgebietes der
verticalen Stromung bezeichnet und » die Entfernung eines Punktes

(z y z) von diesem Raumelemente

=@ -2+ y—-y)>+ (—72)

zu setzen ist

Dass diese fur U, V, IV gesetzten Raumintegrale auch die Gleichung
(28) befriedigt, beruht auf dem Umstande, dass auch in unserem
Problem die Wirbelfiden nirgends in dem Luftraum endigen, dass
sie entweder in sich zuriicklaufen, oder an die starre Erdoberfiiiche

stossen, wo sie abbrechen, da ja das Raumintegral

a&’ b”’ at, ’ ’ ’
f/[ W"‘—b—l]'l'—b?)dl' dy’ da
= —)/6’ cos (0" n) ds.

* Sieh., H. Helmholtz, Uber Integrale der hydrodyﬁamischen Gleichungen, welche den
Wirbelbewegungen entsprechen. Crelle’s Journal, Bd. 55,
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in jedem Punkt des Luftraums verschwindet, und an der durch
Wirbellinien gebildeten Oberfliche des Wirbelgebietes 6° = 0 ist, oder
wenigstens
g’ cos (nx) + 7’ cos (ny) + ' cos (nz) = 0

Die Functionen ¢, U, V, W welche durch die Gleichungen (35)(36)(37)
(88) definirt sind, bleiben bekanntlich iiberall stetig und endlich, und
verschwinden in der Unendlichkeit. Ihre Differentialquotienten ‘nach
der Normale des Raumgebietes, iiber welches die Integration aus-
gedehnt wird, haben auch die Eigenschaft, in der Unendlichkeit zu
verschwinden, und gehen continuirlich in einander iiber, wenn der
Punkt (2 y 2) von einem Raumgebiete in das andere heriibergefiihrt
wird d. h. die Bedingung der Continuitiit der horizontalen Strémung
in den verschiedenen Raumgebieten ohne Weiteres durch die Form der
Fanctionen 9, U, V, W erfiillt. Was die Grenzbedingung anbetrifft,
welche noch an der Erdoberfliche und an der fiusseren Grenzfliche der
Atmosphire zu erfiillen ist, so konnen &', %, ¢’ so gegeben sein, dass
die Bedingungsgleichung (8f) von selbst erfiillt wird, oder sie kann
dadurch erfiillt werden, wie Professor Helmholtz es gezeigt haf,*
dass man zu den Gleichungen (23) und (24) der Reihe nach

3P 3D

@’ Oy’ x:
hinzugefiigt, wo P eine Function ist, welche die Gleichung 4P =0
befriedigt und in der Unendlichkeit verschwindet, und P passend
bestimmt.

Wenn gleich die weitere DBehandlung des Problems im
Allgemeinen mit grosser Schwierigkeit verkniipft zu sein pflegt,
so sicht man doch klar, wie die Theorie der Bewegung der Erd-
atmosphére auf diejenige der Wirbelbewegung in einer Fliissigkeit
zuriickgefiihrt werden kann, wenn ¢, 7', ¢ nur gemiiss der Kriifte,

welche auf die rotirenden Lufttheilchen einwirken, gegeben sind, und

* H, Helmholtz, 2. 0. a. O.
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ferner, dass diejenigen Fille der Wirbelbewegung, in denen die Losung
bisher gelungen ist, unmittelbar auf die Bewegungserscheinungen der
Atmosphiire anwendbar sind, so wie diejenigen Fundamentalsitze
itber die Wirbelbewegung, welche von Helmholtz und 4. aufgestellt

worden sind, und nicht auf der Voraussetzung beruhen, dass auf die

Fliissigkeitstheilchen nur Krifte einwirken, welche Potential haben.

§ V. Bewegungsgleichungen unter specieller  Annalime.

Es ist indessen gerade das Schwierigste in dem vorliegenden
Problem, &, 7 und ¢ anzugeben; denn die Geschwindigkeit der horizon-
talen Stromung hiingt im Wesentlichen von der Geschwindigkeit
der gegebenen verticalen Stromung ab, und die Componenten
der Rotationsgeschwindigkeit eines Lufttheilchens, welche aus der
Rotationsgeschwindigkeit der Erde einerseits und aus der eigenen
Rotationsgeschwindigkeit andererseits resultirt, miissen geméiss der
Differentialgleichungen (14) (15) (16) bestimmt werden, welche aber
neben g, 7,¢ auch noch u, v, w enthalten, also Functionen, welche erst
dam bestimmt werden kionnen, falls ¢, 5, ¢ bestimmt worden sind.

Diese Schwierigkeit kann allerdings dadurch umgangen werden,
indem man statt der zu bestimmenden g, 5,z 4U, 4V, 4 und statt
der noch unbekannten u, v, w die dafiir gesetzten Ausdriicke (23) (24)
in die Differentialgleichungen (14) (15) (16) einsetzt, und somit
zwischen den 3 Functionen U, V, W drei partielle Differential-
gleichungen dritter Ordnuhg herstellt. ~ Weil die Function ¢ geméss
der Gleichung (22) oder (224) und (34) gegeben ist, so ist die
vorliegende Aufgabe gelost, falls es gelingt, die obengedachte
Differentialgleichung dritter Ordnung zwischen U, V, W aufzulosen
und man solche particulire Losungen nimmt, welche im gegebenen

Falle den Grenzbedingungen (24) Geniige leisten.



164 D. KITAO

So bietet die Aufgabe dennoch Schwierigkeiten dar, die allem
Losungsversuche trotzen wiirden. Indem wir doch eine Liosung
desselben versuchen, wollen wir die Bewegungsgleichungen durch
die Annahme vereinfachen, dass das Stiick der Erdoberfliiche, so weit
wir es in Betracht ziehen, als eine unendlich ausgedehnte Ebene
angesehn werden konne, deren mittlere Breite 6 sei, und deren
Normale iiberall mit der z— Axe zusammenfalle, und dabei halten
wir an der Annahme fest, dass die Verzogerung, welche die bewegten
Theilchen in Folge der Reibung lings der Erdoberfliche erleiden,
direct der horizontalen Resultante der Stromungsgeschwindigkeit
proportional sei, was fiir die unmittelbar auf der Erde ruhende
Luftschichte wohl angenéhrt richtig ist, so dass jetzt

’

= KU H=gv Z =0

N}

gesetzt werden konne, wo x wieder eine Constante bedeutet. Die
Bewegungsgleichungen (14) (15) (16) gehen dann iiber in:

¢ At ¢ 3¢ dw w dw W du
TR L TR ) 53?“””337“‘"W+‘°(T:;“a_) =0

v w du’

A A d _
T ' Ty T T Ty e TR =0
b1 kI3 2 ¥, m . dw W
Tl PPyt i Tyt =0

Wir specialisiren unsere Aufgabe noch weiter durch die Annahme,
dass die Rotationsgeschwindigkeit in dem Wirbelgebiete iiberall parallel
zur unendlichen Ebene gerichtet sei, und jedes Lufttheilchen um eine

Axe rotire, welche mit der z— Achse zusammenfillt, so dass

W

$=0 7)=0 (:m——w‘*‘ 2&37{7@0

und
U= w=w+ I'
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Wir erhalten aus den obenstehenden Gleichungen

¥ A 1 dg dw  (w dw

3t Ty T T +’°(ﬂ“w =0 (39)
w du

AR T (40)
du b , \

iy Tk, =0 (41)

Multiplizirt man nun von diesen Gleichungen die zweite mit ¢, und
die dritte mit K, so entsteht zunéichst durch Addition

dw w
2 2 —_— —_—
_(c+n)_'bz_0 d.h.——az_o

mithin folgt aus (40) oder (41)
du

Mo

9
folglich _
L4 LAL N\ -

W= w\w ) =
. dw .
Da ferner g =0 d. i ——=——ist, so folgt
dw
W =0
. , _ w W
da ferner & = 0 ist d. ¢ 224 cos 6 = T T folgt
w 2, cos 0
ay = 4 co8
Somit erhalten wir als Bewegungsgleichungen
W dw dw ‘
-—b—z—__—b—;zwbz—zo —@—= + 2A cos 6.
14 P14 LA dw .
W+um_—+”3?~tw+n(c—2R8tn 6)=0 (41a)

d. h. die Geschwindigkeitscomponenten » und v sind nur von 2 und y
abhéingig, w hingegen nur von y und z. d. k. da w in Bezug auf y
linear ist.

w = f(z) + 2A cos @ y + const.
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Die Hiilfsfunctionen U, V, W, ¢ werden in unserem Falle

1 . dx'dy’dz’
U=0 V=0 W=—~‘4—7F—/f/(z—2lsm0)—17y——z——

AU dx'dy’dr’
= 4rm f/ r )

und die Ausdriicke fiir die Geschwindigkeitscomponenten

1) 4
U = —a?"*"sz‘
_ W 29
V= Ty
de
w_——a—z—-+r,

Weil nun w von # unabhiingig sein soll, so muss —%—Z— =0 d. h ¢von

z unabhéngig sein, mithin

-
w=1I
Wie es vorausgesetzt wurde, soll das Raumgebiet der verticalen
Stromung einen unendlich langen Cylinder bilden, so dass I' eine
Function von z allein ist, so kann dies nur dann stattfinden wenn
2A cos 6.y als unendlich klein vernachliissigt werden darf, d. &. ein
solches aufrechtstehendes cylindrisches Raumgebiet der Vertical-
stromung kann nur im hoheren DBreitengrade bestehen; was sich
iibrigens von selbst versteht, da jede verticale Stromung Folge der
Erdrotation eine Ablenkung nach Westen erleidet, wenn sie vertical
aufwiirts, und nach Osten, wenn sie vertical niederwirts geschieht.
Dass die Componenten der Geschwindigkeit # und v von 2z un-
abhiingig sei, kann es nicht fiir jeden beliebigen Ausdruck fiir I’

. . r
stattfinden; die Bedingung —%E- = 0 verlangt, dass auch -%,ﬁ:— von z
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unabhiingig sei, d. h. I' ist einer linearen Function von z gleich zu

setzen, so dass
I' = y& + const.

wo ¥ eine Constante ist, die leicht ermittelt werden kann, wenn die Dif-
ferenz der Temperaturen in den beiden Raumgebieten gegoben ist. *

Wir erhalten sonach unter der Annahme eines cylindrischen
Raumgebietes der verticalen Stromung folgende Losungsformel des
Problems

fiir das innere Raumgebiet

MWV v

v duy + dx
M e
Y w T dy

w = yz + const.

wo ¢ eine Function ist, welche im inneren Raumgebiete die Gleichung

r »
STl T (424)
und im Ausseren
» ®
,_55‘5_ .S.y%—_-o (42b)

befriedigt und I’ eine Function, welche im wirbelerfiillten Gebiete die

Gleichung

?? 2 ' . . ‘
a—;f’-{-?%—zy:—c-i-%\,smﬂ (41e)

* Man betrachte einen Lufteylinder von der Linge z. Innerhalb desselben soll in Folge der
stirkeren Erwirmung die Dichtigkeit 4 sein, und ausserhalb aber p. Nun steigt ein Luft-
theilchen aufwirts . wegen des Auftriebes, dessen Grosse

4 g(r—p)z :
ist, wenn g die Beschleunigung der Schwerkraft bedeutet, Die Gleichung

a*
g =0—w)z
ergiebt einerseits )

% = eNS{~to)t.
und die Gleichung
dz
Y=T0 vz
andererseits
=gt

Es kommt heraus durch Vergleich
Y =Vo@w—w)
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und im wirbelfreien Raumgebiete aber

¥ PW
[ + d¥y*

erfillt. Die Ausdrucke firr die Geschwindigkeitscomponenten im

=0 (41d)

dusseren wirbelfreien Raumgebiete sind dann

U = ﬂ + 3.(‘_?_
dy dx
v — — IW ¢ " (41e)
- dx dy
w =0,

Die allgemeine Losung der Differentialgleichungen (42a) und (42b)
ist fiir jedes Raumgebiet bekannt. Bezeichnet man mit ded@ ein
Element der xzy—Ebene, so geniigt man den gedachten Differential-
gleichungen, indem man setzt

¢=— 1| f log (p) dwdB. + const  (41d)

‘ p=+(—a) + @y — AB)°
wo die Integration iiber das ganze Gebiet der Verticalstromung

auszudehnen ist.

Diese Function ¢ stimmt jhrem Wesen nach mit dem Potential
eines mit der constanten Masse y erfiillten Cylinders iiberein. Die
Function hat daher einen unendlich grossen Werth; weil die Const.
unendlich gross ist; ihre Differentialquotienten haben aber einen
endlichen Werth, und gehen continuirlich in einander iiber, wenn der
Punkt z y, durch die Grenzfliche des Cylinders hindurchgeht, dessen
Querschnitt im Uberigen ein beliebiger ist. Was die Function W
aubelangt, so muss sie so bestimmt werden, dass sie die partielle Dif-
ferentialgleichung (41¢) und (41d) befriedigt, wobei ¢ die Differential-
gleichung (41a) erfiille. Indem wir den bereits oben angedeuteten
Gedankengang verfolgen, setzen wir in die Gleichung (4la) statt ¢
den aequivalenten Ausdruck 2 sin @ — 4W., wobei die Operation

L§ ¥ . .. . .
o e gebriiuchlich durch 4 angedeutet werden moge.
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Wir erhalten dann fiir das Raumgebiet der Verticalstromung als
Bestimmunrrsv]eiChuna von W

WUW W/ Ve MW/ w (L4

5+ (e ay) — Yt (k= ) AW =22, 5in 049=0

(42)

und fiir das dussere Raumgebiete

QAW UW (d¢ | W W (3¢ 114

w t T \ax+ ey ‘+ w oy ") T AW =0 (43)

Ich mache hier sogleich auf eine bemerkenswerthe Thatsache auf-
merksam, welche unmittelbar aus diesen Differentialgleichungen
gefolgert werden kann.  Verschwindet niéimlich in einem Raumgebiet
der verticalen Stromung die Rotationsgeschwindikeit, so ist noth-
wendig, dass in diesem Raumgebiet auch 4¢ d. i, ¥ verschwindet; d. k.
eine jede verticale Stromung hringt, indem sie entsteht, eine wir-
belnde Bewegung der Luftmasse hervor—; aber nicht umgekehrt
braucht iiberall da, wo die Lufttheilchen in einer wirbelnden Bewegung
begriffen sind, eine verticale Strdmung vorhanden zu sein, weil
auch im Husseren Raumgebiet die ‘Gleichung (43) bestehen kann.
Wie man weiter aus dieser Gleichung schliessen kann, konnen
die Lufttheilchen im #usseren Raumgebiete nie mit constanter
Rotationsgeschwindigkeit rotiren. Denn; wenn gleich im inneren

Raumgebiete die Rotationsgeschwindigkeit der Lufttheilchen

r— 4 2A,sin 6.&
(k=)
W du  2Asinb.y
d. h. —b-a—?——gy-—+—(7__—y)—*

also constant sein kann, kann dieses im #Husseren Raumgebiete nie der
Fall sein; denn die Annahme 4W = const. fithrt der Gleichung (43)
zu Folge unmittelbar zu dem absurden Schluss

K= 0
Als Bestimmungsgleichung fiir die isddynamische Fliiche erhalten
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wie aus (17) fiir das wirbelerfiillte innere Raumgebiet

MWW o\ | UIW(de W

(44)
. A de du v

ist, und fiir das dussere Raumgebiet

WUW OIW  do /WL de 114 . .

Als Gleichung fiir Deviationswinkel erhalten wir aus (20) fiir unserem

speciellen Fall.
1/ d
K\

tag i = 22, sin 0) (46)

§ V1. Wabelfrele Luftstromung im Raumgebict der

horizontalen Bewegung.

Haben die Lufttheilchen keine andere Rotationsgeschwindigkeit
als die durch FErdrotation hervorgerufene, und ist ihre Bewegung
iiberall parallel der unendlichen Ebene, als welche wir die Erdober-
fliiche betrachtet haben, so Jasst sich die Bewegung der atmosphéri-
schen Luft ganz allgemein verfolgen. * Man nehme zunécht ¥ in
der Gleichung (42) als unendlich klein an, so dass 4¢ von Null sich
unendlich wenig unterscheidet. Da hierbei ¢ sich unendlich wenig
von 23 sin 6 unterscheidet, so ist 4W auch unendlich klein. Wenn wir
dabei nur eine stationdire Bewegung in’s Auge fassen, was wir fortan
thun wollen, so verwandelt sich unsere Differentialgleichuny (42) in

+ A(KW — 23 sin 8¢) — yAW =0
oder mit Vernachlissigung unendlich kleiner Grosse zweiter Ordnung
MWW — 22 sin 69) = 0 47)

* Dieser Fall ist auch von Herrn Oberbeck eben so allgemein behandelt worden, Sieh seine
bereits citirte Abhandlung,
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Dieser Gleichung wird gegeniigt, wenn

24 sin 6

W= P

. Q. (48)

gesetzt wird; eine Auflosung, die in so fern als eine allgemeine zu
bezeichnen ist, als die Gleichung (47) die einzige ist, welcher W
iiberhaupt zu geniigen hat. Hierdurch erhalten wir als Geschwin-
digkeitscomponenten im Raumgebiet der wirbelfreien horizontalen
Bewegung ' .
__ e 2Asin 6 g
Y K dy
(49)
3¢ 2Asing 9

v Ay K o

Gleichungen, welche mit den von Herrn Oberbeck auf einem anderen
Wege gefundenen bis auf das Vorzeichen des zweiten Gliedes iiber-
einstimmt.*  Ganz ebenso leicht Lisst sich ein Ausdruck fiir Isodyna-
men finden. Es ist nimlich in dem betrachteten Gebiete, da AW = 0
ist
40 =0
wie es aus der Gleichung (45) hervorgeht. Die Function ¢ geniigt
also genau derselben partiellen Differentialgleichung, und es kann
daher angenommen werden, dass man
D = a9 + const.

setzen kann, wo « eine Constante ist, die noch nidher bestimmt
werden muss. Die Annahme, dass ¢ also auch eine particulire
Losung der Gleichung 4¢ = 0 ist, rechtfertigt sich in der That durch
die Moglichkeit, @ so zu bestimmen, dass @ der Differentialgleichungen

E—Qv?\,sina + kKu =0
dx
(49a)
3 .
W + 23 sin gu + kv =20

* Bei Herrn Oberbeck ist das zweite Glie 1l negativ. Dies rithrt daher, weil Herr Oberbeck seine
poordinatenaxen in entgegengesetzter Richtung dvehen liess, wie die Erdrotation.
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geniigt, Gleichungen, in die die Fundamentalgleichungen (9¢) in

unserem Falle iibergehen.
P

Man bilde, um das Behauptete nachzuweisen, % und 5 und
setze fiir u, v ihre Ausdriicke in (494), so kommt
ai";_zxs (b\qo 2Asin 6 Bcp)+’c( 2}\,sm§ bcp)zo
) IC Ay
bcp ( 275’60 d¢ ¢ 22, sin 6 de\
y+22,sm0 P W + K W —--—K:—-—_S.x__o
woraus weiter durch Auflosung der Klammern folgt
2 arn2
(a + e+ 4A? sin 0>_bja_=
r 2 arn?
(a K+ 472 sin 0)_3_2
d. h.
2 o1m?2
¢ — —(K: + 477 sin 0)
[3
Mithin erhélt man -
2 2%
_ ( 42, sin® 6 ) + const., (50)

d. h. mit anderen Worten, dass die Isodynamen im wirbelfreien
Raumgebiete der Horizontalstrémung iiberall mit der Curve ¢ = const
parallel verlaufen. Als Deviationswinkel in einem solchen Gebiete
folgt aus (46) ohne Weiteres

22 sin @

tag 1 =
g K

also constant. Im Rawmgebiet der wirbelfreien Horizontalstromung,
schneidet die Windbahn die Isodynamen iberall unter demselben Winkel
Der Druck kann ebenfalls ganz allgemein fiir jeden Punkt des

betrachteten Raums angegeben werden. Wir haben némlich

D=} + ) + %_G'
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und hier,ausv folgt, da

L + %) (1 4” sin’ AA s 6 {( ) ( }
ist

. _ 422 sin® 6 u 47\,2 sm“ 6 de do }
et 0= EE0)s (1 ST 1),

wie Herr Oberbeck® abgeleitet hat.
Ganz eben so leicht kann die Windbahn angegeben werden.
Die allgemeine Gleichung fiir die Windbahn 7 |
dz : dy dze =u:v:

wird in unserem Fall

gl
S CE N S A (51) -
d __a_so_._[_K_b_(& -
dx dy
wenn man zur Abkiirzung B_&_s'_gz_a_____ K setzt, und kann ganz

allgemein integrirt werden. Man setze zu dem Ende
(€ — a) = pcos X

(y — B) = psin X
so dass

p=A+(z — o) + @y — B)
ist, und fithre dieselben in die Gleichung (51). Es ist zunichst

e b(p ¢ siny P P
=3 cosX — X P dx = cos x dp psmxdx
dp  d¢ 39 oosy .

Sy ——;smx+ X P dy = sin x dp + p cos X dx.

so verwandelt sich die Gleichung (51), in dem wir diese einfithren in:

3¢ sin’x

39 cos X sin X
X »p

K——sm + K+~
X oX P

. d
dp smxcosx—a%—- +(f.8.)

* 0, a. Ort. pag. 136.
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do Q9 . dp . EEIAY
+dx(p Vcosax_ Wsmx COFX“‘KT/,‘s‘"X“'OSX p+K X cos x)

bgo cos®x —Kiicoszx—}- Ki?« cos™x sin2x>
d

e
—dp(psmx CO8Y +— 3 3X ’ 3x

¢ ., . d¢ de . _ bcp.z)é
+dx(—-p—b—p—smx-—smxcosx~ﬂ—+K—b73mxcosx.p KTX—smx

d¢ 1 d¢ ¢ LAY
U= 55 5+ Kop) rdx(pst + Kgf) =0

oder K( S dp + a;" dx )_ e dp_ 3¢ 4 (52)

Die linke Seite ist ein totales Differential einer Function ¢ und dass

die rechte Seite auch ein solches ist, ldsst sich leicht nachweisen.

2 2

Man bilde T s il;, indem man diese in Polarcoordinaten ausdriickt.
¥’ ¥y

Man findet

Ao Ao Yo sinXcosX Vo sin’X
W‘"”a’ﬁc""x‘zapax ) W p

+Eism>(cosx+ Y8 simx

pPPoX PAIXE
Ne B ., Re sinXcosX | e costX
W 0 sin? X + Qapax . + % s

2
—qp—sr,nX cos X + l—-—sz

TX 2 aX

Mithin entsteht durch Addition

¢

by R

/’ap +ﬂ 0
P=p T3
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oder auch

3,8
dlogp = ¢ -0
d log p taxE =

d. h.
v . LR
dlogp* — ~ N (83)
Die Gleichung (52) lidsst sich nun auch so schreiben.
2 2
Kdp=%dlogp—ypt—rd X (54)

Wenn nun die rechte Seite ein totales Differential ist, so liisst sich

jederzeit eine Function U finden, welche die Bedingung befriedigt

) 20 U W, .,
Wdlogp_Blog,o T dlogp dlogp—i—a—)—(—d)\
d. h
W e K1/ )
dlogp ~ ® IX T dlogyp

Eine solche Function U lisst sich aber auch finden, wenn ¢ die

Bedingung erfiillt
A %
dlogp dX T 3X dlogp *

d. h.
¥ Ve
AT Ddlogp®

welche Bedingung ¢ in der That der Gleichung (53) zu Folge
erfiillt. ~

Die Integration der Differentialgleichung.

\
Kdp= dlog p + %%dxzcw.

av
dlog p
ergiebt unmittelbar als allgemeine Gleichung der Windbahn im Gebiete
der wirbelfreien horizontalen Bewegung

K ¢ — U = const. (54)
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wie auch Herr Oberbeck mittelst der complexen Variabeln gefunden
hat. )

Die Function U lisst sich indessen leicht als eine von ¢
abhéingige Integralfunction angeben.

Man setze

und bestimme die willkiirliche Constante ¢ so, dass -

' g—; fir X =¢
verschwindet.
Dann geniigt dieser Ausdruck fiic U der gestellten Bedingung,
der U geniigen muss. Es ist

0 _ [ ¥ x

Rlogp .0 log p*
hieraus folgt vermoge der Gleichung (53)
vlorp =) X =3
Es ist ferner ohne Weiteres
W
3X T dlogp

Man sieht, dass der fiir U angenommene Ausdruck wirklich der
gestellten Bedingung Geniige leistet.

Wir erhalten somit als allgemeine Gleichung der Windbahn im
wirbelfreien Gebiet der Horizontalstromung ‘

X ¢ 22 sin 0
I dlog p : K

. @ = comst (55)

Diese Gleichung beruht indessen auf der Voraussetzung dass die

Beschaffenheit der Function ¢ es gestatte, eine Constante ¢ so zu

finden, dass :i fiir X = ¢ bei jedem Werthe von p verschwindet.

Hat aber die Function ¢ nicht diese Beschaffenheit, so kann man

allen gestellten Bedingungen geniigen, indem man setzt
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d log p.

X=1

) 'Mogp

Es ist niimlich, da (—g%) eine Function von p allein ist,
X=3 .

S
bWP__JBMF+(
oder
=G5, (Y, =%
= TaX X
und
W dp
/X T T dlogp

wie oben. Die Gleichung der Windbahn in diesem Fall ist daher

0% d¢ 22, sin @
, dlogp X _f(ax‘)x:od log p + — P = const.  (55a)

Mittelst der Formeln (55) oder (554) sind wir in den Stand gesetzt,
fiir jede particulire Losung der Gleichung 4¢ = 0 die Windbahn zu
berechnen. Eine particulire Losung ist z. B.

¢ = a(2* — )
wo « eine Constante ist. Setzt man wieder Polarcoordinaten ein,
so wird

@ = ap*(cos®* X — sin* X) = ap® cos 2X.

dann ergiebt unsere allgemeine Gleichung.

X .
2a,o2f cos 2Xd X + —%’—§,<?Z—0ap2 cos 2X = const.

¢ ist hier =0 zu setzen. Die Ausfiihrung der Integration ergiebt

ap(sin 2X + _22,_1119~ cos 2X> = const.

oder indem man wieder zum rechtwinkligen Coordinatensystem
zuriickkehrt.

%y + 27{.:;;7@ 0 (2 — o) = co;zst
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d. h. eine Schaar Hyperbeln. , : .
Wir wollen unsere Gleichung auf einen etwas complizirteren
Fall anwenden, als der soeben betrachtete.  Eine particulire Losung
der Gleichung 4 ¢ =0 ist,
¢ = v1log p+ v.:log p
wo ¥ eine Constante ist, und

p=+(2—a) + (y— B, = (T—)*+ (y—B,)*
zu setzen ist. Diese Losung entspricht dem Fall, in dem zwei
wirberfiillte cylindrische Raumgebiete vorhanden sind, deren Mittel-
puncte durch @; 8; resp. @ 8 bestimmt sind, und deren Dimension
als unendlich klein gegen ihre gegenseitige Entfernung betrachtet
werden darf. Um in diesem Fall die Windbahn zu finden, setzen wir

% — = p; cos X, X == gy= P, c08 X,
Y — B1=p;sin X Y = By=pysin X
so dass
¢ == v1log p + ¥:log pu
Die Gleichung der Windbahn wird fiir diesen Fall

Y1/ d Xi+ v fd X+ v, K log py+ v, K log py= const.

Y1 Xet y2 Xt K log (p,71 pi%2) = const
2 2 sin @
°C—%

wieder = K gesetzt worden ist.
Wesentlich einfach wird diese Gleichung, wenn wir den Coordinaten-
anfang in die Mitte des Abstandes der beiden Raumgebiete verlegen,

so dass.
o=—t=0
Bi=—B=0
und die Annahme machen, dass die Geschwindigkeit der verticalen
Stromung in den beiden Raumgebieten dieselbe Grosse habe; dann
wird dic obenstehende Gleichung fiir die Windbahn
Xi+ Xo+ Klog p, pr= canst.
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Wenn wir jetzt zum rechtwinkligen Coordinatensystem zuriickkehren,
mittelst der Gleichungen

arctag xza =X arctag(x_:ly_a)= X,

so erhalten wir

aretag (x—z_zz-;gy_———;ﬁ)+ Klog o/ [v*+ (2 —a)*] [¥*+ (x4 «)*] = const
Die vollstindige Discussion der in dieser Gleichung enthaltenen
Spiralen ist mit grosser Schwierigkeit verbunden. Indessen kann
man dieselben unschwer auf dem Weg der Construction erhalten, weil
die Isodynamen @& = const oder ¢ = const d. h. p; py= const. aus
den Cassini’schen Curven bestehen, und die Windbahn vermdoge der
Gleichung (50a) dieselben under dem constanten Winkel arct.K
schneiden muss. Die F igur 3 (Tafel XIII) veranschaulicht den un-
gefihren Verlauf der Windbahnen in diesem Fall

Eine andere particulire Losung der Gleichung 4 ¢ =0 ist.

¢ =1y log p—7y log p,

wo p, und p, die niimliche Bedeutung haben, wie oben. Dieser
Losung entspricht der Fall, wo zwei gegen ihren gegenseitigen
Abstand unendlich kleine cylindrische Raumgebiete vorhanden sind,
von denen das eine von vertical aufsteigender und das andere von
vertical niedersteigender Stromung gebildet ist. Die Gleichung der
Isodynamen ist;

¢ = const d. h. L1 = const.
P

eine Gleichung, welche einer Schaar Kreislinien entsprechen, die iiber
dem Abstand zweier Punkte als Durchmesser beschrieben sind, welche
zu den Punkten ¢, 8, und o, 8,, d. 7. zu den Mittelpunkten der beiden
Gebieten der verticalen Stromung harmonisch liegen.  Die Gleichung
der Windbahn ist fiir diesen Fall.

X,— X+ Klog (—Z—‘) = const
2
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oder indem wir zum rechtvvinkeligen Coordinatensysteme zuriickkehren

¥+ (@—a)
arctag( + y ) + K log o P const.

Auch diese Spirale kann auf dem Wege der Construktion leicht
gewonnen werden und ist in Fig. 4 (Tafel XIII) dargestellt.

Einen besonders in Bezug auf das Nichstzufolgende wichtigen
Fall bildet die particulire Losung der Gleichung d4¢ = 0

¢ = — —1-Flog p. p=+l& —af + @y — B} (56)

ein Fall, wo nur ein Raumgebiet der Verticalstromung vorhanden ist,
welche einen Kreiscylinder vom endlichen Radius R bildet, und mit
der Geschwindigkeit @ = yz je nach dem Varzeichen von y empor-
steigt, oder niederwiirts stiirzt. Wir wollen fiir diesen Fall die
Rechung vollstindig durchfiihren. V

Als Componenten der Geschwindigkeit erhalten wir aus (49)
ohnes Weiteres, da

Bcp _de (z—a) 29 __de (y—A~)
Tdp T p y PP
ist
— ___ [(w ﬂ%ﬂ(y_,a)]
o 67
,,,_____}2'_ [( _5) M( -—a)]

Die resultirende Geschwindigkeit ist daher

o= R/, + 42 sin? 0,./)2

2 P K2

R2/< 42,- sin? 6

R* R?
* Bei Herrn Oberbeck steht statt des Factors —, ~» Was offenbar auf einem Druckfehler

p

beruhen kann. Sieh, Oberbeck. & d. b. a Ort pag. 142. Gleichungen (29). Ebenso in seinem
Ausdruck der Geschwindigkeitsresultante im inneren wirbelerfiillten Gebiete fehlt der Factor p
[pag. 143. Gleichungen (30)].
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Die durch diese Gleichungen dargestellte Bewegung des Luft-
theilchens ist eine rotatorische, und ihre Richtung ist verschieden, je
nach dem die Breite die nordliche oder siidliche ist. Erinneren wir
uns, dass wir bei der Ableitung der Fundamentalgleichungen die
Coordinatenaxen so gelegt haben, dass die positive y—Achse gegen
Osten und die positive z—Achse gegen Siiden gekehrt ist, so werden
w und v fiir # = « negativ d. . die Componenten sind in diesem Ort
nach West und N gerichtet.  Fiir y=2 ist hingegen u negativ und v
positiv; die Componenten der Windgeschwindigkeit nach N und -O
gerichtet und so fort mit der Bewegung in den beiden anderen
Quadranten. Die Lufttheilchen.kreisen demnach auf der nordlichen
Hemisphiire in der Richtung S O N W, also cyklonal.

Auf der siidlichen Hemisph‘are ist sin 0 negativ zu setzen, so dass

u= = Fh(o - 0 - 220 — )

b= — %%((y =8 + 200 — )

w ist dann fiir # = o positiv, also nach S gerichtet und o
hingeben negativ, hat desswegen die Richtung W. Fiir y=48 ist
u negativ und auch v d. h. u ist nach N gerichtet, und v nach W und
ihre Resultante ist daher N 7 und so fort. Die Lufttheilchen kreisen
daher um den Punkt (¢8) in der Richtung N O S W, also in der
entgegengesetzten Richtung wie auf der nordlichen Hemisphére. Ist
hingegen die Verticalstromung eine niedersteigende, so dass y negativ.
zu nehmen ist, so ist die Bewegung der Lufttheilchen ausserhalb des
Gebietes der Verticalstromung gerade eine umgekehrte:—die Luft-
theilchen kreisen um den Mittelpunkt (« 8) in der Richtung N O S W
auf der nordlichen Hemisphiire und auf der siidlichen dagegen in
der Richtung S O N W d. h. anticylonal.

Als Windbahn erhilt man unmittelbar aus der Gleichung (55),
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indem man fiir ¢ thren Werth einsetzt

X + —2—1—'—?—1}—2— log p = const.
oder p = const. e~ TR (58)

d. h. jedes Lufttheilchen beschreibt dabei eine logarithmische Spirale,
und zwar eine, welche nach innen gewunden ist. Die Isodynamen

sind in unserem Fall concentrische Kreise; denn ihre Gleichung ist

4 A2sin? @ )sz
K 2

@ — (:e + log p = const, (59)

Hieraus folgt als Gleichung fiir den Druck

N 4 X?sin® @ \Ry? 7 4 A% sin’0 \ y2R!
p=const + 1 (IC.+ -—E——) 5 logp ""‘2—(1 + e 1 (60)

Die Isobaren p = comst. fallen demnach in diesem Fall mit den
Isodynamen zusammen und auch sie werden iiberall von der
Windbahn unter einem constanten Winkel geschnitten, dessen
trigonometrische Tangente :W ist,

Es hat keinerlei Schwierigkeit, die Coordinaten eines Luft-
theilchens als Functionen der Zeit darzustellen. Man fasse ein Luft-
theilchen in’s Auge, dessen Lage zu Zeit ¢t =0 durch die Polar-

coordinaten g X, gegeben ist.

Weil nun
__ drx _dy
U=a3 =Gt

oder indem man setzt; (x—a) =pcos ¥ (y—B8)=psin X

. ax

U =—Cﬁcos X—p szW
__dp . . ax
v = sin X+p cosk-d—t—

80 1st

: d
u(r—a) +v(y—a)= pW/t)_
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Mithin folgt durch Einsetzang der Werthe fiir « und 4.

VH—Pﬁ
d. h.
p =4/ po—yEit. (61)
Es ist ferner.
, dX

v(@—a)-(y—B)u= 7

YA sin b , @X
k="

oder wenn man fiir p* den oben ermittelten Werth einfiihrt so komm¢

__ YyAsin@ & dt
X+ Xo= TR

d. h.

?\. 8in 6

X4 Xy = — log (pi—y ) (62)

womit die Bewegung der Lufttheilchen in dem in Rede stehenden

Falle in allen Stiicken vollstéindig bestimmt worden ist.

§ VII. Kreisformige Cyklonen und Anticyklonen.

Line solche allgemeine Betrachtung, wie sie oben in Bezug auf
das wirbelfreie Gebiet der horizontalen Strémung durchgefiihrt worden
ist, lisst sich in Bezug auf das wirbelerfiillte Gebiet der verticalen
Stromung nicht anstellen; wegen der Unmoglichikeit, die Differential-
gleichung (42) allgemein zu integriren.

Der Fall, wo zuniichst eine vollstindige Losung des Problems
bemerkstelligt werden kann, ist derjenige, wo das wirbelerfiillte
Raumgebiet der verticalen Stromung kreisférmig begrenzt ist, und
das Hussere Raumgebiet der Horizontalstromung entweder wirbelfrei

oder von verticalen Wirbelfiden erfillt ist.
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Ich bemerke hier sogleich, dass ein Theil dieses Problems bereits
von Herrn Oberbeck geldst worden ist und dass die Formeln, zu denen
er auf einem anderen Wege iiberhaupt gelangt ist, mit den von
mir aus der Grundgleichung (42) entwickelten iibereinstimmen.

Wir nehmen an: das Raumgebiet der verticalen Stromung
bilde einen unendlich langen - Kreiscylinder vom Radius R, sodass
es durch die Gleichungen

(- )+ (y - BP=R z=o
bestimmt wird. Die Luft soll in diesem cylindrischen Raum ent-
weder emporsteigen mit der Geschwindigkeit
W=z
oder niederwiirts stromen mit der Geschwindigkeit
W= — Y&
Sie soll aber ausserhalb dieses Raums in der Unendlichkeit ruhen

so dass dort
=v==0
1st.

Die Function ¢ ist sowohl fiir einen Punkt ausserhalb als inner-
halb des Gebietes der verticalen Stromung bekannt. Ks ist fiir einen
inneren Punkt.

¢i=—J-[B¥2 log R—1) + 4]
wenn die Strdmung vertical aufwiirts, und

=[R2 log R—1)+ 7]

wenn sie vertical niederwiirts geschieht. Tiir einen #usseren Punkt

hat man den beiden Fillen entsprechend, entweder

Q== — 12~ R log p.
oder

soa_=-2.y—R2 log p
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zu setzen, sodass

3¢ 29 _ 4 Y
dn dp =E5 B ;
fir p=R

%0, 2% _ 4 Y p
- 2

und folglich die eine Bedingung der Continuitiit der Bewegung in

den beiden Raumgebieten

20 29

M n

erfiillt ist.

Da nun die Luftbewegung rings um die Axe des cylindrischen
Raumgebietes vollkommen symmetrisch ist, so kann sowohl W als
AW offenbar als eine Funktion von p allein dargestellt werden, so

dass also
W AW (r—q) W AW (y—8)

ox dp p 3y dp  p
wird. Die Differentialgleichungen (42) und (43) werden durch diesen
Umstand sehr einfach.

Wir betrachten zuniichst den Fall, wo die verticale Stromung
vertical aufwiirts geschieht, und bilden W zuerst fiir das Hussere
Raumgebiet.  Die Differentialgleichung (43) nimmt in unserem Fall
die Form an

AW (z=a) (AW (y-8)  d¢ (:v—a))+d4W (y=-8) (de (y=B) dW (a:—tz))
dp p \dp p “dp p dp. p \dp p ap  p

+ AW =0
oder,
dAW T (2 — o) + (y — ,3)2] do _
- pg o+ kAW =0
d. h.
GV Ay | gaw—o (63)

dp dp



186 " 'D. KITAO

de .
Da nun aber G =TT, ist, so folgt.
1;2 AW eaw =0

S AL
2 dp

Die Integration ergiebt hieraus
2

AW —=Ce*¥ia
wo (' die willkiirliche Integrationsconstante ist.

Diese Losung ist offenbar absurd, wenn C nicht verschwindet;
denn; es geht aus dieser Gleichung hervor, dass 4, mithin auch W,
folglich u und v in der unendlich grossen Entfernung vom Gebiet der
verticalen Stromung unendlich gross werden miisste, was der Vor-
aussetzung wiederspricht. Es muss daher =0 gesetzt werden. d. .

AW =0
ist die Losung fiir einen Husseren Punkt.

Es konnen hiernach Luftwirbel wohl innerhalb des Gebietes der
vertical aufsteigenden Stromung vorhanden sein, nicht aber ausserhalb
desselben; denn die Gleichung AW =0 ist ja gleichbedeutend mit
—g—z—= g_z Hier entsteht daher nur eine wirbelfreie reine horizontale
Stromung der Luft, und jedes Lufttheilchen wiirde geradlinig nach
dem Gebiet der Verticalsttromung fliessen, wenn die Erde nicht
rotirte.  Die Ausdriick (57) (58) (59) (60) (61) (62) gelten daher fiir
die Luftbewegung in diesem #usseren Raumgebiet.

Die Differentialgleichung fiir das wirbelerfiillte innere Raumgebiet
(42) wird in unserem Fall, indem man die Gleichung dp = — y
beriicksichtigt |
AAW (x—a)(dW (y— B) d_?@—@) aAW (y—B)(de (y—B) C_U’_V(w—d))

dpp \dp p  Tdp p dpp \dp p T dp p
+ (K — ¥)AW + 24sin’0y =0

oder
daw de

3 @y T (= YAV 4 2%sin0.y =0 (64)
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Da nun aber fiir das in Rede stehende Raumgebiet

de _ _ ¥
dp 2
so folgt die ebenfalls leicht integrirbare Gleichung
--2—i‘1;‘ip+ (K — y)4W + 22, 8in 6.y =0 (65)

Das Integral hiervon ist

: 2(k=Y) ol
AW=Cp ¥ = .____2(2‘“ST 3)7

unter der Voraussetzung, dass & > y ist. C ist eine willkiirliche

Constante, welche dazu verwendet werden kann, die Grenzbedingung,

welcher W noch zu geniigen hat, zu erfilllen. Um zu finden,
bemerke man, dass
d aw
W YW @Ww 1 4w P ap

AW =

1
de T T dpt T p dp T p dp

ist. Es folgt hieraus
?(k—Y)
_=f( S 2?2,:19137 )dp
d. h.
aw __ Cy 2. Asinbyp G
4 T2 k—y) "
die zweite Constante C; muss offenbar =0 gesetzt werden, da sonst u
und v fiir jeden Werth von k£ und vy im Mittelpunkt des Wirbels
unendlich gross werden miisste. Mithin erhalten wir
aw  Cy 2_; QAsinb.yp
“dp TR T (k—y)
Die Integrationsconstante C bestimmt sich aus der Grenz-

bedingung
aw, W,
M
d. h.
AW, W
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Weil, wie wir gesehen haben, ausserhalb dieses inneren Raum-

gebietes Wirbel nicht existiren konnen; so ist fiir das dussere Raum-

gebiet
2 Asin 0
W= %
Mithin ist
dw, 2)sin8 de,  Asing. L
= =T R fwp=R
Die obenstehende Grenzbedingung ergiebt
Cy 21 Asin@ __ Asin@
W(R) Y —(n__y).yR_— = y L.

voraus dann folgt

_2Asinb.y (R)2(~ ¥ -1)

T(k—y)

Wir erhalten somit schliesslich

Bt [ ) 6]

Das vorliegende Problem ist hiermit vollstindig gelost. Als Com-
ponenten der Geschwindigkeit in dem inneren Raumgebiet hat man
aus (410)

=3 (b-a1- i.?“’;f [1——( IR ‘>]ﬁw 5

W= %
Die beiden ersten Gleichungen stellen eine rotatorische Bewegung der
Luft dar, etwa einen von Piddington als Cyklonen bezeichneten
Wirbelsturm : denn wenn wir die Bewegung eines Lufttheilchens
niher in Bezug auf die vier Cardinalhimmelsgegenden verfolgen, so

finden wir genan dasselbe Gesetz der Winddrehung wieder, welches
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man als'das den Cyklonen eigenthiimlich bezeichnen kann; n#mlich,
dass die Wirbelbewegung der Luft auf der nirdlichen Hemisphire in
dem Sinne S O N W S geschieht, und auf der siidlichen Hemisphiire
aber in dem entgegengesetzten Sinne S W N O S. Wir schreiben,
um dieses einzusehen, die Ausdriicke fiir die Geschwindigkeitscom -

ponenten im dusseren wirbelfreien Raumgebiet noch einmal hin :

u=—3 B0 + 2280 g
(67

: 2 sin 0
v=—F 5 [-m -2 -0 ]

und erinneren uns dabei wieder des Umstandes, dass wir bei der
Herleitung dieser Gleichungen die Coordinaten so gelegt haben, dass
die positive y — Axe gegen Osten, und die positive & Achse parallel
dem Mittagskreise gerichtet ist. 'Wir bezeichnen weiter in dem Aus-
driicke fiir die Geschwindigkeitscomponenten » und v in den beiden
Gebieten den Factor von (# — «) mit @ und denjenigen von (y — 8)
mit b., so dass wir fiir beide Gebiete
= —a(r—a) - bly — B)
v=—a(y — B) + blxr — «)
schreiben konnen.
Nun werde # — @ =0. Die Componenten der Geschwindigkeit
in diesem Punkt sind
u=—>bly - 8)
, v=—a(y — B)
Die Geschwindigkeitscomponenten sind sonach fiir y — 8 > 0 nach W
und N gerichtet; ihre Resultante selbst hat daher die Richtung N W.
Fiir (v — 8) < 0 werden » und v positiv, und ihre Resultante ist nach
S O gerichtet. In dem Punkt (¥ ~ 8) =0 werden die Componenten
U= —alr — a)
ve= 4 blx — ) .
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Fiir die Punkte (# — @) > 0 und (¢ — «) < 0 hat die Resultante dieser
Geschwindigkeitscomponenten die Richtung N O, respectiv S V.

Jedes Lufttheilchen dreht sich sonach auf der nérdlichen
Hemisphiire um das Centrum des cylindrischen Wirbelraums im Sinne
S O N W 8§, also von Rechts nach Links, im entgegengesetztem
Sinne, wie der Uhrzeiger, ganz so, wie das bekannte Gesetz der
Cyklonen es verlangt. _

Dass auf der siidlichen Hemisphiire die Drehungsgeschwindigkeit
eines jeden Lufttheilchens in Bezug eine zur Erdoberfliche senkrechte
Axe unter némlichen Umstéinden entgegengesetzte Richtung haben
muss, wie auf der nordlichen Hemisphére, glaube ich bereits im
Allgemeinen nachgewiesen zu haben.  Demgemiiss stellen die
Gleichungen (66) und (67) in der That eine rotatorische Bewegung
der Luft in dem Sinne S W N O S dar, wenn man dieselben auf die
stidliche Hemisphiire anwendet. Hier hat man némlich ¢ negativ zu
nehmen, wobel so wohl die positive y— Achse, als die positive z— Axe
ihre Richtung nach O und S unverindert beibehdlt. Da b in den
oben stehenden Ausdriicken fiir die Geschwindigkeitscomponenten
sin @ als Factor enthilt, so muss b auf der siidlichen Hemisphire
negativ gesetzt wenden. Diese Bemerkung ergiebt fiir die siidliche
Hemisphiire.

u= —alr —a) + bly — B)
v=—aly — B) — b(x — «)

Die durch diese Ausdriicke bestimmte Drehung erfolgt in der
That in der entgegengesetzten Richtung, wie diejenige auf der
nordlichen Hemisphére. Es ist ndmlich im Punkt (z — ¢)=0

U=+ by — B
v=—aly - 8)
Die Componente u ist nach Siiden, oder Norden und v nach West,

oder nach Ost gerichtet, je nachdem y — 8 >0 oder < 0 ist; ihre
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Resultante hat die Richtung nach S W respect N 0. Fir(y—8)=0
werden

U= — a(r — a)

v=— bz — )
Die Resultante dieser Componenten hat die Richtung nach N W
respect. S O. je nachdem (# — @) > 0 oder < 0 ist. .

Jedes Lufttheilchen in der Cyklone kreist demnach auf der
siidlichen Hemisphire in der Richtung S W N O 8, in demselben
Sinne, wie der Uhrzeiger, ganz so, wie das bekannte Dove’sche Gesetz
es verlangt.

Die Gleichung fiir die Isodynamen fiir das dussere Gebiet haben
wir bereits ermittelt; sie sind concentrische Kreise, wie die Isobaren.
Die Gleichung fiir die Isodynamen fiir das innere wirbelerfiillte Gebiet

liisst sich auch leicht bestimmen. Da

UW d¢ | WUW dp MW de/ (m—a)(y—ﬁ) (x— a(y—ﬁ)) -0

W dx ' dy p dp\ PR
MWW MWW ddW W [ (y—B)+ (x-a)ﬁ)___ dAW AW
dy d  dx dw  dp dp\ P T dp dp
ist, so verwandelt sich die Gleichung (44) in
aaw dw
4P — a & d T (AW — 2% sin 0)4W — Ky =0

Weil in unserem Fall die Bewegung der Luft iiberall symmetrisch ist
in Bezug auf das Wirbelcentrum, so darf angenommen werden, dass

auch ¢ eine Function von p allein ist. Diese Bemerkung giebt

A(p_id ﬂ
p
Cdp

Mithin erhiilt man durch zweimalige Integration

& = const + W’ +[ f d(‘;;”ddp;’ Wz—zxsinoAW)

+ Clog p.
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Die willkiirliche Constante €' muss offenbar =0 gesetzt werden, weil
@ sonst im Wirbelcentrum unendlich gross werden miisste. Das
zweifache Integral lidsst sich leicht ausfiihren. Wir betrachten zu
dem Ende das Integral
daw dw
/' gt /pd,o(AW

Indem wir das erste Integral partiell integriren, kommt

AW aw._ dW dW
dp
da aber
=L (
p ap\""dp

ist, so folgt

4w dw aw__ .
fpdp dp dp = 4w f.odp(AW)

Hieraus folgt weiter

dAW_aw . aw
/pdp(——dp o +AW)_AW,0 ¢4

Mithin kommt

@ = const +

K.y aw . rd
ZP '*'fdpAW_dp_ — 2% sin 0/7/)—prde.

Da ferner erstens.
aw

Jawoip— W apap=p -
, dp
und zweitens
&w 1 aw
V=gt ap
mithin
AR YR AN (
dp p T

dp
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so folgt schliesslich

¢=const+—————2}\.smﬂW+ z(du/) [d/) 4] /) (68)

In unserem Fall ist

W = const — Asinf.y pdp [1 —_ l( li)g(_—_l)]

(K—y)

= const — Z,sm Gyp [ (——)( )(7 _1)]

. K
oder indem man - = m setzt

2, sin 08 2"“2]
W = const — 2(m—1) T )

und

/ (dW - Aﬁ(jalfiap [z m? ( )m— Zmz()m 1 (R)m 4___I

Hieraus berechnet sich als Gleichung der Isodynamen
. ’c.yp‘a ;\,26'“1/20,0 . )2m—2 dm—4 ]
D = const + 4 + m(m—1)? " 2(R (Zm—l (R)
(69)

auch diese Gleichung stimmt mit der von Herrn Oberbeck gefundenen

iiberein.*

Die Isodynamen sind demnach concentrische Kreise, wie die
Isobaren. Nennt man die resultirende Geschwindigkeit wieder @,, so
ist in dem inneren Gebiet

= + v + w?
Y, 4«}\,23171}0[ (% - 1)2] .
=1y - R) )

da nun

* Oberbeck. a. 0. &, O, pag. 144. Gleichung (81).



194 « ‘ D. KITAO

ist, folgt als Gleichung fiir den Luftdruck im inneren Gebiete

— AN 2 P, A2 sin? [
p=const + G 5 2 +uy'g @m—1) + um m (2m—1)
—_p— dm-4 /0 2m—2] )
+ m(?m—-l) (R) —2 (—I?) ‘ (70)

Die Gleichung fiir den Deviationswinkel findet man leicht aus (46)
Man berechne zu dem Ende ¢ d. k.2 Asin § — 4W

Da
.
ist, so folgt

= 2 Asi [1 Y _P_)”(C—‘")]
14 Asin @ + K-y K- (
2 Asinb.K [ Y (P (__1>
o=l RER ¢ R I
Die Substitution dieses Ausdrucks im (46) ergiebt

tag v = 2,? Sl_’;)ﬁ [1 —_ (%)0($ “’)] (66a)
Man kann im Ubrigen zu derselben Gleichung durch die Uberlegung
gelangen, dass die Isodynamen in dem in Rede stehenden Fall con-
centrische Kreise sind. Wegen dieses Umstandes hat man fiir den
Deviationswinkel ¢ die Gleichung

u(@—a) + v(y—AB) = pa/(W+ ¢) cos i

da entlang der Erdoberfliiche w = y = verschwindet, folglich

L P+ —[u(z—a)+o(y—B)]*
tagb—«/cosz N/ u(r—a)+v(y—8)

Hieraus berechnet sich fiir das wirbelerfiillte innere Gebiet

tagi — 2(2,817;0 [1_.__( )( -1)]

wie oben, withrend fiir das wirbelfreie dussere Gebiet sich ergiebt

2 ) sin @

tag v = %
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Um die Bewegung der Luft vollstindig zu bestimmen, bleibt.
noch iibrig, die Gleichung der Windhahn im Wirbelgebiet abzuleiten,
und schliesslich den Ort eines Lufttheilchens, dessen Coordinaten zur
Zeit t =0 z, y, 2, waren, zur Zeit ¢ zu bestimmen. Auch dieses alles
hat nicht die mindeste Schwierigkeit.

Die Gleichung der Horizontalprojection der \debnhn erhilt
man durch Integration der Gleichung

" udy=vdax - (4}

Wir fithren zu dem Ende die Polarcoordinaten p, X ein, und bemerken
sogleich, dass x, der Azimuthwinkel der Windbewegung, in dem Sinne
wachsend genommen werden muss, wie die Rotationsgeschwindigkeit
des Lufttheilchens gerichtet isf, so dass x in unserem Falle auf der
nordlichen Hemisphéire positiv, aber auf der siidlichen Hemisphiire
negativ genommen werden muss. Man setze.

(x — a) =pcos X

(y — B) = psin X
Dann erhiilt man fiir das Wirbelgebiet aus (71)

2x3m0[l v( )(y )]dp+pdx—0

Mithin folgt durch Integration, als Gleichung der Windbahn

2 A sin 0 [ (_—1)]
K— .y) log p — K| —'y)(R) Y + X = const.

d. h. die Horizontalprojection der Windbahn im VVubelgeblet ist eine
links nach innen gewundene transcendente Spirale. Die Fig. 5
(Tafel XTIT) stellt den uhgeféthren Verlauf der Windbahn in diesem
Fall dar. |

Der Ort eines Lufttheilchens (v, ¥, 2,) zur Zeit t Jisst sich eben-
falls leicht finden. Man bilde ‘ ' ’
ay

=t (g = B =z — )% 4 y— )Y
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und fiihre die Polareoordinaten ein, so findet man

Fiihrt man ferner die Polarcoordinaten in die Gleichung

(0= @) — (y — Bu = (x — )b — (y — B) 2L

ein, so kommt.

ﬁ2—d—= I_(x —al+ (y— B)“] [1 Y ( )(—-1)] 22, sin 0

oder, indem man den fiir p bereits aufgefundenen Ausdruck einsetzt
und integrirt
[yt P N(a-1) (L h—yy | 2A sin O
X+ X= () f |

2 (k=y)
d. h.

_ yAsin 6 [ Y /’0 "(“‘1) —(k——'Y)] ‘
T k=) L RE=y\E 7

Entsprechende Ausdriicke fiir das #Hussere wirbelfreie Gebiet haben
wir bereits aufgestellt.

Wenn wir nun noch den aus der Gleichung

dz
w= =7y
fliessenden Ausdruck
7 == zyevt,
hinzuschreiben, so ist auch die Bewegung der Luft innerhalb eines
kreisformigen Wirbelgebietes in allen Stiicken vollstindig bestimmt
und die Bewegung selbst lisst sich etwa, wie folgt, charakterisiren :
In einem kreisformig begrenzten Gebiete auf der als eine unendliche
Lbene gedachten Erdoberfiiche stromt die Luft in Folge der
stirkeren Erwiirmung mit der Geschwindigkeit w = yz vertical
aufwirts,. Um dadurch entstandene Druckdifferenz auszugleichen,

stiirzen die Lufttheilchen der Umgebung von allen Seiten herein und
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veranlassen dadurch lings der Erdoberfliche eine Stromung parallel
derselben. Die Bahnen, auf denen die Lufttheilchen von Unendlichkeit
her mit wachsender Geschwindigkeit gegen das Centrum des Wirbel-
gebietes fliessen, sind logarithmische Spiralen und schneiden die
Isobaren, wie den Kreisrand des Wirbelgebietes unter einem constanten
Winkel [Gleich. (50a)] wo ihre Geschwindigkeit den im #usseren Raum-
42,‘ sm o

erreicht.

Unmittelbar- da, wo die Lufttheilchen in das Wirbelgebiet
eintritt, werden sie in I'olge der dort herrschenden Verticalstrémung
emporgerissen, und wirbeln hinauf Schraubenbahn beschreibend,
deren horizontale Projectionen eine transcendende Spiralen sind,
welche die Eigenschaft hat, dass ihre Windungen mit abnehmender
Entfernung vom Wirbelcentrum im viel stéirkeren Verhiltniss
zunimmt, als bis bei der einfachen logarithmischen Spirale, weil die
Windbahn die Concentrischen Kreise unter um so kleineren Winkel
schneidet, je kleiner der Abstand vom Centrum wird. Im Centrum
selbst wird der Deviationswinkel Maximum zwar

22 8in 0

tagi= e,y

so dass ¢ sich um so mehr —- niihrt, je kleiner £ — y wird. Was die
Geschwindigkeit anbetrifft, so nimmt ihre Horizontalcomponente
immur mehr ab, je niher das Centrum liegt, vorausgesetzt selbst-

verstindlich, dass € > vy sei., und im Centrum selbst verschwindet sie
u.y2z2

ganz, wobei der Druck seinen minimalen Werth const + G — 5

erreicht.
Iis war bisher vorausgesetzt, dass € > y sei. Wir finden aber
dass v iiber einen gewissen Grenzwerth nicht hinaufsteigen darf, d. .

soll die durch die Gleichungen (66) u.s. w. dargestellte Bewegung
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eintreten, so muss die Geschwindigkeit der aufsteigenden Strémung
innerhalb eines gewissen durch den Reibungswiderstand bedingten
Grenzwerthes bleiben. Wird nun K = vy, so werden die Ausdriicke -
fiir die Geschwindigkeitscomponenten im Wirbelgebiete unendlich
gross. Wird dagegen £ < vy, so wurden sie im Allgemeinen im
Wirbelcentrum unendlich gross.  Das Verhiltniss zwischen der
Geschwindigkeit der verticalaufsteigenden Stromung und dem
Reibungswiderstand der Erdoberfliche d. . das Verh#ltniss £ nuss
innerhalb eines gewissen Grenzwerthes bleiben, damit die Voraus-
setzung der Continuitidt der Bewegung erfiillt bleibe. |

Wir fassen zuniichst den Fall in’s Auge, wo £ =y wird und
gehen dabei von der Gleichung (61) aus.  Diese wird unter dem )

gedachten Umstande

adw de 5. .
——d,o— dp = — 2 2%snb.y
oder
y ddW

oA p =2 2Asin 6.y

Das Integral hiervon ist

4W =4 Asin@logp + C
wo C eine willkiirliche Constant ist. Eine nochmalige Integration
ergiebt A

4w . . o p

Ay = 2AsinG@plogp — Asin @ p + g
Diese Function wird im Wirbelcemtrum (p = 0) nicht unendlich gross;
denn log p ist zwar bel verschwindem p negativ unendlich gross, aber

unendlich klein gegen —}, so dass

lim (plog p) = lim ( lo‘f P>

verschwindet. Der Fall €=y muss daher noch eine mogliche
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stationtire Bewegung darstellen.
Die Function W bleibt fiir das #Hussere wirbelfreie Gebiet un-
veriindert; sie ist hier wiederun zu setzen

_ 27\,sint?_'L
K 2

Die Bedingung, welche an dem Randkreis des Wirbelgebietes zu

W= R log p-

erfiillen ist, ergiebt
= — 4 Asin8log (R).
Ls folgt hieraus
aw

= — s —2 log(-L. ]
a5 Asin @ p [] log H)
und

W = const — 2 sin 0 p* [1 - log(—}%)

-

Wir erhalten somit als Componenten der Geschwindigkeit

W= — lz'. (—a)—Asin 6 [1—2 log(%)J (y—RB)
, -

v=— 5 (y—B)+ Asin 0 [1—2 log({%)_ (r—a)

Als Deviationswinkel findet man fiir diesen Fall, da & = vy ist

. 2 Asind . P :I
tag i _——n———[l—Zlog(T{—)

Am Begrenzungskreis des Wirbelgebietes wird dieses

2 Asin b

tag v = 3

und 1im Wirbelecentrum

tagi =wd. h. i:-’fL

2
d. {. am Wirbelcentrum schneidet die Windbahn die Isodynamen gar
nicht; jedes Theilchen muss daher dort in kreisformiger Rotation

begriffen sein.  Als Gleichung der Windbahn findet man

9 sinp )
X + const + —&%’ﬁﬁ-[(l—‘llog{i—>iﬂ =0
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d. h.

X + const + El_zwli logp(l—-log -I%): 0

oder wenn man iiber die willkiirliche Constante passend verfiigt.

& X
1_4/ N @ 6

p = const. ¢

also eine Art logarithmische Spirale. Von den beiden Vorzeichen

des Radicandus ist das negative zu wihlen.
Betrachten wollen wir noch den Fall, wo ¥ < v ist. In diesem

Fall erhilt man unmittelbar aus (66) und (66a)

U = — —;— [(z —a) + %“S_“—:c)q'(% (‘f?i)g(l—%) - 1] (y— '3)]

v=———§-[(y*16)_‘ 2)Lsm0 (_)(1——)___1 x—a)] ’

(y—kK)

und als Deviationswinkel
tag i = 22‘&”0 1—( )(1’ ) _ 1]

und als Gleichung der Windbahn

2?\,3111,0 B\ 2 \T_
[ 2K,(-y %) (7> ) log (W)] == const.

Die Geschwindigkeit im Wirbelcentrum wird im Allgemeinen un-

endlich gross, wenn y > 2K ist. Ist dagegen y < 2K, und dabei

jedoch y > K, soist 2(1 — 7) ein echter Bruch, und die Grosse wie

(-1;—5—)2(1*7) -p wird im Wirbelcentrum nicht unendlich gross, sondern
of1_ 2. 2 e T

unendlich klein wie pH(l ¥) = p7 ' Eine continuirliche Bewegung

der Luftmasse ist daher moglich und die Horizontalprojection der

Windbahn ist Spirale, deren Windungen mit abnehmendem Abstand

vom Wirbelcentrum zunehmen und zwar um so schneller, je mehr
2k — vy sich der Null néhrt.
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Uberschreitet ¥ den oben angegebenen Grenzwerth, so bleibt die
Continuitiit der Stromung an dem DBegrenzungskreise der beiden
Gebiete ungestort; allein die Geschwindigkeit wird in der Nihe des
Wirbelcentrums unendlich gross, und der Druck dabei negativ un-
endlich gross [vergleiche Formel (70).] Da in den Ponderabilien,
wie Luft und Wasser, der Druck bekanntlich unter einen gewissen
negativen Grenzwerth nicht hinab sinken kann, ohne dass die Fliissig-
keit zerreisst, so wird die Luftmasse, wenn y > 2K ist, praktisch
irgendwo in dem inneren Gebiete zerreissen, und um das Wirbel-
centrum ein luftleerer oder wenigstens luftverdiinnter Raum entstehen,
dessen Dimension im Allgemeinen um so grosser sein wird, je grosser

—Q.YE 'lqua.:llt.

So entsteht in der Erdatmosphire jedesmal eine wirbelnde
Stromung der Luft im cyklonalen Sinne, wenn irgendwo in Folge
der stirkeren FErwiirmung eine verticale aufsteigende Stromung

entsteht, und so in einer Fliiche Druckdifferenz erzeugt.

Wir haben uns bisher mit dem Fall beschiftigt, wo auf der
Erdoberfliiche ein kreisformig begrenztes Gebiet der vertical auf-
steigenden Stromung vorhanden ist.  Iis legt uns nun ob, einen
anderen Fall zu untersuchen, wo irgendwo auf der wieder alseine
unendliche Iibene gedachten Erdoberfliche ein durch den Kreis-
cylinder vom Radius R begrenztes Raumgebiet vorhanden ist, in

welchem die Luft vertical niederwiirts mit der Geschwindigkeit
W = — y.2
stromt.

Dieser Fall erfordert eine andere selbststiindige Losung, als der

vorhergehende, was daraus hervorgeht, dass jeder fiir den Fall der
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vertical aufsteigenden Stromung aufgestellte Ausdruck im Mittel-
punkt des Gebietes der verticalen Strémung bei jedem Verhiiltniss
von f';— unendlich gross, darum unbrauchbar wird, wenn man iiberall
statt y, —vy einfiihrt.

Wir setzen wieder

VA
7 t
W d¢

V= Ty

wo ¢ in dem vorliegenden Fall fiir das innere Raumgebiet
po=-J{RB(l — 2log R) + p*]

und fiir das Aussere -
R2
Soa = yz log P .

zu setzen ist, so dass die Gleichungen

do;, =y
d¢, =0
befriedigt werden.

Um W, zu bestimmen, gehen wir von der Gleichung (64) aus
indem wir voraussetzen, dass auch in diesem Fall im inneren Raum-
gebiete Wirbel existirten, und setzen statt vy, —y ein, sodass wir
zunéichst fiir das innere Raumgebiet haben

daw, de;
dp dp

LTINS
oder, da 4y =g ist so folgt.

+ (K + y)dW, — 27 sin 0y =0

—?2'— dﬁl;ﬂp + (K + y)AW, — 2A sin 6.y =0

- Das Integral hiervon ist
C 27 sin 6
2K+v) " (K+y) T
P"‘T"
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Wire nun die willkiirliche Constante nicht = 0, so miisste d;Vi 2

mithin « und v fiir p = 0 d. 7, im Wirbelcentrum bei jedem Werthe
von y unendlich gross sein. Iis muss daher in dem vorliegenden
Fall ganz allgemein C = 0 sein. Mithin folgt

22 sin 0

_— = — ¢ 4+ 2Asin O
(E+v)

d. h.
B_v _§_u__ 22 sin @
vy (K+y)
Es erhellt hieraus, dass innerhalb des inneren Gebietes vom kreis-

formigen Querschnitte nur Wirbel mit constanter Geschwindigkeit

vorhanden sein konnen. Wir schreiben wieder 4 :%d(}__fili)y,

dp

und erhalten durch eine nochmalige Integration

dp (K+)

die willkiirliche Constante muss =0 sein, wenn ddm' im Wirbel-
mittelpunkt verschwinden soll. f

Bezeichnet man die Function W fiir das dussere Gebiete wieder
mit W, so muss an dem Grenzkreis die Bedingung erfiillt werden,

dass ‘
aw, _ aw,
dp — dp

fir p=R
Die fiir das Hussere wirbelfreie Gebiet giltige Auflosung

W, — 27(,3‘:11 /] o,

0, = %—Rz log p.

geniigt aber dieser Bedingung nicht. Da ausserhalb des Gebietes der

verticalen Stromung Wirbel mit constanter Geschwindigkeit nicht
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existiren, so folgt, dass jetzt im Gebiet der Horizontalstromung
Wirbel mit variabler Geschwindigkeit vorhanden sein miissen.  Diese
Bemerkung ergiebt aus (63) fiir unseren Fall die Differentialgleichung.

ddw, de.

KAW, =0
+ dp dp
d¢., _y I
oder, da =T
ist.
2
caw, + L B AW _

2 p dp
Eine Integration ergiebt hieraus

k(P2
AW=C’e_7(R) = — ¢ + 27 sin @.

d. h,

v — )3

Die Wirbel, welche im #usseren Raumgebiete existiren, miissen sonach
mit wachsender Entfernung vom Grenzkreis sehr rasch verschwinden.
Durch eine nochmalige Integration kemmt

_E(2)
aw, _cev@®) Lo
dp P

C und €' sind die willkiirlichen Integrationsconstanten, von denen
die letztere dadurch bestimmt wird, dass die Wirbel mit wachsendem
p sehr rasch verschwinden und die Lufttheilchen in unendlicher
Entfernung keine andere Rotationsgeschwindigkeit hat, als die durch

Erdrotation hervorgerufene, d. h. fiic ein unendlich grosses p

aw, _22siné de,

AW, =0 pe=—tg 2

Diese Bemerkung ergiebt

O — a.sm‘ch.-y e
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so dass man erhilt

WA
aw, Ce"T(T) . Asin 0 y R
dp P K p

Die zweite Constante C kann dazu benutzt werden, die Bedingung,
welche an dem Grenzkreise des inneren Gebietes zu erfiillen ist, zu

befriedigen, d. .

aw, _ dwv, N

5 =d, fir p =R
Hieraus folgt

Ce"‘HTpY_I_ Asin@yR  Asinf.y

R K T (K+y)

mithin
__ARsin0y &£
O TRwmy

Wir erhalten schliesslich

aw, ksm 0R‘-y [1_
dp —

o5l

eine Function, welche allen gestellten Redingungen Geniige leistet.
Als Componenten der Geschwindigkeit finden wir sonach fiir das
innere Raumgebiet

1 [(may 4 22800 (y—m‘]

v = 2 [y B) — 2(2_?”)6 (x—-cz)]

und fiir das dussere

=B [+ 225y ]

(75)

(76)
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Die Bewegung, welche durch diese Gleichungen dargestellt ist,
entspricht einer anticyklonalen Luftstromung. Die Lufttheilchen
sind in Rotation begriffen, und zwar geht dieselbe auf der nsrdlichen
Hemisphire in der Richtung W-N O S vor sich, und auf der siidlichen
Hemisphiire aber in der Richtung W SO N , also genan im um-
gekehrten Sinne, wie die Luftstromung in der Bewégungserscheinung,
welche einer aufsteigenden Stromung ihre Entstehung verdankt.
Als Deviationswinkel findet man leicht fiir das innere Gebiet

2 A sin @
(y+K)

also constant, und fiir das dussere Gebiet aber

tag — M [1 1)] (78)

Die Gleichung der Windbahn findet man gleichfalls leicht. Sie ist

fiir das innere Gebiet

Yhe

p= Ce 2hsin 6 (79)
also cine nach Aussen gewundene logarithmische Spirale, deren
Windungszahl im inneren Gebiet um so geringer wird, je grosser
v d. h. die Geschwindigkeit der niederstiirzenden Stromung ist.
Die Windbahn in dem #Husseren Gebiete hat eine bei Weitem ver-

wickeltere Gestalt; ihre Gleichung ist

k 02
2 Asin O { Y\E 1>d
X— % (log P— =% -ZY"R £ ) = const. (80)

also jedenfulls eine nach Aussen gewundene Splrale, welche die
Eigenschaft hat, dass ihre Windungen mit wachsender Entfernung
einem Maximum asymptotisch zustreben, und die Spirale selbst
sich in die gewohnliche nach Aussen gewundene looarithmische
Spirale verwandelt. In Fig. 6 (Tafel XTIII) ist d1e Bahncurve in

diesem Fall gezeichnet.
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Es hat ferner nicht die mindeste Schwierigkeit die Coordinaten

eines Lufttheilchens zur Zeit ¢ anzugeben.

Man findet flir das innere Gebiet

X,
Tt

X + xo_—-——“"”o"t (81)

p=re €+7)

und fiir das Hussere Gebiet

R‘t
[P—Jpo
(8_4) X+x__27ksm0(l ( +-y m 1) _T;L,dt l
. -yR”t
(% + %))

Die Isodynamen sind sowohl fiir das innere, als fiir das Hussere

) gy

Gebiet concentrische Kreise. Ihre Gleichung fiir das innere Gebiet
findet man aus (68)

2
D = const — -yp [l 427 sin® 0
(k+ y)

und fiir das dussere Gebiet

D = const — 227 sin’ 0R27 [log( ) f" .f(/’;d/’]

PRI L & [zp — ,c+yf(p))+j (1- 2

indem man zur Abkiirzung

1)) 2%

~y & 1)__.f

setzt.
Hieraus fliesst weiter als die Gleichung fiir den Druck fiir das
innere Gebiet

. o uyz uyp"( _-y_)( 4?&&)120
p; = const + u@ = S £+ — .1 T (83)
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und fiir das dussere Gebiet

_ .uxﬂsinﬂaRZy[ P\__y_ (S ]
Pescomth pG=2 T o ()7 S
(84)

v*R! [ 8?\?sm 0pf Y 2d,o:I
- 8,0" - 1-— [1 K?—l-'y‘f :]

piist demnach am grossten, wenn p verschwindet und nimmt stetig

gegen den Begrenzungskreis ab. Iis herrscht also hier im Wirbel-
centrum ein Maximaldruck, dessen Grosse jedoch um so Kleiner
ausfillt, je grosser die Geschwindigkeit der niederstiirzenden Stromung
ist. Dabei giebt es im ganzen inneren Raumgebiet unmittelbar iiber
der Erdoberfliche, wo z = 0 zu setzen ist, nirgends Orte, wo p,
bei endlichem Werth von vy, negativ iiber alle Grenzen hinans wachsen
wiirde. Die Bewegung, welche durch die Gleichungen (75)—(84)
dargestellt ist, steht iiberhaupt zur Cyklone im bemerkenswerthen
Gegensatze, und entspricht derjenigen Erscheinung der Atmosphire,
welche man fast immer, wo hinreichende iiber weite Strecken der
Erdoberfliche ausgedehnte synchronische Beobachtungen vorlagen,
als Begleiterin der Cyklone nachgewiesen, und mit dem Namen
Anticyklone belegt hat.

In einer solchen Wirbelbewegung gehn die Drehungen der
Windrichtung immer im umgekehrten Sinne vor sich, wie in der
eigeﬁtlichen, Cyklone, und der Luftdruck im centralen Theile ist
héher als in ihrer Umgehung, als in der eigentlichen Cyklone. Die
Windbahn ist nach diesem Punkt des Maximaldrucks spiralig
gewunden, und zwar in der umgekehrten Richtung, wie die spiralige
Windbahn der Cyklone. Alle diese Charakteristiken der Anticyklone,
konnen aus den Gleichungen (75)— (84) unmittelbar abgelesen
werden.

" Die Anticyklonen entstehen demnach immer da, wo in Folge
der stédrkeren Abkiihlung oder sonstiger Ursachen eine verticale
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Stromung niederstiirzt, und so eine Druckdifferenz erzeugt.  Ist
das Gebiet der verticalen Stromung ein kreisformiges, wie in dem
behandelten Fall, so wirbeln die Lufttheilchen auf Schraubenlien,
deren Horizontalprojection eine gewohnliche logarithmische Spirale
ist, niederwiirts, und fahren aus dem Grenzkreis heraus auf einer in
der Nihe desselben iHusserst complicirten Spiralbahn. Vergleicht
man den Deviationswinkel in der Anticyklone mit demjenigen in der
Cyklone, so stellt sich der bemerkenswerthe Gegensatz heraus, dass
die Windbahn innerhalb der Anticyklone mit der Isodynamen, oder
was hier auch dasselbe ist, mit den Isobaren unter sonst gleichen
Verhiltnissen, [dieselbe Geschwindigkeit der verticalen Stromuug,
dieselbe geographische Breite, und Reibung] iiberall grosseren Winkel
einschliesst, als diejenige innerhalb der Cyklone, ganz so, wie wir

frither allgemein abgeleitet haben.

(Fortsetzung folgt.)

T RS R
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