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Ueber daS’Reciprbcitatsgeseti in einem beliebigen.
algebraischen Zahlkérper.

Von

Teiji TAKAGI, Rigakuhakusii,

Profe_ssc;r der Mathematik an der K. Universitit zu Tokyo.

Dieser Aufsatz ist als Fortsetzung meiner. unten citirten
Arbeit gedacht: es wird eine andere Methode befolgt als in den
Abhandlungen des Hrn. Furtwiinglers. Nachdem ndmlich in jener
Arbeit ein wesentlicher Teil des Reciprocititsgesetzes in einer
sehr allgemeinen Fassung eiledigt worden ist, gestaltet sich
der. Beweis des allgemeinen Reciprocititsgesetzes nunmehr ver-.
hiltnismissig einfach. .

Der erste Teil (§§ 3-11) enthiilt den vollstiindigen Beweis des
Reciprocititsgesetzes fiir einen ungeraden Primzahlgrad /.  Dieser
Beweis geschieht in drei Schritten. Zuerst wird das Reciprocitiits-
gesetz zwischen einer primiren Zahl und einer zu / primen Zahl in
§ 6. erledigt. Hierbei erwies sich als unentbehrliches Mittel das
sogenannte Eisenstein’sche Reciprocititsgesetz, welches, dank
eines allgemeinen Satzes Giber die Beziehung zwischen den Potenz-
characteren in verschieden Koérpern (§ 2) sofort auf einen beliebigen
algebraischen Korper zu iibertragen ist. Dieser Specialfall des
Reciprocitﬁtsgesetzés vertritt bei unserem Beweise gewissermassen
die Stelle der Definition des Legendre-Kummer’schen Symbols, an
die nachher nicht mehr direct appellirt wird. Ein Ausnahmefall,
der bei dem Beweise zunichst auftritt, wird durch einen einfachen
Kunstgriff leicht in die allgemeine Regel subsumirt (§ 7), wihrend
Hr. Furtwingler zum analogen Zwecke eine complizirte Betrach-
- tung anstellt. o '

‘Durch die zweite Schritt wird derjenige Fall bewiesen, -wobel
eine der beiden in Betracht kommenden Zahlen beliebig, die
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andere aber sowohl zur ersten als auch zu 7 prim ist (§§9, 10).
Hierbei konnte ich mich auf einen allgemeinen Satz tber die
Normenreste des relativ cyclischen Kérpers stiitzen, der in meiner
fritheren. Arbeit bewiesen worden ist—im Gegensatz zu der Hilbert-
Furtwingler’schen Methode, wobei derselbe Satz aus dem Recipro-
cititsgesetz erschlossen wird.  Zu einer grossen Vereinfachung des
Beweises diente auch der Existenzsatz der Primideale in be]iebigén
Idealclassen im allgemeinen Sinne.  Das Hauptergebnis lautet: |
Der Wert des Symbols ( —rﬁ—) hingt wur von der Classe mod | ab, .
welcher das Ideal v angehort, wo f der Fihrer der dem Kirper
K=k(Yp) sugeordneten Classengruppe im Grundkorper kb bedeutet.
Hierin erblicke ich den wesentlichen Inhalt des allgemeinen
Reciprocititsgesetzes.

Um den Gang des Beweises moglichst iibersichtlich darzutun,
habe ich es vermieden, das Hilbert sche Normenrestsymbol an
die Spitze zu stellen. Will man aber das Reciprocititsgesetz in
jener von Hilbert aufgestellten allgemeinsten und eleganten Form
zu erhalten, wobei zwei ganz beliebige Zahlen des Kérpers in
Betracht gezogen werden, so-hat man die dritte und die letzte
Schritt zu tun. Hierbei handelt-es sich jedoch um eine Betrach-
tung mehr formaler Natur, und der Beweis erledigt sich schnell
durch Heranziehung des vorher erhaltenen Resultats. In §11
bin ich nur kurz auf den Gegenstand eingegangen.

Im zweiten Teile (§§12-14) wird das quadratische Recipro-
cititsgesetz behandelt. Es geniigte, kurz die Modification anzuge-
ben, die nétig wird wegen der Vorzeichenbedingungen, den die in
Betracht gezogenen Zahlen in den mit dem gegebenen conjugirten
reellen Kérpern zu geniigen haben.

Litteratur.

D. Hilbert. Die Theorie der algebraischen Zahlkérper, Bericht,

erstattet der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, (1897).
Ueber die Theorie des relativ quadratischen Zahlkorpers,
Math. Annalen 51 (1898).




Uber das Reciprocititsgesetz in einem beliebigen algebraischen Zahlkérper. 3

D. Hilbert. Ueher die Theorie der relativ Abel’schen Zahlkorper,
Gaottinger Nachrichten, (1898). S
Ph. Furtwingler. Ueber die Reciprocititsgesetze ‘zwischen [
Potenzresten in algebraischen Zahlkérpern, wenn / eine un-
gerade Zahl bedeutet; Math. Annalen, 58 (1904).
Die Reciprocititsgesetze fir Potenzreste mit Primzahl-
~ exponenten in algebraischen Zahlkorpern.
I, Math. Annalen, 67 (1909).
11, ’s 72 (1912).
III, ,,. ’ 74 (1913).
T. Takagi. Ueber eine Theoric des relativ "Abel’schen Zahl-
kérpers, Journal of the College of Science, Tokyo Imperial
University, 41 (9), 1920). [ecitirt als R. A.]

Einleitung.

Bezeichnungen.

In diesem Aufsatz. werden die folgenden Bezeichnungen
durchgehends beibehalten : ' '

I, eine rationale Primzahl. 2mi

¢, die primitive [-te Einheitswurzel: ¢=e L

£, ein algebraischer Zahlkérper, welcher die Zahl £ enthilt.

m, der Grad von k.

r, die Anzahl der Grundeinheiten von .

In  gelte die Zerlegung in Primfactoren:

L=1611+1 [czl+1 ... lu‘;l+1
1 2 z .
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Allgemeine Satze iiber relativ Abel'sche Zahlkiorper.

Wir stellen in diesem Artikel einige der wichtigsten allgemei-
nen Sitze zusammenfassend dar, um spiter bequem darauf Bezug
nehmen zu kénnen; es sind Sitze, die ich in der Abhandlung
R. A. ausfiihilich dargelegt habe, und die ich in einer-dem Zweck
dieses Aufsatzes gemiiss specialisirten Fassung wiedergebe.

(1) Rang der Classengruppe.  Der Classeneinteilung im
Grundkérper sei. das Idealmodul m zugrunde gelegt, und die
simtlichen I-ten Potenzen in die Hauptclasse zusammengefasst.
Die Hauptelasse besteht ‘also aus der Gesamtheit der ganzen und
gebrochenen zu m primen Ideale von der Form af, wo « ein I-ter
Potenzrest von m ist. Die Classengruppe @ ist dann von der
Ordnung , wo 7 der Rang von G ist. Um diesen Rang darzu-
stellen, bezeichnen wir mit , den Rang der absoluten Classen-
gruppe, d. h. die Anzahl der von einander unabhanglgen Ideal-
classen im absoluten Sinne, deren Oldnungen Potenzen von { sind.
Wir betrachten ausserdem den Rang der entsprechenden Zahlen-
gruppe, d. h. die Anzahl der unabhingigen Nichtreste nach m.
Dieselbe ist offenbar gleich 1, wenn m=p’ eine zu I prime
Primidealpotenz von % ist. Dagegen ist, wenn m=[ Potenz eines
n [ aufgehenden Primideals [ ist, dieser Rang gleich

EB(g)= [g—%]f, wenn g=gl,

oder ' = sf+], wenn g>ol,
wenn [ genau zur s=o(l—1)-ten Potenz in 7 aufgeht und vom Grade
Fist(). Gehen daher in

m=Ip=. fily
d von einander verschiedene zu ¢ prime Primideale p auf, dann ist
der Rang der Zahlengruppe: :

N=d+ XR(g), | (1)
wo sich die Summe auf alle in m aufgehenden Potenzen I bezieht.

() R.A. S.64.
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Ferner gebe es unter den » Grundeinheiten, den Einheits-
wurzeln in %, und den %, unabhingigen Zahlen, welche /-te Potenzen

der Ideale von % sind, insgesamt. N’ unabhingige Nichtreste nach
m:

7717 hoy = =+ ‘OA\" ¢ (2)
sodass N'=N, und eine Zahl von der Form

Ly U uyN .
7 (0=uy, g, - - -<1)

N

nie anders ein I-ter Rest' nach m sein kann, als wenn die siimtlichen
Exponenten u, uy, - - - verschwinden.  Alsdann ist der Rang der
Classengruppe G durch die Formel gegeben: -
' h=ho+N—N'. (3)
Wenn =2 und wenn unter den mit % conjugirten Korpern
#,(r,>0) reelle vorhanden sind, dann ist notwendig, den Classen-
begriff dadurch enger zu fassen, dass zur Definition der Aequiva-
lenz zweier Ideale: j,=qj, nur der Zahlenfactor « zugelassen wird,
welche ausser der Congruenzbedingung mod. m noch die Vorzei-
chenbedingung befriedigt, fotal positiv zu sein. Zufolge dieser
Festsetzung, erfihrt die Rangzahl % der Classengruppe G die
Modification, indem zunéchst der Rang N der Zahlengruppe um »,
vermehrt wird, sodann zu dem System der N’ Zahlen (2) noch
N’'—N’ quadratische Reste nach wm hinzugenommen werden, die
sich unter den »+1+h, unabhingigen Einheiten und Idealpotenzen
befinden, und welche von einander unabhingige Vorzeichencom-
binationen in den r, reellen mit % conjugirten Kérpern aufweisen
mogen, sodass nunmehr an Stelle von (2) ein System von N”
Zahlen (N'=ZN'):
1 VTR Don Dwsn - e (2%)
auftritt, von der Beschaffenheit, dass eine Zahl von der Form:

VA ol (u=0, 1)

niemals quadratischer Rest nach m und zugleich total positiv sein
kann, ausser wenn alle Exponenten wu,- - - uy verschwinden.
Demnach wird in diesem Falle

h=hy+N+r,—N" (3%)
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Wir stellen nun die Systeme der Gruppencharactere fiir G.
Seien
T Ty Ty,
ein System von 7, zu m primen Idealen von k, welche die %, un-
abhingigen Basisclassen im absoluten Sinne repriisentiren, sodass
fiir jedes Ideal v von % eine Gleichung von der Form gilt :

byl p€2 . 2Cpgil
a=TLMY thlll’ (4)

WO ¢, 6, - e fiir jedes v eindeutig bestimmtes Exponentensystem
aus der Reihe 0, 1, 2, --- I—1sind. Dann haben wir zunichst &,
absolute Classencharactere fix t :

1()=¢* . (¢=1,2, - - Tio)
Sodann kommen N Polenzcharactere, von - denen die d,

welche den zu 7 primen Primfactoren p von m entsprechen, durch
die Legendre’schen Symbole gegeben werden kénnen: :

Z/B (r):(%): (0=1,2, - - -4

wo « die in (4) angegebene Bedeutung hat. Die R(g) Potenz-
charactere, welche einerin m enthaltenen Potenz I entsprechen, sind

A 7; (r)=ca,p [p:], 2: o R({])]
wenn

— oG] G ”al,- .~—l
a=rPry (mod [9),

WO 71, 7o *+ - 7p €in System der B= R(g) unabhiingigen Nichtreste

nach 1 bedeuten
Endlich kommen, wenn (=2, noch » Vorzeichencharactere :

7 (r) S ((1), (7=11 2: D 7'1)

wo Sgie)=1, jenachdem die mit « conjugirte Zahl in dem reellen
Korper %; positiv oder negativ ausfillt.

Aus diesen elementaren Characteren setzen wir nun den all-
gemeinen Character X (r) ZUusammen:

X(m=¢= Yo //(—”—) 1 ¢ '-cb 17 SQ(O),

S
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indem ‘wir die Exponenten v v/ w den N’ bez. N” Bedmgungen
unterwerfen, dass fiir die Zahlen (2) bez. (29')

X(p)=1 (t=1, 2, - - - N’ bez. N")

ausfallen soll. ) o

Auf diese Weise entstehen (2 =ik +N—N" hez. - 2h =20 +N + 7 —N"
Charactersysteme, die sich aus deir & unabhingigen durch Multipli-
cation zusammensetzen lassen.  Die Gesamtheit der Ideale r, fir
welche

X(r)=1

ausfillt, bildet dann eine Clabsenmuppe vom Indexl umgekehrt
aber lisst sich jede Classengruppe vom Index I auf diese Weise
characterisiren. » .

(2) Euistenz der Classenkirper(®). Zu -jeder Untergruppe
H der Classengruppe G von % existirt ein und nur ein
Classenkérper K(H); derselbe ist relativ Abel’sch in Bezug auf k.
Die Galois’sche Gruppe des Relativkorpers K/k ist holoedrisch
ismorph mit der complementiren Gruppe G/H. Die Relativdiseri-
minante von K[k enthalt nur und alle Primideale von % als Factor,
welche in den I'ihrer der Classengruppe H aufgehen.

Wir heben den folgenden speciellen Fall dieses Satzes hervor,
welcher den Fall: m=1, also die absoluten Clas;enkolper betrifft. -

Satz 1. (Satz von Furtwiingler) Ist h der Rang der absoluten
Classengruppe von k, dann ewistiren h unabhimgige relativ cyclische
unverzweigte Korper vom Relatiwgrade Liber k, folglich h unabhingige
‘ singulire Primérzahlen’’ i k: '

Wy, Wy, * = - * Wy,

so nennen wir nach Furtwingler die priméiren Zahlen, welche

entweder Einheiten oder /-te Potenzen der Ideale sind; diese &

Zahlen sind von der Art, dass jede Zahl w von derselben Beschaf—

fenheit auf eine und nur auf eine Weise in der Form
uy uy L

w=w ---w S
. 1 h

(2) R.A.S. 62.
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darstellbar ist, wo die Exponenten w, - - -, Zahlen aus der Reihe
0,1,2,---1—1 sind, und ¢ eine Zahl.in % bedeutet.

' Ferner ist, wenn 1=2 und die Classen im gewihnlichen Sinne
genommen werden die b singuliren Primirzahlen total positiv.  Wenn
aber die Classen nach total positiven Zahlen definirt werden, und erfahrt
dabei der Rang der Classengruppe einen Zuwachs wm 1, dann kommen
noch I/ unabhangige singulire Primarzahlen o'y - - - o' w hinzu, die aber
nicht total positiv sind und unabhangige Vorzeu/wncombuzatwnen m
den mit & conjugirten reellen. Korpern aufweisen®). '

Eine wichtige Folgerung aus der E\1°ten/ des allgemeinen
Classenkorpers ist der folgende _

Salz 2. In jeder Classe von k nach einem beliebigen Modul m
und mit einer beliebigen Vorzeichenbedingung evistiren stets unendlich-
viele Primideale ersten Grades. o

(3)  Die Normenreste des relativ cyclischen Oberkirpers(®).  Eine
Zahl ¢ in % heisst ein Normenrest des Oberkérpers K nach einem
Idealmodul j von %, wenn es eine Zahl 4 in K gibt, derart d‘lQS

N(A)=a (mod s

wo mit N die Relativnorm in Bezug auf % angedeutet wird.

Satz 3. Wenn p cin zu | primes Primideal von F ist, welches in
die Relativdiscriminante des relativ cyclischen Oberkirpers K|k vom
Relativgrade 1 aufgeht, dann ist von den o(v) reducirten Zahlclassen
mod p genaw der I-te Teil Normenrest des Kirpers K nach dem Modul
y, namlich dve Zahlen o, Jur welche . e

()
ausfullt.

Wenn | ein  Primfactor von | ist, welcher zur (v+1)(1—1)-ten
Potenz in die Relativdiscriminante von K[k aufgeht, dann ist jede zu
prime Zahl von k. Normenrest nach 14, wenn e=v. Ist dagegen e>w, .
dann ist genau der I-te Teil eines reducirten Systems der Zahlelassen mod.
I* Normenrest des Korpers K nach . Es gibt in & eine Zahl 142, wo
2, eine genau durch [ (nicht mehr durch +1) teilbare Zahl ist,

(3 R.A. S. 84. (4) R.A.'S. 27—35,
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welche Normennichtrest nach [ ist, derart, dass jede zu [ prime
Zahl o von % in der Form dargestellt werden kann:
a=y(1+2,)*(mod [*),
wo v ein Normenrest nach 4 und » eine Zahl aus der Reihe 0, 1, 2,
- =1 bedeutet.

(4) Der Zerlegungssatz().

Satz 4. [Ist K=k(Y{/p) Classenkirper zu der Classeng) uppe
von k, welche durch den Character X(t)=1 characterisirt wir d, dann
8t fir ein Primideal » von %

dann und nur dann, wenn
z(n)=1

ausfallt.

 In diesem Satze ist schon ein wesentlicher Teil des Reciproci-
tatsgesetzes enthalten. Unser weiteres Ziel wird nun das sein, zu
jeder gegebenen Zahl # von %, den zugehorigen Character X genauer
zu bestimmen. Von diesem Standpunct aus kann aber X nur bis
auf einen zu I primen Exponenten bestimmt werden,denn mit X ist
jeder Character X* (n=0, mod 7) geeignet, die dem Kérper K=k(4/p)
zugeordnete Classengruppe zu characterisiren. Wie es sich her-
ausstellen wird, ldsst sich dieser Exponent so bestimmen, dass

allemal

)=,

( » ) 2(r) | ,
ausfillt, auch far solche Primideale ¢, fiir welche <% %1, sogar fir

jedes beliebige zu £ und lprime Ideal von k.

- Beziehung zwischen den Polenzcharaclern in
Oberkorper und Unterkorper.

Satz 5. Essei K ein beliebiger Oberkorper von k. Ist dann «

() R.A.S. 9.
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eine Zahi von k, S ein zu a und zu L primes Ideal von K, j=N(3) die

Relatiwnorm von  in Bezug auf k, dann wst

5=

wo der Potenzcharacter in K durch gekrivmmie Klammer. gekennzeichnet
wird(®). ‘ - ,

Salz 6. Bs sei K cin belichiger Oberkorper von k. Ist dann
A vine Zahl von K, a=N(4) die Relativnorm von A in Bezug auf &,
und i ein zu a und 2u 1 primes Ideal von k, dann 1st (")

-6

Beweis. Es geniigt, den Satz fir ein Primideal j=p zu
beweisen. Sel K* ein relativ normaler Oberkdrper von %, welcher
K enthillt, ¢ die Galois’sche Gruppe von K* in Bezug auf den
Grundkérper %, H die Untergruppe von G, welche die Zahlen von
K unverindert lisst, sodass der Gruppenindex (G:H)=M, dem
Relativgrade von K[k Sei G nach der Untergruppe H in die M
Complexe zerlegt: : '

Dann ist 4
: a=11418, @=L, 2, - - M) (2)

wenn mit 4]'S die durch die Substitution § von G aus 4 hervor-
gehende Zahl bezeichnet wird.
In K gelte die Zerlegung in Primfactoren:

P B (3)

(%) - Vgl. Ph. Furtwingler, Math. Annalen 58, 8. 24.

() Herr Purtwingler hat a.a. O. diesen Satz fir den Fall bewiesen, wo I relativ normal
in Bezug auf k ist. Fiir einen beliebigen Oberkorper habe ich einen Beweis publicirt in den
Proceedings of the Tokyo Math. Phys. Soc. 2 Ser., 9. 8. 166-169, den ich im Text in wesentlich
unverinderter Form wiedergebe.
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und es sei f; der Relativgrad des Primideals 9, in Bezug auf %.
Ist dann P die Norm von p in %, so ist
P -1 A pf,, -1

(;L) Ed-”—(lnod ), {%} =4 ¢ (mod Py - (4)

Ferner sei $* ein Primideal von K*, welches in ¥, aufgeht, @G,
und G, die Zerlegungs- und die Trigheitsgruppe von $* in Bezug
auf k. Zerlegt man die Gruppe Gin die Complexe der Form HSG, :

= 3H8,G., (=12 - ¢ - (5)

dann ist bekanntlich die Anzahl dieser Complexe gleich der Anzahl
der von einander verschiedenen in P aufgehenden Primideale von
K, und diese Complexe und die Primideale sind in der Weise
aufeinander bezogen, dass in K* die Zerlegung gilt:

- P= (1% S7 H)Y,
wo sich das Product auf alle von einander verschiedenen Primideale
von K* bezieht, welche durch die Substitutionen des Complexes

S;' H aus B* hervorgehen(®).
Setzt man nun
P'=P:| S,
dann ist ' das durch $* teilbares Primideal in dem mit K conju-
girten Koérper K'=K|S,, und es ist

A {A{SL 4

B, Sl S
wo mit dem angesetzten Strich der Potenzcharacter in K’ ange-
deutet wird. Demnach ist nach (3)

{' 4 }:/f'{ 4 )oszﬁ{AiSi}’-!ﬂ G4=1,2---¢  (6)

b B, )

wo in jedem Factor des letzten, auf die ¢ Complexe (5) bezogenen
Productes 8, durch jede Substitution des Complexes HS,G. ersetzt
werden kann: daduarch wird wohl K’ aber nicht ' verindert.

(8) H. Weber, Lehrbuch der Algebra, 2,(2. Aufl.) § 179; G. Landsberg, tiber Reduction von
Gleichungen durch Adjunction, Crelles Jour. 132, 8. 1. (inshesondere S. 11-20).
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Nun sei, indem wir den Index hei S einfachheitshalber

weglassen, ' '

H3G,=HS+HS'+ - - - +HS" ™, (7)
sodass nach (1) 3v=M wird, wenn iber alle ¢ Complexe (5) sum-
mirt wird.

Ist dann wie frither K’=K|S, und H'=S""HS die entsprechende
Untergruppe von G, ferner H,, H, die Durchschnitte von I’ und
G, bez. @, dann sind fi'z’, H, die Zerlegungs- und die Trigheits-
gruppe von $* im Relativkorper K'[k.  Die Zahl » In (7) ist aber
gleich dem Gruppenindex (G, : H',), also

v=/g,
wenn fder Relativgrad von %' in Bezug auf %, und g der Exponent
der héchsten in p aufgehenden Potenz von § bedeutet. (Daher
ist g=g¢;, wenn wie frither $'=%;|S ist). _

Sei nun Z eine derjenigen Substitutionen von G, fir welche
jede ganze Zahl 2 von E* die Congruenz:

01 Z =207 (mod P*)
befriedigt; und es sei Z* die niedrigste Potenz von 2, die in H also
in H,/ vorkommt. Da dann

Q| 2= 0% (mod P),
so muss ¢ durch f teilbar sein, weil die Nérm von %% in K’ gleich
P und H. die Zerlegungsgruppe von $* in Bezug auf K’ ist. Um-
gekehrt muss aber in H’, eine Substitution Z, enthalten sein, von
der Art, dass

_ 9| Z,= 2P (mod P*).

Demnach ist

2| Z,=2| 2’ (mod FF),
also 2’ Z;'in H',, folglich in H’, enthalten, sodass Z’ in H,, folglich
in H’' vorkommt. '

Ist also S eine beliebige Substitution des Comple“xes HSa,,
dann sind die f Complexe

HS, HSZ, - - - HSZ R (8) -
in dem Complexe (7) enthalten, und diese fComplexe sind von
einander verschieden. Ist ferner S’ eine Substitution desselben
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Complexes (7),die in keinem der Complexe (8) enthalten ist, dann
sind die weiteren / Complexe
HS', HS'Z, - - - HS'Z**!
in (7) enthalten, welche sowohl von einander als auch von (8)
verschieden sind. So fortfahrend zerlegt man den Complex HSG,
in g Systeme von je f Complexe wie (8).
Nun ist ‘ ‘

" A|8Zr=(4|8)P* (mod ).

Daher

rP-1
[

- n P-1 (
(ﬁ{]_zflSZ") T =(4]5)

I

1+P+ .. +PF-})

' . Pr-1-
=48 1

(418 e g0

=)

wenn S=8; dem Complexe HS:G, in (5) angehort; folglich ist

P-1
ks Y 7 _f 4 % .
<]]A|S( )) 1 ={ *JSL} (mod P*),
wenn das Product links tber die v Substitutionen S in (7) er-
streckt wird. Endlich ist nach (6

.

() T =y

il

{2 sy,
P

wenn links das Product iiber alle Xv=M Substitutionen S; in (1)
erstreckt wird. Nach (2) ist also

a p;l E{-A—} (mod 93%).
Iy L.

Daher nach (4)
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<—;—)E {—;i—} (mod PB*),

woraus, da P* prim zu 7 ist,
-
p p V

w.z.b.w.

I. Das Reciprocitatsgesetz fiir die Potenzcharactere
eines ungeraden Primzahlgrades.

§ 3.

Kennzeichen fiir das Reprdsentaniensystem
der Basisclassen.

In diesem I. Teil bedeutet I eine ungerade Primzahl. Ist
ferner r die Anzahl der unabhingigen Grundeinheiten, % der Rang
der absoluten Classengruppe von %, dann existiren nach Satz 1 &
unabhiingige singulire Primirzahlen, -sodass jede Zahl von &,
welche eine Einheit oder cine I-te Potenz des Ideals von & ist, auf
eine und nur eine Weise in der Form

wo . Ul 0, . . Uk 1 )
971 » 77._*_1 (l)l (')IL E (1)

darstellbar ist, wenn die Exponenten - -v;,- - Zahlen aus der
Reihe 0,1, -1—1 sind und £ eine Zahl von % ist; hierbei bedeuten
oy, - - - @, die singuliren Primiirzahlen, und 7. - - - 7,1 Einheiten oder
Idealpotenzen, die nicht primir sind;. eine Bezeichnung, die in der
Folge durchgehends beibehalten werden soll.

Satz 1.  Die 1 Primideale iy, - -y, fir welche

(_“’_):tcl (-2 )=1, (@b)

I(l (4

ausfallt (°), reprasentiren die I Basisclassen von k in dem Sinne, dass
- fir jedes Ideal v von k eine Gleichung der Form

(%) Bekanntlich existiren stets solche Primideale, vgl. Hilbert, Bericht, Satz 152, auch
R.A. S.16.
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(=rit . - . &
gilt, wo 0 eine Zahl, i ein Ideal von k st und e, - --e, das mit v ein-
deutig bestimmic Eaponentensystem aus der Reihe 0, 1, - --1—1 sind(*®).
Beweis. Setzt man’ :
i
L=(1—gy= 1"

dann ist der Rang der Classengruppe von % nach dem Modul L
offenbar gleich r41+%4. Ebenso gross betrigt aber der Rang der
Classengruppe nach dem Modul L i, - - - i, (""). Dies hat zur Folge,
dass fir eine Zahl « von % nur dann

@=i g (0=e<t)

wenn die simtlichen Exponenten e, ---¢, verschwinden. Hiermit
ist aber der Satz bewiesen. _ ' A

Es sei noch bemerkt, dass wenn # nicht singiilar primiir, auch
nicht eine /-te Potenz in % ist, die » Ideale i,---i, des obigen
Satzes so gewihlt werden kann, dass

(i—‘(:)=1 (=1, 2, - - - })

ausfillt; i, - - i heissen dann gegen p normirt.

°

§ 4.

Kennzeichen fur das primire Primideal.

Ein Ideal a von £, fiir welches

(_%_)=1, G=1,2 - r+l)
(_";i_)=1 G=1, 2, - - - h)

austillt, heisst ein priméres Ideal.

(19) Tatsichlich brauchen die Ideale i nicht prim zu sein, wie in der Folge einleuchten
wird. ‘

) §1,(1)s
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Satz-8. TIst v ein primires Primideal, dann gibt es cine promire

Zahl = () in & von der Avt, dass
(@)=vj,
wo i ein Ideal von k bedeutel.

Beweis. Nach Voraussetzung ist der Rang der Classengruppe
nach dem Modul p gleich z+1. Es gibt folglich eine primire Zahl
w, wie der Satz verlangt. ' '

Dieser Satz kann auch auf der folgenden Weise bewiesen
werden. Nach dem Modul L=(1-¢) ist der Rang der Classen-
gruppe r+1+h  Der Classenkérper fur die Hauptclasse ist

offenbar

Da nach Voraussetzung P in K in die Primideale ersten Rela-
tivgrades zerfillt, so gehort p der Hauptclasse an (Satz 4); folghch
gibt es eine Zahl = derart, dass
(@)=pi, w=§ (mod L),

w. 7. b. w. , :

Die Zahl @ heisst eine Priméirzahl des primdren Primideals .
Fiir ein gegebenes » wird  nur bis auf einén singuliren primiren
Factor bestimmt. Man kann daher = so wihlen, dass sie
gegen ein vorgeschriebenes Reprisentantensystem der Bamcclacsen
normirt ist.

_ § 5.
Kennzeichen fiir das hyperprimire Primideal.

Die & unabhingigen singuliren Priméirzahlen @i, - - - @, seien so
gewihlt, dass sie prim zu ! sind, und in dem bystem der " Zahlen:

wll B wZ" (O<u<l)

seien I hyperprimire (**). Der ng der Classengruppe nach dem
Modul

(22) Primiir heisst eine zu pfime Zahl von k, welche I-ter Rest nach dem Modul L ist. Die
Relativdiscriminante von K—:k(lt\/—p,) ist dann und nur dann prim zu /, wenn p. primiir ist.

. (1"'*) Hyperprimir heisst eine zu [ prime Zahl von %, wenn sie I-ter Rest mod T, ist.
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oil+1

L= m o @=1,2,- - 2)
betrigt dann r+1+A+2, wenn
Zy=2—(h—n)
gesetzt wird. Dahe] gibt es z, Zahlen
, PR
welche ausser durch die /-ten Potenzen der Ideale nur noch durch

die Ideale [,---I, teilbar sind, und so be%haf‘fen dass erstens
jede Z a,hl 2 vou der gesagten Eigenschaft in de1 Form '

=d Ay, w, 6] (1)

da;rstellbar ist, WO - - ui Aahlen aus der Reihe 0,1,.-7~1 sind
und das Zeichen [, o, c‘] in allgemeiner Weise eine Zahl von der
Form

V) ST L0 0101. l
ho- g @ ¢

bedeutet, und dass zweitens eine Zahl von der Form (1) nur
dann gleich 1 sein kann, wenn die rswmthchen Exponenten
wu,, -+ - Uz Verschwinden.

]Lm Ideal o von % heisst lzyperpo imér, wenn fiir jede Zalﬂ
2 in (1) ' : : ; '

)

ausfillt,.d.h. wenn a primir ist und ausserdem noch
2 : o
(-L'> =1 (’I’=1) 27 o ZO)
a :

Satz 9. Ist p emn hyperprimares Primideal, dann gibt es eine
hyperprimire Zohl w von der Art, dass (
, (w)=pj"
Beweis. Der Classenkorper fir die Hauptclasse nach dem
Modul I ist ' o

Kk(~/7717"'. wl)"'i/h.:"')

vom Relativgrade r+1+47%+2z. Da nach Voraussetzung p in die
Primideale des ersten Relativgrades in K zerfillt, so ist p in der
Hauptclasse enthalten. Folglich gibt es eine Zahl @ von der Art,

dass 2 -
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(w)=pj, w =& (mod I_l),
w. z. b. w (")

§ 6

Das Reciprocitilsgeselz zwischen einer primiren Zahl und
einer beliebigen zu z primen Zahl.

Hilfssatz 1. Es sei = eine Primarzahl eines primaren Prim-
wdeals p; i,-+-1, ein Reprasentantensystem der Basisclassen, welches
gegen w normirt ist ; ferner seit ein zu w wnd zu I primes Primideal
und o ' '

gt e
p=n, uwl,

wo p eine Zahl, i ein Ideal von. k bedeutet, beides prim zu I angenom-
men. Dann ust

dann und nur dann, wenn

()-2)

-

ausfallt.

© Beweis. Da die Relativdiscriminante von K=k(.V/@) gleich
v ist, so.wird die zugehérige Classengruppe von % durch eine
Character-gleichung ,
. v
Z(r)=':elul+ coceun( 0 V1
(L)
“definirt sein, wo v+0, weil K kein unverzweigter Korper ist (**).
Da nach Voraussetzung '
(=)=1,  @=12---n
Ill, :
‘50 folgt aus <
- 2i)=1,

(1) Satz 8 und Satz 9 gelten auch fiir nicht primes Ideal, wie in der Folge einleuchten
wird. o )

®) §1. (4.
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dass w,="-- =u,=0 seéin muss. Daher folgt nach Satz 4 der zu

~ beweisende Hiilfssatz. (Es ist vorausgesetzt, was erlaubt ist, dass
i, Prfmidee}le sind).

Hiilfssatz 2. [st = ecine Primarzahl eines primaren Prim-

ideals p, und q eine zu w und zu I prime rateonale Primzahl,

dann 1st

(=)-(2)
Beweisl. Sel .

@, =n(w),

wo n die Relativnorm in Bezug auf den durch ¢ definirten Kreis-
korper bedeutet. Da dann w, primir ist, so folgt aus dem
sogenannten Eisenstein’schen Reciprocitiitsgesetz (**)

1=
q Wy —
.wo die eckigen Klammern Potenzcharactere im Kreiskorper
bedeuten. Da nach Satz 5 und 6

(1)-[2] (=)-[=]
(=)-(2).

Hiilfssatz 3. Seien a, b Primideale,
a=a[i], A=b[i),

wo a, 8 Zallen von k sind, und das Zeichen [i] allyemein ein Ideal-
v product von der Form

$0 folg.t

. .. et

11 lh 1
bedeutet, unter i,---i, ein . Reprasentantensystem der Basisclassen
verstanden.  Dann gibt es unendlichviele primare Primideale yp,
mit den zugehorigen, gegen [i] normirten Primarzahlen w, von der
Avrt, dass, wenn £, ¢, beliebige [-le Einheitswurzeln sind,

(1) Vgl. Hilbert, Bericht, Satz 140.
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(o) =)=,
ausfallt. -

Beweis. Seien «, b bez. die durch a, b teilbaren rationalen
Primzahlen, und es sei in Primfactoren zerlegt,

'-nsfs 0 (mod 7)

a=ﬂ"ﬂ’": L, b=birblv‘. .. ( 1 )

Wir nehmen an, es sei
k0, %0 (mod ), o (2)
a3, (3)

denn wir benutzen diesen Hiilfssatz nur in dem Falle, wo diese
Bedingungen erfillt sind. Ferner sei

o = n’[i], e ﬂ’:[\’[i]’ - e
sodass . _ '
o oo’ .. =aq [6,J @, E’]

B =07 « &

Nun sei p, ein Primideal (ersten Grades), fiir welches

(el o

(4)

4(%)&5;,(;?—;):1,"‘- | (6)
() ()

ausfallt.  Ist'dann =, die gegen [i] normirte Primirzahl dieses
priméren Primideals p,, so folgt aus (4), (5), (6), (7)

( ool . )._. ( ‘al )_?"”
= =71,
Po Po

(B8 )= (L )sr

Folglich ist nach Hi'ilfssatz 2 .
(E)esr (o). 0
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Aus (), (6) folgt anderseits nach Hiilfssatz 1

| ( o )=1( 3, )1 (9)
_ Daher ist, nach (4), (8), (9)

— u ! P
{ "o 7“ Wy \_ v
< ) ""Ql P ('\‘,, ),—’:21\7,
a -5 \

folglich nach (2); = =«

[ P v
w no L, )
(Bo)=at, (B)=a
“ B

Hulfssatz 4. Es seien o, B gegen das System [i] normirte
Premdrzahlen der primdren Primideale o, b; v ein 2u a«, 8 und |
primes. Primideal und- o=1[i], dann ist fis einen ganzzahligen

Eaponenten e 4 .
e\ -
() = ]_, )
()

Beweis. Wir machen dieselbe Annahme (2), (3) wie bei
dem Beweise von Hilfssatz 3. Da «f primir und gegen [i]
normirt ist, so folgt, wie beim’ Beweise von Hiilfssatz 1, dass die
Classengruppe mod ab, welche dem Korper K= k(¢aﬂ8) zugeord-
net ist, durch einé Character-gleichung

z(r\z(—‘(';'—)”(_g_)v;l | 0

definirt wird: Es handelt sich darum, zu zeigen, dass
vE0, v=ve(mod )

dann und nur dann, wenn

sein muss.
Es seien ¢,,¢, i-te Einheitswurzeln, welche die Bedingungen
L=, GFl o . (1Y
behledlgen und p,, @, das primire Primideal und die zugehorige .
Primirzahl wie sie in Hulfssatz 3 erklért \vordeu sind. Da dann

mach. (11) S
o
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ausfillt, so folgt nach (10)
w, \U( @, \V
( a ) ( b )

Anderseits ist nach Hilfssatz 3

Il
—

(12)

n3%0 (mod 7).

Daher folgt aus (12)

Dies in Vérbindung mit (11) ergibt
. v' =ve (mod 7).
Sodann folgt, dass not\vendm v=£0 (mod 7) sein muss, weil sonst
fiar jedes r, y(r)=1 ausfiele. .
Hiillfssatz 5. Wenn w eine Primir zahl eimes primaren Prom-

ideals p ist, und v evne beliebige zu w und zu I prime Zahl, dann gilf
die Reciprocutitsgleichung : '

(=)

Beweis. Wn nehmen das Replasentantensystem [i] der
Bauzclflssen gegen = normirt an. Es sei dann ¢ ein beliebiges zu
% und zu ¢ primes Primideal und p=t{i]l. Wir beweisen zunichst
den Satz fir v=p.

Da nach_ Hulfssatz 1 der Satz richtig ist, wenn (—v:—):l,. SO

Wir bestimmen dann nach Hilfssatz 3 ein primares Primideal p,

und die gegen [i] normirte Primérzahl =, desselben, von der Art,
dass :

nehmen wir an: es seil

w o\ __ E o

(ﬂ);( £ )=g*1. | E (14)

T W

~

Ist dann
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Y.

oy

e
[CEY
—

" (15)
- dann folgt aus (13), (14)

Il
=

( W W )
r.
Daher ist nach Hiilfssatz 4

(?"w_)a

woraus nach (14) und (15)

oder nach (13)

()=
P N w /e
Nunmehr sei v eine beliebige zu w und zu ¢ prime Zahl von
k, und

a

' (y)=r°Zl r?"’- e o

WO 13, Ty, - - -VOn elnandel velschledene Primideale von % und dle
E Xponenten @y dg - - Nicht durch 7 teilbar sind.
Setzt man dann

a=ult], m=vfi] - - -

so wird

— 0 ai -
AR

wo [i] und folglich [, w, 8] prim zu . und ! angenommen werden
kénnen. Es ist dann nach dem vorhin bewiesenen |

(IR
=(-=).

(;['r, (i, &) )___1

da p primér und folglich
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Satz 10. Ist p primar, v prim zu pe-und I, dann besteht die
Reciprocitatsgleichung :

Beweis. Es sel

(= el i 16)
WO pi, ps--p von einander verschiedene Primideale und die
Exponenten a,, a,, - - - a; nicht durch 7 teilbar sind.
Sei v ein zu g und 7 primes Primideal, und

:"'=r[i]’>
wo [i] gegen p normirt ist. Dann ist, wie beim Beweise von
Hulfssatz 4 o

(_#_)=],,

r

dann und nur dann, wenn

_ (L)”l (L)”Z L (L)”“ =1, (L7)
‘ . ‘ P b Y / A
wo die Exponentehv von r unabhiingig sind. Es handelt sich
darum, zu zeigen, dass
ViVl ¢ v =y @y o -t g (mod 7).
Man bestimme zu diesem Behuf ein priméres Primideal p, und
die zugehorige Primérzahl =, so, dass

s

Po Yo
nE0 (mod 1),
WO . o
@=pli] (=12 - 8
(vgl. Hiilfsstaz 3) Dann folgt' nach Hiilfssatz 5

e i et o R S

woraus nach (16)
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also nach Hilfssatz 5 : )

Daher muss nach (17)

R R
h P2 Y, ) ’

oder nach (18)

F@.0; —a)v,) =1
= ’

und well n%0 (mod 1),
agp, — a,w,=0 (mod ?).
Ebenso folgt
at—a; =0 (mod ). (=1, 2, R £)
Da offenbar nicht alle » verschwinden kdénnen, so erhalt man
v;=aaw (mod 1), '
wo w0 (mod 7), w. z. b. w.
Fernerhin verliuft der Beweis genau wie bei Hilfssatz 5.
Oben haben wir angenommen, dass ¢>1. Ist t=1, also
(m=v1, "a%0 (mod 2, .
dann kann man genau wie ‘bei Hiilfssatz 5 verfahren (Tatsichlich
ist p ein primires Primideal). 'Man kann auch ebenso wie im
folgenden Falle: ¢=0 verfahren.
Wenn t=0, also pg=w singulir primir ist, dann sel p, eine
beliebige nicht singuliire zu v prime -primére-Zahl; dann ist

( (L:un )=( (U:/UO )'
(-)=0),
(5-)=(=)=1

Diesen Specialfall von Satz 10 sprechen wir noch als einen
besonderen Satz aus.

Da aber

so folgt
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Satz 1. Wenn o eine singulire Primasrzahl ist, so gilt fin jede
2 w und zu | prime Zahl v die Beziehung :

()=

Is ist zu bemerken, dass Satz 10 nur unter der Voraussetzung
bewiesen worden ist, dass alle in ¢ und » aufgehenden Primideale
die zu Beginn des Beweises von Hiilfssatz 3 gestellte Bedingung
(2) erfiillen: es sollen nédmlich diese Primideale in eine rationale
Primzahl zu einer Potenz aufgehen, deren Exponent nicht durch ¢
teilbar ist. Ks werden also eine gewisse endliche Anzahl
Primide-ale, die in die Discriminante von % aufgehen, ausser
Betracht gelassen. Diese beschriinkende Voraussetzung soll nun

im folgenden Artikel beseitigt werden (7).

y 7
Beseitigung der beschrinkenden Annahme. ‘

Alle Primideale von %, fiir welche die im Hulfssatze 3 des
vorhergehenden Artikels gestellte Forderung erfillt werden kénnen,
wollen wir vorithergehend als regular bezeichnen. Ebenso wollen
wir eine Zahl oder éin Ideal von % regulir nennen, wenn darin ein
nicht regulires Primideal gar nicht oder nur zu einer Potenz mit
einem durch 7teilbaren Exponenten als I"actor enthalten ist.

.Ein nicht regulires Primideal geht zu einer Potenz mit einem
durch 7teilbaren Exponenten in eine rationale Primzahl auf. Es
kann daher in jedem Koérper nur eine endliche Anzahl nicht regu-
lirer Primideale geben. Zweck dieses Artikels ist aber nachzu-
weisen, dass iiberhaupt jedes zu Iprime Primideal reguldr ist.

(I) Sei g eine regulive primire Zahl, 1, v, - - - 1, ein gegen p
normirtes Reprisentantensystem der Basisclassen von %, g ein,
Primideal, »=q[r, j#]. Ist dann ‘

()

‘

(1) Die zweite Annahme (3): a F b bei Hiilfssatz 3 ist ohne Belang, weil wir bei dem
Beweis von Hiilfssatz 5 den Hiilfssatz 4 nur in dem Falle zu benutzen haben, wo diese Bedin-
gung erfullt ist. ’
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dann ist, wie aus dem Beweise von Satz 10. zu entnehmen ist,

notwendig '
()

atch dann noch, wenn 4 nicht regulir wire.

Ist aber _
(_ﬂ_)ﬂ
q
dann sei p ein regulires primires Primideal von der Art, dass
(L):Fl.
P
Wenn dann ® die gegen 1, 1, - - 1, normirte Priméirzahl von P ist,
so ist notwendig nach Hilfssatz 1

w '
— )F1.
(%)
Wir setzen ‘ o
* V(29 ) = (2 ‘
| (_:) ( p) ( - ) ¢%0 (mod 1) (1?
Sei nun eine natﬁrliche‘ Zahl n so bestimmt, dass
(£ )=t @
. q .
ausfillt. Da dann pw® regulir und primér ist, so folgt
V4 =1 . :
( j2 w" ) . (3)

Aus (1), (2), (3) erhiilt man

| * N
Der Exponent eist also dem Primideal g eigen; er hingt nicht von
# ab; und q ist reguldr, wenn der zugehérige Exponent e=11ist.  °

Ist aber # regulir primir, » durch q°, sonst durch kein nicht
regulires Primideal teilbar, dann ist '

() (2 o(2) |
Wenn daher a=0 (mod ?), ( f;—)#_l und zdgleicll <‘[—j)=( %),dann ist

notwendig ¢ reguldr:
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(ITI) Es sei K ein Oberkirper von %, Q ein Primideal von K,
welches in q aufgeht und vom Relatlvglade fist, der nicht durch 7
teilbar ist:- ~

NE©Q)=q", f$0 '(mod ).
Ist dann q regulir in %, dann ist Q regulir in K, und umgekehrt.‘

Denn sei 4 eine Zahl in K von der Art, dass

' A=0,
a =N(4)=q’q, o
wo A und a=N(A) prim zu q und regulir in K und % angenommen
werden kénnen. - Ferner sei p 1'egﬁiéir und primér sowohl in % als
" in K, und |

(&)1 (4)

Nach Satz 5 und 6 ist dann
(e _A}= “
({A}‘(u>’, {’U, (ﬂ)'

Ist daher q regulir in %, sodass

(2)=(2)
(-4,

und weil nach Annahme 4 nur durch die erste Potenz von q

teilbar, und A
(Lef=(4) 1

ist, sofolgt nach (I), dass Q 1egula1 in K ist.
- Ist umgekehrt Q reguliv in K, dann gilt zunichst (6), demnach
auch (5), welches in Verbindung mit (4) zeigt, dass q reguliir in %
sein muss. :

(III) Im Oberkérper K von % bleibe q=2 prim, oder es werde
q=%, ¢==0 (mod ), wo' Q Primideal von K bedeutet. Ist dann q
reguliir in k,. dann ist Q regulii+in K, und umgekehrt.

Denn sei « eine Zahl in k& von der Art, dass e=qa, wo a prim
zu 6 und reguldr sowohl in % als auch in K ist. Ferner sei M eine

dann ist
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- primére Zahl von K, sodass p=N(M) primir ist. .Wir nehmen, wie
erlaubt, M so gewshlt an, dass M und # regulirin K und % sind,
und dass

)y @

ausfallt. .
Ist dann q regulér in %, dann ist

(£)=(%) (®

folglich - : . ‘

(A=) o

Da{%‘l}={ } *1, also{ }#1, sq folgt nach (I), dass Q regular in

K ist..

Umgekehrt, wenn £ regulir in K ist, so gilt zuniichst (9),
folglich auch (8), woraus mit Hiilfe von (7) zu schliessen ist, dass
q regulir in % ist. :

(IV) Es sei nun ¢ die durch ‘das Primideal q von % tellbme

" rationale Primzahl und

g=qm, " 4=0 {mod D, .

wo n prim zu q ist. Ferner sei K ein Normalkorper, welcher %
enthilt, O ein in q aufgehendes Primideal von K, und zwar seien
29, Q7 (g=ay) die hochsten in ¢ bez. q aufgehenden Potenzen von
* Sei K, der Triigheitskorper von Q. Dadann Q,=0¢ Primideal
von K, ist, welches nur zur ersten Potenz in die rationale Primzahl
q aufgeht, so ist Q, regulir in K,. :

Im Relativkérper K/K, ist aber 2 vom ersten Relativgrade.
Daher ist nach (IT)  regulir in K.

Nunmehr seien %, &, der Zerlegungs- und der 'I‘réigheitsktirper
von O in Bezug auf %, sodass 'q* =97 Plimideal in %k, und %, ist.

Da 9 regulir in K, und vom elsten Relativgrade im Relatl\ -
kérper K[k, so ist nach (II) q* regiiiar in .

Da ferner ¢* nicht im Relativkérper k/k; zerfillt, so ist nach
(II1) g* regulér in ..
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Endlich ist q* vom ersten Relativgrade im Relativkérper k/k,
sodass nach (IT) g regulir in % sein muss.

Hiermit ist nachgewiesen, dass jedes zu ! primes Primideal
von % regulir, und somit Satz 10 ausnahmslos giltig ist.

(V/¢]

8

f Das erste und das zweile Ergianzungssatz.

Satz 12. (Das erste Erginzungssatz). Wenn e eine Einheit
oder I-te Potenz eines Ideals von k ist, und wenn a eine zu € prime
primare Zahl ist, dann gilt die Relation :

( i):l

Satz 13. (Das zweite Erginzungssalz). Wenn 2 eine Zahl ast,
die ausser durch die l-ten Potenzen der Ideale nur noch durch die in 1
aufgehenden Primideale von k teilbar ist, und wenn a eine zu i prime
hyperprimare Zahl ist, dann gilt die Relation : ' '

()

Satz 12 ist ein Specialfall von Satz 10, und Satz 13 von den

folgenden
Satz 14. Wenn p eine Zahl von k ist, und

@W=mll®, (@=z0,i=12, - (1)

wo m zu [ prim tst, und wenn v eine zu p prime primare Zahl ist, fir
welche iberdies, wenn a, nicht dwrch [ teilbar, die Congruenz

yegl '(mod l‘:‘l“) ' (2)
in k besteht, wo o;die in S. 3. angegebene Bedeutung hat, dann gilt
die Relation : '
' )=
( v ) (m ) . .
Beweis. Wir legen ein’ gegen » normirtes Repréisentanten-

system der Basisclassen zu Grunde. Ist dann ¢ ein beliebiges zu
v primes Ideal von %, und . '
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p=1[i], _
dann ist die dem Kérper K=k(%/v) zugeordnete Classengruppe
von % nach Satz 10 durch
S =(-L-)=1
7 ( > )

characterisirt. Wenn nun «, nicht durch f teilbar ist, dann zerfillt
nach (2) das Primideal (; in K. Folglich ist nach Satz 4

2 : ,
T =1, :
( y ) S . (8)
wo - '

=il =12 ---2)
Wenn ferner . '

po=mi[1] ‘
gesetzt wird, dann folgt nach (1)

)uo'l;/lg” =uy, o, &].

Daher ist nach (3)

i ()
Da anderseits nach Satz-10 | ’
(),

so folgt die zn beweisende Gleichheit.

9

[J7CH

Das allgemeine Reciprocititsgeselz.
Es sei u eine beliebige Zahl von %, und’
W=mll® , (1)

wo m zu [ prim ist. Um das allgemeine Reciprocititsgesetz
bequem ausdriicken zu kénnen, fithren wir das Symbol (, z) durch
die folgende Definition ein:
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wor=( ) (2] @

wo unter », wie immer, eine zu g und zu ! prime Zahlvon % .zu
verstehen ist. - '
Aus dieser Definition folgt

(1 ¢!, V)=, ¥) (i, v), ‘ (3)
(s v )=(1t, ¥) (1, V). : (4)
Ferner ist nach Satz 10, wenn p primiir ist,
(m =1 (5)

. w .. ! . .
Wenn allgemeiner ~—primir ist, d.h. wenn ,L leich-einem Bruch
” 1Y ) #

’
Ho

1st, WO p,, g’ prim zu I sind und eine Congruenz
*o

o =peft (mod L)

in % befriedigen, dann ist

(s V=, »). , (6)
Denn setzt man
A
o Mo m

wo m fiir g die in (1) aﬁgegebenez und ' fiir ;/ die entsprechende
Bedeutung haben soll, so folgt '

() (=) (),
() Gr=() (3

und durch Division
(s 2) (pos V)=(1 ¥} (11’ ¥)-
Sei nun g, #* primér und prim zu v, dann ist es auch gz, ¥, sodass
nach (5)
(o™, V)=(/10,;a%v =1, .
folglich
) (o ¥)=(pto', )
und somit ’
(1, V)=, v). *
Nach dieser, Vorbemerkung fithren wir das zweite Symbol
Z,(p, v) durch die folgende Festsetzung ein.
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Es sel.p eine beliebige Zahl von % und wie in (1)
(/1)=1n171?i, N
Wir bestimmen dann ein System von » Zahlen

By e g

gemiiss den Congruenzen:

Pi=p (mod [‘{il*“")

G=1,2 ---2 - (7)

=1 (mo'd L )’

7

und wir setzen, wenn » eine zu g, I und zu u, g, - -+ ¢, prime Zahl
von % ist, ‘
Zl(/.f, =, v). (=1, 2, - . 2) - (8)
In der Tat wird das Symbol Z,(y, v) durch diese Festsetzung
unzweideutig bestimmt, denn wenn g/ eine andere Zahl ist, die

/
f — primiér, also wie
n

den Congruenzen (7) geniigt, dann ist offenbar

vorhin bemerkt , .
' ‘ (1 V)=, V),
wenn nur g/ prim zu v ist (¥). v

Das allgemine Reciprocititsgesetz lisst sich nun in der folgen-
den Form ausdriicken: : o

Satz 15. (Das allgemeine ReciprocitéitsgeseIZ) Wenn v 2u p
und zu l prim ist, dann gilt die Relation : '

. (1 )9=2\p, ZSp, v) -« Z(p, ). (9

Beweis. Formel ist dieser Satz eine unmittelbare Folge der

Definition des Symbols Z(p, »). Denn setzt man

e - " //'z [Z4

-

)z /3
WO «, 8 zu I prime Zahlen von % sind, dann folgt aus der Gleichung

po=mp, - - - 1B,

(8) Diese Beschrinkung, sowie die, welche oben der Zahl v auferlegt worden ist, prim zu
#p B, + - - ZU sein, ist nicht wesentlich, weil wir eben durch eineandere Wahl des Sys-
tems g, py, + - . entkommen. .
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. . . © 6 l+a;
indem man sie als eine Congruenz nach dem Modul [

auffasst, nach (7)

a=f (mod ). (=1, 2, - - - 2)
a

3 primidr, folglich nach (6)

Daher ist

(e, V)=(papty - - prar ¥)
=(p1 V) (2 ¥) * - (1t V)
woraus nach (8) die zu beweisende Gleichung (9) folgt.
Der sachliche Inhalt des Satzes 15 wird aber erst durch die
Ausfithrungen im folgenden Artikel aufgekliirt werden.

§ 10

Das Normenrestsymbol Z (g, »).

Das im vorhergehenden Artikel definirte Symbol Z;(x, v) 1st
das Normenrestsymbol in Bezug auf dem Oberkorper K=%({/p ) und
das Primideal I; von %; es ist ndmlich das Bestehen der Beziehung
Z(p, ¥) =1 das Criterium dafir, dass » ein Normenrest des Kérpers
K nach dem Modul 1**" ist, wo o, in Bezug auf [, die in Satz 3
erklirte Bedeutung hat. Einfachheitshalber wollen wir zuvérderst

einen Teil dieser Behauptung als einen besonderen Satz formuliren,
der wie folgt lautet. .

Salz. 16. Wenn die Relativdiscriminante des Korpers K=k(Y/it)
prim zu L ist, dann ist fur jede zu p und zu 1 prime Zall v von k
Z(u, )=1;
wenn dagegen | in die Relativdiscriminante von K awfgeht, und wenn
y=¢& (mod ["*}) -
m k, dann ist
Z(p,-v)=1,
oder allgemeiner, wenn
v =vE! (mod [*+Y),
dann st
Z(p, v)=Z(u, V).
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Hierber haben |, Z, v die bisherige Bedeutung von L, Z, v, ; diz
Indices sind einfachheitshalber weggelassen worden.

Beweis. Die dem Primideal [=[, entsprechende Zahl g
wollen wir einfach mit ¢, und demgemiiss Z(p, »)= (u, ¥) mit (g, »)
bezeichnen. Der erste Teil des Satzes ist evident, weil fiir densel-
ben # primdr ausfillt. 'Wir nehmen daher an, dass[ in die Relativ-
discriminante von K=Fk(l/p) aufgeht, und zwar" zuniichst daés
p=lm, wo m zu [ prim und @0 (mod ), sodassv=ql ausfillt (**).
Ferner sei, wie vorausgesetzt .

V' =vE (mod [HY), ‘ (1)
Wir appelliren an den Satz der Existenz unendlichvieler Primideale
in jeder Classe von % nach einem beheb1gen Modul (Satz ‘)) Es
sei demnach (o) ein Primideal von % von der Art, dass

p=1 (mod 1), (2)

vo=v' (mOd ——L—) : . (3)

1

Da die Relativdiscriminante von K :ausser der in m aufgehenden
nur noch das Primideal [ als Factor enthilt, so folgt aus (2), dass
(p) in K zerfallen muss (Satz 4), sodass :

)2,
( P ) 1 v
Andelselts folgt aus eben derselben Congruenz (2)

(£)=

folglich ist

( M=1 | (4)
Es sei nun eine zu g prime Zahl von % aus der Congruenz
vof=1 (mod (L) (5)

bestimmt. Dann ist nach (3), (5)
V=1 (mod{ lIa: ),

und ﬁach (1), (2), (6)
YA=6& (mod [H),

(1) Vgl R.A. 8. 26-27.
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Daher ist
VR=8" (mod [L) (6)
in & Aus (5), (6) erhiilt man nach Satz 14
: (s voB)=1,
(n, VA=1,
woraus mit Riicksicht auf (4) folgt
' (s V)=(p2, ¥').

Wenn g zu ¢ prim, oder wenn g=I[m, aber a durch { teilbar
ist dann ist v<e? (. Dann ist in (1) der Modul ! m, und in (5) der
Modul L zu setzen, und zuletzt Satz 10 statt Satz 14 heranzuziehen.

Salz 17. Geht 1, zur (v;41)(1—1) ten Potenz in die Relativdis-
criminante des Korpers K=k(Y/ ) auf, so st Z(p, v) dann und nur
dann gleich 1, wenn v Normenrest des Korpers K nach dem Modul
Ii”t+1'isf.

Beweis. Wir setzen

i
(fu)=ml][:'% »
WO m zu ! prim ist, und filhren den Beweis fur ;=[,.  Es sei zu-

.y .. a1+l 7s .
nichst » Normenrest des Kérpers K nach i Wir bestimmen
dann ein Primideal (g) von % von der Art, dass '

o=V (mod I”l‘”) (7)

El(mod m [;’”1 [:z“ ) - {8)

Tst f-*.die Relativdiscriminante des Korpers K, dann ist nach
(7), (8) p Normenrest des Kérpers K nach f, 1nto]gedeseen () in K
zerfillt (Satz 4), sodass
( £ )=1.

2
Da anderseits nach (8)

so folgt
' (e, p)=1. (9)
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Nach Satz 16 ist aber in Riicksicht auf 8)

Zfps )= - - - =2, p)=1,
sodass nach (9) ,
| Zop p)=1, .
(vgl. Satz 15).  Aus (7) folgt daher nach Satz 16
Zy(p, v)=1.

Es bleibt tibrig, nachzuweisen, dass wenn » Normennichtrest

nach hvlﬂ ist, notwendig Z,(g, »)=*1 ausfallen muss. Wenn G
nicht in die Relativdiscriminante von K aufgeht, dann ist nach
Satz 16 Z,(p, v)=1 fir jedes zu p primes v; in diesem Falle ist aber
auch jede zu [, prime Zahl von % Normenrest nach f, (R.A., 8. 28).

Wenn dagegen § in die Relativdiscriminante von K aufgeht, dann
v +1

ist genau der I-te Teil von den zu |, primen Zahlclassen mod I
Normenrest von K nach 6. Nach dem oben bewiesenen, ge-
- niigt es daher nachzuweisen, dass Z,(g, ») nicht fiir jedes zu [, primes
v gleich 1 ausfallen kann. Dies folgt aber schon daraus, dass [, ein
Factor des Fikrers f der Classengruppe ist, welche dem Kérper K
zugeordnet ist, wenn man beachtet, dass nach Satz 16 der Wert

z o . % +1
des Symbols Z,(z, ») nur von der Zahlclassen mod abhiéingt,
welcher die Zahl v angehért.  Wire nidmlich Z,(p, »)=1 fir jedes »
so folgte ' :

v

(L)z(L)zgw, W) o Zfp, V),

14 m

das heisse aber dass die gesagte Classengruppe nach dem Modual

ve +1  v,+1 . . .
mb--- L definirt werden konnte, was ausgeschlossen ist.

Als eine Anwendung des vorhergehenden Satzes wollen wir
noch cinen Satz beweisen, welcher eine Verallgemeinerung des
Eisenstein’schen Reciprocititsgesetzes ist. - .

Satz 18. Ist a eine nicht durch 1 teilbare rationale Zahl, v eine
zu @ und zu 1 prime Zahl von k, Sir welche

i ’ :
y=p (mod fll:“ ) n=>0; (1=1,2,- - - 2
b

wo r ewne rationale Zahl bedeutet, dann st (a, v)=1."
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Beweis. Fir den Oberkorper K=k(Ya ) fillt v,=s, aus, oder
es ist ¢ primir in Bezug auf(?). Da anderseits nach Voraus-
setzung '

y=ql (mod l_””'l)
2

i
weil 7 =7 (mod Ifi ) und s;>q;, so ist nach Satz 16
Zfa, V=1, (=1, 2, S 2)

woraus nach Satz 15 die zu heweisende Gleichung folgt.

Dieser Satz ist ein Specialfall eines allgemeineren Satzes, der
auf genau derselben Weise zu beweisen ist:

Satz 19. Wenn p, v zu einander und zu U prim sind, und wenn
m k

/LEal (mod‘ I?l’;‘i )

v=f (mod f}[:“) ;
00 N
my+ >0, @=L 2, - - - 2)

dann gilt die Relation :.
(1 »)=1.

Das Ergebnis der bisherigen Betrachtungen fassen wir kurz
wie folgt zusammen:
Es sei 12 eine beliebige Zahl von k,

(W=mill® (2=0,i=1,2 - - 2)

wo I, die Primfactoren von 1, und m ein zu 1 primes L deal von k ust;
ferner seien iy, i, - - 1, als ein System der Reprasentanten der Basis-
classen von & prim zu p und zu 1 angenommen. Wenn dann v ein
beliebiges zu p und zu | primes Ideal von & ist, und

()=ti%i®. - .- %] (0=e<l)
p 1 2 o 7

wo i ein Ideal, p eine Zahl von k ist, beides prim zu p und 1 angenom-
men, dann 1st

(=) " () (e 2o

r i i,

il
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Das heisst : der Wert des Symbols <%) hungt nur von der Ideal-

1 .
classe nach dem Modul § ab, welcher das Ideal x angehirt, wo {*-* die
' Relativdiscriminante des Korpers K=k/p 4st.  Hierin erblicken wir
den wesentlichen Inhalt des Reciprocititsgesetzes.

§ 11
Das Hilbert sche Normenrestsymbol.

Wir erinnern an die Definition des Hulbert'schen Symols

(=)
0 ’
wo ;v zwel beliebige von 0 verschiedene ganze Zahlen und w ein
beliebiges Primideal des Korpers % ist.

Is sei zunichst w ein zu I primes Primideal. Wenn dann ¢
genau durch w?, » genau durch w® teilbar (a, 6 =0), dann kann man

die Zahl : '

Yo
= 7 = __p_

2 a v
in einer zu w teilerfremden Bruchform darstellen. Alsdann soll

s o2 ) (o)
( 1 ) <1D) (10)(10)
gesetzt werden (%).
Sodann sei w=l, ein Primfactor von 7. Wenn dann

p=n I7lf” , =0,
i ) (’b=1) 2) cc Z)
v=n %, 5=0,

wo m und n zu I prim sind, so sei die Zahl g; durch die folgenden
Congruenzen definirt:

L= p (mod [d+ita )

=1 (mod. L)

(20) Hilbert, Bericht, 8. 411.
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Es ist alsdann _
Y, 1 =T Y, Ui
(F=)=m(=i)
wo das Product /7 iber alle (in z; oder in v aufgehenden) zu ¢
primen Primideale von & zu erstrecken ist ().
Mit Hiilfe dieser Symbole kann man das Recmlocltdt\gestz n
der folgenden sehr eleganten Form damtellen
/A <Y =1,
( 1w )
wo das Product tber die simtlichen (111 &, n v oder in 7 aufgehen-
den) Primideale von % zu erstrecken is-.

Wenn » zu g und zu 7 prim ist, dann reducirt sich diese
Formel auf unsere Gleichung (9) in § 9.

Die churacteristische Eigenschaft des Symbols ( %) besteht da-

» dass das Symbol dann und nur dann den Weri 1 hat, wenn v
No; menrest des Korpers K=k( /1) nach jeder belwbv gen Potenz von
1 28¢.

Hiefiir wollen wir noch kwrz den Beweis fithren fiir den Fall,
wo w=[. Hierbei genlgt es, den ersten Teil der Beh hauptung zu
beweisen; der zweite Teil, die Umkehrung der ersten, folgt dann
wie bel Satz 17.

Es sei also » Normenrest des Kirpers K=%(/%z) nach Poten-
zen von [, und zwar zunichst

u=lf‘ n, (1)

wo n prim zu 7 ist. Wenn [ in K zerfillt, dann gibt ¢s In k eine
Zahl 2, welche Relativnorm einer ganzen Zahl von K, und genau
durch die erste Potenz von 1, teilbar ist, doch s0, dass, wenn

i=la (2)

gesetzt wird, a prim zu g und p,(i=1,2,--- z) ausfillt. Wenn aber
L in K prim bleibt, dann soll

s_ql
A—ll a (2%)

(21) Hilbert, Math. Annalen, 51. S. 108.
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genau durch die I-te Potenz von [, teilbar, im iibrigen aber genau
ebenso beschaffen sein, wie im ersten Falle. In desem zweiten
Falle ist nun der Exponent &, der héchsten in » aufgehenden
Potenz von [, in (1) notwendig durch 7 teilbar, sodass wir denselben
durch b, ersetzen wollen.

In beiden Fillen kann man daher eine zu g und zu I prime
Zahl p aus der Congruenz bestimmen:

Zblpzu(mod i1+ ), : (3)

1

sodass p Normenrest von K nach [, wird. Infolgedessen ist nach
Satz 17

Zy(pp) = (—'O’IL) =1.

1 .
Anderseits folgt aus dieser Congruenz, wie leicht mit Hulfe von
Satz 16 nachzuweisen ist, ' '

( y,{lﬂ )=( 7«1’1,"['1: Iz ) | (4)

_( s p )bl ( oy 1 )_( Ay p )’/1
[, L A
Daher bleibt nur iibrig nachzuweisen, dass

(=)=

Nun folgt nach Annahme

(1 ()

also

WO

(=) (1)

pe=1

und, wie oben festgesetzt, m; prim zu 2 ist. Wir bestimmen nun,
indem wir ¢#1 dnnehmen, eine zul prime Zahl ¢ in & gemiss
den Congruenzen:
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2=0 (mod q),

L (6)
=2 (mod " m),
sodass, wenn
u=a b (1)
gesetzt wird, nach (2) bez. (2%)
6~1 bez. ! (mod 1%**1 m,) (8)

ausfillt. Da g; hyperprimir in Bezug auf I, ist, so zerfillt [, im
Korper k(¥/m), folglich ist nach (8) ~

(o).

daher nach (7)

Anderseits folgt aus (6):

Folglich ' .
(=) () =) () =0
=1, @G¥F1) ' (9)

. . . . cil+1 |
weil nach (6) « Normenrest des Korpers K nach 1 ist (Satz
17).  Aus(5) folgt daher, wie nachzuweisen war,

(%—):1.

1

Wenn zweitens A
v=nll’
durch (1) teilbar ist, dann bestimme man eine genau durch die

erste Potenz von [ teilbare, sonst zu g und zu g prime Zahl 2, von
k, die der Congruenz:

L=1 (Lpod Ifll“)'

geniigt, sodann eine zu g, und zu ! prime Zahl p aus der Con-
gruenz '
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/'.bl_ . /li’i_ ) ‘05”<mod [gl'l+1_+_b1. [?i ) )’

die an Stelle von (3) trits, dann erhilt man analog zu (4)

(P (Eep (B

und es ist nunmehr zu zeigen, dass

( )\i;l‘u ) —1.

Dies ist aber genau die Relation (9), nur haben die beiden Indices
1 und i ihre Rolle miteinander getauscht. Bemerkt sei noch, dass

sum Nachweis von (9) nur die Voraussetzung, dass 4 Normenrest

5 L+1 . . . . .
von K nach L ist, aber nicht die, dass A wirkliche Relativnorm

einer Zahl von K ist, erforderlich war. Hiermit ist unsere Aufgabe
erledigt.

\

II. Das quadratische Reciprocitétsgesetz.

§ 12,

Das primire und das hyperprimare Primideal.

Es sei % ein beliebiger algebraischer Kérper vom Grade m.
Unter den mit % conjugirten Kérpern gebe es n reelle, die wir mit
'k, ko - - kr, bezeichnen. Ist also » wie bisher die Anzahl der
Grundeinheiten von %, dann ist

m4n=20+1).

Ferner sei & bez. L+ der Rang der absoluten Classengruppe im
weiteren oder engeren Sinne, wenn alle Idealquadrate zur Haupt-
classe gerechnet werden.' Is gibt alsdann in & nach Satz 1. h+#
unabhiingige singulire Primirzahlen, darunter 7 total positive,
 sodass jede Zahl e von &, welche eine Einheit oder ein Ideal-
“quadrat ist, auf eine und nur auf eine Weise in der Gestalt:

_u _Ugp v, V4 vy vy
=g g ol WP 0™ et e (1)

darstellbar ist, wo die Exponenten u, v, o' die Zahlen 0 oder 1 sind,
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und ¢ eine Zahl von % bedeutet. Hierbei bezeichnen wir mit
w - w, die total positiven, mit - .. o', die nicht total positiven
singuldren Primérzahlen, und mit 7, .-, die n=r+1—%' nicht
primdren Einheiten und Idealquadrate, worunter die 'n, ersten
total positiv sein mdgen, sodass #, 7, - - 7, unabhiingige quadratische
Nichtreste mod 4 sind, und 7m0 @) -« - @,/ unabhingige
Vorzeichencombinationen aufweisen. Es ist dann nach § 1, (1)

i n—Mm—mn) _  m—mn
W=—tr " ¥ —p T 1
2 2

Satz 20. Die h Primideale () iy, - - - i, fir welche
(U_,, =—-1, @, :1" b ’
( ' ) ( 5, ) (@¥b)

Lo

bilden ein System von Reprisentanten der Basisclassen von k im
werteren Sinne.
Wenn ausserdem fir die h' Primideale i, - - - ¥,

’ !
( :i)a )=1, ( (i’:u"' }:—1, ( (i'),b“)=1, (a=0)

dann bilden die h+k Ideale i,i zusammen ein Reprusentantensystem
der Basisclassen von Ik im engeren Sinne. ‘

Beweis.  Genau wie bei Satz 7. Man iiberzeugt sich leicht
ven der Ubereinstimmung der Rangzahlen der Classengruppen im
engeren Sinne nach den Moduln L=@4) und Li.- 1, bez. .der
Rangzahlen im weiteren Sinne nach L und Li, - - - iy - - - . (nach
§1, (1)); sodann hat man Satz 27 von R.A. zu Hiilfe zu nehmen.

Die Bedingungen ( 7 >=1 haben, nach dem ersten Teile, zur
Folge, dass die Ideale i, von der Form ¢4 (a=1, 2--- %) sind, wo ¢,
Zahlen von % sind, sodass man als Reprisentanten der Classen i/
durch ¢, ersetzen kann.

Satz 21. Wenn p ein Primideual von. der Avt ist, dass fur die

n+h+1" Zahlen in (1) _
2 )=1, (2)=1, (“)=1 (2)
( P ) < p ) ( p )

ausfillt, dann gibl es eine total positive primare Zahl = in k, sodass

(m)=pj,
wo j e Ideal tn & bedeutet.
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Wenn die Gleichungen (2) nur fiir die ny+h total positiven Zahlen
e Yy @ -, gellen, dann wird w noch primar sewn, aber nichi
mehr total positiv (**). A

Beweis. Genau wie bei Satz 8.

Ferner sei wie frither '

L=D2+t =1, 2 ... 2

gesetzt, wobei (2= [1%1? die Primfactorzerlegung von der Zahl 2 in %
ist.  Unter den Zahlensysteren:

u U
w?t. .. A

bez.

U, () u' ' gy
P UL ATt ST h’
1 h 1 n

wo die Exponenten u, ' die Werte 0,1 haben, gebe es 2'~* bez.
gr-»+1-v hyperprimiire Zahlen, sodass die Zahlensysteme bez. » und
v+» unabhingige quadratische Nichtreste nach dem Modul L
aufweisen. ' |
Der Rang der Classengruppe von %k nach dem Modul L-ist
dann im weiteren Sinne S
[L]=h+ne+2z=[L]+z,
im engeren Sinne:
[LH]=h4r+ 142+ Y =[L ]+ 2+,
) WO
zo=z—(¥+V')

und [L], [L*] die entsprechenden Rangzahlen fiir den Modul

L=(4) bedeuten. Daher gibt es z+»" Zahlen

PR TR SV “ (3)
worunter die z, ersten total positiv sind, welche ausser durch die
- Idealquadrate nur durch die in 2 aufgehenden Primideale teilbar,
und von der in § 5 erklirten Beschaffenheit sind.

Nunmehr stellen wir einen Satz 9 analogen Satz auf, welcher

in iihnlicher Weise wie jener zu beweisen ist.
Satz 22. Wenn p ein Primideal von der Art ist, dass fir die

n+h+W Zahlen i (1) und die 2o+ Zahlen in (3)
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()r (2 (2)en ()
ausfallt, dann gibt es eine total positive hyperprimare Zahl = von der
Art, dass

, (m)=p7" :
Wenn die Gleichungen (4) nur fiir die no+h+z total positiven Zahlen
in (1) und (3) gelten, dann wird @ wohl hyperprimar, aber wicht mehr
total positiv sein (**).

§ . 13.

Das quadratische Reciprocititsgesetz zwischen einer primiren
' und einer beliebigen ungeraden Zahl.

Das quadratische Reciprocititsgesetz ist im Wesentlichen in
Satz 4 enthalten. Wir wollen uns daher kurz fassen und beginnen
mit einem Satz 10 analogen Satz, der sich ohne Umstiinde erledi-
“gen lisst. .

Satz 23. Wenn p primar und v prim zu g und zu 2 st, dann
besteht die Gleichung :

L) (2 =11 Y, (=1, 2, - - -

( )(#) 1Sg (1 v), (=1, 2, )

Y

wo Sg;(p, v)=1, wenn wenigstens eine der beiden mit p und v conju-
girten Zahlen in dem reellen Korper k; positiv ist, dagegen Sgi(p, v) =—
wenn jene Zahlen beide negativ sind.

Beweis. Es seil ,

(W=p «-+ 0, _
_wb pu---p. die -von einander verschiedenen in p aufgehenden
Primideale und jein gewisses Ideal von kist. Ferner selen i, - - -1,
ein System der Repriisentanten der Basisclassen von , welches
gegen p normirt ist, r ein zu z und zu 2 primes Primideal und
(p)=r [},

wo p eine Zahl von £, die ebenfalls prim zu g und zu 2 angenom-
men wird. _

Da g primér ist, so ist die Relativdiscriminante von K=k({/p)
gleich f=p, --- p. Wir fithren nun den Beweis in drei Schritten.
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1. Es sei zuniichst p total positiv.  Dann ist die dem Korper
'K zugeordnete Classengruppe von & eine solche, welche ohne Vor-
zelchenbedmgung nach dem Modul f definirt werden kann (.
Nach Satz 4 gibt és daher einen Character 7(x) von der Form
Wy —[_P_ % £_\v. —
| o=(=-)% . (L J* @=01
derart, dass fiir das Primideal ¢ '

( J:—) = 7).

Da aber f der Fiahrer der Classengruppe ist, so folgt, dass keiner
der Exponenten v, --- v, verschwinden kann, so-dass

(= )=(2),

Dass nunmehr fir jede zu p und zu 2 prime Aahl v die Gleich-

heit gilt: A
()=(),

beweist man genau wie bei Hulfssatz 5 von § 6.

2. Esselnun p nicht total positiv und zwar fiirs erste moge
4 nur eine emz1ge negative conjugirte in k besitzen. Dann
ist zur Characterisirung der entsprechenden Classengruppe die
Vorzeichenbedingung unentbehilich (). Aus dieser Tatsache
folgert man wie oben die Richtigkeit der Gleichung

(_F:‘) (%) =Sa (),

da hier Sg,(x ,) 1(1=2,8,---n).

3. Wenn allgemein die Conjugirten von g in  den ¢ reellen
Korpern &, - - - ke negatlv sind, dann bestimmen wir entsprechend
¢ primiire Zahlen g, - - -  in k die bez. nur in einem jener ¢ Korpern
negative Conjugirten aufweisen, und die simtlich zu » prim sind.
Da dann g 4 - - - ¢ primér und total positiv sind, so ist nach 1

(/1/11"'/1:):( vy o )
Y . ;ulal.'. »

[ al

) R.A,S. 84,
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woraus mit Riicksicht auf 2.

(£) ()=l Satm» =12 9

v 7 A
Also, da Sgi(s; »)=8g,(p, v) fiir ¢=1,2,---¢, und Sg(m »v)=1, fir
i=t+1, -1y |
L ~y— = 7 .i P .:. . o« o o
( Yy ) ( r ) 1 ng (lu’ J): (’f/ l, 2, 71)
w. 7z b. w. .

Dieser Beweis gilt offenbar auch dann, wenn p=w singulir
‘primir ist.  Fir diese erhiilt man speciell

(-2 )=118g. (). =L 2, . . .n)
v

§ 14
Das allgemeine Reciprocititsgesetz fiir die quadratische Reste.
Wenn g nicht primér oder auch nicht prim zu 2 ist, und
(W=mll (4=0; i=12, . . .2

wo [; die Primfactoren von 2, und m ein zu 2 primes Ideal von %
ist, dann setzen wir wie in § 9

(u=(-L) (ﬁ)’

worin, wenn g zu 2 prim ist, m=pg zu setzen ist.
Anderseits bestimmen wir ein System von z total positiven
Zahlen p, - - - p, aus den Congruenzen:

= p (mod [?S”"“")

=1 (mod [_245i )’

wo s; den Exponenten der hichsten in 2 aufgehenden Potenz von
L, bedeutet. Wir definiren dann, wenn v eine zu 2, p(und g, - - ‘)
prime Zahl von £ ist (¥), die-s Symbole Z(g ») durch die Glei-
chungen

b

(t=1, 2, s . 2)
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Zt(f") V)=(‘u,;, "')' (’b=]-: 2a -t Z)

 Wir kénnen dann das allgemeine quadratische Reciprocitits-

gesetz wie folgt aussprechen. :

Salz 24. Wenn v zu p und zu 2 prim ist, dann besteht die
Reciprocitats JZ%C/LM 4. :

(w9 =11 g () 2. (J21 500 7)

Beweis. Genau wie bei Satz 15, indem Satz 23 zu Hilfe
herangezogen wird. :

Salz 25. Esist Z,(pv) das 1V07'mem@stsymbol wm Bezug auf
den relativ quadratischen Korper KE=k(s/p) und das Primideal 1;:
es ust stets Z;(p, v) =1, wenn \; nicht in die Relativdiscriminante von K
aufgeht; wenn aber ; zur v,+1 ten Potenz in die Relativdiscriminante
avfyeht, dann ist Z(p, v)—-l oder —1, jenachdem v Normenrest des

K, pers K nach dem Modul L " ist oder micht.
Beweis. Genau wie bei Satz 17, indem die dort mit p bezeich-
nete Zahl hier total positiv angenommen wird, was ja ellaubt

ist (Satz 2).
Unter Beibehaltung der am Ende von § 10 benutzten Bezeich-
nungen erhilt man das Resultat: \

(L)=(L) <1 ) //73(/1 P)”Sgr(ﬂ’ﬂ):

r m

(a=1, 2, . .. h;}@:], 2 v ozy =12, .. .1

d.h. der Wert des Symbols ( ) hingt nur von der Classe ab, welcher

das Ideal v angehort, wenn clbe Classen von k nach der Relativdiscri-
minante des Korpers K=k(s/pr) als Modul und tm engeren Sinne
(nach total positiven Zahlen) definirt werden.

(Abgeschlossen im Juni, 1920.)
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