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Der vorliegende Aufsatz ist die ausfithrliche Darlegung einer
Theorie des relativ Abel’schen Zahlkérpers, deren Umriss vor
einigen Jahren in den Proceedings der hiesigen Mathematisch-
Physikalischen Gesellschaft sehr knapp und mcmgelhaft slqzmrt.
worden ist.: : . '

Diese Theorie stiitzt sich auf den Verallgemeinerten Begriff
“der Idealclassen, welcher sich in ‘der modernen ‘Theorie der

algebraischen Zahlen allmihlich entwickelt, und durch Heinrich -

Weber eine explicite Formulirung in - der sehr allgemeinen Form
- gefunden hat. Es werden danach zwei Ideale eines algebraischen
Korpers nur dann als déquivalent betrachtet und in dieselbe
Idealclasse - gerechnet, wenn ihr Quotient durch eine Zahl
dargestellt werden kann, welche gewisser Congruenzbedingung
nach einem vorgeschriebenen Idealmodul des Koérpers genigt. -
Es existirt'dlsdann zu -einém beliebigen algebraischen Zahlkérper
ein bestimmter relativ Abel’scher Oberkérper von der folgenden
Beschaffenheit:: : :

1) Die- Relatwdlscrlmmante des Oberkorpers enthqlt die
und nur die Primidéale als Factor, welche in den Idealmodul des
Grundkorpers aufgehen, der der Classenelntellung in demselben
zu Grunde gelegt wird. :

2) Die Galois’sche Gruppe des Oberkmpels in Bezug auf
den Grundkérper ist holoedrisch isomorph mit der Classengruppe
(im verallgemeinerten Sinne) des Grundkérpers. -
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3) Diejenigen Primideale des Grundkoérpers, welche der
Hauptclasse (im verallgemeinerten Sinne) angehéren und nur diese
erfahren im Oberkérper eine Zerlegung in die Primfactoren der
ersten Relativgrade; allgemeiner hingt die weitere Zerlegung der
Primideale des Grundkérpers in dem Oberkérper nur von der
Classe ab, dei-die Primideale im Grundkérper angehoren.

s ist dies eine naturgemiisse Verallgemeinerung der
Grundeigenschaften des Classenkéorpers, welcher zuerst von D.
Hilbert eingefithrt wurde und die Theorie desselben von Ph.
Furtwingler weiter fortgefiihrt worden ist. ~Jener Oberkdrper sei
daher als der allgemeine Classenkérper fiir die zugehdrigen
Idealengruppe des Grundkérpers bezeichnet, welche Gruppe die
Hauptclasse (im verallgemeinertenn Sinne) des Grundkérpers
bildet.

Eine wichtige Tatsache in der Theorie des relativ Abel’schen
Zahlkérpers ist nun die, dass umgekehrt zu jedem relativ
Abel’schen Oberkérper eine bestimmte Classengruppe nach einem
geeignet gewihlten Idealmodul in dem Grundkdérper -existirt,
welcher jener Oberkérper als Classenkérper zugeordnet ist, so dass
die relativ Abel’schen Oberkérper einerseits und die Idealen-
gruppen in dem Grundkérper anderseits einander characterisirend
in wechselseitig eindeutiger Beziehung stehen.

Ich habe so weit als méglich diesc Theorie ohne die {iblichen
Voraussetzung entwickelt, dass der Grundkérper die Einheitswur-
zeln enthalte; hierbei haben sich die von Hilbert eingefiithrten,
einem Primideal in relativ normalen Korper zugehérigen Kérper,
welche die weitere Zerlegung des Primcideals des Grundkérpers
behersschen, als ein sehr niitzliches Hilfsmittel erwiesen.

Unter den Anwendungen dieser Theorie sei der Existenz-
beweis fur die unendlichvielen Primideale ersten Grades in jeder
Classe (im verallgemeinerten Sinne) cines beliebigen algebraischen
Zahlkorpers hervorgehoben; es ist dies eine schone Verallge-
meinerung des classischen Dirichlet’'schen Satzes tber die Prim-
zahlen in einer arithmetischen Reihe. '

Als ein Beispiel und eine naheliegende Anwendung der
allgemeinen Theorie habe ich die der relativ Abel’schen Korper
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‘in Bezug auf einen imaginiren quadratischen Kérper in einem
besonderen, Capitel behandelt. "Is gelang die Bestitigung der
“berithmten Kronecker'schen Vermutung iiber die aus der Theorie
“.der complexen Multiplication der elliptischen Functionen entsprin-
.genden Korper vollstindig durchzufiithren, was durch H. Weber
+und R. Fueter (in der unten citirten Abhandlung) nur zum Teil
_.geschehen ist. :

In Verzicht auf die vollstindige thtemtmangabe seien die
folgenden Werke angefiihrt, die, sei es als Grundlage, sei es alg
Anregung, fir diese Untersuchung von Wichtigkeit gewesen sind:

H. Weber, Ueber- Zahlengruppen in algebraischen Kérpern.
Math. Ann. 48, 49, 50. (1897-1898).

H. Weber, Lehrbuch der Algebra, III. (1908).

D. Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkérper. Be-
wicht, erstattet der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 1897..

D. Hilbett, Ueber die Theorie des relativ quadratlschen
Zahlkorpers,. Math. Ann. 51 (1898)."

D. Hilbert, Ueber die Theorie der relativ Abel’schen Zahl-
ikérper: Nachrichten von der Kgl. Gesellschaft der Wissen-
:schaften in Gottingen, 1898. 4

Ph. Furtwingler, Allgemeiner Existenzbeweis fiir den Classen-
kérper eines beliebigen algebraischen Zahlkérpers. Math. Ann. 63
- 41907). _

R. Fueter, Abel’sche Gleichungen in quadratisch-imaginéiren
Zahlkorpern, Math. Ann. 75 (1914).

CAPITEL L
- Der allgemeine Classenkoérper.
§. L
Verallgemeinerung des Classenbegriffs.

Bekanntlich heissen zwei Ideale a, b in einem algebraischen
Korper k iquivalent, wenn es in k eine ganze oder gebrochene
Zahl » gibt, so dass die Gleichheit besteht:

a=yD.
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Die Gesamtheit aller Ideale, welche einem gegebenen aequivalent’
sind, fassen wir in eine Idealclasse zusammen. Dann ist die-
Anzahl & der Idealclassen im Kérper k endlich. Diese Classen.
lassen sich durch Multiplication zusammensetzen: sind nédmlich
, B irgend zwei Classen, a, b beliebige Ideale dieser Classen, dann-
gehért das Product ab einer durch die Classen A, B eindeutig'
bestimmte, von der Wahl der Representanten a, b unabhiingige-
Classe aB. Die 2 Classen bilden in der Tat eine Abel’sche:
Gruppe, in welcher die Multiplication als die Regel der Zusam--
mensetzung gilt, und die Hauptclasse die Stelle des Hauptelementes

A

einnimmt. _
Man kann auch die Gesamtheit der ganzen und,-gebrochenen-
Ideale des Kérpers k als eine (unendliche) Abel’sche Gruppe -
auffassen, indem wir die Ideale durch Multiplication zusammen-
setzen. Dann bilden eben die Gesamtheit der ganzen oder-
gebrochenen Hauptideale eine Untergruppe o vom Index h; sind
a,, 0s,...a, ein System der Representanten der 4 Classen, dann ist
in einer, in der Gruppentheorie iiblichen, Bezeichnungsweise:
G=0a;+0ay+ -+0a. (1)

Eine engere Fassung des Classenbegriffs hat sich bei den.
verschiedenen Problemen als von Nutzen erwiesen. Es werden
die Ideale a, b nur dann als aequivalent aufgefasst und in eine-
und dieselbe Classe gerechnet, wenn ihr Quotient einem Haupt-
ideale (x) gleich ist, wo » gewisser Bedingungen betreffs des
Vorzeichens unterworfen ist. Es ist zum Beispiel verlangt, dass
x positive Norm habe”, oder. dass x total positiv sei,® d.h. die
mit » conjugirten Zahlen in den simtlichen mit K conjugirten
reellen Kérpern ky, ks...k, positiv seien. Solche Vorzeichenbedin--
gungen lassen sich in allgemeinster Weise wie folgt auffassen:
Das System der Vorzeichen, welche die mit * con]uglrten Zahlen
in k, k... .k, aufwelqen sei mit ‘

bezeichnet, wo e=-1 ist; wir wollen es kurz die Vorzeichencom-

1) Vgl. Hilbert, Bericht, § 24.
2) Hilbert, Relativ Abel. Zablkorper, § 5.
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~bination der Zahl » nennen. Dann bilden die 2" miglichen Vor-
zeichencombinationen eine Gruppe nach Multiplication, welche
mit der Giruppe der entsprechenden Zahlen homomorph ist, d.h.,
st '

.die Vorzeictencombination von »’, dann ist die Vorzeichencom-
bination der Zahl »s das Product

(28, 8y €e/).

~Sei nun i eine Untergruppe dieser Gruppe der simtlichen 2” Vor-
.zeichencombinationen, und verlangt man, dass die Idealquotient x
.eine Vorzeichencombination dieser Gruppe H haben soll, dann ist

~damit ein engerer Classenbegriff definirt, wobei die Hauptclasse
- dm;emge Untergruppe o' der Gruppe o der simtlichen Hauptideale
des Korpers k ist, welehe nur die Hauptldeale () enthalt welche
.durch die Zahlen » mit.den V01Aelchencombl1ntloneu von H
er/euﬂt werden. . An Stelle von (1) hat man nunmehr die neue
Classeneinteilung:

G?o.’al+o’ag+‘- ------ o'ay,” . .

wo £ die Classenzahl von k im neuen, engeren Sinne ist, und es
:zerfillt jede Classe oa im alten, weiteren Sinne in eine dieselbe

/
Anzahl — h von den Classen o'a im engeren Sinne, wo die Zahl

%
= offenbar ein Teiler von dem Index der Gruppe g, d.h. von

2r-ro jst,wenn 2™ die Qldnung der Gruppe = ist. -

Einé andere Erweiterung des Classenbegriffs érblicken wir in
.die sogenannten Ringclassen.” Es sei r ein Zahlring im Korper
‘k, f der Fiihrer desselben. Zwei zum Fihver | relativ prime
‘Ringideale a; und by werden dann aequivalent genannt, und
.danach die Ringclassen definirt, wenn '

AQp=x BR ’

“wo » eine Kérperzahl ist, mit oder ohne Veorzeichenbedingung.

1) Vgl. Hilbert, Bericht, §§ 33, 24.
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Ist nun « eine Zahl In az, dann muss in b, eine Zahl 3 geben,.
derart, dass
‘a=xf3, -oder 7{=——-(f~;
B
.30 erscheint » als Quotient zweier zu f primen Ringzahlen..
Wenn umgekehrt a, 6 zwei zu § prime Kérperideale sind, und.
besteht zwischen ihnen die Gleichung:

a=xDb,

wo » ein Quotient der Ringzahlen ist, -dann besteht fiir die-
zugeordneten Ringideale die Relation:

,(IR =X bR'

Es kommt daher auf dasselbe hinaus, wenn man uiter ¢ die-
Gesamtheit der zu f§ primen ganzen oder gebrochenen Kér-
perideale versteht, unter o die - Gesamtheit der Hauptideale,
welche durch die Quotienten der zu § primen Ringzahlen,
eventuell mit Vorzeichenbedingungen, erzeugt werden, und die-
Gruppe & nach dieser Untergruppe o in die Complexe der Form
oa zerlegt: die Ringideale einer und derselben Ringclasse werden.
den Kérperidealen eines und desselben Complexes oa zugeordnet,.
und umgekehrt.

Ein weiterer Schritt wurde durch Heinrich Weber” getan..
Wir betrachten nach ihm die Gruppe ¢ der simtlichen Ideale des:
Kérpers k, welche (in Zihler und Nenner) zu einem gegebenen
Ideal m, dem Exkludenten, relativ prim sind. Ist dann m eine-
beliebige Untergruppe von ¢ vom endlichen Index 74, und
zerlegen wir ¢ in die 4 Complexe der Form ma, dann sollen die:
Ideale eines und desselben Complexes in eine Classe, speciell die-
der Gruppe m selbst in die Hauptclasse, gerechnet werden; zwei
Ideale von ¢ sind demnach aequivalent nach m genannt, wenn ihr
Quotient der Idealengruppe m angehért. Offenbar ist der Classen--
begriff im gewshnlichen, absoluten Sinne ein sehr specieller FFall
dieses allgemeinen Classenbegriffs.

1) H. Weber. Ueber Zahlengruppen in nlgebmischen. Koérpern, Math. Ann. 48-50..
Lehrbuch der Algebra, TII., § 161.
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Die Hauptideale, welche in # enthalten sind, bilden fiir sich
eine Gruppe Ho, offenbar vom endlichenIndex. Definiren wir dann
die Classen nach m, so sind die Classen nach m nichts anders als
die Zusammenfassung einer gleichen Anzahl der Classen nach ®o;
mit anderen Worten, die Classengruppe nach w ist die comple-
mentire Gruppe G/H wenn die Classen nach Ho ZU Grunde gelegt
“werden. -

Jedem Hauptideal («) von H; entspricht nun ein System von
associrten Zahlen ¢ «, wo ¢ Einheiten von k bedeutet. Betrachten
wir nun diese Zahlen einzeln fiir sich, dann bilden sie in ihrer
Gesamtheit eine unendliche Abel’sche Gruppe, deren Elemente
einzelne Zahlen sind, und in welcher die Multiplication die
Compositionsregel abgibt.. Daher kann man mit Weber zur
Definition des Classenbegriffs eine Zahlengruppe zu Grunde legen.

‘ Die Gesamtheit z der ganzen und gehrochenen, zu dem

gegebenen Ideal m primen Zahlen des Koérpers k ist eine Gruppe;

es sei o eine Untergruppe derselben, von welcher der Index (z: o)
endlich ist. Jede Zahl von o definirt ein zu wm primes
Hauptideal, die Gesamtheit desselben ist dann eine Idealen-
gruppe, die wir voriibergehend mit & bezeichnen wollen.. Dann

bilden nach Weber die Ideale eines Complexes 0a eine Idealclasse
nach.o, also speciell die Ideale von 6 die Hauptelasse.

So werden die simtlichen zu m primen Idealen von L in
Classen verteilt. Die Beschriankung, dass nur die zu m primen
Ideale in Betracht gezogen werden, ist fiir dié Classeneinteilung
ohne Belang, denn jede Idealclasse im absoluten Sinne enthilt die -
zu m primen lIdeale. Erst durch die Einfihrung der Zahlen-
gmppe o wird jede .absolute Idealclasse in eine dieselbe Anzahl

d von'den Classen nach o zerlegt. Diese Anzahl d bestimmt sich
nach Weber durch die Formel® '

= (z:0)

(E Lo)
‘wenn © die Gruppe der simtlichen Einheiten in k, £, diejenige der
Einheiten in o, und allgemein (a:8) den Gruppenindex hedeutet.

1) H. Weber, Math. Ann: Bd. 48, S. 443. Lehrbuch, ITI, S. 598.
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2.

V<]

Congruenz—cléssengruppen.

Von einer besondereﬂWichtigkeit ist nun der Fall, wo die
Zahlengruppe o die folgende Bedingung erfiills: »

Es sei a ein beliebiges ganzes Ideal in ¢, und T(%) die Anzmhl
der in o enthaltenen durch a teilbaren ganzen Hauptideale, deren
Norm nicht grésser’als, die positive Grosse £ist. Dann soll

T=—9" 1 Mp-s,

und folglich

sein,” worin g eine endliche von Null vers chledene positive Gidsse
ist, die nur von den Gruppen e-und o, aber nicht von £ und von
der Wahl des Ideals a abhiingt, wihrend M eine Function von ¢
1st, welche mit unendlich wachsendem ¢ nicht unendlich wird, und
¢ endlich eine nur von dem Kérper k abhiingende pos1t1ve Grosse
bedeutet, die kleiner als 1 ist. : ‘
Unter dieser Voraussetzung folgt, wenn fiir ein variables s>1
A(s)=;'~—'1—
' Ny
gesetzt wnd worin j die simtlichen ganzen Ideale einer Classe A
nach o durchliuft,

A(s)= “*T+@Q

WO G(s) eine Function ist, welche fir s=1 in. einen endlichen
- Grenzwert iibergeht.? ;

Hieraus folgt zuniichst, dass die Classenzahl nach o endlich
ist.?

1) H. Weber, Ueber die Zahlengruppen usw., Math. Ann. 49., S. 84.
2) Do. 8.8s.
. 3) Die Voraussetzung 2. bei Weber, a. a. O. ist in der Vora.ussetzuncr 3. enthalten.
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Es sei nun = eine Untergruppe der Classengruppe nach o.
vom Index 4. Dann gibt es hekanntlich % Systeme der Gruppen-
charactere ’

J1s fastiremoee I ns

welche fiir die Classen in 1 den Wert 1 haben. Dementspwchend
definiren wir nach Weber die 4 Functionen Q.(s) durch die unend-
- lichen Reihen: _ - -

Q=2 7w A(s)=22D - 51 9.
N '
wo sich die erste Summe auf die /4 Classen 4, die zweite auf die
simtlichen ganzen Ideale von c erstreckt. Diese Reihen con-
vergiren absolut wenn.s>1. Ist' 7, der Hauptcharacter, dann -
~ geht fiir s=1 '

(s—1) Qufs)

in den endhchen von Null verschiedenen Grenzwert gk iber; fir
die 4—1 anderen Charactere gehen die Functionen

Qz(SD O (i=2,8, 1)
gleichfalls fiir s=1 in die endliche Grenzwerte iber, die jedoch
. auch verschwinden kénnen. _
Die Functionen Qs) lassen sich, so lange s>1, in unendhche

Producte ent\vml\eln

1
— I
Ule)= 7 (n)

N : N(p):

wo p die simtlichen Primideale von « durchliuft.

Definiren wir demnach die Function log @4s) dmch du, eben-
falls fiir s>1 unbedingt convergente Reihe:

2

s atr= = 1= )

=_y&+i§ Zi(p)é
N(py 2 N(p* ’
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so erhalten wir, indem wir nach ¢ summiren ‘

t o 1 ]7/ ' 1
log 1 Qus)=hY—F—t—— 2
Og Ql«(s) A b _ N(pl)s 2 N(pﬂ)‘h +

wo links unter log. der reelle W ert des Logarithmus zu verstehen
ist, und wo die erste Summe rechts sich auf die simtlichen in m
enthaltenen Primideale p, erstreckt, wihrend sich die zweite
Summe auf- alle Primideale p, erstreckt, von welchen "erst die
zweite Potenz in w enthalten sind, usw.

Da nun (s—1) /7 Q(s) fir s=1 endlich ist, so erhalten wir die
fir s>1 geltende fundamentale Beziehung

S = O S M

wo sich die unendliche Summe auf die simtlichen in # enthaltene
Primideale p erstreckt, und wo jf{(s) eine Function von s ist,
welche fiir s=1 nicht positiv unendlich wird."”

Die oben fir die Zahlengruppe 0 gestellte Forderung wird
erfiillt, wenn o die Gruppe der zu m primen Zahlclassen nach dem
Modul m ist, mit oder ohne Vorzeichenbedingung von der in §1
erwithnten Art, und dementsprechend « die Gesamsheit der zu m
primen Ideale des Kérpers ist. In dem Falle, wo o die Gruppe
der siimtlichen Zahlen « ist, welche die Congruenz

e=l, ()

befriedigen, also aus einer einzigen Zahlclasse mod. m besteht, dem
Talle, worauf es im Wesentlichen ankommt, bestitigt man durch
die bekannte Methode der Volumenbestimmung,® dass

"L < 1

o=1l—-——

T wNm)|vad | o

)

wo n den Grad des Korpers k, » die Anzahl der Paare con-
jugirt imaginiren unter den mit k conjugirten Kdérpern, d die

1) Diese Schliisse bleibt offenbar giltig, wenn nur die Primideale ersten Grades in die

Summe aufgenommen werden.
2) Vgl. H. Weber, Lehrbuch der Algebra, II. 20 und 21 Absck.. auch Zahlengruppen,.

Ma h. Ann 49 S. 90-94.
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Discriminante des Kérpers k, N(m) die Norm des Ideals m im
Kérper &k, w die Anzahl der Einheitswenzeln in o, L den
Regulator” des Syﬁtem:, der I'undamentaleinheiten in o bedeuten;
es ist vorausgesetzt, dass fiir die Zahlen in o alle V orzeichencom-
binationen zugelassen werden. _

'Eine Idealclasse nach .o, d.h. die .Gesamtheit der Ideale

@i,

wo j eln geoebcnes za m primes Ideal, # eine ganze oder
gebrochene zu m prime Kérperzahl ist, derart, dass ‘

e=1, (m) _ : ‘ .

nennen wir eine Congruenzclasse nach dem \'Iodul m, ein System
solcher Classen, welche sich durch Multiplication und Division
reproducirven eine Congruenzclassengruppe.

Jedoch sind wir berechtigt, auch eine heliebige Congruenz-
classengruppe u einfach als eine Classe, als die Hauptclasse, zu
betrachten, und demnach den Classencomplex ¢ als eine Classe
zu bezeichnen. Diese Erweiterung des Classenbegriffs ist beson-
ders von Statten, wenn m aus lauter Hauptidealen besteht; es
kommt dann auf dasselbe hinaus, wie wenn in der Zahlengruppe

o mehrere Zahlclassen nach m aufgenommen werden. Zum

Beispiel sind die Ringclassen Congruenzclassen in dem erweiterten
Sinne, wenn fiir den Modul der Fithrer: des Ringes angenommen
wird. Wenn m das Einheitsideal (1) i85, dann fallen wir in den
Klassenbegriff im absoluten Sinne zuriick. Da in der Folge aus-
schliesslich von den Congruenzclassen die Rede sein wird, lassen
wir den Zusatz ,,Congruenz‘‘ weg.

Die in der Formel (1) ausgedriickte Tatsache formuliren wir als

Satz 1. Ist u eine Classengruppe vom Indexr h? in einem.
Korper k, und durchliuft » die simtlichen in 1 enthaltenen Prom-
ideale (vom ersten Girade) des Korpers k, dann ist fir s>1

SO SRR S VS S
O WA

1) Dirichlet-Dedekind, Vorlesun;gen iiber Zahlentheorie, 4. Aufl. S, 597,
2) Gemeint ist der Index von H in Bezug auf die Gruppe der siinitlichen- Classen von k.
eine abkiirzende Bezeichnung, die in den folgenden durchgehend beibehalten wird.
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wo f(s) cine - Function der veeilen Veranderlichen s ist, welche nicht
Aposatw unendlich wird, wenn sich s abnehmend der Grenze 1 nahert.

Ist nun a ein zu m relativ primes Ideal, dann gibt es in der
Zahlengruppe o eine durch a teilbare ganze Zahl « von der Art,
dass «:a relativ prim zu einem beliebig vorgeschriebenen Ideal ¢
ausfillt.  Denn sind g, ¢/,... die von einander verschiedenen
Primfactoren von ¢, welche nicht in m aufgehen, dann gibt es
bekanntlich eine durch a teilbare ganze Zahl o, derart dass a:a

durch keines der Ideale g, ¢,.. teilbar sind.  Bestimmt man
dann « aus den Congruenzen A

* a=ay, - (agy’),

. a=p, (m), }

Wo p eine in o enthaltene, folglich zu m prime Zahl bedeutet,
dann befriedigt « die gestellten Forderungen.

Aus dieser Tatsache folgt unmittelbar, dass jedes zu m prime
Ideal a als den grossten gemeinsamen Divisor zweier in o enthal-
tenen ganzen Zahlen », p dargestellt werden kann. Ist nimlich
x eine durch a teilbare Zahl in o, ¢ ebenfalls eine solche Zahl,
dass jedoch p:a prim zu x:a ausfillt, dann ist in der Tat

a=(x, p).

Ferner folgern wir noch die folgende wichtige Tatsache:

Satz 2. In jeder Classe & nach o gibt es Ideale, die zu einem
beliebig gegebenen Ideale ¢ relativ prim sind. .

Beweis. Sei a ein beliebiges Ideal in ‘der zu A reciproke
Classe A™', « eine durch a teilbare Zahl in o:

a=ab,

derart, dass 6 prim zu ¢ ausfillt. Da dann b der Classe 4 ange-
hért, so ist der Satz bewiesen. .

Wenn daher von den Idealen Jeder Classe einer Classen-
gruppe u nach dem Modul m, nur die beibehalten werden, welche
relativ prim zu einem beiiebigen Ideal ¢ sind, dann bleiben die-
Classenzahl Llﬁgééixldert. Eine solche Classengruppe kann aber
auch aufgefasst werden, als eine Classengruppe nach dem Modul
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m’, wo m’ das durch m teilbare Ideal bedeutet, welches dadurch
aus m entsteht, wenn demselben alle in ¢ enthaltenen Primideale
als Factoren hinzugefiigt werden, die nicht in m enthalten varen.
In diesem Sinne ist eine Classengruppe nach dem Modul nr.
zugleiéh eine Classengruppe nach jedem durch g teilbaren Modul
w’; nur spielen dabei einige Factoren von m’ die Rolle der zar
Classeneinteilung un\vosenthchen Excludenten.

Ist allgemein 1 eine Classengluppe sowohl nach dem Modul
u, als nach m,, und ist m der grisste gemeinsame Divisor von m.
und m,, dann ist m eine Classengruppe nach m. -Denn sei ¢, eine
-z m, und m, prime Zahl, die der Congruenz:

a=1, (m) (2
geniigt, also '

ago=14p,
wo / durch m teilbar, folglich in der Form darstellbar ist:
#=n+t7,

wenn mit 7, und 7, bez. durch m, und m, teilbare Zahlen be-
zeichnet werden. Setzt man daher '

a=1+"/27
dann bestehen die Congruenzen
. ’
e=ae, (Iy); a=1, (ny) ;

folglich ist « prim zu m, und zu me.  Nach der zweiten Congruenz
ist das Ideal («) gewiss in ® enthalten, und weil @ auch eine
Classengruppe nach ‘dem Modul in, ist, so folgt aus der ersten
Congruenz, dass (%) in m enthalten sein muss. .Da aber ¢, eine
beliebige der Congruenz (2) geniigende Zahl ist, so 1st unsere
Behauptung nachgewiesen. : _

Demnach gibt es-unter allen Moduln m, die dieselbe Classen- .
gruppe. u definiren, einen bestimmten von kleinster Norm. Der-
selbe nennen wir der Fiihrer der Classengruppe =.
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D
I,

7

Ein Fundamentalsatz iiber die relativ normalen Kaorper.

Satz 3. Wenn K ein relativ normaler Korper vom Relativgrade
-n 1n Bezug auf dem Korper k ast, und wenn p, alle Primideale vom
Grundkirper & dwrchlioft, welche in K in die von einander
verschiedenen, Primideale des ersten Relativgrades zerfallen, danmn ist
fir s=>1 . '
wo 1 .- 1

“Np) T w - loem T,

wo I(s) eine Function des veellen Verinderlichen s wst, die endlich
blebt, wenn sich s abnehmend der Grenze 1 nahert.”
Beweis. Das fiir s=1 absolut convergente, auf alle Primideale
B von K mit Ausschluss von den endlichvielen, in die Relativdif-
ferente von K/k aufgehenden, zu erstreckende unendliche
Product :
/A —
1—Ng($)™
‘wo Ni die Norm im Imlpel K bwelchnet lasst sich wie folgt
- .amformen:

£ 1 Ul 1 \m 1 P 1. ¢
R = Uy ) )

T—N(p)~

-wo sich das erste Product rechts auf alle Primideale p, von k, das
7Jf Y . . . > -
Product /! auf alle Primideale p; von k, welche in K in ¢ von
-einander verschiedene Primideale desften Relativgrades zerfallen,
wo f ———>1 endlich das Product i sich auf-alle von 1 verschie-
-denen 1elle1j von n erstreckt. Geht man in die Logarithmus
iiber, so erhalt man
1 o1

log 11 - 2 +85,
1 =Nz ()~ - N(p,)

1) Fir den absolut normalen Kérper, vgl. Hilbert, Bericht, S. 265 (Satz 84). Dieser Satz
bleibt auch giiltig, wenn nur die Primideale p; vom ersten (absoluten) Grade in die Summe
saufgenommen werden, worauf es im wesentlichen ankommt ; vgl. die Fussnote ?) aaf S. 10.
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WO A
1 « 1 1 1
. S=n b —+ X I )
o TNy T8 T Na)
¢ - 1 1+ 1
el X N S,
+ & N T e Ny )

SR S
<n(2 NG + 2 NGy g )
i 1 i1
= Y oY
~TTNGNG -1 T NG

wenn Y eine tiber alle von demEinheitsi.deal verschiedenen ganzeh
Ideale von Lk zu erstreckende- Summe bedeutet. & ist also eine
far s>—§~ absolut convergente Dirichlet'sche Reihe, und geht fiir
s=1 in einen endlichen Grenzw elt ube1

Da bekanntlich

Lim{log 11 1 —log 1 }
=140 1—Nz(B)™ - os—1
endlich ist, so ist unser Satz bewiesen. '

Von diesem Satz machen wir eine Anwendung auf einen

Specialfall, um eine Tatsache herzuleiten, die wir spiter einmal
_benutzen werden. '

- Sei K relativ Abel’sch tiber k vom Rélativgrade I, welcher
aus ¢ von einander unabhingigen relativ ychschen Kérpern vom
Primzahlgrade 7 zusammengesetzt ist.

Sehen wir von den in einer endlichen Anzahl vorhandenen,

in die Relativdiscriminante aufgehenden Primidealen ab, dann
zerfillt ein Primideal von k in K entweder in /' von einander
. verschiedenen Primideale vom ersten Relativgrade oderin ' vom
I ten Relativgrade; dieses letztere zerfillt dann in einem Unterkorper
K’ vom Relativgrade ' in die Primideale vom ersten
Relativgrade; es ist nimlich K’ der Zerlegungskaérper fiir jedes der
I*"' relativconjugirten Primideale von K (K muss relativ cyclisch
in Bezug auf K', also hier vom Relativgrade  sein).

Bezeichnen wir die Primideale der ersten Art durchweg mit

p, die der zweiten Art, welche einem bestimmten Kérper K’
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entsprechen, mit p,, dann folgt aus Satz 3, angewandt auf K und
‘K', dass '

g1 1 -1

T N(p)y 1 =1
o1 ® ] 1 1
2 Y — I
(a7 + w0 et

folglich auch

o] —1 1

Y-

" N(py r tog s—1

endlich bleiben, wenn sich der reelle Verdnderliche s abnehmend
der Grenze 1 nihert. Die Primideale \;o, sowie p, sind daher in
unbegrenzter Anzahl vorhanden. '

Enthilt k die primitive I* Einheitswurzel, dann ldsst sich dieses
Ergebnis wie folgt ausdricken: :
" Esselen m, ay......q ganze Zahlen des Korpers k, welche die
primitive [ Einheitswurzel enthiilt, wo / eine natiirliche Primzahl
1st, von der Art, dass keine der I‘—1 Producte

die man erhilt, wenn man jeden der Exponenten die Werte 0, 1,

2,...... {—1 durchlaufen ldsst, mit Ausschluss eines Wertsystems
m,=nn=...=m,=0, die [* Potenz einer Zahl in k wird. Sind dann
&, Gl £, beliebig vorgeschriebene [* Einheitswurzeln, dann

gibt es in k stets unendlichviele Primideale p vom ersten Grade,

fir welche ,
()= ()=t () =5,
Np /e » ) P :

a . . .
Wwo (T) den [** Potenzcharacter und e eine gewisse von p abhéin-

gige nicht durch 7 teilbare ganze rationale Zahl ist.”

In der Tat, wenn zunéchst &, &...... &, simtlich gleich 1 sind,
werden. durch die gestellte Forderung diejenige Primideale von k
characterisirt, die im relativ Abel’schen Oberkérper K=k (&/a;, Va,
...... Ya;) vom Relativgrade  in die Primideale vom ersten

1) Vgl. Hilbert, Bericht, Satz 152.
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Relativgrade zerfallen. Ist dagegen etwa & + 1, dann bestimme

man ¢—1 ganze rationale Zahlen n,, ...... n, 50, dass
5?’5_,:1’ ...... E’i“ft_l’
@ <]
und setze dementsprechend : >
0y 0= oy eee e a’ o,=f.

Dann lisst sich die gestellte Iforderung umformen in:
| 4 Vo1, (o )=, B \—
() ()=t ()=

Sie werden durch diejenige Primideale p von k erfiillt, welche in

dem relativ Abel’schen Kérper K'=k (/B ...... /@) vom Relativ-
grade I, nicht aber in K, in die Primideale vom ersten Re-
lativgrade zerfallen. Die tber diese Primideale erstreckte Summe

:——N%T)s wird daher nach Satz 3, fiir s=1 unendlich wie"
11 1
‘ — 1 .
(=)=

womit unsere Behauptung bestitigt wird. .

§. 4.
Der Classenkérper.

Es sei K ein relatiy normaler Oberkérper von k vom
Relativgrade n; die Idealclassen in k seien nach dem Modul m
definirt. Die Gesamtheit derjenigen Classén von k, welche
Relativnormen der zu -m primen Ideale des Oberkérpers K
enthalten, bildet dann eine Classengruppe, die wir mit ¥
bezeichnen, und es sei 4 der Index. von ® in Bezug auf die
vollstiindige Classengruppe von k. Der Korper K und die Classen-
gruppe H bezeichnen wir als einander zugeordnet.

Die .zu m primen Primideale von k, welche in K in die
Primideale des ersten Relativgrades zerfallen, sind ‘demnach
simtlich in den Classen von u enthalten, womit nicht gesagt wird,
dass umgekehrt jedes in einer Classe von ® enthaltene Primideal
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von k in die Primideale des ersten Relativgrades in X zerfillt.

Wenn der Relativgrad des relativ normalen Kérpers K und
der .Index der zugeordneten Classengruppe u von k einander
gleich sind, dann soll K der Classenkorper fiir die Classengruppe

H genannt werden.

Mit Hilte der Sitze 1 und 3 folgt aus der obigen * Definition
der folgende Satz, welcher in der Folge von einer fundamentaler
Bedeutung ist.

Satz 4. Der Relatwgrad des oela,tw normalen  Korpers 1st
rivemals klenier als der Index der zugeordneten Classengruppe des
" Grundkirpers.

"~ Beweis. Nach Satz 1 ist, wenn p die simtlichen in der
Classengruppe m ‘enthaltenen Primideale von k durchliuft,

L1 1 1
N(p) h’y log 1 +£(s), (s=>1)

wo % der Index . der Classengruppe H ist, uh_d f(s) eine Function
der reellen Verinderlichen s, welche fiir s=1 unter einer endlichen
positiven Schranke bléibt.  Die simtlichen zu m primen
Primideale von k, welche in K in die von einander verschiedenen
Primideale vom ersten Relativgrade zerfallen, die wir durchweg
mit p, bezeichnen, sind in u enthalten; wir bezeichnen die-ibrigen
in  enthaltenen Primideale durchweg mit p’. Dann ist

» 1 mo1 Vo1
> = ¥ L ¥ ,
. , N(py N) | Ny
and nach Satz 3
o] A 1 1 )
¥ -t
~ Nip,) w 8Ty FE), (=)

“wo n der Relativgrad von K/k ist und F(s) eine Functlon von s,
die fir s=1 endlich bleibt.
Demnach hat man
v o1 11 1
¥ — . —F(s) =0
ey = (e Hsw-Fe =0

fir s=1. Da f(s)— F(s) nicht positiv unendlich wird, wenn sich s
abnehmend der Grenze 1 nihert, so folgt hieraus
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1 - 1 = 0, L
h wn
~oder : L
n=h,

wvomit der Satz bewiesen ist. R . A
4 Dieser Schluss bleibt, wie man sofort erkennt; auch daniy
_giiltig, wenn nur vorausgesetzt wird, dass die in # enthaltenen
Primideale - vom (absolut) ersten Grade in die. Primideale vom
-ersten Grade in K zerfallen, sogar mit einer endlichen. Anzahl
-Ausnahme, oder unendlichvielen, wenn nur -die uber diese
- Ausnahme-ideale erstreckte Summe Sﬁﬁir s=1 endlich bleibt.
Eine wichtige Folgerung des obigen Beweises ist die, dass,
~wenn n=4A, also wenn K Classenkérper fiir: die Classengruppe m
“ist, die Function f(s) notwendig far s=1 .endlich bleibt. Dann
“sind die Grenzwerte fiir s=1 von den Reihen
Q(s)  (i=2,3,h)
~(§ 2, 8. 9) von Null \«elschleden und hlelaus folgt, dle folgende
wwht]ge Tatsache?: ' : Co
Satz 5. In einem beliebigen algebrazschen ]\orper eustzrt m
_Jeder Classe nach dem Modul m  eine : unbegrenzte,.: asymp_tomsch
~gleiche,” Anzahl von Primidealen ersten. G'rades;; speciell existiren,
wenn p eine beliebige; o eine zu p prime, ganze Zahl des Korpers ist,
—unendlichviele ganze Zahlen = in dem]f' orper, die der Congruenz .

. i w=a, (1) ’

. genilgen, und wvon der Art sind, dass (=) unencllwkmele Prmmcleale
~des ersten Grades darstellen;
~(dies unter der vorliufigen Annahme dass es fir JBdG Classengruppe
H eines beliebigen Kérpers einen entsplechenden Classenkorper
.gebe, was tatsichlich der _I‘a_ll ist, me:.m, der, Folge bewiesen
~werden wnd) ' oy \\ e

Wir fiigen hier noch einen Hulfssat& hm/u, \lden wn qpate1
nicht wohl entbehren kénnen. . Con VY e

1) H. Weber Zahlengruppen, Math. Ann. 49, 8. 89.. i
2) E. Landmu Ueber die Verteilung der Primideale in den Idea.lkla&en eines alaebraxschen
* Zablkorpers, Math. Ann. 63, S. 196-197. R SRR RY R PR
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Hiulfssatz. Sei K/k ein relativ normaler Koérper vom-s
Relativgrade n, 1 eine Classengruppe in k vom Index /4, welche-
nicht dem Korper K zugeordnet zu sein braucht. Dann gibt es
in k unendlichviele Primideale (ersten Grades), die nicht einer-
Classe vom = angehéren, und auch nicht in K in die Primideale -
vom ersten Relativgrade zerfallen.”

Beweis. Wir beweisen diesen Satz nur in dem Ifalle, wo.
A>2, weil wir ihn spiter nur fir eine Classengruppe eines-
ungeraden Primzahlindex anwenden werden. Nach Satz 1 gilt
fiir die tber alle nicht in m enthaltene Primideale erstrecke-
Summe

\‘v. 1 _ h— 1 10g ]

X = D(s),
Ny /) s—1 )

wo ®(s) fir s=1 endlich oder positiv unendlich wird. Anderseits -~

15t
1 1

X = log
N(p,» n

1

F(s),
s—1 + ()

wo F(s) fir s=1 in einen endlichen Grenzwert ibergeht, wenn.
die Summe auf alle Primideale p, erstreckt wird, die in K in die -
Primideale des ersten Relativgrades zerfallen.

Wenn nun 2>2, dann ist jedenfalls

h—1 1

L+« =

woraus der Satz folgt.

o.

(774

Eindeutigkeit des Classenkorpers.

Satz 6. Seien 1, ¥ Classengruppen in k; K, K'-bez. die-
Klassenkinper fir dieselben. Ist dann ®' Untergruppe von ®, dann -
ist K' Oberkirper von K. Fur eine Classengruppe kann es daher
nicht mehr als einen Classenkorper geben.

Beweis. Seien K/k, K'[k bez. vom Relativgrade =, »'; der

1) Vgl. Ph. Furtwiingler, Math. Annalen 63, S. 23.
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-aus K und K’ zusammengesetzte . Korper K* ist dann wieder
-relativ normal, er sei vom Relativgrade n.*

Seien ferner S, Se, S; die auf die Primideale p von k erstreckten
LSummen

S
Ny

und zwar erstrecke sich S, auf die simtlichen Primideale, die
-sowoh] in K als auch in K, folglich in K* in die Primideale des
ersten Relativgrades, §; auf die, welche in K aber nicht in K', S,
-auf die, welehe in K’ aber nicht in K, in die Primideale des ersten
‘Relativgrades zerfallen. Dann ist nach Satz 3

1 1
S,= log——— y
S, = og p—) +Fl(v8)
1 1

Sl + IS'2=

log———+ Fys),
s—1

Y

S+ Sy=—log— 4 Fi(s),
7 s—1

-wo die Funetionen f{s) fir s=1 endlich bleiben. Hieraus erhilt
yman o ' ‘

‘,S'1+S2+;S3=( 1,1 1:,_)10'g 11"+G(s), M
. \ S .

% w 7~

wo auch G/(s) fur s=1 endlich ist.

Anderseits ist, nach Annahme, die Classengruppe ® vom
Index =; .ferner soll m alle oben in di'e' Summen &, S 8
-aufgenommenen Primideale, und maglicherweise noch die anderen,
-enthalten, von welchen letzteren auf einer idhnlichen Weise die
Summe .S gebildet sein mége. Alsdann ist nach Satz 1.

'S[ +1S3+ Sg+ S,=L

n

log— L /() @

wo f(s) eine Function von s ist, welche unterhalb einer endlichen
positiven Schranke bleibt, wenn s abnehmend der Grenze 1
.zustrebt. '

Ausi(1)uand (2) folgt, fir s>1
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§'=(— =) log—L A9 -6 =0,
’ © s—1

n* 2

woraus zu schliessen ist, dass

oder
n' 271,.*
Da aber n*é n', so erhilt man
1 ' n¥=n'.
Also fillt der Korper K¥ mit K' zusammen, d.h. K ist in K~
enthalten.

Wenn nun K’ auch der Classenkoérper fir m ist, dann muss
nach dem eben bewiesenen K’ in K enthalten sein. Daher fillt
K' mit K zusammen: es kann daher nicht mehr als einen.
Classenkérper fir u geben. '

Wir bemerken noch, dass die obigen Schliisse giiltig bleiben;
wenn nur vorausgesetzt. wird, dass die Primideale von k, welche-
bez. in den relativ normalen Kérpern K und X' in die Primideale
vom ersten Relativgrade zerfallen mit endiicher Anzahl Ansnahme-
bez. in m und =’ enthaiten sind. Dasselle gilt auch dann noch,
wenn nur die Primideale ersten Grades von k in Betracht gezogen.
werden.

 CAPITEL 1II.

Die Geschlechter im relativ cyclischen Kérper
o vom Primzahlgrade.

§ 6.

Einige allgemeine Silze iiber die relativ
Abel’schen Zahlkorper.

In diesem Artikel fassen wir einige Sitze iiber die rélativ-
Abel’'schen Kérper zusammen, die wir in der Folge wiederholt
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anzawenden haben. : Iis sind die Sitze, welche die Zerlegungs-
Trigheits- und Verzweigungs-kérper eines .Primideals betreffen;
die zuerst von D. Hilbert” fiir die absolut normalen (Galois’schen)
Kérper aufgestellt, und von H. Weber” fiir die relativ normalen
Korper verallgemeinert worden sind, und die wir hier fur die
relativ Abel’schen Kdrper specializiren werden. :

Sei K/k-relativ Abel'sch vom Relativgrade #.  Ein Primideal ‘
p vom Grundkorper k wird in lx auf einer folgenden Welse in die
anfactmen zerlegt:

= (Sl’x §B """ SB )J
WO :
n=e g9f, : ,
und 7' der Relativgrad® von jedem der relativ conjugirten Ideale
5 o P, von K in Bezug auf k ist.

Die Zerlegungskorper von diesen relativ conjugirten Prim-
idealen in Bezug auf k sind, .wenn K relativ Abel’sch ist, ein und
derselbe Oberkérper von k, so dass wir berechtigt sind, ihn als der
Zerlegungskérper fir das Primideal p.im Oberkérper K zu bezeich-
nen.. Gleiches gilt fiir den Trigheits-, und Verzweigungs-kérper.

Der Zerlegungskorper K. far p ist vom Relativgrade ¢ in Bezug
auf k, er ist der grésste in K enthaltene Oberkorper von k,
welchem p in die von einander verschiedenen Primideale des ersten
Relativgrades zerfillt. . -

. Der Trigheitskorper K, fir’ p 1st vom . Relativgrade ef"
Bezug auf k, und relativ cyclisch vom Grade f' in Bezug auf den
Zerlegungskorper K.. Er ist der grosste in K enthaltene Ober-
korper von k, dessen Relativdiscriminante prim zu p ausfillt.

Der Verzweigungskoérper I, fitr p ist relativ cyclisch in Bezug
auf den Triigheitskérper K, dessen Relativgrad ein Teiler von p”'~1
ist, wo p/ die Norm von p in k, also p”/’ die Norm von * in K ist;
dieser Relativgrad ist als der grésste Teiler von g bestimmt, welcher

1) D. Hllbmt Grundziige einer Theorie des GalOlS schen Z&hlkorpers, Gottinger \achuch-
ten, 1894 ; vgl. auch Bericht, §§ 39-47.

2) 'H. Weber, Lehrbuch der Algebra, IL. (2 Auﬂ) 19. Abschmtt

3) H. Weber/l. c. S. 645. :
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prim zu p ist. Wenn g durch p teilbar ist, dann sind zwischen K,
und K die Verzweigungskérper hioheren Grades K;, K., ...... ein-
zuschalten; die Relativkorper K,/K, K, /K, ...... sind relativ
Abel’sch und aus nicht mehr als ff* von einander unabhingigen
relativ cyclischen Kérpern p** Grades zusammengesetzt. Es ist 3
ein Primideal in K, dasselbe wird in K/K, in die g te Potenz eines
Primideals ¥ zerlegt, welches vom ersten Relativgrade in Bezug
auf K, ist. Wir heben speciell die folgenden Sitzen hervor.

Satz 7. st K[k velativ cyclisch vom Primzahlpotenzgrade 1,
und geht ein zu [ primes Primideal p von K in die Relativdiscrimi-
nante des in K enthaltenen relativ cyclischen Oberkorper wvon k vom
~ Relativgrade I auf, dann st die Relativdiscriminante von K[k genau
durch die I'—1" Potenz von v teilbar ; ferner ist

N (=l @)

wo N die in k genommene Norm bederitet.

Satz 8. E's sei K[k relativ cyclisch vom Primzahlgrade I, ferner
set L ewn wn I aufgehendes Primideal von k. Wenn dann die Relativdis-
criminante von K[k durch U teilbar, dann st sie genaw durch die
(v+1) (I—1) te Potenz von | teilbar, wo » > 0. Die Zahl v ist dadureh
characterisirt, dass fur jede ganze Zahl A von K die Congruenz besteht:

sd=4,’ (E“‘l)

wo § eine erzeugende Substitution der Gulois’'schen Gruppe des Relativ-
korpers K|k, sA die relativ conjugirte Zahl von A, und £ das in |
aufgehendes Primideal von K bedeutet.  Speciell ist, wenn A genau
durch die erste Potenz von @ teilbar ist, sA-A genaw durch die v+1
Potenz von & teilbar.”

Fir die Zahl v gilt die Beziehuﬁg

wenn s der Bxponent der hichsten in I aufgehenden Potenz wvon [ 1st.

Ferner ist v nur dann durch 1 tedbar, wenn

1) Hilbert, Bericht, § 44, 47 ; es ist »+1 der dort mit L bezeichnete Exponent.



Ueber eine Theorie des relativ Abel’schen Zahlkorpers.

o
Qe

(also wenn s durch [—1 teilbar ist). *
Beweis. s geniigt, den zweiten Teil des Satzes zu beweisen.
Sei 4 eine genau durch die erste Potenz von € teilbare Zahl von K.
- Ist dann A genau durch £ teilbar, dann kann man eine zu € prime
Zahl B so bestimmen,. dass

A=By, (@), M

wo u ein beliebig grosser Exponent sein kann. Ist nun e¢x0, (0),
dann ist s4°— 4° genau durch 2+ teilbar, daher auch

sd—A EB(SAG—A")+(SB —B)s A, (24

genau durch €'+ teilbar, weil das zweite Glied rechts wenigstens
durch 27+ teilbar und nach Annahme u=>v+e¢ ist. Ist aber
" =0, (1), dann kann man in (1) 4° durch eine Zahl 2 von k erset-
zen, welche genau durch die ¢:1* Potenz von [ teilbar ist; man
erhiilt dann

' sd—A=(sB—B)A, (€Y,

folglich ist sA— A @ewiss durch eine hohere als die v+¢° Potenz
von £ teilbar. '

Bildet man daher aus der Zahl A,=sA4—A4 wieder die Zahl
A,=s4,—A,, und so fort, bis man erhiilt 4,=sA4,_,—A4.., welche
letztere Zahl A, symbolisch mit '

(s—1)» 4
bezeichnet sein moge, dann ist dieselbe genau durch die e+no*
Potenz von € teilbar, wenn keine der n Zahlen e, e+v, e+2v,......
e+(n—1w durch 7 teilbar ist, andernfalls aber gewiss durch eine

_ hohere als die e+nv'® Potenz von & teilbar.
Vermdége der Identitit

+Uw— 1)+ (z— 1)

schreiben, wir nun die Relativspur von 4 in der Form:



2 Art. 9.—T. Takagi :

S(A>=(1+S+s2+ ...... +Sl-1)/1 A
= l ! 2 1-1
_Z/H'(g)(s—l)zl—i—.( 3 )(s—l) N +(s—1)14.

Das erste Glied auf der rechten Seite ist genau durch die s+ 1%,
alle folgenden Glieder bis auf das letzte durch hohere Potenzen
von & teilbar; das letzte Glied aber mdge genau durch ¢ teilbar
sein. Nach dem vorhin Bemerkten ist dann

ausser wenn »=0 oder =1 (I). Da der Exponent der héchsten in
S(4) aufgehenden Potenz von € durch [ teilbar sein muss, so ist
jedenfalls : :
sl+1=a. ‘ @)

Hieraus folgt fir v£0, +1, (1),
- si>v(1—1).
Dasselbe muss aber auch fiir #=1, (I) gelten, weil dann
a=1+v(—-1)

durch 7 teilbar, folglich das Gleichheitszeichen in (2) ausge-
schlossen ist. Wenn endlich v=0, (I), so ist a=1+v(I—1) nicht
durech { teilbar, daher muss in (2) notwendig das Gleichheitszeichen
gelten, also

sl=v ({—1),

womit der Satz bewiesen ist.

Wenn k die primitive {* Einheitswurzel ¢ enthilt, und wenn
ein Primideal [ genau zur ¢** Potenz in (1—¢) aufgeht, dann ist
s=0({—1). Ist dann # eine Zahl von k die genau durch eine
Potenz von [ teilbar ist, deren Exponent zu / prim ist, dann geht
[ in die Relativdiscriminante des relativ cyclischen Kérpers K=
k (&p) aul, und die entsprechende Zahl » nimmt den grosstinog-
lichen Wert o/ an. Wenn dagegen p nicht durch / teilbar ist und
m der hdchste Exponent bedeutet, fir den es eine Zahl « in k
gibt, so dass p=q!((*), dann ist die Relativdiscriminante von
K=k (}p) nur dann durch [ teilbar, wenn m<csl. In diesem
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Falle ist ‘aber m .notwendig prim zu /. Far die entsprechénde
*Zahl v erhiilt man den Wert v=0l—m. Denn die Zahl A=a—.Yp
von K ist genau durch &7 und sd—-A= (]-—-C)\//A genau dmch
e teilbar, so dass al=m+v."

, Endlich sei noch das fo]gende bemerkt: Ist K/k relativ
cyclisch vom Grade ", und wird mit K“ der in K enthaltene

relativ cyclische Oberkérper von k vom Relativgrade 1 (v=1, 2,---

..1) bezeichnet, und geht [ in die Relativdiscriminante von K®/k

auf, dann zerfillt ( in K in die Potenz eines Primideals; die

Relativdiseriminante von Kjk enthilt dann { genau zu der Potenz

Imt dem Exponenten

lh te

= w+1) (z—1)+z'l-’@1+1)(z—1)+ ...... + (v +1)(1=1)
. =Zh_1+(l_1) {vl' l'*‘?)llh-‘g'f‘ ...... .+’U/L-1}s

WO v, Vs eaen. dieselbe Bedeutung fir K®/K®, K®/K®, ...
haben, wie » fiir K[k, und es ist o ' '

12 v<<vy<vg<<----- <V = 1

78]
=l

Uber die Normenreste des relativ cyclischen,
Korpers vom Primzahlgrade.

Cs sei k ein beliebiger algebraischer Kérper, K ein relativ
cyclischer Oberkérper von k vom Relativgrade , wo I eine gerade
oder ungerade natirliche Primzahl ist. Eine Zahl « in k heisse
dann ein Normenrest des Relativkérpers K nach- einem Ideal-
modul j in k, wenn es eine Zahl 4 in K gibt, fir die )

N(4)=a ()

wo mit N die Relativnorm in Bezug auf k bezeichnet wird.

~

1) Vul Hilbert, Bericht, Satz 148, wo die hier angedeuteten Tatsachen fiir den
Krelskorper k bew1esen Wll‘d dieser Beweis ist leicht auf den allgemeinen Korper k zu
iibertragen. ' ' ) -
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Ueber die Normenreste nach Primidealpotenzen in k gilt der
folgende fundamentale Satz. .

Satz. 9. FBs sei K[k relativ cyclisch vom Primzahlgrade 1.
(I) Wenn dann y ein Primideal in k isi, welches nicht in die Relativ-
discriminante von K[k aufgeht, dann st jede zu p prime Zahl in k
Normenrest des Korpers K nach jeder Potenz won p. (II) Wenn
dagegen v in die*Relativdiscriminante aufgeht, jedoch p prim zu 1 ist,
dann ist, von allen zu p primen und einander nach p incongruenten
Zahlen in k genaw der 1* Teil Normenreste nach p, hier bedeutet e
eine beliebige naturliche Zahl. (I1I) Dasselbe gilt auch fur die Potenz
L evnes i [ aufgehendes Primideals [ von Kk, falls | zur Potenz 1@tH¢-D
wm die Relativdiscriminante aufgeht, und e=>v ist. Dagegen ist jede
zu L prime Zahl o k Normenrest nach ¢, ¢ uenn e<v ist. Hier hat die
Zahl v die in Satz 8 angegebene Bedeutung.”

Beweis (I). Wir unterscheiden vier Fille, jenachdem p in
aufgeht oder nicht, und p in K zerfillt oder nicht.

Zunichst sei p prim zu 7, und es zerfalle p in K in 7 von ein-
ander verschiedene Primideale:

p=PP'--- Pu-n

Sei f der Grad des Primideals p in k, also auch der Primideale
DD AN in K, und es sel ¢ eine Primitivzahl nach p. Jede
Zahl ¢ in k, die zu p prim ist, genltgt dann offenbar einer Con-
gruenz der Form :
a=ape”, (%),

wo n eine Zahl aus der Rethe 0, 1, 2,...... P2, und «, eine ganze
Zahl in k ist, welche die Congruenz

. w=1, (y)
befriedigt. Demnach ist « ein [ ter Potenzrest nach p*:
W=, (pe)-

Ferner sei eine Zahl P in K so bestimmt, dass

(1) Vgl .Hilberf, Bericht, §130, wo der Satz fiir den Kreiskorper der lten Einheitswurzeln
aufgestellt ist, allerdings ohne genaue Angabe des critischen Wertes des Exponenten ¢ in (IIL)
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P=p, (), =1, (PPre-);
dann ist :
N@P)=p (),
demnach

s=N (7P, (),

womit der Satz im vorliegenden Falle bewiesen ist..
Zweitens sei p prim zu 7, und es bleibe p=P prim in K. Ist
dann P eine Primitivzahl nach ¥ in K, dann ist '

p=N(P)=PL+p +p¥+......+pl-1 ) (T)

offenbar eine Primitivzahl nach p in k. Da jede zu p prime Zahl
a in k einer Congruenz der IForm

o=, ()

geniigt, wo 4=1 (p) und folglich 4=#, (¢, in k, so ist auch in.
diesem Falle ‘ :
"»aEN(i‘P"), ()

Drittens, sei p=!I ein in / aufgehehendes Primideal von k,.
- welches in K in / von einander verschiedene Primideale zerfillt,

[=QQ/Q......QU-D,

~

Da jede zu [ prime Zahl in k offenbar I** Potenzrest von [ ist, so-
ist unser Satz richtig fr die erste Potenz von L.

Angenommen nun, es.sei eine zu [ prime Zahl « Normen-- .
rest nach I©.  Wir setzen '

N(A)=a+pr, (),

~

wo 4 eine genau durch die erste Potenz von [ teilbare Zahlin k ist..
Bestimmt man dann eine Zahl ¢ in K gemiss den Gongruenzen:

9=1, (), =0; (. -...),
so dass fiir die Relativspur von @ gilt:

S@=1, (),
dann ist :
NQ+&0m)=1480, (€, ' ’
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wenn & eine beliebige Zahl in k ist.
Demnach hat man

N{A(L+E02) =t (B+aB), ().

6}

‘Da man nun ¢ gemiiss der Bedingung
B+05=0, (D)

. bestimmen kann, so ist erwiesen, dass « Normenrest nach der
hdéheren Potenz (! von [ ist, und hiermit ist dgr Satz bewiesen. -

Zuletzt, sei [ ein Primfactor von [ in k, und (=¢ prim in K.
Der Beweis verlaift genau wie im vorhergehenden TFalle; nur
muss die Existenz einer Zahl 6 in K, deren Relativspur prim' zu
1 ausfillt, besonders bewiesen werden. Sei also P eine Primitiv-
zahl nach € und ' '

PgP-lg...... +a,=0

-die Gleichung 7*" Grades in k, welche durch P befriedigt wird.
Wiire nun S (P*) fiir n=1, 2,------l—1 durch [ teilbar, dann musste,
nach der Newton’schen Formel fiir die Potenzsummen, die Coeffi-

~cienten a, a,------g,_, durch [ teilbar sein, also

P=N(P), ().
-Alsdann wire '
S PIEPL+UAR e Y, (Q),

“wo f'der Grad von [ in k, also If der Grad von & in K ist, folglich
ISLHU P o Y, (1), ’
-was offenbar unmdglich ist. Daher gibt es i’ der Tat eine Zahl @

in' K derart, dass
S(6)=1, (1.

Hiermit ist der Teil (I) unseres Satzes vollstindig bewiesen. -
Beweis (II.) Sei p ein zu ! primer Primfactor der Relativ-
-discriminante. Dann ist

=P

.
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'Woﬂ} ein Primideal in K, und
D(P)=g(p7)=p*Mp'—1),

+wenn ® bez. ¢ die Euler’sche Function bez. in'K und k, und f der
Grad des Primideals p in 'k ist. Daher ist jede zu p prime Zahl 4
in K nach jeder Potenz von P einer Zahl «'in k congruent,

A=a (P
\\’OI'IH,US o ' .
N(d)=d, (%),

d. h. jeder Normenrest nach p* ist ein [** Potenzrest von p*, und

umgekehlt
Ist nun p eine Pllnn’m zahl nach p, dann 15t fir ]ede VAVERY
pllme Zahl « in k _
. a=ap”  (¥°),

wo %=1, (p), und n eine Zahl. aus der Reihe 0, 1, 2,......p"—2 ist.
Es ist nun 4, offenbar ein " Rest von p%. Da nach Satz 7.
p'—1=0, ({), so ist p* dann und nur dann ein " Rest nach p*, wenn
n durch [ teilbar ist. Hiermit ist der Teil (II) unseres Satzes
bewiesen. ) ; :

Beweis (III). Sei ( ein Primfactor von 7 in k, welcher zur
(w+1) (I— 1)ten Potenz in die Relativdiscriminante von Ix/l\ aufgeht,
ferner sei [=&, wo & anldpal in K ist. Wir bezeichnen in den
Folgenden durchweg mit 2, und 4, eine genau durch die e te
Potenz bez. von [ und g teilbare Zahl von k und K. Iur die’
Relativspur von 4, mhalt man dann wie beim DBeweise des
Satzes 8 ‘ ' '

S(Aa)=l/1c+( ; ) (s—l)zie+(4§_) (é—l)g4e ------ +(s—1)* Ao

Das erste Glied rechts ist nun genau durch die si+e* Potenz
von &, alle folgende Glieder bis auf das letzte durch die hoheren
Potenzen, das letzte Glied aber wenigstens dmch die e+o(l—1)t
Potenz von [ teilbar. Daher e1_h41t man, wenn man die Relation:

si=v{l—1)
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berticksichtigt (Satz 8),

wenn e<<v:  S(A4,)=0, (=),
- 5(4,)=0, (), } 1)
e>u: S(A)=0, (1.
Hieraus ist nun auf das folgende zu schliessen:
wenn e<<v: N+ A,)=1+2, (2)
N+ 4.)=1+8(4,)+N(4,), (*, ®3)
wenn e>ov: NA+4)=1, (. (4)

Dies geschieht am einfachsten dadurch, dass man mit Hilfe der
Newton’schen Formel iiber die Potenzsummen die Teilbarkeit der
" elementarsymmetrischen Functionen von 4. sd.-s'"'4, durch
~ die entsprechenden Potenzen von [ nach (1) bestitigt. Nach (2)
und (3) folgt nun, dass

. NA+4)=1, (@)
dann und nur dann, wenn

e=,
woraus weiter, dass fiir zwei zu & prime Zahlen 4, B
N(4)=N(B), (1),
dann und nur dann, wenn '
4 =B, (&)
Beriuicksichtigt man daher die Relation
(L) =0(I"),

dann ersieht man, dass jede zu [ prime Zahl in k, Normenrest nach
[’ und folglich nach jeder niederen Potenz von [ ist.
Da, nach (4), auch fir den Modul [**, aus der Congruenz

AEB, (20+1)’
die andere: _
N(4)=N(B), ()
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zu folgern ist, so wird unser Satz fir '™ bewiesen sein, wenn
nachgewiesen wird, dass die Bedingung

N4)=1, () (5).

durch genau 7 einander nach "' incongruenten Zahlen befriedigt

wird. Nach (2) kommt hierzu nur die Zahlen von der Form
| 1+ 4, (6)

in Frage. Es gibt nun in der Tat eine Zahl von dieser Gestalt,
. welche der Congruenz (5) geniigt. Es ist nidmlich 41—s 41 genau
durch €7 teilbar. Bringt man daher den Bruch s 4i:4: in die
Gestalt :
Sh_ 4y
A3 a

’

wo « und 4, zu 2 prime ganze Zahlen bez. in k und X sind, und
worin ¢=1 nach einer beliebig ]thGD Poten7 von [ angenommen
werden kann, dann ist
N(dy)=d=1, ().
Anderseits folgt aus ' I
' as ,/11=on Ay
oder

A1 (Ao—a)=a (s 11— 1),

dass 4o—a genau durch £ teilbar ist, demnach nach Annahme
iiber. a
' rl°=1+ A9,

Nach (3) gentigt diese besondere Zahl A9 der Congruenz
S(4P)+N (4M)=0, (*). O
Fuar jede Zahl A4 von der Form (6) gilt nun -
A=14p A9, (&), - ®)
also nach (4) und (3)
NS+ S(A0)+5 N(4P), ().
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Daher ist .
N()=1, (¢

dann und nur dann, wenn
pS(AM+FN(AN=0, ()
oder nach (/) wenn '
p (P =) N(4)=0, (),
oder - ' '
E p(o=1=0, (.

“was dann und nur dann der Fall ist, wenn p einer rationalen Zahl
nach [ congruent ist. Die Congruenz (5) wird daher genau durch
‘I nach "* 1nc0ngmente Zahlen befriedigt, die man erhilt, wenn in
(8) p=0,1,2,......1—1 gesetat wird, wie zu beweisen war.

Ferner ist, wenn' ¢ eine poaltwe ganze 1at10nfxle Zahl, p eme
zu [ prime Zahl in k ist, :

N(L+p% A)=1+0%, S(A), (),
also, da nach (7), S( 4.).genau durch " teilbar ist,
N (L +p4 A,)=14p2,. 9)
Ist also « Normenrest nach '™, und zwar
‘N(A)lEa+,6’Zu“. (e,

wo 3 zu[pnm und fir 2,, dleselbe Zahl wie in (9) angenommen
wird, dann ist

CN{A+ph )} =+ (ap+ B)Ayss  (IH).
Da man ¢ aus , o
Cap+p=0, (1)
bestimmen kann, so ist « Normenrest nach ***' . Jeder Normen-
rest nach ["** ist daher Normenrest nach jeder hoheren Potenz von
I, und weil jeder Normennichtrest nach [**! umsomehr Normen-

nichtrest nach jeder héheren Potenz von [ ist, so ist hiermit unser
-Satz in allen seinen Teilen vollstindig bewiesen.
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In der Iolge benutaen wir den Batz 9 in’ der folgenden
-yerallgemeinerten Form :

Satz 10. Sei K/k relativ cyclisch vom. Primzahlgr ade 1, did
" Relativdiscriminante » von K[k enthalte d von emamlm verschiedene
. Primideale von k als Factor, derart, dass

b=f-Y, f=/Myp. 11+,

-wé die Producte 11v, 11U bez. auf die 2u I primen wund in I auf-
_.gehenden Prvmfactoren von b zu erstrecken sind. Ist dann m ein
~beliebiges durch T teilbares Ideal von k, dann ist, von allen zu m
- primen und eimander nach wm incongruenten Zahlen von k, genaw der

L te Teil Normenrest des Kirpers K nach dem Modul m.

§.- 8. | e
Einheilen im relaliv cyclischen Korper.

Im relativ cyclischen Kérper K/k vom Primzahlgrade I, sei
..eine Zahlengruppe O vorgelegt, welche eine Congruenzgruppe ist
mit oder ohne Vorzeichenbedingung, und welche gegeniiber .deir
* Substitution s des Relativkérpers invariant ist, d.h. von der Art,
-.dass mit einer Zahl A4 zugleich die ‘relativ conjugirte .4° darin
- enthalten ist. Die Gesamtheit der. Zahlen von O, welche im
- Grandkorper k enthalten sind, bildet dann eine /ahlengluppe o
in k, welche auch eine Congl unenzgruppe ist.
Wenn mit R, » bez. die Anzahl der Grundeinheiten in K, k
: also auch in O, o bezeichnet wird, dann ist, wenn [ ungerade ist

R—r=(1—1)(r+1), o )
- dagegen, wenn /=2, also K=k (+/ ) relativ quadratisch ist,
R—»r=7‘+1—9,’ : ' (2)
- wenn » die Anzahl derjenigen reellen mjt k conjugirten Korper
bedeutet, worin die mit # conjugirten Zahlen negativ ausfallen.
Satz 1. In der Zahlengruppe O lassen sich stets ein System von

n Bunheiten H,, H,,...H, finden, derart, dass sick jede Einheit I in
« O der Form : ' ) '
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E=HYHS.... HH-5[£] ©

darstellen lisst, wo die Lxponenten w,, Us, ... Zahlen aus der Reihe-
0, 1, 2,...1—1 sind, H eine Finheit in O, [¢] eine Einheit n o oder
aber eine Finheit in O, deren 1* Potenz in o liegt, bedeutet. Die -
Einheiten H, H,...H, sind in dem Sinne von einander unabhingig,
dass eine Einheit von der Gestalt (3) nur dann gleich 1 sein kann, .
Wenn Uy =us=...... =u,=0. .

Die Zahl n hat den folgenden Wert :

w=r+1, - wenn [ ungerade ist,

n=r+1—y, wenn [=2.
Beweis. Die Einheiten .
Hl—s [E]

bilden in ihrer Gesamtheit eine Untergruppe der Gruppe der
sdmtlichen Einheiten in O, von einem endlichen Index I", weili.
die' I Potenz jeder Einheit in O darin enthalten ist. Letzteres--
folgt unmittelbar aus der Identitiit:

1+S+59+ ...... +Sl-1=l+(1__s) Q(S), | (4)
Wwo |
Qs)=(1—s)2—1(1—s)*4 - +(§) (l—S)—(é), .

speciell
Q(s)=—1, wenn (=2,

Hiermach ist die Existenz eines Systems von Einheiten mit der -
im Satz angegebenén Eigenschaften ohne weiteres klar; es handelt
sich nur noch darum, die Anzahl n dieser Einheiten zu finden,.
‘was auf der folgenden Weise geschieht. .
Da sich die Einheit A auf der rechten Seite von (3) wieder™
in der Form: : :
H=HY By B 6

darstellen ldsst, so. kann man setzen
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~wenn man sich bedenkt, dass [§']"°=1 oder=¢ wo ¢ eine-
- primitive [* Einheitswurzel bedeutet, letzteres nur dann, wenn

K=k (D),

-und folglich £=[¢']'" in o enthalten ist.
Indem wir auf diese Weise fortfahren, erhalten wir

B=EPO.. gE - g, )
~aWO : )
Fl(s) =1 +’lti’(1 —S) 4 +1(,§l'2)(]_ — s)l’f", ......
+und die Coefficienten w,, w.'......simtlich Zahlen aus der Reihe:

-0, 1, 2,...... {—1 sind.
“Wir untersuchen nun die Annahme: es sei

l=HlF1(S)....». .IIE‘"(S)H(L_S)[-I [E] . "

_Aus der Bedeutung des Einheitensystems /A, H,,...... H, folgt
_zundchst o
; Uy ==+ -+ =, =0,
. so dass, fir /=2, schon

Fy(s)=0, - F,(s)=0,
«und fir ein ungerades [,

L=(EEO g g, (7)

WO
. xGJ(S);.l‘1'+ILLY(1—S) + ...... +QL§I-2)(1—S)1_3, ......

. Eine Relation VO‘D der Gestalt
H-3=[¢],

-wo H eine Einheit in O bedeutet, ist aber offenbar nur dann
moglich, wenn N([E])=[¢¥=1, so dass [¢] eine * Einheitswurzel
-ist. Ist [£]=1, dann ist A selbst, ist aber [€]=( eine primitive
.1 Einheitswurzel, ' eine Einheit in o; jedenfalls ist A selbst
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eine Linheit, die wir mit [¢] bezeichnen kénnen. Demmnach.
kann man statt (7) einfach setzen:
-_ -2 .
1=g%06)..... . gE gt f) [£]. .

Die Einheit A auf der rechten Seite bringen wir wieder auf die -
Form

H=H..... Han/l-s[g:/]’
so dass wir erhalten

1= H:Fl’(s) ,,,,,, Hll:"n'(s) -si-t (€],

WO .
Fy@s)=w'+u/" 1—s)+ - Fuf (L=} 4oy (1 =820
dhnliche Bedeutung wie I\(s)...... haben. Daher fol gt weiter-

W =y = w,!=0.

So fortfahrend sieht man ein, dass, auch fiir ungerades 7, aus (6).-
notwendig folgt:
Fl(s) =0, ceeennn F"(S) =0.

Daher sind die n(I—1) Einheiten -
Hy, HYS, g H, H;—S; ...... b5 St
unabhiingig in Bezug auf die Gruppe der Ilinheiten:

HE-9 e,

-

Diese Gruppe ist aber identisch mit der Gruppe der Einheiten:-

H'[€),
weil . .
(J —S)l'l_=.1—|—4s_|_ ......... 48ty (l),

und anderseits

(A=) l)+ (Lo 87 =,

wo ¢(s), ¢(s) ganzzahlige ganze rationale Functionen von s sind.”

1) Fir ¢(s) kann man die -1 ersten Glieder der formalen Entwickelung von
UL+s+oeeen +sl=1) nach steigenden Potenzen von 1—s nehmen.
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* Daher lisst sich jede Einheit £ von O in der  Gestalt

E=HN0...... HFn’S)Ht[ 1.

darstellen, wo Fy(s),......F.(s) mit E emdeutlg bestlmmt sind.

Da die siimtlichen Einheiten in O und die Einheiten [§] A
bez "' und I'"!, oder I und [ Emheltenvelbande in O aus-
machen, jenachdem ‘éine Einheitswurzel; “deren . Ordnung eine
Poténz von Z ist, in O vorkommt oder nicht, so ergibt sich '

. R—r=n(1-1).

Wenn man hierin den Wert von R—r nach 2) odex 3)
eintrigt, so erhilt man den im Satz angegebenen Wert von 7.

Satz 12. Machen die Relativnormen samtlicher Einheiten in O
I Binheitenverbinde in o aus. dann gibt es-in O ¢ Einheiten E,
B, ...... K, mit der Relatiwnorm 1, von der Beschaffenheit, dass ]ede,
Einheit in O mit der Relativnorm 1 m der orm :

BB Bt - ©)

darstellbar +st, wo w, us,...... u, Zahlen aus der Reihe O, 1, 2,......
I—1 sind, und H eine Einheit in O bedeutet ; diese Einheiten E,,
Loy, ... B, sind in dem Sinne von einander unabhingig, dass efme’
Einheit der Form (8) nur dann gleich 1 sein kann, wenn u1=z/,_ ......
=u,=0. '

Dw Zahl hat den Wert :

p=r+1+40—y, - wenn L ungerade ist,

o=r+140—v—u, " wenn 1=2,

wo 6=1 oder =0 zu setzen ist, jenachdem die primitive 1" Einheits-
wurzel wn o vorkommt. oder nicht. 4

Beweis. Hier wiederum handelt es sich nur um die Be-
stitigung des fir p angegebenen Wertes, da die Existenz des
Einheit_ensystems E, K,...... E mit der im Satz angegebenen

1) Unter einem Einheitenverband in O verstehen wir ein System der Einheiten in O
von der Form EH!, wo E eine gegebene Einheit in O ist, und H alle Einheiten von O
durchliuft. Vgl. Hilbert, Math. Ann. 51, S. 21.
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Eigenschaften ohne weiteres klar ist. Wir unterscheiden nun drei
Fille: - ‘

Erstens sei vorausgesetzt: die primitive [* Einheitswurzel
¢ kommt nicht in o vor. Dann kann die Einheit [£] in (3) nur
die Einheiten in o bedeuten, und weil es keine Einheit in o gibt,
ausser der Einheit 1, mit der Relativhorm 1, so kann man Z,
B, ...... E, fiiv p der Einheiten H,, H,,......{, in (3) nehmen, es
seien diese [, 4, ... ... H,, sodass jede Einheit in O in der Form:

E=HY..... HPE. .. E:PHI'SE] O=u,v<1) '

darstellbar ist, und zwar so, dass die Relativhorm der Einheit &
nicht gleich 1 sein kann, ausser wenn %,=wu,=------ =u,-,=0. Setzt
man daher

=N(H,), oo Taer=N(H,_)»

dann ergibt sich fir jede Einheit & in O
N(E)://\i‘l ...... 7::"_‘;'" ;":L’ (Oéu - l)

und somit

V,=n—p,

woraus nach Einsetzen des im Satz 11 angegebenen Wertes von =
und Beriicksichtigung von é=0 der gesuchte Wert von ¢ sich
ergibt. :

Zyweitens sei- vorausgesetzt: es komme £ in o vor, jedoch sei
K nicht durch die /® Wurzel einer Einheit in o erzeugt. Hier ist
wieder die Einheit [£] in (3) die Einheit in o, und es ist £ in dem
System der Einheiten [£], nicht aber in H'~® enthalten. Wir
setzen demnach '

Ey=H,_pypreeeeer B,o=H,.; E,=¢,
sodass jede Einheit % in O sich in der Form
E=HY..... " B P S [E] (0<w,0<l)

darstellen lisst, wo fiir jedes £ das System der Iixponenten w, v
eindeutig bestimmt ist. Folglich
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N(E):v‘?i ...... 7::2;$+1 El’
“woraus _ -
vy,=n—p+1.

Da hier é=1 zu setzen ist, so ist in diesem Falle unser Satz
bewiesen. '

Zuletzt | sel voraqueseut es komme ¢ in o vor, und
K=k(¥7), wo # eine Einheit in o ist. Setzt man nun

Hy=n~/7,,
.«dann kann in (3) die Einheiten [§] durch /5 ersetzt werden,
wenn u, eine Zahl aus der Reihe: 0, 1, 2,...... I[—1 und £ eine

1—3

'Einheit in o bedeutet. Ferner ist {in dem System /" ent-

_halten, es ist ndmlich ¢=/;". Demnach kann man setzen
By=H, ppayeeeee BE,=H,,
.0 dass jede Einheit £ in O auf einer einzigen Weise in der Form:
E=H" HY% .. HYr G0 B (0=, 0 <1)
~darstellbar ist; und es ist
! pmp =
N(E)—//o //1”- ......... -,/\:_PP ;l‘l). .

Daher ist _
__— 0 py=n—pt]l,

-woraus mit é=1 der gesuchte Wert von ¢ sich ergibt.

§. 9.
Formulirung eines Fundamentalsatzes.
Nachdem in den vorhergehenden die vorbereitenden Sitze
-erledigt worden, sind wir nun im Stande, einen Fundamentalsatz

zu formuliren, dessen Beweis das Hauptzweck der nachfolgenden
Paragraphen dieses Capitels sein soll.

1) Wenn =2, ist 4y durch —rp zu ersetzen.
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Satz 13. Die Pelatwdzscrmnmamte des relativ cyclischen Korpers
K/k vom un Jev*aden Primzallgrade [ sei b=f"1, wo
f=Ilp. TI6H,

wo p ein zu | primes, und | ein in I aufgehendes Primideal von k
bedeutet. Die Idealclassen von k seien nach einer Zahlengruppe o
definirt, welche aus den Zuhlen a besteht, die der Congruenz:
a=1, (i)

geniigen, wo der Modul m ein belichiges durch | teilbares Ideal von Ik
1st.  Dann sind die. Relativnormen aller zu m primen Ideale von K in
einer Classengruppe vom Index 1 in k enthallen.

Dasselbe gilt auch fir den relativ quadratischen ]xm per K=
k(v &), wenn an Stelle von o eine Zahlengruppe .5 mit gewrsser
Vorzeichenbedingung angenommen wird. Es soll nimlich nur die-

~Jemgen Zahlen von 0 in O azgfgenommen werden, welche wenigstens in

allen denjenigen mit X conjugirten - veellen Korpern, worin p negativ
ausfallt, positiv sind.”

Mit andern Worten:

Jeder relativ Abel’sche Kirper vom Primzahly _/mde l mit der
Eelativdiscriminante {7 ist der Classenkirper fir eine Classeng gruppe
nach dem Modul §.% :

. §. 10

Die Anzahl der ambigen Classen im relativ cyclischen Korper
‘ eines ungeraden Primzahlgrades.

Es sei K/k ein relativ cyclischer Kérper von einem ungeraden
Primzahlgrade /, und es sel s éine erzeugende Substitution der
Galois’schen Gruppe des Relativkérpers K/k. Eine Idealclasse C -
des Korpers K heisst ambig, wenn sie mit der relativ conjugirten
Classe sC identisch ist; im Zeichen:

Ci—s=], IR

1) Wenn k; ein mit k conjugirter reeller Korper ist, dann soll eine Zahl « von k
abkiirzend als ,, positiv oder negativ in k; * bezeichnet werden, wenn die mit « conjugirte Zahl
in kq positiv bez. negativ ausfillt, ungeachtet des Vorzeichens von « selbst oder auch 1w enn o

- selbst imaginiir ist ; diese Abkirzung wird in den folgenden durchgehend beibehalten werden.

2) Vgl. § 4.
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Eine Classe ist ambig, wenn sie ein Ideal des Grundkérpess
k, oder ein ambiges Ideal des Relativkorpers K/k, oder aber ein
Product eines ambigen Ideals und eines Ideals in k enthiilt, nicht
aber umgekehrt.

~

Ueber die Anzahl der ambigen Classen im I\Olpel K gibt der
folgende Satz Aufschluss.
' Satz 14. Wenn
h  die Classenzahl des Korpers k,
die Anzahl der Grundeinheiten in X,

die Zahl 1 oder 0, jenachdem ]& die pmm itive [ Emleeztswm zel 7
enthalt oder mckt,

'd  die Anzahl der von einander verschicdenen ambig gen Pr fmmdeale des:
Korpers K[k,
' die Anzahl der Einheitenverbande in k, die durch die Pelatwnm men
von FEinheilen und von gebrochenen Zahlen cZes ]u)rpe')s K gebbldet
- sund,
a die Anzahl der ambig gen Classen dcs Kir pers K ist, da'mz wird
“—hld""b’(7+l+3) . *

A

S 8

In diesem Satze sollen die Idealclassen der Korper K und k im
absoluten Sinne genommen werden.

Beweis. Wir zihlen zunichst diejenigen ambwen Classen
des Korpers K ab, welche durch die ambigen Ideale von K/k und
die Ideale von k erzeugt werden. Die Ideale

? | D,

wo D ein ambiges Ideal von K/k (oder das Ideal 1), und j eim
Ideal in k bedeutet, bilden, -weil ©' ein Ideal in k ist, in ihrer
Gesamtheit eine Gruppe der Ordnung I*h, worin der Inbegriff der
ganzen und gebrocheren monomischen (Haupt-) Ideale von k das.
Hauptelement der Gruppe ist. Diese Gruppe sei mit D bezeichnet.
Diejenigen der Elemente dieser Gruppé, welche in K in die
Hauptclasse iibergehen, bilden dann eine Untergruppe D, von D.
Dann ist offenbar die Anzahl @, der aus ® und j entspringenden
ambigen Classen von K gleich dem Gruppenindex.(D:D,).

Es seien nun, wie in Satz 12, wo jetzt O und o simtliche

Zahlen des Ixorpers K bez. k- umfassen sollen,
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.die Einheiten des Korpers K mit der Relativnorm 1, von der
folgenden Beschaffenheit:

1°.. Jede Einheit £ von K mit del Relativnorm 1 ist in der
"Form darstellbar:
. E= Elul Egug ...... EPu, H,
, .
WO Uy, Uz, ... w, Zahlen aus der Reihe: 0, 1, 2,...... [—1 sind, und
.H eine Einheit von K bedeutet. '

2°. Diese p Einheiten sind in dem Sinne von einander
.unabhingig, dass niemals eine Beziehung von der Form

l-g
=Em Bt oo E v H (0_§_u< l)
‘bestehen kann, ausser wenn w,=u=..... c=u,=0.

Da N(E) =1 ist, so gibt es ganze Zahlen 4, in Ix, derart,

.dass” :
1-5s . .
Ez':Ai (’b——-"l, 2, """" ‘0)

und zwar ist nach 2° 4, nicht eine Einheit in K. Das Hauptideal
(4,) ist daher von der Form 9j und es ist (‘DI)’ N(4:) ein
Hauptideal in k.

Da eine Beziehung von der Form:

4y Apz oo -Ave =Ha, (0=wu<l)

~wo H eine Einheit in K, « eine Zahl in k bedeutet, die andere:
1-s
Elul Egug ...... E’up =H
‘nach sich zieht, so bedingt sie, dass die Exponenten wu,, us,...... u,
simtlich verschwinden. Setzt man also

C (4)=Dd  (=12p)
so erzeugen diese Ideale genau I* Elemente der Gruppe Do..
Ist aber umgekehrt
, Di=(4)
ein Hauptideal in K,.s0 ist .

l=s . \

=E,

1) Vgl. Hilbert, Bericht, Satz 90.
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wo E eine Einheit in K ist, fiir welche
N(E)=1
-ausfillt. Daher ist nach 1°

. l=s
E=Em Exs - Epe H, (0=u<<l)y
wo H eine Einheit in K ist, oder

1-s

1-s
_A=(A1ui Ajzeeeen Ap"’ H),

folglich
. A= Alul Agu.l ...... Avpllp Ha,

wo a eine Zahl in k bedeutet. Das Ideal Dj ist daher unter cléx1é=_
oben erwihnten {* Elementen der Gruppe Do enthalten.

45~

Hiermit ist nachgewiesen, dass die ‘Gruppe D, von der-
Ordnung I’ ist; far den Gruppenindex ao=(D: Do) .ergibt sich.

daher -

ay=hl."=*

Wenn mit v, die Anzahl der Einheitenverbéinde in k, die aus-
den simtlichen Relativhormen der Einheiten von K bestehen,.
bezeichnet wird, dann gibt es nach Annahme noch »—v, unabhén- -
gigen Einheiten in k, welche Relativnormen der gebrochenen..

~ Zahlen von K sind: _
€ =N( 01«): """ Cv—u, =N(017_1;0),

von der Art, dass jede Einheit € von k, welche Relativnorm einer-

gebrochenen Zahl von K ist, in der Form darstellbar ist:

E= ENL g2 - N(H>’ (O§u<l)

wo H eine Einheit in K bedeutet, und dass eine Beziehung

l=emw ez oonnns N(H) 0=u<<)

niemals bestehen kann, ausser wenn die v —v, Exponenten w,, us,...... .

simtlich verschwinden.
Sei nun
A, = [1pT®

die Zerlegung der gebrochenen Zahl 9'1 in die Primideale von K.
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‘wo also der Exponent J(s) der symbolischen Potenz eine
.ganzzahlige ganze rationale Function vom Grade /—1 in s bedeutet,
und das Product auf alle mit 6, verwandten, einander nicht relativ
~conjugirten Primideale p erstreckt werden soll. Da aber N(e,)
.gleich einer Einheit ist, so folgt, dass

FS)(14+s+s2+----- +5tY)

~durch 1—¢, folglich F(s) selbst durch 1—s teilbarist. Wir kénnen
.demnach setzen:

= (=1, v—n)

wo ¥; ein ganzes oder gebrochenes Ideal von K ist. Die I* Potenz
-dieses Ideals %; ist in K mit einem Ideal «; von k, nimlich der
Relatlvnonn von %; aeduivalent:

Slfl \I(S)I )SlI (l—s)Q(s)— ] Q(s)a

-wo (s) die bekannte Bedeutung hat.” Es kann aber eine
.Beziehung von der Form

A g v =DjA, (0=wu<cl)

‘wo A eine Zahl.von K bedeutet, niemals bestehen, ausser wenn
-die v—v, Exponenten w,, u,...... simtlich verschwinden; denn aus
-dieser Idealgleichheit folgt, dmch das Elheben in die symbolische
1—s" Potenz,

01”‘ @21L3 ......:HA’I—S N
“wo H eine Einbeit in K ist, und daraus fernel ‘indem wir in die
Relativhorm ube1oeh0n

AUNCR ZN(H)’
-was das Verschwinden der Exponenten w,, us,...... bedingt.
Mit anderen Worten: die Ideale %, Ay, ...... erzeugen v—w,

-ambigen Classen von K, die sowohl von einander als von den
-durch die Ideale Dj erzeugten unabhingig sind.

Anderseits ist jedes Ideal % aus einer ambigen Classe von K
in der Form darstellbar: )

1) Vgl, S. 36.
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=W Ao - Djd, - (0=u<l)
WO A eine Zahl Von K bedeutet. '

“Denn’ aus o 9 folgt \1(8)——9 wo e elne thelt in k ist,
mnd h1e1auq der Reihe nach: ‘ . v

e=eu g -'4:---"\T(H) wo H eine Einheit in K ist, .
N(O)=N(60,11 02 -..... H), ‘ o

1 .. o
=01 0u.--.... HA, * wo A eine Zahl von K ist,
1- ) .
N =s(g[1u1 )AL RTTE A),
vg)I:gilul 1/ TR ADj.
" - Demnach ist
o . a=a, ",
-z’ils'_'o nach ( 1)
S c a=hlFe et
Da nach Satz 12 R
) ‘0=7'+1'f'3—17o: :
- 80 l'St .
. - a,:h,l,d—*_"—('._‘-l'{—a)
wie zu beweisen war.
§. 1,
. Die Anzahl der :ambigen Classen im relativ °
quadratischen Korper.

Satz 15. Wenn K=k (/) relativ quadratisch wn Bezug auf k
ast, “und wenn v die Anzahl derjenigen mit k conjugirten reellen
Korper ist, worin die Conjugirten von p negativ ausfallen, dann 4st,
/unter Bezbehaltung der iibrigen Bezewhnungswezse von Satz 14.

a= hld+v+" (r+8)

" Die Classen in K wic.in.k 3ollen wiederum im absoluten Sinne-
_genommen werden.

Der Beweis verliduft genau wie bei Satz 14; nur soll am
Sehlusse fiir die Zahl p der im gegenwirtigen Falle giiltige Wert:
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Cr2—v—y,
eingesetzt werden (vgl. Satz 12).

Es seil noch bemerkt, dass im Falle, wo die mit k conjugirten-
Korper simtlich imaginédr sind, dieser Satz genau mit Satz 14-
zusammenfillt, weil dann »=0 und die Zahl ¢ in Satz 14 gleich 1
zu setzen ist, da die Einheitswurzel —1 in k vorkommt.

§. 12
Die Geschlechter im relaliv cyclischen Korper eines
ungeraden Primzahlgrades.

Es sei K/k relativ cyclisch vom ungeraden Primzahlgrade I,
p=f-* die Relativdiscriminante desselben, o die Zahlengruppe in
K, die aus der Gesamtheit der zu f primen Normenreste des Korpers -
K/k nach § besteht. Die Idealclassen in k seien nach o definirt,
$0 dass zwei Ideale j, und j, in k dann und nur dann aequivalent
sind, wenn die Idealgleichheit besteht:

ji=j und a=N(4), (f),

wo « und 4 zu §f prime ganze oder gebrochene Zahlen von k bez.
K sind. ~ 4 ‘

Wenn dann zwei Ideale §;, und S, von K im absoluten Sinne
aequivalent sind, und einer Classe (im absoluten Sinne) C von
K angehéren, dann fallen die Relativnormen dieser Ideale in
eine und dieselbe Classe ¢ nach o hinein; diese Classe ¢ heisse-
die Relativnorm der Classe C; im Zeichen

N c=N(C).

Da o eine Congruenzgruppe nach dem Modul f ist, so ist Satz 4
anwendbar, demzufolge die Classengruppe von k, welche simtliche
Relativnormen der Classen von K enthilt, von einem Index s
sein muss, welcher den Relativgrad [ des Relativkérpers K/k nicht
tbertreffen kann: . -

=1 a ¢y

Sei G die Gruppe der simtlichen Classen von K, H die-
Untergruppe von G, welche aus der Gesamtheit derjenigen Classen ..
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von K besteht, deren Relativnormen die Hauptclasse nach o sind.
Dann ist der Gruppenindex (G:H) offenbar gleich der Ordnung
derjenigen Classengruppe von k nach o, welche aus der simtlichen
- Relativnormen der Classen von K besteht. Daher folgt aus (1)

v, @)

(@ H=" >
?

-wenn %’ die Classenzahl von k nach o bedeutet.

Ferner sei H, die Gruppe der Classen von K, welche
symbolische 1—s" Potenzen der Classen von K sind, so dass der
Gruppenindex ;

(G:H)=a, -
der Anzahl der ambigen Classen von K.ist.
Da offenbar H, eine Untergruppe von H ist, so folgt nach (2)

a=(G:H) = (G H) g..’zﬁ (3)

Nach Satz 14 ist nun” ‘
d ZJldte=Ot14d . ' - (4)
. wenn £ die Classenzahl von k im absoluten Sinne bedeutet.

Anderseits ist, wenn o' die Gruppe der qamthchen zu f
primen Aﬂhlen in k bedeutet, nach Satz 10

(' 0)=1, o

wo d die' Anzahl der von einander verschiedenen in f aufgehenden -

Primideale in k ist, also dieselbe Bedeutung hat, wie in (4).
Ist ferner " die Gruppe der simtlichen Einheiten in k und
E d]e der Einheiten in o, dann ist offenbar. :
(8 By =5, e
\\enn rund ¢ dleselbe Bedeutung haben wie in (4), und " die

Anzahl der ]‘mhelten\ elbande 1r O 1st.
Demnach ist? nach (5) und (6)

1) Die Beschrinkung, dass wir hier nur die’ .éu f primen Ideale von K in Betracht
ziehen, hat keinen Einfluss a,uf die Anzahl a gewisser Claswn von K die ja im absolutcn Sinne
genominen wud vg] Satz 2.

2) Vgl. § 1, 8.7
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(0':0)
. (':E)
- Aus (3), (4), und (7) folgt

- d+v—(r+1+8)=d+n—(r+4)—1,

W=h

=Rl (7)

oder .
_ O_.Eﬁ—'u.
Da offenbar n—v=0, so erhalt man
A n=v. . (8)
Dies hat zur Folge, dass in (3) und somit auch in (2) und (1)

notwendig das Gleichheitszeichen gelten muss. Demnach ergibt
sich :

H=H,, (10)
i=L 11)

‘Hiermit ist der Fundamentalsatz 13 fiir einen relativ cyclischen
Kérper vom ungeraden Primzahlgrade bewiesen, denn wenn die
(lassen von k nach einem beliebigen durch f teilbaren Ideale m
definirt werden, so mag sich jede Classe nach o in gleichviele
Classen nach m auflésen, jedoch ohne dass der Indexr einer
Classengruppe verindert wird. '

Aus dem vorhergehenden Beweis von Satz 13 ziehen wir
moch einige wichtige Schlisse: ‘

Alle diejenige Classe von K, deren Relativhorm eine und
dieselbe Classe von k nach der Gruppe o der Normenreste nach f
ist, fassen wir in ein Geschlecht zusammen, und definiren
speciell das Hauptgeschlecht als den Inbegriff derjenigen .Classen
von K, deren Relativnormen die Hauptelasse von k nach o sind.
Das Hauptgeschlecht ist also die Classengruppe H, und das
‘Greschlecht, welchem eine Classe C angehért der Classencomplex
HC:. - Also folgt aus (9) und (10):

‘Satz 16, Die Anzahl der Qeschlechter in X ist gleich dem 1"
Teil der Classenzahl von k nach o.
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Satz 17. Jede Classe des I (mpt_/escizlec/m wn K ist die 5 meolzsc/ze
A—s" Potenz einer Classe von h S

Ferner gilt - ' IEERIT '

Satz 18.  Wenn eine L'm]wzt wm k, oder etne. Aahl mn L die 1
. Potenz eines Ideals von k ist, Normenrest des ]('orpe: s K/k nach dem
Ldeale | ist, dann st sie wirkliche Pa/cctwnm o einer Jcmzen oder
_gebrochenen Zahl von K. : SRCEERRRS ST

, Bexweis. Was die Einheiten betrifft ist dieserr Satz schon in
.(8) enthalten. Sei also (v)=i', und ». Normenrest des Kérpers K/k
nach f. Da N(j)=i{=(v), und v der Zahlengruppe o angehért, <o
Jist das Ideali in einer Classe des Hauptgeschlechts von K enthalten.
_Daher ist nach Satz 17 '
=370,

-wo & ein Ideal, @ eine Zahlin K bedeutet. Bildet man beiderseits
-die Relativnormen, so erhilt man

v=eN(6),

- -wo ¢ ¢ine Einheit in k ist. Da nun » Normenrest nach f§ ist, so
. gilt dasselbe anch von ; folglich ist nach (8) e .eine wirkliche
'Relativnorm.  Setzt man daher

e=N(4),
«dann folgt

13.

[¥7¢)

Die Geschlechter im relativ quadratischen Korper.

Wenn K=k (/) relativ quadratisch in Bezug auf k ist, und
~ -wenn v die Anzahl derjenigen mit k conjugirten reellen Korper
-ist, worin die Conjugirten von u negativ ausfallen, dann rechnen
- wir nur dle]emgen Normenreste nach f, welche in diesen » Kérpern
. positiv ausfallen in die Zahlengruppe o*, und legen dicselbe der
< Claszeneinteilung in 'k zu Grunde.
Da die Relativnormen der zu f primen Zahlen von K offenbar
. der Zahlengrappe ¢* angehdren, so fallen die Relativnormen aller
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Ideale einer Classe (im absoluten Sinne) C von K in eine und’
dieselbe Classe ¢ von k nach o; dieselbe nennen wir demnach die-
Relativnorm der Classe C von K: ¢=N(C).

Die Betrachtungen, die wir im vorhergehenden Paragraphen,
angestellt baben, werden mit geringen Modificationen auch im-
gegenwiirtigen Falle genau dieselben Resultaten ergeben. . Indem
wir uns durchweg die Bezeichnungsweise des vorigen Artikels.
bedienen, ist zuniichst 4’ die Classenzahl von k nach o', so dass

w=p{9 00

(B Et)

wo E' die Gruppe der Einheiten in o* bedeutet. Es ist also nach:
Satz 10 ' ’

(o7 : 0F)=27+7,
weil die Congruenzhedingung, Normenrest nach § zu sein, welchér-
eine Zahl von k zu geniigen hat, unabhiingig ist von der-
Vorzeichencombination dieser Zahl in den ¥ oben specifirten:
Kérpern. '

Sodann ist

(8hp)=2rtl-n

wenn 2" die Apzahl der Einheitenverbinde in o* bedeutet.
Daher ist '

[ i =0r+1
yx ___h. Qd+vin=0r+ ),

Die Bedingung

ergibt,- wenn man darin fiir @ den in Satz 15 angegebenen Wert:

@=h 2WFetr=+D
einsetzt, ‘ - -
dtvtv—(r+9Zd+v+n—(r+1)-1, ° .
oder ' ' '
* 0= —w, |

woraus -wie vorhin
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‘ n=uv,
,and folglich »
B ]b,
a=-""—
2
i H =H07
=2

Die letzte Gleichheit beweist Satz 13 filr einen relativ quadra-
‘tischen Korper.

Wenn die Gesamtheit derjenigen Classen von K, deren
Relativnormen eine und dieselbe Classe von k nach o* sind, in ein
«Geschlecht, diejenigen, deren Relativnormen die Hauptclasse von
k nach o* sind, in das Hauptgeschlecht gelechnet werden dann
_gelten die Siitze: o

Satz 19. Die Anzahl der Gleschlechier in einem rvelativ quadm-
tischen Korper ist gleich: der Hilfte der Classenzahl von k nach o* |

Satz 20. .Jede Classe des Hauply Jeschlechts in einem velativ quad-
ratischen Korper ist die symbolische 1—s" Potmz/ euner ( 'lasw von K.

Ferner gilt. .

Satz 21.  Wenn eine Einheit von X oder eine /ahl von k, welche
Adealquadrat in X ist, positiv in den mit k conjugir ten, veellén Kon pern.
worin die Zahl 1 negativ ansjullt) wnd Normenrest des relativquad-
ratischen Kiorpers K=k(s/p) nach dem Ideal § ( b) cst dann 1ist sie
'ww/hch Relativnorm einer Zahlvon K. EI

§. 14
Eine Verailgemeinerung des G-eschlech»terbegrﬁﬁs.

Es sei ' die Relativdiscriminante des’ relativ. eyclischen Kér-
-pers K/k vom Primzahlgrade 7, m ein beliebiges ‘durch f teilbares
Ideal in k, o die Zahlengruppe in k, welche aus der Gesamtheit
-derjenigen Zahlen o in k besteht, .die der Congruenz:

w=1, (m)

1) Vgl. Fussnote 1), S. 42
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geniigen, und im I'alle: =2, iiberdies total positiv sine.

Wir legen diese Zahlengruppe o der Classeneinteilung ime
Grundkérper k zu Grunde, und verallgemeinern den Begriff der-
Geschlechter in K dahin, dass die Ideale in K nur dann in ein
Geschlecht gerechnet werden, wenn ihre Relativnormen in eine-
und dieselbe Classe nach o hineinfallen. Insbesondere ist dem-
nach das H’\uptoecchlecht die Gesamtheit der Ideale 33 in K, deren.
Relativnormen in der Hauptclasse nach o liegen, d. h.

N(©)=(w), wo =1, (m),

und, wenn = 2 ubeldles noch o total positiv ist.

Dass - dw Anzahl der Geschlechter gleich dem [ Teil del*
Classenzahl nach o ist; dass also die Ritze 16 und 19 auch fir die-
‘Geschlechter im verallgemeinerten Sinne gelten, ist einleuchtend,
nach einer Bemerkung in § 12 (S. 50). Zweck dieses Artikels ist.
es nun, nachzuweisen, dass es moglich ist, ¢ine geeignete Zahlen--
gruppe O in K so zu bestimmen dass, wenn die Classen in K nach-
derselben definirt werden, jede Classe des Hauptgeschleehtes in K
die symbolische (1-s)" Potenz einer Classe von K wird, dass also-
auch die Sitze 17 und 20 ihre Gultigkeit beibehalten werden.
Wir miissen uns aber zunichst mit einigen Hulfssitzen beschiifti--
gen. '

Hilfssatz 1. Ist q ein Primideal in k, welches nicht in die-
Relativdiscriminante des relativ cyclischen Korpers K[k vom Prim--
zahlgrade [ aufgeht, 0 eine Zahl in K, welche der Bedingung

NO=1, () o
genugt, wo e ein beliebiger positiver Jixponent ist, dann gibl es in K eine-
zu O prome Zahl A, derart, dass

O=A5 (q9).

Beweis. Wir bedienen uns auch hier mit Vorteil des Gruppen-:
begriffs. Sei G die Gruppe der siimtlichen zu ¢ primen Zahlclassen:
von K nach dem Modul ¢°, I diejenige der Zahlclassen, deren.
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Zahlen ‘die Bedingung (1) befrledlgen endlich Ho die-der Zahl-
classen, welche durch die Z ahlen A"“ representirt werden. Es ist
dann zu beweisen, dass

H=H,.

Da offenbar Ho eine Untergluppe von H ist, so gilt fur die
Gr uppemndlces '
(G:H) < (G:HO). :

Beriicksichtigt man nun, dass, wenn #=1, (¢°), offenbar N(@®)=1, (q°)
ist, so sieht man ein, dass (G:H) glelch der Anzahl der Normen-
restelagsen in k nach ¢ , also nach Satz 9

(G H)=¢(q“)~

Anderseits ist (G: Hy) offenbar gleich der Anzahl der Zahlclassen,
deren Zahlen der Bedingung

=1 @) o

geniigt. Unser Satz wird daher bewiesen sein, wenn gezeigt wird,
dass jede Zahl 4, welche der Congruenz (2) gentigt, notwendig
congruent einer Zahl in k nach dem Modul ¢ ausfallen muss.
Dies ist einleuchtend, wenn q prim zu [ ist, denn adus (2)
folgt | : .
A=ds=42.=4"" (¢)
daher o
4=85(4), (a)

wo 8(4) die Relativspur von 4, also eine Zahlin kist. Da 7 priny
zu q ist, so folgt hieraus das Gesagte. '

Wenn q=! ein in [ aufgehendes Primideal ist, unterscheiden -
wir zwei Fiille, jenachdem [.in K in / von einander verschiedene
Primideale zerfillt, oder prim blelbt

Im ersten Falle, sei a

[=2(s Q) (s> &)+
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Da dann ®(2)=%(s8)=-----=¢([') so ist fiir jede Zahl 4 in K
AEa, (ﬁ”), =d, (sge) ......

WO a, o, Zahlen in k sind.  Ist also A=45 (), dann muss, da
A3=a, (s&),--- a=d, (s€), also e=d, (); ebenso o'=¢”, (), usw.
Folglich ist '

CA=a, (0).

Zweitens sel [=¢€ prim in K. Ist dann ! Primideal f** Girades in
k, also /f ten Grades in K, dann ist bekanntlich fiir jede zahl 4 in K

gl I o)
=4 (2.
Ist daher 4=45 (), dann ist
a=4Y (@),
also, wenn A pﬁm zu | ist,

4h=1, (@

Dies ist aber das Kriterium dafiir, dass 4 einer Zahl « in k nach ¢
congruent sein soll.

. Sei ferner
A=4s (),

dann kann man setzen

A=a+1B, (%),

WO « eine Zahl in k, 2 eine durch die erste Potenz von [ teilbare
~.Zahkin k, und B eine Zahl in K ist. Dann folgt

B=B: (9.
also nach dem vorhergehenden

B=p, (9),
wo 8 ein‘e Zahl in k ist. Es ist also auch

A Ea'r ‘ (82)’
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wo o eine Zahl in k ist.  So fortfahrend beweist man den Satz fir
jede beliebige Potenz von [ als Modul:

Es sei noch bemerkt, dass dieser Beweis fiir d‘LS Primideal (
auch fir die zu / primen Primideale p seine Giiltigkeit beibehilt.

Hiulfssatz 2. Es set p ein zu 1 primes Primideal in Kk, welches
wm die Relativdiseriminante des relativ cyclischen Kirpers K[k vom
Primzahlgrade 1 aufgeht, so dass p die 1° Potenz eines Primideals
m K ist. Ferner sei 0 eine Zahl in K, welche der Bedingung

NO=1, ).

genugt wo e ein beliebiger positiver Fuponent ist. ])cmn gibt es cine
Zahl 4 in K, dewut dass

0= Ayl-'s. (%{a-l)t+1)’

wenn fur A auch eine durch B teilbare Zah! zugelassen wird.

Dasselbe galt auch dann, wennp=Llinl aufgeht, vorausgesetzt, dass fur
den Modul der ersten Congruenz """, fur den der zweiten ™ ange-
nommen wird, wo n eine beltebige positive ganze rationale Zahl ist, und
v die bisherige Bedeutung fir das Primideal (=8 hat.”

Beweis. Es habe G, H, H, dieselbe Bedeutung wie hei dem
-Beweis des vorhergehenden Hilfssatzes. Wir bemerken zuvér-
derst, dass, wenn /I (bez. ) eine genau durch die erste Potenz
von P (bez. ) teilbare Zahl in K ist, /1™ (bez. 4'°) offenbar eine
Zahl ist, die der Gruppe H angehért, von der aber erst die 1%
Potenz der Gruppe H, angehéren kann, weil eine Congruenz

HI—SEA’I-S (SB)’ bBZ. ‘/11-535"4’1-5 (20+1)>.‘

mnméglich ist, wenn 4 prim zu P (bez. ) sein solL
" Daher ist der Gruppenindex

(H:H) =L

Anderseits ist, weil aus =1, (") bez. (2**™) offenbar folgt:
N(6)=1 () bez. (I'™) ?, der Gruppenindex (G: H) gleich der Anzahl:
.der Nor memebtclassen in k nach y° bez. "*", also mnach Satz 9

1) Vgl.Sa,tzS,S.M.. o L : - e
2) Vgl S. 34, GL (9).
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1 y 1 n
(G: H)=.~Z_¢(p‘) bez. —l-gf»([” ).

Unser Satz wird daher béwiesen sein, wenn gezeigt wird, dass
(G:H,) oder, was dasselbe ist, die Anzahl der zu § bez. @ primen
Zahlclassen nach dem Modul $“"** bez. €+ deren Zahlen 4 der
Congmeni

A= A5, (%E(c-l)l-i-l),

bez. A=45 (Lt 3)
genugen, genau ¢(p°) bez. ¢("*") betrigt.

Fir das zu [ primes § ist. dies einleuchtend, wie beim Beweis
des vorhergehenden Hiilfssatzes. Um den Satz fiir das Primideal
€ zu beweisen, sei 4, eine genau durch die ¢{* Potenz von £
teilbare Zahl. Setzt man eine Zahl 4 in der Form an:

flE(l‘*‘At.

Wwo « eine Zahl in k ist, und ¢ fir gegebenes .4 den méglichst
grossen Wert haben soll, so dass ¢ nicht durch 7 teilbar ist, dann
genligt 4 dann und nur dann der Congruenz (3), wenn

t=>nl.
Diese Zahlen 4 werden also durch

A=a, +ﬂ1 AL +[/}u‘1 A=l (8'4%—71!/\.

gegeben, wenn fiwr o, die ¢((**!) einander nach 1"*' incongruenten zw
[ prime Zahlen in k, fiir g, B.-1 Je ein System der ! einander
nach [ incongruenten Zahlen in k gesetzt werden. Es ergibt sicl
also fiir die Anzahl in Frage der Wert

Sp([n“)' lj(l;—l) — ¢([n+t)

wie nachzuweisen war."

1) Ohne Satz 9 zu benutzen, zeigt man leicht, wie aus der vorhergehenden Beweise ein-
zusehen ist, dass der Normenrest nach e bez. [v47 hichstens den Iten Teil der simtlichen Zahl-
classen nach pe bez. {v+» ausmachen kann. Mit dieser Obergrenze fiir die Anzahl der Normen-
reste kommt man aber beim Beweis des Satzes 13 in §12 aus. Denn alsdann ist auf der
rechten Seite von (5) (8.49) d+=z statt d zu setzen, wo #7==0. Dann erhilt man zuniichst

=n v+, woraus notwendig n—v=0 und =0 folgt. So wire der Satz 10 aunf diesem
Umwege von neuem bewiesen sein, Diese Bemerkung fiige ich zu, als einc Verificirung des-
Satzes 10. :
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In den Folgenden benutzen wir die Hilfssitze 1, 2 in der
verallgemeinerten Fassung, die wie folgt lautet.. )

Hilfssatz 3. Es sei {~' die Relatwdiscrimimante des relativ
cyclischen Kirpers K[k vom Primzahlgrade 1, m=fa cin beliebiges
durch § teilbares Ideal®n k. Entsprechend seien

F=IIP. L, M=Fa

Ideale wn K, wo das Product 119 auf alle von einander verschiedenen in
f aufgehenden wund zu 1 primen Primideale von K, und das Product
I 2+ quf alle digjenigen, welche in T aufgehen, zu erstrecken ist.  Ist
dann 0 eine zu M prime Zahl in K, welche der Bedingung

N@=1, (m) '
geniigt, dann gibt es in K eine Zahl A, derart, dass
=415 (M)-

wird. Die Zahl A ist unier Umstanden nicht prom zu M, st aber von
der Art, dass

-5 l=s

1
(4)=1,

wo A ein zu M primes Ideal in K ist, dass ferner, wenn 1=2, A eine
beliebiy vorgeschriebene Vorzeichencombination in den mit K confugir
ten Korpern haben kann. '

© Beweis. Setzt man

m=Tlp* 1+ g,
dann ist, nach Annahme
P = LT le- 1 JIQvnd [Ty,

wo das erste und das zweite Product bei m sowie bei M. die
bekannte Bedeutung haben und das dritte Product auf alle in ue
enthaltenen, zu f primen Primideale zu. erstrecken ist. Nach Hiilfs-
siitzen 1 und 2 ergibt daher fiir 6 die Congruenzen .
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O= JI°d4,)'-s, (P

'E(A'RA:_,\,I"S (Qu-ml)’ ......

EAé— S, (q’?/), ......
e - .
wo /I bez. 4 genau durch die erste Potenz von § bez. g teilbar, und
A, A, As, . bez. zu P, L q,...... prim, und ausserdem /7 und

Ai=1, (Pt g ound =1, (WY, A,=1, (M:q7), usw.
angenommen sind, und die Exponenten «, 8,------Zahlen aus der
Reihe 0, 1, 2,...... {—1 bedeuten. ' ‘ '
Daher ist _
O=A's, (M),
wenn .
' A=11"1° A A, Ag -

gesetzt wird. Da M=, so wird, wenn A=B, (M), offenbar
A=s=Bs, (M), Ersetzt man daher nach Bedarf B durch

A¥=A+ml

wo [ fir =2, eine Zahl in K mit einer vorgeschriebene Vorzeichen-
combination, und m eine durch 9 teilbare positive rationale Zahl
bedeutet, die hinlinglich gross angenommen werden mag, so dass
A* dieselbe Vorzeichencombination wie I” hat, dann wird die
Forderung betreffs der Vorzeichen erfillt. Endlich ist, wenn

. L]
H=PAy, -
A=Q,, e
gesetzt wird, nach Annahme, %, %,......prim zu M. Daher ist

(1{11—3) —_ S‘)/Il—s,

WO A=U; WA, 4, Ay-----ein zu D primes Ideal ist.  Somit ist
Hiilfssatz 3 in allen seinen Teilen hewiesen.

Wir gehen jetzt zum Beweis des am Anfang dieses Artikels
angedeuteten Satzes tiber, den wir wie folgt formuliren wollen:
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Satz 22. FEs sei K[k relativ cyclisch vom Primzahklgrade I, es
habe die Ideale m, M die 1m Hulfssatz 3 erklinte Bedewtung; ferner
seien o und O die Zahlengruppen in k bez. K, welche aus den Zahlen o

“bez. R bestehen, welche bez. die Congruenzen :

w=1, (m); o=1, (M)
befriedigen, und uberdies, wenn 1=2, total positiv in Bezug auf k bez.
K sind.

Werden alsdann die Idealclassen in k wund K bez. nach o und O
definirt, dann ist jede Classe des Hauptgeschlechts in K nach O eine
symbolische (1—5)*° Potenz einer Classe in K nach O. '

Beweis. - Greifen wir zum Beweise des Satzes 13 in §12 und
§13 zuriick, so sehen wir ein, dass jener Satz giiltig bleibt, wenn
man in k die Classen nach der Gruppe der Normenreste nach
m definiren, in K aber.die Classen im absoluten Sinne annehmen
(nur sollen die nicht zu m primen Ideale ausser Betracht gelassen:
sein, was der Classeneinteilung nicht beeinflusst). ~ Demnach
genigt es nachzuweisen, dass jedes Ideal der Form §*-+60 in K, fir
w(glches '

N('-*6)=(w) )
,ausféillt,'notwendig von der Form §*-*2 sein muss; hier hedeutet
6 eine beliebige zu M fremde Zahl in K, « und £ dagegen Zahlen

bez. in o und O.
Aus (4) folgt nun

N(O)=¢cw, (5)

wo ¢ eine Einheit in k ist, welche, weil w=1, (f), Normenrest nach:
f, folglich nach Satz 18 sich als eine wirkliche Zahlennorm erweist.
Sei also '

N(B)=¢, demnach (B)=3'",. (6)

woraus

N( %) —a. @
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Daher ist nach Hilfssatz 3,

=4 B )

WO
(Al-:;) =s‘1[l—s'

Demnach folgt nach (6) und (8)

O=(A B, -0,
-woraus, in der Tat,
31-3(9:3/1-5_(_)’

wenn =% B § gesetzt wird.

Wir haben oben die Vorzeichenbedingungen ausser Acht
gelassen. Ist nun K=k(+~z) relativ quadratisch, dann ist in (5)
-@ total positiv, also e positiv in jedem mit k conjugirten reellen
Korpern, worin # negativ ausfillt. Daher gilt nach Satz 21 die
Gleichheit (6) auch in diezem Falle. Da ferner nach (7), die Zahl
% dieselbe Vorzeichen in jedem Paare zu K conjugirten Ober-
kérpern von k' hat, wo k' ein beliebiger zu k conjugirter reeller
Korper ist, in welcher # positiv ausfillt, und weil 4 in (8), nach
Hiilfssatz 3, beliebig vorgeschriebene Vorzeichencombination
haben kann, so kann man A so wihlen, dass 4'° dieselbe Vor-
.zeichencombination wie T? bekommt, so dass die Zahl £ in (8)

total positiv in Bezug auf K wird. Hiermit ist unser Satz in allen
:seinen Teilen vollstindig bewiesen.

CAPITEL IIL.
Existenzbeweis fiir den allgemeinen Classenkorper.
§. 15,
Formulirung des Exislenzsatzes.
Satz 23. In einem algebraischen Kirper k sei eine Classen-
gruppe H nach dem Modul m mit oder ohne Vorzeichenbedingung

vorgelegt.  Dann existirt stets ein, Classenkorper X fir diese Classen-
_gruppe &, welcher die folgenden Eigenschaften besitzt :
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. 1) K st velativ Abel sch in Bezug auf k. o

~ 2) Die Galois'sche Gruppe des Relativkiorpers K[k st holo-

edrisch isomorph mit der complementiren Gruppe ¢[u, wo

die Gruppe der samtlichen Classen von®k bedeutet.

3) Die Relativdiscriminante von K[k enthalt kein Primideal
als Factor, welches nicht in den Modul m aufgeht.

Dieser Satz ist die naturgemiisse Verallgemeinerung des zuerst
von D. Hilbert" fiir den Fall: m=1, also fir ‘den Classenkérper
im absoluten Sinne ausgesprochenen Satzes, welcher von ihm in
den einfachsten Specialfillen, dann spiter von Ph. Furtw ingler ®
far beliebige Grundkérper k bewiesen worden ist. . Der Beweis
des oben aufgestellten Existenzsatzes fir den allgemeinen Classen-
korper gelingt durch die gehérige Erweiterung der Hilbert'schen
Methode; eine grosse Erleichterung erzielen wir aber durch
Zuhiilfenahme des Fundamentalsatzes 13.

g " 16. -
Rang der Gruppe der Zahlclassen.

Es sei I eine gerade oder ungerade natiirliche Primzahl, [ ein
Primideal des Korpers k, welches zur sten Potenz in / aufgeht,
und, vom f** Grade ist. Es existirt alsdann in k ein System von
o Zahlen 7., 1, ...... 7», welche simtlich=1, (1), und so beschaffen
sind, dass fiir jede zu [ prime Zahl ; von k eine Relation von der
Form

TE r;ll f},h ...... ;“p ;l’ ([;’1), .7

besteht, wo ¢ eine beliebigé natiirliche Zahl ist, und die Expo-
nenten u,;, us,...... u, fir gegebenes y eindeutig bestimmte Zahlen
aus der Reihe: 0, 1, 2,...... I—1 sind.

Die Zahl p -ist der Rang von der Abel’schen Gruppe, der
Ordnung “", deren Elemente diejenigen Zahlclassen nach dem

1) D. Hilbert, Ueber die Theorie der relativ Abel’schen Zahlkérper, Gobtmoer Nach-
richten, 1898.

2) Ph. Furtwingler, Allgemeiner Emst,{,nzbewe]s fir den Klassenkoérper usw. Math.
Ann. 63.
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Modul ¢ sind, die aus den Zahlen=1, (1) bestehen. Daher
bestimmt sich p daraus, dass I’ die Anzahl der einander nach ¢
incongruenten Lésungen der Congruenz:

°
g=1, () (1)
ist. . ‘
Hulfssatz.? s ast

p= [g—%]f, wenn 7—§l-1 =g=0;

sl
p=sfte, wenn g T

(specicll p=0, wenn g=1), wo e=1, oder=0, jenachdem die Congruenz
Z+ ,_::l-lE O, ([s+1)

an K losbar. ist, oder nicht; das Zeichen [x] hat die gewohnliche
Dedeutung der grossten ganzen rationalen Zahl, die v nicht ubertriffi.
Der Foll e=1 ist nur dann moglich, wenn

s=o(1—-1)

durch 1--1 teilbar dst. Speciell ist e=1, wenn der Kirper k die
primitive 1 Einheitswurzel  enthalt, also stets, wenn [=

Beweis. Bezeichnet man allgemein mit 2, eine genau durch
die n" Potenz von [ teilbare Zahl von k, dann ist, wie leicht
nachzuweisen ist,

— S Y ] s
N wenn n << T 1+ =144, (2)

. s N1 ;
wenn n > =1 A+ 2 =144, (3

und wenn -lms—l«':a , (A+4)Y=1+17,44, (). (4)

Ist also

sl
= .=9>=0,
{—1 — g

1) Vgl T. Takenouchi, diese Journal, vol. 36, Art. 1.
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dann ist, nach (2)
A+4)=1, (),

dann und nur dann, wenn

nl=g, oder nx=g,,

wo g die kleinste natiurliche Zahl ist, die noch = 3 ist.  Die

Losungen der Congruenz (1) sind daher die Zahlen :
g=1, (%),

welche nach dem Modul [? genau l” 9ol incongruenten Aahlen
abgeben. Daher ist in.diesem Falle

p=(g—g) f= [@—%]f-

Ist zweitens -

sl
g =
. g -1’

aber s nicht durch /—1 teilbar, dann sind nach (3) die Losungen
der Congruenz (1) die Zahlen: A
£=1, (7). (5)
Daher ist in diesem Falle

' p=sf.
Wenn aber s durch [—1 teilbar, also

g=>al,

dann kommen nach (4) ausserdem noch die Zahlen von der Form
144, in Betracht, wenn ftir dieselben

1, 4+1=0, ("',
oder _ o
+41=0, (¢
ausfallt.  Ist nun fiir eine dieser speciellen 2,

a=1+/, A=1, (1),
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so kann man, wie leicht ersichtlich, in
d=01472,)

7 s0 bestimmen, dass «'=1(°"**) wird. So fortfahrend erhiilt man
eine Zahl
B,=1+7,

welche fiir beliebig grosses g der Congruenz (1) genugt. - Jede
Zahl # von der Form 1+, kann aber in der Form dargestellt

werden:
B=1+4779, ().

Soll diese Zahl die Congruenz (1) befriedigen, 0 muss jedenfalls
I+ (y X7)~=0, (61,
weil aber auch .

l+2‘(,o)l—1.50, ([sn)’
so ist notwendig

folglich
r=¢, (0,
wo ¢ eine zu [ prime ganze rationale Zahl ist. Demnach ist
p=fc ()
also
A= 1+ 2a) ([’)’

wo n=>g¢. Damit diese Zahl 8 der Congruenz (1) geniige, ist aber
nach (3) notwendig und hinreichend, dass

n=g—s.

Man sieht, dass im gegenwiirtigen Falle, alle Losungen von (1)
durch die Producte der Zahlen (5) mit einer der ! Zahlen

1, B B Bt
gegeben werden. Es ergibt sich-alzo

‘t’)=.§.f+ 1
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Wenn die primitive {* Einheitswwrzel £ in k vorkommt, dann
-wird die Congruenz

I+51=0 (M)
durch é=1—7 (wenr: /=2, durch £=2) befriedigt, weil

A _ (1—()(1_52)(1_;:—1) _ . .
d—ry" Ay —(1+5)~--(1+C+...+{z )

|

=[1-1=-1, (mod. 1—¢).

In diesem Tralle ist daher stets e=1.

17.

e

Rang der Classengruppe.

Wenn die Idealclassen des Korpers k nach der Zahlengruppe
-0 der Zahlen=1 (m) definirt werden, und ist die Ordnung der
Gruppe @ der simtlichen Classen von k, d.h. die Classenzahl von
k nach o genau durch die 2* Potenz einer geraden oder ungeraden
Primzahl [ teilbar, dann bezeichnen wir mit G, die Untergruppe
~von & von der Ordnung 7%, und mit » den Inbegriff aller Classen,
«deren Ordnungen prim zu / sind, so dass

3

G =G,D

-das directe Product der beiden Gruppen 6, und v ist. Im folgen-
~.den spielt der Rang dieser Gruppe G, eine fundamentale Rolle.
Satz 24. Sei t die Anzahl der in G, enthaltenen unabhimgigen
Idealclassen v absoluten Sinne ; 1y, v,,......v, esn System der Represen-
danten dieser Classen, die prim zu m sind ; py, po,...... p. die niedrigsten
Potenzen dieser Ideale, welche monomisch sind; e, e, ...... e, s eln System
der Grundeinheiten von &, zu welchem wir eine derjentgen FEinheits-
wurzeln. mitrechnen, deren Ordnung eine Potenz vom I, und zwar die
hischste in X, ist, so dass d=1 oder 6=0, jenachdem die primitive I®
Finheitswurzel in k vorhanden ist oder nicht, und es sei 1" die Anzahl
«dzr 1'°" Polenzreste nach m, welche in dem System von 17°" Zahlen :
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gt €, TPt ot (L)
(O<u, .v<l)
enthalten sind.  Dann st der Rang der Classengruppe Go
| T=d+ XR(g)+n—(+90), @)

wo d die Anzahl der in w aufgchenden, von einander verschiedenen:
2w L primen Primideale p, fir welche ¢®) durch I teilbar ist, R(g) der
im Hilfssatz des §16 angegebene Rang der Zahlengruppe nach denv
Modul ¥ ist, und die Summation uber alle in wm aufgehenden Potenzen

v erstreckt werden soll.
Beweis. Da nach Voraussetzung
N=d+ 2R(g) (3)
unabhiingige I Nichtreste nach m gibt und
N'=yr+40+t—mn (4)

von denselben durch die Zahlen des Systems (1) gegeben werden,.
so lisst sich ein System von N Zahlen

aufstellen, von denen die N’ letzten aus dem System (1) entnom-
men werden sollen, derart, dass sich jede zu m prime Zahl 7 von k=~
in der Form darstellen lésst:

. 2N- N 'Oly 1., -0‘\,;7/ A fl, (lll)
oder

& TN-N YL

=N Fx=ar /)

N %)

‘wo die Exponenten z, ¥ fiir jedes gegebene r eindeutig bestimmte-
Zahlen aus der Reihe: 0, 1, 2,...... {—1 sind, und « eine Zahl in o

"bedeutet: «=1, (m).
Ist daher v ein beliebiges zu m primes Ideal von k, danns

_besteht eine Idealgleichheit von der Form

U= e o Py-x Ve, (6)
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(0=<w, b<<)

w0 j ein zu m primes ganzes oder gebrochenes Ideal von k be-
-deutet. ‘ )
Ein Ideal von der Form (6) ist aber nur dann gleich 1, wenn

-die Exponenten a,,.-.... a, saimtlich verschwinden, also eine Zahlen-
_gleichheit von der IFform besteht: "
° N
T=p 1 e I XY g, p] &,
-oder
157'1111 """ 7 x- \b N=NTe, p] &, (),

-wo mit [& #] eine Zahl des Systems (1) bezeichnet wird. - Da nun
T Toe t,gv_N. sowohl von einander als von [& o] :unabhéingige
Nichtreste sind, so bedingt diese Congruenz, dass auch die
.Exponenten b,,...... by v simtlich verschwinden.

Hiermit ist gezeigt, dass fur jedes gegebene Ideal v, die
‘Exponenten a, b auf der rechten Seite von (6) eindeutig bestimmt
.sind, dass daher der gesuchte Rang der Gruppe ¢, gleich '

t=t+N—N".

“Wenn man hierin fir N und N’ die Werte (3) und (4) einsetzt,
.s0 erhilt man die Formel (2).

Da offenbar N=N', so ist stets i=¢, wie es sein musste.

Zusatz. Wenn v eine’ beliebig wvorgeschricbene Gruppe der
Vorzeichencombinationen® ist, und werden die Zahlen von o mit den
Vorzeichencombinationen dieser Glruppe v wn eine engere Zallen-
_gruppe o zusammengefasst, nach welcher nun die Classén von k zu
definiven sind, dann wachst fia 1=2 der Rang. der Classengruppe G,
um

P=—10)—(n—10), )
_so dass an Stelle von (2)

t=d+ ZR(g)+notr—(r+7,+1) ©))

1) Vgl §1. S. 4.



70 ' Art. 9.—T. Takagi :

2w setzen ast ; hierbei wst v, die Anzahl der mit k conjugirien reellen:
Korper, 27 die Anzahl der Vorzeichencombinationen von v, endlich.-
bestimmt sich die Zahl no dadurch, dass von den 2* im System (1)-
enthaltenen quadratischen Reste mach ™ genaw 2% die Vorzeichen--
combinationen von v besilzen. :

Denn nach Annahme lésst sich ein System der »,—7, quadra--
tischen Reste nach m:

aufstellen, welche die sdmtlichen »,—», von v unabhiingigen Vor-
zeichencombinationen aufweisen, und von denen die n—n, letzten.
dem System (1) angehéren. Daher lisst sich der Ausdruck «& auf’
der rechten Seite von (5) durch den folgenden ersetzen:

C] C rnda o n—n, 129
...... $4 e
oy o, 27 70 'S

wo die Exponenten ¢, d die Zahlen 0 oder 1 sind, und « eine Zahk
m o’ bedeutet. An Stelle von (6) kann man demnach setzen:

(O<a, b, c<2)

und es kann ein Ideal dieser Form nur dann gleich 1 sein, wenn:
wie vorhin die simtlichen Exponenten «; & verschwinden, und

wo [e p] ein quadratischer Rest nach m bedeutet, welcher dem:
System (1) angehért. Da nach der Voraussetzung die Zahlen.
@,......05 [6,p], ¢ von einander unabhingige Vorzeichencombina--
tionen besitzen, so miissen auch alle FExponenten ¢---+-c, ver—
schwinden.

Daher ergibt sich fiir den Rang von ¢, der Wert
t=t+N—N'+p,

wie zu beweisen war
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§ 18

Existenzbeweis des Classenkdrpers vom ungeraden
Primzahlgrade. -

Wir beschiftigen uns nun mit demjenigen Falle des in §15
aufgestellten Existenzsatzes, in welchem der Index [ .der Classen-
gruppe H eine ungerade Primzahl ist, und der Grundkérper k die
- primitive /° Einheitswurzel ¢ enthélt. Unter Beibehaltung der in
den beiden vorhergehenden Artikeln benutzten Bezeichnungsweise,
. ist zuniichst

sodann, wenn m der Grad des Korpers k ist,
‘ 'm-'-=2 (r+1),
ferner ist fir :jedes Primideal 1,
A e=1, ?

und
s=a(l—1) »

durch /-1 teilbar.
Der Modul m enthalte d von einander verschiedene zu [ prime
Primideale: p, p/,- p@1 als Factoren, fir jedes derselben ¢(p)
~durch [ teilbar ist.” Von den in / aufgehenden Primidealen seien
diejenigen, die in m aufgehen, deren Anzahl &’ (mit Einschluss
des Wertes: d'=0) sei, durchweg mit I die ibrigen mit U be-
zeichnet. ' _ '
Einfachheitshalber wollen wir zundchst annehmen, dass jedes
“Prirnideal {, wenn tberhaupt, wenigstens zur ¢l+1*" Potenz in m
aufgehe, so dass in der Formel (2), § 17 fir den Rang der Classen-
gruppe G,

R(g)=sf+1

1) Vgl. Formel (2) §17.

2) Vgl Hilfssate, §16. -

é) Dies folgt aus der Tatsache, dass die Norm jedes Primideals in dem durch % erzeugten
]i;reis‘sérper congruent 1 nach { ist; vgl. Hilbert, Bericht, Satz 119.
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zu setzen ist. Dieselbe Formel lautet daher im gegenwirtigen
Falle: .

t=d+d' + Zsf+n—(r+1), (1)

wo die Summation auf alle in m aufgehenden Primideale [ zu.
erstrecken ist. Die " in dem System

R P LLRTENS ot (0w, y<)
enthaltenen /™ Potenzreste nach m seien mit
a®alé. ... a=Den=D (0 —g<])

bezeichnet. Ich fithre dann nach Hilbert 2 Primideale

q’ q JEERERS q("'l)
ein, die zu m, [, und 1, vy--e-- v prim sind, von der Art, dass
) ’ O .
(<o) +1 ()=t G+ (2)
Q- G- .

und setze

]u:lnqq’. e q(n-l)

Dann ist in dem Ausdruck (1) fir den Rang der entsprechenden
Gruppe 6, fiir den Modul m, d durch d+», dagegen 7 durch 0 zu
ersetzen, so dass?unverindert bleibt. Dies hat zur Folge, dass
Jede der —1:7—1 Classengruppen vom Index 7 nach dem Modul
m auch Classengruppen nach.m ist, wobei die Prnmdea.le ® Qs
9 als unwesentlicher Excludenten auftreten.

Nummehr sei

IV S10 W VO TRETER T 1l=( ‘tﬁ),
[ rlbl r2'b2 ...... b Aj/lz()‘ ),

N X I 1,0t j”l:(;,),

1) Vgl §2. 8. 13.
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w0 i, 1" Ideale in k; @, 2, »,-- d+d' +n Zahlen in k, die wir
prim zu jedem Primideale [’ annehmen konnen, und die Exponen-
ten a, b, c.....:Zahlen aus der Reihe: 0,1, 2,...... {—1 bedeuten.

Wir betrachten dann das System der

l.—+1+t+d+d’+n

, Zahlen:
s IR P e WU - eenn- AU el IWeurne ' (3)
N et e, et \epr— et “om— gttt preastl
o r+1 t d d n

0=z, v, u, v, w<l)

Wir unterwerfen diese Zahlen (3) zunichst der Bedingung, dass
sie jedes der ¢ Ideale 11, v+, zu einer Potenz mit einem durch [
teilbaren Jixponenten als Factor enthalten sollen, so dass die Ex-
ponenten =, ¥, u, », w den ¢ linearen Congruénzen:

JR TR SEERUS Y, Ny T PR Foe e =0,

zu gentigen haben.
Wir verlangen sodann, dass die Zahlen (3) noch primér in
Bezug auf jedes ! d.h. [ Reste nach der o'l Potenz won I sein
sollen. Bezeichnen wir fiir einen Augenblick mit y=s/ den Rang
~der Zahlengruppe, mit i, -7, ein System der unabhiingigen [
Nichtreste nach dem Modul (!, und ist demnach

3 E‘/-lel ...... Tued O yeeeres
' v M= 7’11.1_ ...... /‘07 v ﬂl’ ...... .
Y ST Y ()
7 =7’1l1 ...... - ul" ()l’ ......
R 3¢ 57»17"1 ...... /'ukv 57, ...... )
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so ist eine Zahl (3) dann und nur dann ein {** Rest nach [,
wenn die Exponenten z, ¥, u, », w, dem System von linearen
Congruenzen:

elxl_*_... /rlyl_l_..._l_-plu ...... +Zlv+...+klw+ ...... ':O,

..................... Y (l)

cuTi+ ......tu/y1+ ...... _2)u7-l/+ ...... ]uv+ ...... ]{U/w_l_ ...... »EO,
genugen.

Unter den Zahlen (3) gebe es nun [* Zahlen, welche diese
t+ X/ Bedingungen geniigen, die wir dann in der Form

pt e (0e<<l) (4)
darstellen konnen, wobei die Zahlen g, g+ ¢ in dem Sinne von.

einander unabhiingig sind, dass eine Zahl (4) nur dann [/ Potenz
einer Zahl in k sein kann, wenn die simtlichen Exponenten
€y €oyunnn.. ey verschwinden; und es ist

t=r+1+t+d+d +n- (t+ 357, (5)
woraus folgt

t'>t. (6)

In der Tat: nach (1) und (5)

¢ F=20 4+ 1) —(Ssf+ Ss'f) =27 + 1) —m=0.

Adjungirt man nun dem Korper k die I Wurzel einer der
Zahlen (4), die wir durchweg mit z bezeichnen wollen, so erhalten.
wir also wenigstens 7 von einander unabhiingige relativ cycli-
sche Kdrper

K=k (V)

vom /' Grade in Bezug auf k. Die Relativdiscriminante dieser
Kérper ist durch kein Primideal teilbar, welches nicht in n
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aufgeht, weil jedes der Ideale v, v,......r, genau zu einer Potenz

in ¢ aufgeht, deren Exponent Vielfaches von [/ ist, und tberdies
# 1% Potenzrest nach jedem ! ist. Da ferner fiir jedes wirklich
in die Relativdiscriminante aufgehende Primideal [ die ent- -
sprechende Zahl wv=sl (Satz 8), und anderseits nach Vorausset-
zung der Modul m dasselbe Ideal [ wenigstens zur ¢i+1'® Potenz
als TFactor enthélt, so ist Satz 13 auf den Korper K anwendbar,
demzufolge K Classenkérper fiir eine der Classengruppen u sein
muss. '

Da es genau F—1:7—1 Classengruppen =, und nach (6)
wenigstens ebensoviele Kirper K gibt, da ferner nach Sdtz 6
fiir jede Classengruppe nicht mehr als ein Classenkérper existiren
kann, so folgt, dass jeder Classengruppe m ein Classenkérper Ix
zugeordnet sein muss. ®

Is bleibt noch iibrig, nachzuweisen, dass die Relativdiscrimi-
nante des Korpers K durch keines der Primideale q, o,...... q-1
teilbar ist.  Wiire aber der Gegenteil der Fall, so wiihle man
ein zweites, vollstindig vom ersten verschiedenes System der n
Primideale q,q,"...... q®b, welche den Bedingungen (2) geniigen, und
bilde darauf die entsprechenden Koérper K, deren Discriminanten
dann sicher nicht durch q.q,...... q=b teilbar sind, und folglich
notwendig von .K verschieden scin mussten. Da auch diese
Kérper K Classenkérper fiir je einc der niimlichen Gruppen u sein
missen, so fihrt die Annahme zu einem Widerspruch gegen
Satz 6. _

~ Hiermit ist im gegenwirtigen Falle unser Existenzsatz
bewiesen. }

Wir haben zu Beginn dieses Beweises angeﬁommen, dass
jedes in / aufgehende Primideal [ entweder gar nicht oder wenigs-
tens zur 41" Potenz in m als [actor enthalten sein soll. Es ist
nun leicht, diese Beschrinkung aufzuheben. Es sei nimlich .
ein Teiler vom m degart, dass m, genau durch I teilbar ist, wo
g=ol, und es sei #, der Rang der entsprechenden Classengruppe
G, fur den Modul m,, so dass offenbar f,<¢. TFillt nun t<t aus,
SO glbt es unter den '*~1:7—1 Classengruppen H nach m genau
l6—1:1—-1, welche Classengruppen nach m, sind. Den letsteren
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missen nun genau ebensoviele unter den vorhin aufgestellten
Korper K als Classenkérper zugeordnet sein.  Denn, andernfalls
mussten fiir die tbrigbleibenden 7-%:1—1 Gruppen m insgesamt
“eine grossere Anzahl der zugeordneten Kérper K vorhanden sein,
was einen Verstoss gegen Satz 6 nach sich ziehen wiirde.

Jedoch konnten wir auch ohne die beschrinkende Annahme
iber m direct den Nachweis des Existenzsatzes fithren, wozu eine
sehr geringe Modification der vorhin benutzten Methode hinreichen
wirde. '

Ausser den d' Primidealpotenzen (7, fiir welche g>qi, mogen
noch gewisse andere, sie seien durchweg mit (' bezeichnet, wo
a=ml, in m aufgehen; die tbrigbleibenden in [ aufgehenden
Primideale seien, wie vorhin, durchweg mit [/ bezeichnet. Indem
wir die sonstingen Bezeichnungsweise ds vorhergehenden Beweises
beibehalten, ist nun nach Satz 25 '

F=d+d + Nsf+ XR(g) +n—0+1),

wo R(g,) die in Satz 25 erliuterte Bedeutung hat, und die.
Summation XR(g,) auf alle Primideale [, zu erstrecken ist. Wir
unterwerfen dann die Zahlen /# ausser den ¢+ ¥s’f” fritheren Bedin-
gungen noch den, dass fir jedes Primideal [, die Congruenz

S=p, (70T ™

in k moglich sein sollen. Da diese offenbar YR(s)l—g,+1) neue
lineare Congruenzbedingungen fiir die Iixponenten =, ¥, «, v, w
involviren, so bleiben nun

tzr+ldd+d 4n—{t+ X'+ SR(ol—g+ 1)}
unabhiingige Zahlen /2, welche ebensoviele unabhingige Korper
| K=k(/7)
hervorbringeﬁwerden. Da nach Hiilfssatz des § 16

R(%)“l‘R(Ull—gri- 1)={ [gl——'(/l—‘:l + l:all—gl-l—1—:71+_~g1Z :I }f1

=0’1(l"‘1)f1=31f1:
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<0 ist auch in diesem Falle noch
¢ —t=2r + 1) —(Isf+ s fi+ Js'f)=2r+1)—m=0.

Enthilt nun die Re_lativdiscriminante eines dieser Korper K .
den Primfactor [, dann ist wegen (7) die entsprechende Zahl
n=g—1. Daher ist Satz 13 noch anwendbar, und es folgt,
genau wie vorhin, die Existenz der ¢ unabhingigen Classenkérper
far die Gruppen w, welche alle Forderungen des Existenzsalzes
befriedigen. ‘ 4

Das Ergebnis dieser Betr ﬂchtungen sprechen wir in den
folgenden Satz aus: °

Satz 25. (feht ein in | aufgehendes Primideal | zur g*" Potenz
anm auf, wo g=ol, und ist die Relativdiscriminante eines Classenkirpers
fiir eine Classengruppe vom Indes 1 nach dem Modul m durch dieses
Primideal | teilbar, dann ist die entsprechende Zahl v kleiner als g."

Dasselbe gilt offenbar auch, wenn g=osi+1. Ferner ist, wenn
g=1, die Relativdiscriminante des Classenkérpers prim zu [ Ein
einfacher Factor ! von m macht keinen Beitrag zu der Rangzahl
von G,

Ferner gilt”

Satz 26. Hat der relativ cychsche Korper Ix/l\ vom Primzahl-
grade 1 die Relativdiscriminante d=f, dann ist § der Fiihr er” der
zugeordneten Classengruppe vom Index I im Grundkirper k.-

Das soll heissen: Um die Relativnormen aller zu d primen
Ideale von K in eine Classengruppe vom Index [/ in k einzu-
schliessen, geniigt es nach Satz 13, die Classen von k nach
einem durch § teilbaren Modul m zu definiren. In Satz 26 wird
nun umgekehrt behauptet, dass es auch notwendig ist, dass m alle
Primfactoren von f, speciell jeden Factor [ wenigsten zur v+ 3
Potenz, als Factor enthalte.

Beweis. Betreffs eines zu [ primen Primfactor p von f ist
dies evident; denn wire m eine Classengruppe vom Index / nach
einem zu p primen Modul m, dann musste nach dem vorhergehen-

- 1) Dies zunichst unter der Annahme, dass! ungerade ist, und k die lte primitive Ein-
heitswurzel enthilt ; diese Beschrinkung wird spater aufgehoben werden.- Vgl. § 19
2) Vgl §2,813.
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den Beweis ein Classenkérper K' fiir m existiren, dessen Relativ-
discriminante zu p prim ist, der folglich gewiss von K verschieden
ist. Enthalte aber m einen Primfactor [ zu einer Potenz, deren
Exponent kleiner als »+1 ist, dann musste nach Satz 25 ein
Classenkorper K' far w existiren, fir welchen die entsprechende
Zahl v'<v ausféllt, oder dessen Relativdiscriminante prim zu [
ist, welcher also jedenfalls von K verschieden wire. Beide
Annahme fithren somit zu einem Widerspruch gegen Satz 6.

§. 19. -
Fortsetzung des vorhergehenden Artikels.

In dieser Fortsetzung des vorhergehenden Artikels behandle
ich denjenigen Fall des IExistenzsatzes, wo der Index der
Classengruppe u eine ungerade Primzahl [/ ist, aber der Grund-
kérper nicht die primitive [* Einheitswurzel £ enthélt. Fiir den
Fall, wo m=1, also fiir den absoluten Classenkérper hat Herr Ph.
Furtwingler” den Existenzbeweis dadurch gefiithrt, dass er zunichst
dem Kérper k die [* Einheitswuarzel ¢ adjungirte, dann einen
geeigneten Oberkorper zu den so erweiterten Grundkérper k'
construirte; sodann zeigte er, dass dieser Oberkérper den gesuch-
ten Korper als Unterkérper enthalten muss. Diese Beweis-
methode bewihrt sich auf in unserem TFalle. Indem ich hier
dieselbe Methode anwende, schicke ich einen Hilfssatz voran,
welcher eine gewisse Vereinfachung des Beweises bewirken wird.

Hulfssatz. s set k' relativ cyclisch vom Relatingrade n in
Bezug auf k, K relativ cyclisch vom Grade 1 in Bezug auf X', und
relativ normal aber nicht relativ Abel sch in Bezug auf k; wnd es séi
1 eine Primzahl, die nicht in n aufgeht. Wenn dann ein Primideal
won Kk, welches nicht in die Relativdiscriminante von K|k aufgeht, in
weniger als n Primfactoren in &’ zerfallt, dann Zerfallt jedes dieser
Primideale von X' in I Primfactoren in K.

Beweis. Sei @ die Galois’sche Gruppe des relativ normalen
Kérpers K/k, von der Ordnung n, $ die invariante Untergruppe

1) Math. Ann. 63.
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von @, welche den Kdérper k'/k unverindert lisst, so dass nach
Voraussetzung $ cyclisch von der Ordnung /, und die comple-
mentire, Gruppe /9 ebenfalls cyclisch von der Ordnung n ist.
Daher gibt es in ® eine Substitution 7, von der Art, dass die
Zerlegung gilt: '

G=H+HT+ QT+ -+ F 9T,

Die Ordnung der Substitution 7, welche durch = teilbar und in nl
aufgeht, muss notwendig gleich n sein, weil die Gruppe @ nicht
cyclisch sein soll.  Ist aber /H eine beliehige Substitution von 9,
dann ist HT auch von der Ordnung n, weil HT in der oben
angegebenen Zerlegung von ® an Stelle von T treten kann.
Ebenso folgert man, dass die Ordnung jeder nicht in § enthaltenen
Substitution ein Teiler von n sein muss.

Sei nun p ein Primideal von k, welches die Voraussetzung
des Satzes geniigt, und es gelte in K die Zerlegung

K =" PUSSERERE B,
s0 dass
' nl=vf,
‘wenn f der Relativgrad der Primideale 9, P, in Bezug auf k

ist. Nach Voraussetzung ist also f>1. Die Zerlegungsgruppe des
Primideals 5, welche von der Ordnung f ist, muss hier eine
cyclische Gruppe sein, weil die Triigheitsgruppe die identische ist.
Nach dem vorhin bewiesenen, muss daher f ein Teiler von =,
oder gleich Z sein. Die letzte Eventualitit ist aber ausgeschlossen,
‘weil alsdann § die Zerlegungsgruppe ist und folglich p in =
Factoren in k' zerlegt werden muss. Da also f ein Teiler von »
ist, so muss » durch [ teilbar sein, womit der Satz bewiesen ist.
Wir gehen nunmehr zum Beweis des Existenzsatzes lber,
unter der Voraussetzung, dass der Grundkérper k nicht die.
primitive /* Einheitswurzel enthiilt. Durch Adjunction derselben
erweitern wir k zum Kérper k', welcher relativ cyclisch iiber k
‘von einer Ordnung = ist, wo n ein Teiler von {—1, folglich prim
zu [ ist. Die Idealclassen von k seien nach der Zahlengruppe o
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der Zahlen=1 (m) definirt, wo der Modul m ein jedes in 7
aufgehendes Primideal [ mindestens zur ersten Potenz als Factor
enthalten soll, eine Annahme, die ohne Schaden der Allgemein-
heit geschieht, weil die Hinzunahme eines einfachen Factors [ zu
m, falls m nicht durch [ teilbar sein sollte, offenbar den Rang # der
vollstindigen Classengruppe ¢, von k nicht beeinflussen wird.?
Legt man dann der Classeneinteilung in k' die Zahlengruppe o

der Zahlen=1 (in) zu Grunde, dann fallen die Relativhormen der
- Ideale einer Classe nach o in eine und dieselbe Classe nach o in
k hinein, so dass wir berechtigt sind, von den Relativnormen der
Classen von k' zu sprechen. Dasselbe gilt offenbar auch fiir
jedem in k' enthaltenen Oberkorper von k.

Sel nun in leicht verstéindlicher Bezeichnungsweise

G= {017 02, ------ CT; D} (1)

die vollstindige Classengruppe von k, wo o wie in § 17 die Gruppe
der Classen, deren Ordnung zu ! prim sind, und ¢, ¢, ...... ein
System der Basisclassen der Gruppe @, bedeuten, die so gewihlt
sind, dass einc gegebene Untergruppe 1 von ¢ vom Index / in der
IForm dargestellt werden kann:

H={C}], Cy - ci; D}. : (2)

Anderseits bezeichnen wir mit r, diejenige Untergruppe von
p, weiche aus allen Relativnormen der Classen von k’ besteht.
Obgleich es sich spiter herausstellen wird, dass der Gruppenindex
(v: »,) gleich n ist, sind wir in dem gegenwirtigen Stadium nicht
berechtfertigt; dies vorauszusetzen, weil Satz 13 nur fiir einen
Oberkorper vom Primzahlgrade bewiesen worden ist.  Wir wissen
aber, dass gewiss (v: p,)>1, also p, nicht mit » zuasammenfillt,
eben zufolge jenes Satzes, weil derselbe auf jeden Unterkorper k,’
-von k’ angewandt werden kann, welcher von einem Prim-
zahlgrade im Bezug auf k ist, da m jedes in I aufgehendes
Primideal als Factor enthiilt. '

1) Vgl Hiilfssatz in § 16 und Satz 24.
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Bezeichnen wir ferner mit o’ die Gruppe derjenigen Classen
von k’, deren Relativnormen in b, hineinfallen, dann lésst sich
die. vollstindige Classengruppe ¢’ von k' in der Form darstellen:

) 6'={cy, Cy- -+ D'} (3)

Denn, ist ¢’ eine beliebige Classe in k" und

n(c)=c{! ¢ ---[D,},

’

wo n die im Relativkérper k'/k genommene Relativhorm be-
zeichnet, und [p,] eine Classe in der Classengruppe D, bedeutet.
Setzt man dann

o =cft ¢, (4)
so dass
n(c’)=c™ ch™.i....n(U).
Bestimmt man dann x,, Z,,...... so, dass ’
7®r e NI &
Cr'=CY), O P=0p e .

was ja mdéglich ist, weil n pi'im zu ! ist, dann folgt
n(v)=[p,], |

also, dass in (4) v der Gruppe ' angehort._
Zugleich sieht man ein, dass die Classen ¢, ¢y, ...... in k’
unabhiingig in Bezug auf der Gruppe »’ sind. Denn die Annahme

Cf‘ Cf;?. ..... [D"] — 1,

wo mit [v'] eine Classe der Classengruppe v’ bezeichnet wird,
bedingt, dass '

C;”l C;w') ...... [DO:I =1, -

was nur dann der Fall ist, wenn'
=1, o=, ; [Do]=1
in k; also, weil » prim zu [ ist, wenn

Ty z9__
R (oK =1, c2=1,-----
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Die Classen ¢, C,...... erleiden also in k’ weder die Verlust der
Unabhingigkeit noch die Erniederung der Ordnungen.
Demnach wird durch

B ={c}, Cy-- D'} | | (5)

eine Classengruppe vom Index /in k' definirt.

Far diese Classengruppe ®’ existirt nun nach dem vorherge-
henden Artikel ein zugeordneter Classenkérper K vom Relativ-
grade !/ in Bezug auf k/, weil k' die primitive Z‘e Einheitswurzel
enthilt.

Weil aber die Claasengruppe u’ geﬂenubel der Substitutionen
des Relativkorpers k'/k invariant ist, so fallen die in Bezug auf k
mit K relativ conjugirten Kérper als Classenkérper von ®’ nach
Satz 6 mit K zusammen; also ist K relativ normal in Bezug auf
k. Aus der Tatsache, dass die Relativnormen der Idealen von K
in Bezug auf k in die Classengruppe

{Ci, Cgyrvvees ; Do} (6)

hineinfallen, ist aber zu schliessen, dass K relativ Abel’sch in
Bezug auf k sein muss.

In der Tat, sei p ein Primideal von 1\, welches nicht in die
Primideale des ersten Relativgrades in k' zerfilllt, und zugleich in
einer Classencomplex

Cfl C;’l ...... D. “mit asE O: (l) - (7)

enthalten ist; die Kxistenz solcher Primideale folgt aus dem
Hiilfssatze des § 4. Wire nun K nicht relativ Abel’sch in Bezug
auf k, dann musste jedes in p aufgehende Primideal p' von K/
nach dem vorhin bewiesenen Hiilfssatze in / von einander ver-
schiedene Primfactoren in K zerfallen. Folglich musste p' einer
Classe der Gruppe (5) angehéren, und infolgedessen n(p')=p’ in
eine Classe der Gruppe (6) in k hineinfallen. 'Da aber p der
Classe (7) angehért, und da f als Teiler von n prim zu [ ist, so
ist dies unmaéglich. .
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Da also K relativ Abel’sch vom Grade n/ in Bezug auf k ist,
50 enthilt K- einen Unterkérper K,, welcher relativ cyclisch vom -
Grade / in Bezug auf k ist. . Dieser Korper K, muss nach Satz 13
(vgl. weiter unten) einer Cla.ssengluppe in k vom Index [/ als
Classenkérper zugeordnet sein. Diese Classengruppe muss aber,
da K, in K enthalten ist, offenbar die Classengruppe (6) enthalten,
Jkann also keine andere sein als die vorgelegte Gruppe H.
Di(_a..Relativdiscriminante des Korpers Kk enthilt offenbar
kein Primideal als Factor, welches nicht in wm aufgeht. Geht
‘insbesondere ein Primideal [ genau zur ¢** Potenz in m auf, wo
l<g<ol, dann ist in k' der Modul m genau durch die
_gn* Potenz von dem entsprechenden Primideal [ ((=(") teilbar.
Geht daher dieses Primideal ¢ in die Relativdiscriminante des
- Korpers K/k/ auf, dann ist nach Satz 26 dle_entsplechende Zahl
o' <gn. Hieraus ist aber zu schliessen, dass [ in die Relativ-
-diseriminante von K.k aufgehen muss (ausser wenn g=1), und
~.zwar ist die entsprechende Zahl v<tg. Denn setzt man [=g", wo
'@ Primideal in K bedeutet, dann folgt, wenn man die Relativ-
-differente des Kérpers K/k einmal als Product der Relativ-
-differenten von K/K, und von Kk, das andere Mal als Product
-der Relativdifferenten von K/k' und von k'/k darstellt,

871—1_ En(r+l) (-1 :,{g("”H) (-1 Sl(n-l)’

-folglich

-woraus das Gesagte folgt[ Wenn. aber g=si+1, dann ist die
Beziehung v<<g selbstverstindlich.” P

Ist dagegen m nur. durch die erste Poten7 von [ teilbar
(g=1), dann ist die Ruhtlvdlsenmmante von I\Jl\ prim zu L
Denn andernfalls wiirde, wie oben, a.us » <n dle ~unmégliche

Beziehung »<<1 folgen.

1) Die Beziehung v<g rechtfertigt die Anwendung von Satz 13 auf den Korper Kyfk
«(vg!. ohen).
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20.

7 7]

Relaliv quadralische Classenkdérper.

Um den Beweis unseres Lxistenzsatzes fiir den Fall durch-
zufiihren, wo der Index der vorgelegten Classengruppe gleich 2
ist, sprechen wir ihn in precisirter Fassung wie folgt aus.

Satz 27. In cinem alyebraischen Korper k vom Grade m sei
die Idealclassen nach der Zahlengruppe o derjenigen Zahlen a-
definart, welche die Bedingung : o=1(m) befriedigen, jedoch ohne
wrgendwelcher Vorzeichenbeschrankung unterworfen zu sein. Dann.
existirt fur jede vorgelegte Classengruppe vom Index 2 ein relativ
quadratischer Oberkorper K von k, welcher derselben als Classenkirper
zugeordnet st und von der Art, dass unter den mit K conjugirten 2m.
Korpern doppelt so viel reelle Korper als unter den mit k conjugirten.
m Korpern vorhanden sind.

Oder allgemeiner:

Wenn von den 7, reellen mit k conjugirten Kirpern eine belichige-

"

Anzahl v : es seien diese ki, ko, ...... k., ausgewahlt wird, und wenn
wn die Zahlengruppe o nur diejenigen Zahlen von o aufgenommen
werden, welche positiv wn k,, k,...... k, ausfallen, dann existirt fiir-

Jede Classengruppe vom Index 2 nach o*, ein Classenkirper K,
welcher unter den 2m conjugirten Korpern wenigstens 2(r,—v) reelle:
aufwerst. )

Natirlich soll K die in Satz 23 und Satz 25 ausgesprochenen.
Bedingungen in Bezug auf die Relativdiscriminante befriedigen.

Beweis. Es geniigt, den Satz in der im zweiten Teil aus-
gesprochenen allgemeineren Form zu beweisen; dies geschieht
auf derselben Weise wie in § 18. Nur soll im gegenwiirtigen Falle-
fiir die Zahl ¢ der Wert?

t=d+d' + Ssf+ XR(gy) +v+n—(r+1) (@)

angenommen werden, wo 2" die Anzahl der quadratischen Reste:
nach m ist, welche in dem System der Zahlen

(=1)%e Mg g™ (0,0 < 2)

1) Vgl Formel (8) in § 17, wo jetzt an Stelle von ER{g) und r; —ro bez. S(sf+1)+ZR(g,).
und v gesetzt werden miissen.,
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enthalten sind, und in k, k,...k, positiv ausfallen. Ferner
sollen die Zahlen des Systems (3) in § 18, ausser den dort
erklirten ¢4 3s'f'+ 2R(2s,—¢g,+1) Bedingungen (vgl. S. 76), noch
r—y weiteren unterworfen sein, in den von ki, ks...k, ver-
-schiedenen 7—v reellen mit k conjugirten Korpern positiv zu
sein.  Da diese letzteren Bedingungen »,—v lineare Congruenzen
mod. 2 involviren, welche die Exponenten z," vy, w, », w,... der
Zahlen (3) in § 18 zu befriedigen haben, so haben wir jetzt an
:Stelle von (5) in § 18, -

¢ =r+14+t+d+d +n—{t+ 2/f' + ZR2s— g1+ 1) +1—2}. - (b)
Man erhilt aus (a) und ()
=t =2(r+1)—nr—m,

-woraus, weil bekanntlich

)

= m-+n
’ 2

moch immer
i

Da die Zahl p (vgl. (4), § 18) nun hochstens in .den »
Korpern ki, ky,...k, negativ ausfallen kann, so ist die Anwend-
barkeit von Satz 13 gesichert, und man tiberzeugt sich wie in § 18
“von der Richtigkeit des zu beweisenden Satzes.

Der obige Beweis bleibt giiltig, wenn »=0, was den ersten
"Teil unseres Satzes bestiitigt. ’

Man erhilt alle fir ein gegebenes m Uberhaupt mdglichen
relativ quadratischen Classenkérper, wenn man in o* nur die
total positiven Zahlen von o zuldsst, und fiir jede Classengruppe

-vom Index 2 nach o" den entsprechenden Classenkérper  con-
struirt.

§ 2L
Relativ cyclische Classenkorper vom Primzahipotenzgrade.

Wir wollen nunmehr den Existenzsatz in dem Falle beweisen,
wo H eine Classengruppe nach-dem Modul m von einem geraden
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oder ungeraden Primzahlpotenzindex /' und die complementiire-
Gruppe G/ cyclisch ist. _

Es sei also ¢ eine solche Classe in k, dass erst die " te Potenz
von ¢ in = enthalten ist; ferner sei @, die Classengruppe vom
Index [, welche mr in sich enthilt, so dass in einer wiederholt
angewandten Bezeichnungsweise

v

e={c,H}, @,={c,H}.

Es existirt alsdann ein relativ cyclischer Korper k'/k vom:
Grade /, welcher Classenkérper fir ¢,ist. Nach Satz 22 ist es nun.
moglich, ein in m aufgehendes invariantes Ideal w’ so zu wihlen,
dass die Relativnormen aller Ideale einer Classe nach m’ in k’ einer-
und derselben Classe nach min k angehéren werden. Demnach
ist die Gruppe der simtlichen Classen von k' in der Form dar--
stellbar: '

{c, 7},

wo 1 die Gruppe derjenigen Classen von k' bedeutet, deren
Relativnormen in die Classengruppe # von k hineinfallen, und ¢:
diejenige Classe von k', welche die Ideale von ¢ in k enthiilt.
Von den Potenzen dieser Classe ¢ von k' ist erst die /' te in u’
enthalten. \

Wir nehmen nun an: der Existenzsatz sel bewiesen fiir den.
Index I"'. Demnach existirt ein relativ cyclischer Kérper K
vom . Relativgrade I"™' in Bezug auf k', welcher Classenkérper fiir
die Classengruppe u' von k' ist. Da #’ offenbar gegeniiber der-
erzeugenden Substitution s der Galois’schen Gruppe des Relativ--
korpers k'fk invariant ist, so folgt nach Satz 6, dass K relativ
normal in Bezug auf k ist. Weil aber K der Classengruppe ®
von k zugeordnet ist, so folgt, dass K keinen Unterkérper ausser:
Kk’ enthilt, welcher relativ cyclisch vom Relativgrade /in Bezug.
auf k ist. Denn ein solcher musste als Classenkérper einer-
Classengruppe vom Index / in k zugehéren, welche notwendig:
H in sich enthalte. - -Ausser &,, welcher der Classenkérper k' zuge—
ordnet ist, gibt es abeér keine solche Classengruppe in k.
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Bedeutet daher & die Galois’'sche Gruppe des relativ normalen
Korpers K[k, dann ist  von der Ordnung 7", und es enthilt &
eine einzige Untergruppe ©, vom Index I (welche dle Zahlen von
K’ unvex(mdelt ]JSQt) und es ist

Hieraus ist aber zu schliessen, dass ® cyclisch, also s von der
Ordnung [* sein muss. Denn widrigenfalls musste es bekannt-
lich” in & eine Untergruppe der Ordnung "' geben, welche §
enthilt und folglich von &, verschieden . wire. Daher ist K
relativ cyclisch in Bezug auf k.

Wenn die Relativdiseriminanten der Relativkérper k'/k und
K/’ bez. mit » und o bezeichnet werden, dann ist die Relativ-
discriminante von K/k gleich 99”. Da nach Annahme jeder Prim-
factor von o in w’ also auch in m aufgeht, und da dasselbe eben-
falls von o gilt, so ist die Relativdiseriminante von K/k durch
kein Primideal teilbar, welches nicht in m aufgeht.

Obeni haben wir die Vorzeichenbedingung fir die Classen-
gruppe m ausser Betracht gelassen. Um unseren Existenzbeweis
fiir /=2 allgemein zu fithren, haben wir die Classen von k nach
total positiver Zahlengruppe zu definiren, und demgeméss nach
Satz 22 die Classen von k' einer entsprechenden Vorzeichen-
bedingung zu unterwerfen. Tatsiichlich ist aber, wenn der Index
von ® grésser als 2 ist, und e¢/m  cyclisch, jede Vorzeichen-
bedingung fiir die Grappe c,={c* u} ohne Belang, so dass k' ein
relativ quadratischer Kérper von der im ersten Teil des Satzes 27
erliuterten Art ist. Es musste dies so sein, wenn tberhaupt ein
relativ cyclischer Kérper vom 2"ten Grade existiren soll, welcher
den Kérper k' als Unterkorper enthélt. Denn fiir einen reellen
Grundkérper muss jeder relativ cyclische Kérper vom Grade 2"
notwendig den reellen Unterkérper vom Relativgrade 2" ent-
halten.

1) Vgl. z.B. H. Weber, Lehrbuch der Algebra, II (2te Aufl., Braunschweig, 1899) S. 140
Der hier benutzte Gruppensatz ist ein specieller Fall eines allgemeinen Satzes von 'W. Burn-:
side : vgl. dessen Theory of finite groups (2. ed. Cambridge, 1911.) p. 131-132.
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§ 22
Existenzbeweis im allgemeinen Falle.

Nachdem im Vorhergehenden unser Existenzsatz in allen
denjenigen Fillen bewiesen worden ist, wo die complementiire
Gruppe der gegebenen Classengruppe cyclisch von einer Primzahl-
kotenzordnung ist, kénnen wir nun den allgemeinen Fall rasch
erledigen. Sei also H eine Classengruppe von einem beliebigen
Index » nach dem Modul m mit oder ohne Vorzeichenbeschrin-
kung. Es seien ferner ¢, ¢y, ...c, ein System der Basisclassen von
den Primzahlpotenzordnungen [, &L", ...I.» der vollstindigen
Classengruppe @ in Bezug auf 1, derart dass

n= ll hy 22 ha oou... lr [

Diejenige Untergruppe von a, welche ausser 1 noch die simtlichen
Basisclassen mit alleiniger Ausnahme von ¢, enthélt, sei mit
u, bezeichnet, so dass ¢/ms cyclisch von der Ordnung [," ist.
Ist dann K, der Classenkérper fiir #e, deren Existenz in den
vorhergenden Artikeln bewiesen worden ist, dann entsteht durch
Zusammensetzung der » Korper K,, K,,...K, ein relativ Abel’scher
Kérper K, welcher der gesuchte Classenkorper fiir die Classen-
gruppe u sein wird.

Denn da die Relativhormen der Ideale des zusammenge-
setzten Kdérpers K, K, offenbar sowohl der Classengruppe H, als
auch m,, folglich der Classengruppe {c;,...2} vom Index ™ L% an-
gehoren, so folgt nach Satz 4, dass der Relativgrad von K, K,
wenigstens gleich 7, [,7# sein muss.  Anderseits kann aber dieser
Relativgrad hdchstens gleich dem Product der Relativgrade der
beiden Korper K, und K, sein; also ist er genau gleich [, [*z.
Mit andern Worten: K, K, ist der Classenkérper fiir die Classen-
gruppe {c,...H}. So fortfahrend tberzeugt man sich davon, dass
der Kérper K=K, K,...K, in der Tat der Classenkoérper fiir die
Classengruppe w ist.
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Hieraus folgt aber weiter, dass K vom Relativgrade » ist und
dass die Galois’sche Gruppe des Relativkérpers K/k mit der com-
plementiren Gruppe e¢/u holoedrisch isomorph ist.

Da endlich die Relativdiscriminante jedes der Kérper K;; Ks,
...K, kein Primideal als Factor enthilt, welches nicht in den
Modul m aufgeht, so gilt dassalbe auch von der Relativdiscriminante
von K. : A :
Wie man sieht, erfiillt der Kérper K alle Forderungen des zu
Beginn dieses Capitels aufgestellten Satzes 23, welcher nunmehr
in allen seinen Teilen vollstindig bewiesen worden ist.

CAPITEL IV.
Weitere allgemeine Satze.
§ 23
" Der Volistindigkeitssalz.

Tst m ein beliebiges Ideal im Grundkorper k, o* die Zahlen-
gruppe der fofal positiven Zahlen o, welche die Bedingung: «=1,
(m) erfiillen, dann ist die Classenzahl nach o* durch die Formel
gegeben;

J

ICHEY aull ,
[

wo h,=h(1) die Classenzahl im absoluten Sinne, ¢ die Fuler’sche
Function, und

e=(E : By)

der Gruppenindex ist, wobei = die Gruppe der simtlichen
- Einheiten in k, die Einheitswurzeln mitgerechnet, und r, die
‘Gruppe der Einheiten in o* bedeutet. '

Dann existirt nach Satz 23 ein relativ Abel’scher Kérper vom
Grade (m) in Bezug auf k, welcher Classenkérper fiir die durch
0" erzeugte Idealengruppe in k ist. Derselbe sei mit K (m)
bezeichnet.

Dieser Korper K (m) soll der vollstandige Classenkorper nach

dem Modul m genannt werden.  Fir m=(1) ist der Kérper K (1)
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der zuerst von D. Hilbert eingefithrte Classenkérper von k,
“den wir als den absoluten Classenkirper bezeichnen wollen. Ist
ferner m der Fihrer eines Ringes in k, dann ist derjenige Korper,
welcher Hilbert gelegentlich” als einen Ringeclassenkérper be-
zeichnet hat, als einen Unterkérper in K (m) enthalten, wie tber-
haupt jeder Classenkérper fur irgend eine Classengruppe nach deny
Modul m.

Eine wichtige Frage ist nun, ob auch umgekehrt jeder relativ
Abel’sche Korper in Bezug auf k als Classenkorper einer Classen-
grappe nach einem geeignet gewihlten Modul m in k zugeordnet
1st? Diese Frage ist im bejahenden Sinne zu beantworten:

Satz 28. Alle relativ Abel'schen Korper in Bezug auf einen
belicbigen algebraischen K orper werden durch die Classenkirper nach
den Idealmoduln in demselben erschipft.

Es geniigt, diesen Satz fiir die welativ cyeclischen Oberkorper
vom Primzahlpotenzgrade zu beweisen.

- Denn aus solchen lisst sich jeder relativ Abel’sche Korper
zusammensetzen. Anderseits seien K, K' relativ. Abel’sch von
den Relativgraden n, n’ in Bezug auf k und bez. den Classengruppen
m, #' nach den Moduln m, m’ als Classenkérper zugeordnet. Ist
m, das kleinste gemeinsame Vielfaches von m und w’, dann sind
u, ' als Classengruppen nach dem Modul mw, aufzufassen. Unter
der Voraussetzung, dass K, K’ keinen gemeinsamen Unterkorper
tber Lk enthalten, folgt, dass die Gruppe {m, =} mit der
vollstindigen Classengrappe ¢ von k zusammenfillt, weil sonst
der zu der Classengruppe {u, u'} gehérige Classenkérper mnach
Satz 6 notwendig sowohl in K als auch in K’ enthalten sein
musste.  Da nun #®, W bez vom Index x, » sind, und
{o, v'}=¢, so muss die grésste gemeinsame Untergruppe H, von
n und # notwendig vom Index nn' sein. Weil aber die
Relativnormen der Ideale von dem zusammengesetzten Korper
KK’ vom Relativgrade nn’ siimtlich in m, enthalten sind, so folgt,
dass KK’ der Classenkérper fir die Classengruppe H, ist. Da
dasselbe auch von mehreren relativ. Abel’schen Korpern K, K,’
K”...gilt, so folgt das Gesagte.

1) D. Hilbert, tiber die Theorie der relativ Abel’schen Korper. Gdttinger Nachr. 1898.
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Da Satz 28 schon fir die relativ cyclischen Kérper vom

Primzahlgrade in Satz 13 bewiesen worden ist, so handelt es sicl

jetzt darum, den letzteren auf die relativ cyclischen Kérper vony
Pnnuah]potemgmde zu verallgemeinern.

24.

/¢

Ueber die Geschlechter im relativ cyclischen Korper eines
Primzahlpotenzgrades.

Um am Ende dés vorigen Artikels angezeigten Beweis
durchzufiihren, stellen wir den folgenden Satz auf!

Satz 29. FEs sei K[k ein relativ cyclischer Korper vom Prom-
zahlpotenzgrade 1". ~ Dann gibt es steis ein Ideal m in K, welches jedes
in die Relativdiscriminante von K aufgchende Primideal von k als
Factor, und zwar solches, welches zu [ prim ist, zur ersten, dagegen
solches, welches in | aufgeht, zu einer hinreichend hohen Potenz,
 enthalt, von der Art, dass K Classenkérper fir einé Classengruppe vom
Index 1" nach dem Modul m st.

Ferner Lasst sich im. Oberkorper K ein in m aufgehendes Ideal M
auffinden, derart, dass, wenn die Classen n K und k nach den
Zahlengruppen definirt werden, die aus den Zahlen dieser Korper
bestehen, welche bez. nach den Moduln M, m mai 1 congruent sind, jede
Classe von K, deren Relativnorm die Haupiclasse von k ist, die
symbolische 1—s® Potenz einer Classe von K wird, wenn s eine erzeugende
Substitution der Galois'schen Gruppe des Relatwkirpers K[k bedeutet.

Beweis. Zunsachet sei das Folgende bemerkt: Wenn es
nachgewiesen wird, dass der Kérper K einer Classengruppe & vom
Index " als Classenkérper zugeordnet ist, dann ist klar, dass die
~ complementiire Gruppe ¢/n notwendig cyclisch sein muss, wo ¢,
wie immer, die vollstindige Classengruppe von k bedeutet. Denn
andernfalls musste es mehr als eine Classengruppe vom Index
geben, welche 1 enthilt, und jeder derselben nach Satz 23 ‘ein
relativ cyclischer Korper vom Relativgrade / als Classenkorper
zugeordnet sein muss. Diese Kérper mussten aber nach Satz 6
simtlich in K enthalten sein, was unmoglich ist, weil K relativ
cyclisch sein sollte. '
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Um nun unseren Satz durch vollstindige Induction zu
beweisen, werde angenommen: der Satz sei fiir den in K ent-
haltenen relativ cyclischen Korper K'/k vom Grade ' richtig.
Hierunter ist genauer folgendes zu verstehen: Die in die Relativ-
discriminante von K aufgehenden, zu /primen, und in / aufgehenden
Primideale von k seien bez. durchweg mit p und [, die in sie
auigenden Primideale von K bez. K’ durchweg mit 8 und g, bez.
P’ und & bezeichnet, so dass -

P=Q, Y=gn
Man setze
m= Ilp I, am:r/qs 190, W=I1. N1V )

Es soll dann angenommen werden,dass sobald U und {7 bez. grosser
als  gewisse niherzubestimmende feste Gurissen sind, die
Relativnormen der Classen (nach 9') von K’ eine Classengruppe
' vom Index I" in Lk (nach m) ausmachen, dass ferner die
Classen von K,” deren Relativhormen Hauptclasse von k sind,
durch die symbolischen 1—s* Potenzen in K’ erschopft
werden.

Um nun auf Grund dieser Annahme die entsprechende
Tatsache fiir den Kérper K nachzuweisen, machen wir die erlaubte
Annahme, dass

U =, (2)
*und setzen '

U=(U'—v)l+, (3)
wo v die mehrmals erklirte Bedeutung in Bezug auf das Primideal
€ und den Relativkorper X/K' besitzt: es ist die Relativdifferente
von K/K' genau durch die (v+1)(1—1)* Potenz von ¢ teilbar. (Ist
also U'=v+n, dann ist U=v+nl, wo n=>0).

Wir setzen diesen Wert von U in den Ausdruck von 9t in (1)
ein, und definiren die Classen von K nach diesem Modul M.
Dann kommt Satz 22 in Anwendung, demzufolge die Relativnormen

1) Hiermit ist nicht gesagt, dass jedes p und jedes [ schon in die Relativdiscriminante
von K’ aufgeht. Auch sollen, wenn mehrere von einander verschiedene ' in ein p aufgehen,
«das Product IIP' und IIP in (1) auf alle diese Primfactoren von p erstreckt werden ; glewhes
gilt fiir die Primideale |.
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der Classen.von K in Bezug auf K’ eine Classengruppe H' vom:
Index 7/ nach 9 -ausmachen, und speciell die Classen von K,

deren Relativnormen die Hauptelasse nach 9 sind, symbolische-
h=1

1—s' te Potenzen der Classen von Ix-sem miissen.

Da nun die Classengruppe H’ ihrer Bedeatung nach offenbar
gegeniiber s invariant ist, so ist zu schliessen, dass die (1—s) te
Potenz jeder Classe von K’ notwendig in H' enthalten sein muss..
In der Tat: sei C eine nicht in H' enthaltene Classe von K/,
so dass auch C° nicht in H’, folglich in einem Class‘encomplex H'C
enthalten sein muss, WO a eine Zahl aus der Reihe: 1, 2 2,01

bedeutet. Da dann C*in H'C* enthalten ist, so folgt, wenn man.
n=[""" macht, dass die (1—a")® Potenz von C in H' enthalten ist,
d. h. es ist

1-1
& =1, 1),
woraus folgt, dass a=1, (I), also a=1 sein muss. ‘Es ist daher
(' in H' enthalten, wie behauptet wird.

. Demnach folgt, nach Annahme, dass alle Classen von K/,
deren Relativnormen in Bezug auf k die Hauptclasse nach m in k.
sind, in H' enthalten, folglich, da-H' nur den {*» Teil der séimtlichen:
Classen von K’ ausmacht, dass die Relativhormen aller Classen.
von K in Bezug auf k eine Classengruppe 1 vom Index " in k.
ausmachen, welche in der Classengruppe u’ enthalten ist.

Nunmehr ist noch zu zeigen, dass die Classen von K, deren.
Relativnormen in Bezug auf k die Hauptclasse in k sind, notwendig.
die symbolischen 1—s*® Potenzen in K sein miissen. Da, wie
vorhin bemerkt, die complementire Gruppe &/m cyclisch ist, so
kann man in k eine Basisclasse ¢ angeben, deren Ordnung eine-

Potenz von /, und von der erst die [* te Potenz in u enthalten ist.
" Demnach hat man, in einer leicht verstindlichen Bezeich nungs--
weise

U k-1
a=f{c, p}, H= {c‘b, b}, #'={c' ,Dp};

dementsprechend lésst sich die vollstindige Classengruppe von K"~
in der Form darstellen:

(o, D} @
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wo D’ den Inbegriff der Classen von K' bedeutet, deren
Relativhormen in k in p hineinfallen; so dass jede Classe in D’
Relativnorm einer Classe von K in Bezug auf K’ ist.

Sei nun C eine Classe von K, deren Relativnorm die
Hauptelasse in k ist.  Dann ist, nach Annahme

1-
NC)=C", ~ (3)

wo 9 die in K genommene Relativnorm in Bezug auf KXK', und C’
eine Classe von K’ bedeutet. Da aber nach (4)

C'=c" [D'] (©)
wo mit [D] eine Classe von K’ bezeichnet wird, welche der
Gruppe D’ angehort, folglich Relativnorm einer Classe D von
K ist:

D' =9(D). Q)
Aus (5), (8), (7) folgt

9(C)=N(D*-*).

Setzt man daher

C=D'"*A, (8)

50 ist ‘A eine solche Classe von K, dass 9 (A) die kuptcla se von

h—

K’ ist. Folglich ist A eine 1—5" te Potenz, also auch eine 1—s®
Potenz einer Classe von K. Dasselbe gilt daher nach (8) auch von
C selbst, wie zu beweisen war.

Um eine untere Grenze fir den Exponenten « zu bestunmen sel
angenommen, dass das Primideal € von K genau zur / ten Potenz in
[ aufgeht, sodass die Verzweigung von [ erst in dem Unterkdérper
von K vom Relativgrade {""’*' tber k beginnt. Indem wir
allgemein mit Ky den in K enthaltenen relativ cyeclischen
Oberkorper vom Grade 7 iiber k bezeichnen, seien i, v,,...v ,die
Zahlen, die mehrmals erklirte Bedeutung” in Bezug auf die
Relativkorper K, /K, -, Koo/ Koo PR K,/K,-, haben, so dass
bekanntlich "

1=o<<v,<< - <<, 9

1) Esist v, die oben (S: 92) mit v bezeichnete Zahl.
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Far den \Iodul M, in K, geniigt es; den entsprechenden
F\pOnenten U, so zu bestimmen, dass

U0, -y 41
Ur+1=lUr—(lf‘ Vs - g1
‘Diese Bedingungen werden erfillt, wie- man leicht mit Hiilfe von
(9) bestiitigt, wenn w so gross genommen wird, dass
U=U,=ull—(—1){v,+v, o0+ - +o P>, (10)

In die Relatlvdlscnmnmnte von K/k geht [genan zur r"‘(l—]) ten
Potenz auf, wo

o={(,+ 1)+ (-1 + 1)+ (v, 4+ 1)1} k0

v —
={’Ug+vy-1l+ ...... +Ulla—1+llT11_}ll,-J.

Nach (10) kann man daher einen Wert von w finden, derart, dass
d>u,
ausser wenn h=g=1, wo notwendig d=u=nv,+1.
Ohne néhere Kenntnis iiber die Zahlen v, s,......7, kann
man eine untere Grenze fiir # angeben, welche sich fm alle Fille
bewithren wird: nimlich
S .
16>g$1—m (11)
wo s der Exponent der héchsten in / aufgehenden Potenz von [
bedeutet. Denn es ist nach Satz 8

sl — sl >, st~

=1 e =

so dass aus (11) folgt
ula>gs1g+l8—”1§(z—1){vg PPN ORI 5

wodurch (10) befriedigt wird.
Wir haben bisher den Fall ausser Betracht gelassen, wo /=2
und unter den mit k conjugirten Kérpern reelle vorhanden sind,

1) 'Vgl. Hilbert, Bericht, Satz 79.
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wo also unter Umstinden eine Vorzeichenbedingung fir die
Classeneinteilung in k unentbehrlich werden kann. Gebe es
nun in diesem Falle einen mit k conjugirten reellen Kaorper k¥,
fir welchen der entsprechende mit K conjugirte Kérper K*
imagindr ausfillt, dann ist notwendig der in K* enthaltene mit K’
conjugirte Kérper K vom Relativgrade 2" reell. Es ist daher
leicht, in Bezugnahme auf Satz 22 einzusehen, dass unser Beweis
seine Giiltigkeit beibehilt, wenn in der Zahlengruppe, welche der
Classeneinteilung in k zu Grunde gelegt wird, nur diejenigen
Zahlen, die in allen vorhandenen Koérpern k¥ positiv ausfallen,
umsomehr also, wenn nur die total positiven Zahlen zugelassen
werden.

Durch das Vorhergende ist, nach der Bemerkung am Ende
des § 23, Satz 28 allgemein bewiesen worden. - Es ist jeder relativ
Abel'sche Korper K[k Classenkorper fiir eine Classengruppe m
in k, deren Fiithrer jedenfalls ein Teiler der Relativdiscriminante
von K/k ist, wie man sich auf Grund des vorhergehenden Beweises
leicht tiberzeugt. Nach Satz 23 ist die Galois'sche Gruppe des
Relativkoérpers K/k holoedrisch isomorph mit der complementiiren
" Gruppe ¢/u. Allgemeiner ist jeder Unéerkirper K'[k von K/k als
Classenkorper einer Classengruppe H' zugeordnet, welche ®_in sich
enthalt und ungekehrt ; es ist dabei die Galois sche Gruppe des
rvelativ Abel'schen Kirpers K[K' holoedrisch isomorph mit der
complementiren Gruppe H'[E.

§ 25.
Der Zerlegungssalz.

Wenn K der Classenkorper fur die Classengruppe m des
Grundkérpers k ist, dann ist jedes zum Fithrer der Classengruppe
relativ prime Primideal von k, welches in K in die Primideale
des ersten Relativgrades zerfillt, in einer Classe von m enthalten.
Umgekehrt gilt der folgende sehr wichtige Satz.

Satz 30. (Der Zerlegungssalz). Jedes in einer Classengruppe
eines belicbigen Korpers enthaltene Primideal zerfallt in die won
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cinander verschiedenen Primideale des ersten Relatw grades in dem
Classenkorper fiwr diese Classengruppe. '

Beweis. Es-geniigt, diesen Satz fiir den Fall zu beweisen,
wo der Oberkdrper relativ cyclisch von einem Prlmlahlpotelw-
grade ist. Denn die dem Oberkérper K zugehorige Classen-
gruppe # Ist die grosste gemeinsame Untergruppe der Classen-
gruppen, welche den relativ cyclischen Kérpern von den Primzahl-
potenzgraden zugeordnet sind, aus welchen K zusammengesetzt
wird.  Zerfillt anderseits ein Primideal des Grundkérpers in allen
jenen Kérpern in die von einander verschiedenen Primideale des
-ersten Relativgrades, so muss dasselbe auch in dem zusammenge-
setzten Korper K gelten, wie leicht einzusehen ist.

© Sei also K relativ cyclisch vom Relativgrade " in Bezug auf
k, = die zugehdrige und c die vollstindige Classengruppe von Ik,
so dass die complementire Gruppe efu cyclisch von der Ordnung
{" 1st.  Wir setzen

G=2HA®, O=a<”

wo A eine Classe bedeutet,” von welcher erst die I"te Potenz in
enthalten ist. Sei ferner ¢ eine Classe in 1; und p ein Primideal
der Classe ¢. 'Wir nehmen zunsichst an, es sei ¢ nicht I* Potenz
einer Classe von k. Dann gibt es offenbar eine Classengruppe 1"
vom Index /, welche nicht die Classe ¢ enthiilt, und es ist

a=2n'ch 0O=p<).

Ist dann w, die Durchschnitt der beiden Gruppen wund © dann
1st 1, vom Index ", und man hat

. B=J3H,¢, 0=<p<
=2\, A% O=a<l?)

G = 2H, A“ c~.

Der relativ cyclische Kérper 7" Grades iiber k, welcher der
Classengruppe 1’ zugeordnet ist, sei mit K’ bezeichnet. Dann ist
der zusammengesetzte Kérper KK’ vom Relativgrade " der
Classenkérper fir . ' .
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© Angenommen nun, das Primideal p zerfalle in K in ein
Product von ¢ von einander verschiedenen Primidealen, und ¢ << 7"
Da p nicht in ® enthalten ist, so bleibt p prim in K% = Wir
betrachten nun den Zerlegungskérper K. fir p in dem I{6rper
KK’. " Da p nicht in die Relativdiscriminante von KK’ aufgeht,
muss KK’ relativ eyclisch in Bezug auf K. sein. Weil aber
K. nach Annahme nicht K und auch nicht K’ enthiilt, ist dies
nur so moglich, dass K, K mit KK’ zusammenfillt. Daher ist
K. micht in K enthalten. Diesem Kérper K, muss daher eine
Classengruppe zugeordnet sein, welche w,, aber nicht u enthiilt,
folglich gewiss nicht die Classe ¢ enthalten kann. Dann konnte-
aber das in ¢ enthaltene Primideal p nicht in die Primideale vom
efsten Relativgrade in K, zerfallen, was ein Widerspruch ist. Iis
ist daher unsere Annahme zu verwerfen: p muss notwendig in "
von einander verschiedene Primideale in K zerfallen. Somit ist
der Satz im gegenwiirtigen Falle bewiesen.

Wir gehen nun zu dem Ikalle dber, wo ¢ l"e Potenz einer
Classe in k ist. Dann muss es eine Zahl = in der Zahlengruppe
o geben, die der Classeneinteilung in k zu Grunde gelegt ist, von
der Art, dass

pj'=(=),

wo j ein gewisses Ideal von k hedeutet. Zum Modul i der
Zahlengruppe o sei alsdann ein Primfactor q hinzugefiigt, von
der Beschaffenheit, dass jede Einheit ¢ und jede Zahl p, welche
1 Potenz eines Ideals von k ist, I'” Potenzrest nach q, dagegen
die Zahl w ein I"* Nichtrest nach q ist. Definirt man. dann
die Classen von k mnach dem Modul m=mq, dann wird das
Primideal p gewiss in einer Classe enthalten sein, welche nicht
die 1" Potenz einer  Classe ist, und wir kiénnen den Beweis des
Satzes genau wie oben durchfithren.

s kommt also darauf an, die Existenz de:. Primideals q nach-
zuweisen. Enthilt k die primitive * Einheitswurzel, dann ist
dies evident, weil eine Gleichung von der Gestalt

w:sn._,‘,«,"...gl O=u,v<1) (1)
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~offenbar nicht durch eine Zahl & von k zu befriedigen ist.”

Enthilt aber k nicht die primitive * Einheitswurzel, dann
~-adjungire man dieselbe dem Kérper k, und erweitre ihn zu k'

Da der Relativgrad von k'/k prim zu [ ist, so kann eine Relation

“von der Form (1) auch nicht in k' bestehen. Daher gibt es in
X’ ein Primideal ersten Grades ¢/, fir welches '

Ist dann q das durch o teilbare Primideal von k, dann ist offenbar
.q ein Primideal von der geforderten Beschaffenheit.
Nur scheinbar allgemeiner als der vorhergehende ist
Satz 3l. Ist K der Classenkorper fiir die Classengruppe ® von
'k, dann werden die Primideale von Xk, welche einem und demselben
- Classencomplex B¢ angehiren, in K auf derselben Weise zerlegt, d. h.
. sie erfalren in K eine Zerlegung in dieselbe Anzahl von Primidealen
“. derselben Relativgrade.
' Beweis. Ist p ein Primideal, welches der Classe ¢ oder
~einer Classe des Complexes uc angehort, dann ist der Zerlegungs-
‘korper fir p in K der umfassendste in K enthaltene Oberkérper
-von k, in welchem p in die Primideale des ersten Relativgrades
.zerfillt.  Dieser. Korper ist daher der kleinsten Classengruppe
“in k zugeordnet, welche w und ¢ enthilt, d. h. der Classen-
_gruppe {H, ¢}’ Ist daher » der Relativgrad des Korpers K/k,
-.also der Index der Classengruppe m, und ist f der kleinste
- positive Exponent, fir welchen ¢ in ¥ enthalten ist, dann ist der
Index der Classengruppe {#, ¢}, und demnach auch der Relativ-

_grad des Zerlegungskorpers fir p gleich e=—; und das Primideal
p zerfallt in X in e von einander verschiedene Primideale vom
./ Relativgrade. . -

Wir erliutern noch kurz das Zerlegungsgesetz fir das in
~die Relativdiseriminante aufgehende Primideal. Das Gesetz ist
besonders einfach fiir den vollstindigen Classenkérper K(m) nach
- dem Modul m. Sei { ein genau zur #":Potenz in m aufgehendes
Primideal, so dass '

1) Vgl § 4. 8. 16



100 Art. 9.—T. Takagi:

m=[",,

“wo m, prim zu [ ist. Der Korper K(m) enthilt eine Reihe von,
Unterkorpern, von welcher der erste der absolute Classenkorper-
und der letzte der Kérper K(m) selbst ist:

K1), K@), K(lm,), K(Cm,),---- K(l"m,).

Die Relativgrade dieser Korper werden durch die entsprechende -
Zerlegung des Relativgrades von K(m) klargestellt: '

- X —_—
(m: Bp) (Bo: Ey) (B1: 1) (Fpr B,) )

7 x <p(m0)_x f—-1 9 v A

hierbei hedeutet /4 die Classenzahl dex Grundkdérpers k im.
absoluten (sogenannten engeren) Sinne; f der absolute Grad des-
Primideals ( in k, = die Gruppe der simtlichen total positiven..
Einheiten in k, €, fiir ¢=0 die Gruppe derjenigen, welche nach,
dem Modul m, mit 1 congruent sind, und das Zeichen (a:m) wie.-
bisher den Gruppenindex.

Bezeichnen wir ferner mit & die vollstiindige Classengruppe..
von k, mit ¢_, die durch die simtlichen total positiven Zahlen
von k definirte Idealgruppe, und allgemein mit ¢, (¢=0) die-
Idealgruppe, welche durch die total positiven Zahlen « erzeught
wird, die der Congruenz

a=1, (I'm,)

geniigen, dann sind die oben angegebenen Kdérper der Reihe naehi,
den Classengruppen zugeordnet:
grupy g

- L PR € YR C PR CE A Gy

~

Es ist die complementire Gruppe e./G, und dementsprechend
der Relativkérper K(m,)/K(m,) cyclisch, dagegen G,/cy,......
GpafG, - und  entsprechend — K(tm)/K((m,),...... K () /K01y,
Abel’sch vom Typus (I, /,...... 1), wo der Rang nicht grosser als .
Jfist. Esist K(m,) der Triigheitskérper, K(fm,) der Verzweigungs- -
korper, K(&m,),...... K(m) die Verzweigungskorper héheren Gradss.
far 1 in K(m). Das Primideal { wird in K(m) die Rotenz mit dem,
Lixponenten:
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o™ _ V-1 v v
(B0 Ba) (Bo: Ey) (B, By) (Bn-1: B,)

=gines Ideals, welches ein Product von einer gewissen Anzahl von
~einander verschiedener Primideale in K(m) ist. Diese Anzahl und
~der Relativgrad dieser Primideale werden gefunden, indem man
~die Zerlegung von ( in dem Trigheitskorper K(m,) nach Satz 31
-bestimmit. '

Wenn all%mmn K der Classenkorper fir die Classengruppe
“nach dent Modul m ist, dann ist der Trigheitskorper K, fiir { in K
~der grésste gemeinsame Unterkorper von K und K(m,), also der
* Classengruppe

{H, Go} =HG,

-zugeordnet; sie ist eine Classengruppe nach dem Modul m,. . Ist

(= 2.
~die Zerlegung von [ in K, dann ist ¢ gleich dem Relat.ivgr;lde
von K/K, also gleich dem Gruppenindex (we,: n)=(¢,: v,), wenn
11, die Durchschnitt von ¢, und m bedeutet. A

Das in diesem Artikel auseinandergesetzte Aelleﬂungsaatz ist -
~die naturgemiisse Verallgemeinerung des (lesetzes, welches die

-Zerlegung der natiirlichen Primzahlen in dem Kreisteilungskérper
-vegeln.  Der durch die. primitiven »*" Einheitswurzeln definirte
Kreisteilungskirper ¢ (m)* Grades ist der vollstindige Classen-
Jkorper K(m), wenn der Grundkérper k der natiirliche ist. st p
~eine nicht in m aufgehende rationale Primzahl, dann ist die in

-Satz 31 mit f bezeichnete Zahl der kleinste positive Exponent, fiir
‘welchen p'=1, (m) ausfillt; p zerfillt daher in X(m) in e=g(m):f
von einander verschiedene Primideale. Ist ferner / eine genau zur
a™ Potenz in m=["m, aufgehende natiirliche Primzahl, dann ist
‘der Trigheitskorper fir [ in ‘K(m) der Kérper K(m,), d. h. der
-durch die m,* primitiven Einheitswurzeln definirte Korper. In
K(m) zerfillt / in ein Product von ¢({") ten Potenzen' der ¢ von
einander verschiedenen Primideale, wo ¢ genau w1e oben’ zu
bestimmen ist, indem man m, an Stelle von s setzt.””

1) Vgl. Hilbert, Bericht, Satz 125.
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Als ein weiteres Beispiel sei der Teilungskérper der lem--
niskatischen Function sn (u; 4) angefithrt. Der Grundkérper k
ist der Gauss'sche; sei (=(I+4), und m=(p) ein ungerades Prim-
ideal in k. Der Teilungskorper zum Divisor m” ist dann der-
Classenkérper K(m) vom Relativgrade ¢(m)=N(m)—1.  Der
Trigheitskérper fur [ ist (m) vom Relativgrade ¢(m): 4. Ist also.
f der kleinste positive Exponent, fir-welchen

(L+oy=4> (m)
ausfillt, wo ¢" die Einheiten von k bedeutet, und setzt man

L=y,

dann zerfillt { in K(*m) in ein Product von 4" Potenzen der e:
von einander verschiedenen Primideale.?

§ .26.
Ein Criterium fiir den relaliv Abel’'schen Zahlkorper.

H. Weber® hat den Classenkérper durch die folgende Defini--
tion eingefihrt, welche, offenbar auf der Analogie mit gewissen.
in der Theorie der complexen Multiplication der -elliptischen
Functionen vorkommenden Korpern beruhend, von der unsrigen.
grindlich verschieden ist.

Es sei im Grundkérper k eine Zahlengruppe # nach-dem Modul-
- m vorgelegt, welche eine Idealengruppe vom Index % erzeugen.
moge; ferner sei & ein Oberkérper von k vom Relativgrade n,.
welcher aber nicht als relativ normal vorausgesetzt wird. Dann.
heisst & nach Weber Classenkorper fir die Zahlengruppe wr, wenn.
die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1) Vgl. weiter unten, § 32.

2) Dieses Ergebnis ist durch direkte Rechnung hergeleitet in der Abhandlung: T..
Takagi, Uber die im Bereiche der rationalen complexen Zahlen Abel’schen Zahlkérper, diese
Journal, vol. 19. (1903) Vgl. daselbst . 25, wo jedoch ein Fehler zu corrigiren ist: es soll stat -
(1+1)f=1, die richtige:  (14i}/=i* zu setzen.

3) Lehrbuch der Algebra, IIL §.607; Vgl. auch Uber Zahlengruppen usw. Math. Anu .
Bd. 49, 8. 87. .
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1) Alle Primideale ersten Grades ‘won k, die in W enthalten

sind, zerfallen in & in cin Produkt von lauter Primidealen ersten
Frades. ‘

2) Kein Pr mmdaal ersten Gmdes von K geht in ein Primideal
von Kk auf, welches nicht in u enthalten ist.

In den beiden I‘mderungen 1) und. 2) wird eine endliche
Anzahl Auanahme.zugelabsen, die dann als Factor in den Modul
m hingenommen werden, weil von den in den Modul aufgehenden
Primidealen von k tiberhaupt abgesehen werden. ‘

Auf dieser Definition gestiitat, beweist Webel‘) die folgenden
Fatsachen: :

3) Esistn=h. _

4) Fir ein gegebenes m, kann es nicht mehr als einen
Clagsenkorper & geben. ' o ‘

5) & ist relativ normal in Bezug auf k.

Ferner spricht er die Vermutung aus:

6) Fir jeden Classenkérper & ist n=5h.” ‘

Es sei nun K der Classenkérper (in unserem Sinne) fir die
Classengruppe #. Da die Forderung 2) in unserer Definition
des Classenkérpers enthalten ist, und da nach Satz 30 auch 1)
erfillt ist, so ist die Existenzirage® fir den Korper & nach Satz
23 gelost, und zwar wie aus.4) folgt, mit der Eindeutigkeit der
Losung. - Ferner ist die Vermutung 6) bestitigt, und das Priidicat
in 5) zu ,,relativ Abelsch'‘ precisirt. Nachtriiglich folgt noch aus
Satz 30, dass fir alle nicht in dem Iihrer der Classengruppe ®
aufgehenden Primideale von k ohne Ausnahme die Bedingung
1) exfillt sind.

In der Weber'schen Definition des Classenkérpers & ist die
Forderung versteckt, dass & relativ normal in Bezug auf k ist,
eine Forderung, die von der Classeneinteilung in k unabhingig
ist. In der Tat, besagen 1) und 2), dass tberhaupt jedes Prim-
ideal ersten Grades von k, welches bei der Zerlegung in & ein

1) " Lehrbuch, TII. S. 607-611.

2) In der S. 102 citirten Abbandlung, nimmt Weber diese Beziehung als eine Forderung:
in der Definition des Classenkorpers aunf.

3) Eine Frage, in die Weber nicht eingeht, indem er sich nur wit den von der Theorie
der elliptischcn Fanetioncn geliefertan actuell vorhandcnen Korpern beschi aftigt.
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Primideal ersten Grades von & unter den Factoren aufweist,
notwendig in lauter Primideale ersten Grades von & zerfallen
muss; dies ist aber ein Criterium dafir, dass & relativ normal in
Bezug auf kist. Denn aus dieser Voraussetzung folgt

sl’ n
/- =(}‘7 1 ) )
1—-NCE)-* 1—N(py)~* -

wo das Product links auf alle Primideale ersten Grades von !,
und das Product rechts auf alle Primideale ersten Grades von k,
welche in n Primideale ersten Grades von & zerfallen, erstreckt
wird, und wo N das Zeichen fiir die in dem beziiglichen Karper
genommene absolute Norm ist. Daher ist, wenn

L P(s)= Mt
T T Ny
gesetzt wird,
1 ' :
Lim (s—1)* Pys)=a (L)

endlich und von Null verschieden, wenn sich der reelle \ eriinder-
liche s abnehmend der Grenze 1 zustrebt.

Ist nun & ein beliebiger mit & relativ conjugirter Korper,
dann zerfallen alle Primideale p, in lauter Primideale ersten
Grades in &', welche letztere mit einer endlichen Anzahl Aus-
nahmen alle Primideale ersten Grades von §/ erschopfen. Gleiches
gilt daher von dem zusammergesetzten Korper {8, fiur welchen
also die entsprechende Relation (1) bestehen muss, demzufolore der
Relativgrad von R8& notwendig gleich % ist. Daher fillt & mit
&' zusammen, ist folglich relativ normal in Bezug auf k.

Unter Hervorhebung dieser Forderung kommt die Weber’ sche
Definition des Kérpers & auf das folgende hinaus: Ein relativ nor-
maler Kérper &/k soll in dem zu Beginn des § 4. erliduterten Sinne
der Classengruppe 1 zugeordnet sein (Weber’sche Bedingung 2); i
Bezug auf diesen Kérper & und diese Classengruppe u soll das
in Satz 30 ausgesprochene Zerlegungsgesetz gelten (Weber'sche
Bedingung 1). Wie oben bemerkt, folgt aus diesen Bedingungen
die Ueberelnsmmmung des Korpers £ mit unseren Classenkérper
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fir m.  Wir sind aber umgekehrt aus dem Zusammienfallen des
Kérpergrades und des Gruppenindex als Definition des Classen-
Kkorpers ausgegangen und durch eine Reihe von Schliissen an den
Zerlegungssatz gelangt. Fir den Existenzbeweis hat dieser Weg
als eine grosse Erleichterung crwiesen. Immerhin gibt die
Weber'sche Definition ein Criterium fiir den relativ Abel’schen
Korper, welches sich fiir die Anwendung auf die Theorie der
complexen Multiplication besonders eignet. Wir wollen dieses
Criterium noch als einen Satz aussprechen. '

Satz 32. Wenn K wrelativ normal in Bezug auf K ist, und wesn
alle in ciner Classengrupe 1 von &k enthaltenen Primideale ersten
Grades, und nur diese, wieder in die Primideale crsten (Grrades in K
zerfallen, dann ist K relativ Abel'sch in Bezug auf k, wnd der
Relatingrad von K stimmt mit dem Index der Classengruppe v iher-

e, _ ‘

Zum Schluss sei noch das folgende bemerkt. Sei immer K/k

yelativ normal vom Relativgrade », und die Classen von k nach
einem Modul m definirt. Der Inbegriff aller Classe von k, die ein
Primideal enthilt, welches in die Primideale ersten Grades in K
zerfillt, bildet eine -Classengruppe m. Denn sind ¢ und ¢’ zwei
beliebige dieser Classen, dann enthilt die Classe c¢’ gewiss ein
Ideal j, welches Relativhorm eines Tdeals § von K ist. - Denkt
. man sich nun die Classen von K auch nach dem Modul m definirt,
“so enthiilt die Classe von K, welche eben das Ideal § enthiilt,
nach Satz 5, ein Primideal ersten Grades B, derart, dass $P=4S,
wo.4=1, (m). Hieraus folgt: j=RNAP)=ap, wo a=N(4)=1, (m),
p=N(P), wenn R die Relativnorm in Bezug auf k bedeutet. Daher
enthilt die Classe ¢’ auch ein Primideal crsten Grades von k.

Der Index % dieser Classengruppe m hiingt von der Walil des
Moduls m; nur bleibt stets 2 == (Satz 4). Erreicht nun % far
einen gewissen Modul m die obere Grenze n, dann ist K relativ
Abel’sch, er ist der Classenkorper fir . Wird dagegen -die obere
-Grenze n nie erreicht, dann sei m diejenige offenbar eindeutig
bestimmte Classengruppe, bei der der Index A den miglichst

grossen Wert hat. Dann ist der Classenkérper fiir m der grosste
relativ. Abel’sche Korper, welcher in K enthalten ist; K selbst ist
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folglich nicht relativ Abel’sch.  In diesem Falle miissen also in
unendlichviele Primideale enthalten sein, welche in K nicht in
die Primideale ersten Grades zerfallen. Mit andern Worten,
die Primideale von Kk, welche wn einem relativ normalen aber nicht
relativ Abel' schen Oberkirper in die Primideale des ersten Grades.
zerfallen, lassen sich nicht durch eine Congruenzbedingung characte-
risiren, wie sie m unseren bisherigen Bcémckhmgm zu Grunde gelegt
worden, st.

CAPITEL V.

Anwendung auf die Theorie der complexen Multipli-
cation der elliptischen Functionen.

§. 27.
Absolut Abel'scher Zahlkorper.

Wenn der Grundkérper k der natiirliche ist, dann ist der
vollstindige Classenkirper K(m) derjenige Zahlengruppe o(m)
zugeordnet, welche aus den positiven Zahlen « besteht, die der
Congruenz

a=1, (m)

gentigen. Er ist also von der Ordnung ¢(m). Der Fithrer fir den
Kérper K(m) ist m, ausgenommen der Fall, wo m=2m/, und »’
ungerade ist, wo K(m)=K(m'), und der Fihrer fir denselben
gleich ' ist.

Der Korper K(m) ist der Kreisteilungskérper, welcher durch:
die primitive m° Einheitswurzel erzeugt wird. Denn sei ¢ eine
solche, und § ein Primideal erstens Grades des Kreisteilungskér-

pers, welches in die rationale Primzahl p ‘Lufgehen mag. Dann
1st notwendig

=5 ),

also, von einer endlichen Anzahl der in die-Zahlen der Form
1-¢« aufgehenden 5 abgesehen,

p=l, (m).
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Der Kreisteilungskérper ist daher der durch die Zahlengruppe-
o(m) definirten Idealengruppe von. k zugeordnet. Beriicksichtigt
man daher nur die Tatsache, dass der Kreisteilungskérper
héchstens von der Ordnung ¢(m) sein kann, so folgt hieraus nach:
§ 26. die Ubereinstimmung desselben mit K(m) und somit auch:
d1e Irreducibilitit der leentellungsglelchung ¢(m)* Grades fir
. )

Wenn a, b relativ prime ganze rationale Zahlen sind, da,nnx
ist K(ab) aus K(a) und K(5) zusammengesetzt: ‘

K(ad)=K(a).K(b), o (i)z

weil die Gruppe o(ab) die Durchschnitt der Gruppen o(a), o(4) ist.,j
Daher lassen sich alle Abel’sche Kérper auf die Korper

. , K(p")

zuriickfiihren, wenn p natiirliche Primzahlen, und % positive
ganzzahlige Exponenten bedeutet. '

Wenn von den Zahlengruppen o(m) die Vorzeichenbedingung:
aufgehoben wird, dann erhiilt man eine Idealengruppe vom Index
%?(m). Daher ist K(m) imaginiir, enthilt aber einen reellem
Kérper vom halben Grade, welcher durch cos i—: erzeugt wird.
Bezeichnen wir denselben mit K (m), dann gelten fiir diesen das
Compositionsgesetz (1) nicht mehr. Denn der zusammengesetzte-
Korper K (a).K,(0) ist der Zahlengruppe zugeordnet, deren Zahlen
den Congruenéen genligen:

=1, (@), =+1, (%),

Il

~oder
z=—1, (a), ==x1, (b).

Diese Gruppe ist daher als eine Untergruppe vom Index 2 in der
Zahlengruppe fiir K («b) enthalten, welcher folglich relativ quad-

1) Vgl. H. Weber, Lehrbuch, II. (2. Aufl) S. 728.
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ratisch in Bezug aul K (a).K.(4) ist.” Sind aber «, 4/ ungerade
and relativ prim, dann ist, wie man leicht einsieht,

K, 4ab)=K(4a).K(4D).
Alle reelle Abel’sche Kérper lassen sich daher auf die Korper

K2,  K,(4p")

~zuriickfihren. Die‘(, sind cyclisch vom Grade 2" ¢(p”), und
2r
:bez. durch all} 9”’ und smp erzeugt.

Ich habe diese an sich triviale Tatsache el\mhnt weil sie
-ein gewisses Analogon in der Theorie der complexen Multiplica-
“tion der elliptischen Function hat, welches dort eine bhedeutende
Rolle spielen wird.

. 28

Relativ Abel'sche Oberkorper eines imaginiren
quadratischen Korpers.

Nebst dem Korper der rationalen Zahlen zeichnen sich die
imagindren quadratischen dadurch aus, dass sich die relativ
Abel’schen Oberkérper derselben auf gewisse von den Primideal-
potenzen im Grundkérper abhingende elementare Kérper zuriick-
fihren lassen.

Is'sei k ein imagindrer quadratischer Kérper von der Discri-
minante 4, m ein beliebiges Ideal in k, dann ist der vollstindige
‘Classenkorper K(im) zum Modul m vom Relativgrade

O(m)h
W

3

'wo /A die Classenzahl von k im absoluten Sinne, © die Euler’sche
Funetion in k, und w die in §23 mit (&:x,) bezeichnete Zahl,
hier also die Anzahl der nach m incongruenten Einheiten von k
bedeutet; es ist demnach,

1) Ausgenommen der Fall, wo ¢ cder b=2 jst.
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wenn 4d<—4,

w=2, im allgemeinen,
w=1, wenn m in 2 aufgeht ;
wenn J4d=-4, ,
w=4, im allgemeinen,
=2, wenn m=(2),
» =1, ween m=(1+7¢) oder m=(1);
wenn 4=-3, ’ ' '
w=6, im allgemeinen,
=3, wenn m=(2),
=2, wenn m=(s/—3),
=1, wenn m=(1).

Das Ideal m ist nicht notwendigerweise der Fuhrer fir die-
Classengruppe, welche dem Kaorper K(m) zugeordnetist. Ist aber f
der Fiihrer, so muss, weil § Teiler von m ist, K(f) in K(m) enthalten
sein, und da K(7) der umfassendste Classenkérper fiir den Modul:
i ist, so ist notwendig K(f)=K(m); also '

@(n) _ wm
o(f)  wp
wo wn die oben angegebene Bedeutung hat. Im folgenden geben:
wir die Tabelle fir simtliche Fille, wo m nicht mit f zusammen--
fillt. Darin werden mit p, p’ und q, o’ die Primideale ersten Grades-
von k bezeichnet, .welche bez. in 2 und 3 aufgehen, so dass
‘ (2)=p* oder=pp’; (8)=q® oder=qq’.

4=0, (4):  (2)=»" '
' K(m)=K(pm), wenn m ungerade ist.
k=K(1)=K()=K/q) =K(p)
K(2)=K(2p)=K(2q).
4=1, ®): - (2)=w".
K(m)=EK(pm),=K(p'm),=K(2m),
wo m prim bez. zu p, 9/, 2 ist.
k=K(1)=K(P)=K(s) =K (p) =K{'0) =K(20),
wo P die 7 eigentlichen Teiler von 4 bedeutet..
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k=K(1)=K(q).
K(2)=K(2q).
d=—4: p=(14+7)
K(m)=K(pm), 1, ungerade
k=K()=K@)=K(1+£23, 0=n=3.
Ad=-—3: qz(\/—_S)
k=K(1)=K(q)=K(*)=K(2)=K(20 =K(2++/~3)

Sind nun q, b relativ prim, dann ist der-aus K(a) und K(o)
:zusammengesetzte Korper der Classengruppe in k zugeordnet,
welche aus den monomischen Idealen () besteht, wo fiir « eine
Zahl gesetzt werden kann, die den Bedingungen

a=¢;, (a), } a=1, (a), }
oder
=e, (0), e, (b)

-genligen, wenn mit e, ¢, ¢, beliebige Einheiten von k bezeichnet
‘werden. Fir den Korper K(ab) dagegen miissen ¢,=¢, oder 1=¢
-sein.  Is gilt demnach

lII

Satz 33. Wenn o, b relativ prime Ideale in einem imaginisen
~quadratischen Korper sind, dann ist, abgesehen von gezbissen trivialen
~specieller. I'allen, der aus K(a) und K(b) zusammengesetzte Kirper als
-echter Unterkorper in K(ab) enthalten. Der Relativgrad von K(ab)
in Bezug auf K(a)K(0) st u:()‘—:f’, wo wm die n S 109 erliaderte
Bedeutung hat. (Wenn von den speciellen Fillen: 4=—+ und
-4=—3 abgesehen wird, ist dieser Relativgrad gleich 2, ausser
wenn a oder b in 2 aufgeht).

Dagegen ist, wenn a, 0, ¢ relativ prim sind und a nicht in
*2 aufgeht (fir 4= -3, auch noch nicht gleich (v =3) ist)

K(abc)=X(ab) K(ac).

fDenn der zusammengesetzte Korper K(ab). K(ac) ist der Zahlen-
.gruppe’ zugeordnet, welche durch das Congruenzensystem

e=1, (ab), =e¢, (ac)
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definirt wird, wo ¢ eine Einheit von k bedeutet. Es muss daher

°

1=e¢, - (a),
und wegen der dem Ideale a auferlegten Beschrinkung
€=1,
folglich
e=1,  (alc.
Um mich bestimmt auszudriicken und in Hinsicht auf die
Beziehung auf die Theorie der complexen Multiplication der

elliptischen Functionen, setze ich a=[, wo [ ein n 2 aufgehendes
Primideal vorn k bedeutet, und

e=3 oder 2,
‘ jenachdem _
4=0 oder 1, (4),
so dass [¢ nicht in 2 aufgeht. Dann ist, wenn [, m, m, mg,.' ..... zu je

zweien relativ prim sind
Ky my ) << K(C my). K@ my)---o-- =K(lem; my--),
K my=K(*) K(®m), . (n=e)

wo zur Abkirzung mit K<K’ das ,,Enthaltensein von K als
echtem Teil in K’’’ angedeutet wird. Daher folgt

Satz 34. Jeder relativ Abel sche Oberkorper wvon Xk lisst sich
zuriickfihren auf die Classenkorper K(1*), K(tm), wo m Polenz eines
von | verschiedenen Primideals bedeutet.

Bedeutet p eine ungerade rationale Primzahl, dann kann man
auch mit den Classenkorpern der -folgenden Typen auskommen:

K@), K@) K4p),
wie man leicht einsehen wird, wenn man sich erwigt, dass

K 4pm=K(p").K(4p).
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§. 29,

Der durch den singuldren Wert der elliptischen Modulfunction
erzeugle Ordnungskorper.

Ist © eine quadratische Iirationalzahl von k, welche der
primitiven quadratischen Gleichung von der Discriminante
D=dm?:

‘Aw*+ Bow+4C=0,

(D= dm*=B*—44C)

geniigt, also eine ganze oder gebrochene Zahl des Ringes mit dem
Fihrer m, dann entsteht, wenn dem Grundkérper k ein sin-
guliver Wert der Modulfunction: J(w) adjungirt wird, ein relativ
Abel’scher Korper in Bezug auf k, welcher nach H. Weber der
Ordnungskirper fiir den Fiihrer m genannt wird. Wir wollen ihn
mit M(m) bezeichnen. Derselbe ist der Classenkérper fir die
Idealengruppe, welche durch die Zahlen « erzeugt wird, die nach
dem Modul m mit rationalen Zahlen » congruent sind: ¥

a=r, (m).

Daher ist M(1) der Classenkérper im absoluten Sinne; allgemein
ist M(m) der Ringclassenkérper fir den Ring mit dem Fuhrer m.
Der Kérper M(m) ist vom Relativgrade
Hlm) h,
W,
WO

h die Classenzahl von k im absoluten'Simne,
= -M =m /7 1-

4
gm)=—"5= <+” )

Functionen bez. in k und im Kérper der rationalen Zahlen be-

, wenn mit ¢, ¢ die Euler’schen

- P
zeichnet werden, und das Product // auf alle in m aufgehenden

natiirlichen Primzahlen erstreckt wird,

1) H. Weber, Lehrbuch, TII. §. 122.
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w,=1, 1im allgemeien,
=2, wenn ‘4=-—4,

=3, wenn J=-—3. 1

Der Fihrer m des Ringes ist begrifflich verschieden von dem
Fiithrer der Classengruppe, ‘welcher der Kérper K(m) zugeordnet
ist, wie wir ihn in § 2 definirt haben. Diesen letzteren be-
zeichnen wir mit §f. Is ist wichtig, denselben fur M(m) zu
bestimmen. o

Da M(m) jedenfalls Classenkérper nach dem Modul m ist, so
st f ein Teiler von m, und wie aus der Natur der zugehérigen
Classengruppe eisichtlich, ein invariantes Ideal von k. Wir
setzen ' ‘ :
7n=fﬂ=fa; : @)

wo.f die kleinste durch § teilbare natirliche Zahl bedeutet. Dann
muss durch jede Zahl y von k, die der Congruenz

=1 () ' (2)
geniigt, auch die andere: o
F=re, (m) _ (3)
befriedigt werden, wenn » eine rationale Zahl und'e eine Einheit.
von kist.  Da im- allgemeinen e=+1, so ersetzen wir (3) durch
r=r, (m). , (4)
Veérgleicht man die Anzahlen der nach m incongruenten Ldsungerr
von (2) und (4) mit einander, so erhilt man
N(o)=a.
Da aber nach (1) a durch « teilbar ist, so folgt hieraus a=1, also
ist im allgemeinen f=m. -
In dem speciellen Falle: 4=—4, sind noch in (3) die Werte

e=:ti zu bertcksichtigen; weil aber nach (2), (3) 1=7¢ (f) o
kommen nur die Méglichkeiten: §={1) und f=(1+1) in Betracht.

1) H. Weber, Lehrbuch, IIT. 8..366. Fir m=1 ist der R-lativgrad immer gleich &, also

ist wo=1 zu setzen.
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Da K(1+4)=K(1), so kann (14-¢) iiberhaupt nicht als ein Fihrer
der Classengruppe auftreten. Daher bleibt nur noch ein Fall:
f=(1) zu untersuchen tbrig. In diesem Falle, muss offenbar
M(m)=K(1)=k, also .
) oim)=2,

woraus als der einzig mogliche Fall, m=2 sich ergibt.

In dem zweiten speciellen Falle: 4=-3, erhilt man durch
genau dieselbe Uberlégung die Bedingung: f=1, M(m)=k.
woraus : - o

¢(m)=3,

50 dass man erhilt: m=2 oder m=3.

Daher haben wir nach § 24

Satz 35. In die Relativdiscriminante von M(m) gehen alle und
nur die Primideale von k auf, welche in m awfgehen ; wusgenommen
sind nur die drei Falle, wo M(m) mit dem Grundkorper k zusammen-
fllt : |
A'='—4, m=2,;
4=—-3, m=2 oder 3.

Als ein Beispiel fir die am Ende des § 26 gemachten
Bemerkung behandeln wir noch kurz eine von H. Weber geIODte
Aufgabe:.

Alle in M(f) enthaltenen absolut Abel’'schen Korper zu ﬁnden

Es handelt sich darum, den grossten Abel’schen Kérper zu
bestimmen, welcher in dem (absolut) normalen Kérper M(f)

_enthalten ist, der daher nach § 26 Classenkérper fiir die dort mit
1 bezeichnete Gruppe in dem absoluten Rationalititsbereich ist.
. Diese Classengruppe mu ist aber offenbar durch die rationalen
Zahlen a definirt, welche Normen der Zahlen « von k sind, d1e
nach f mit rationalen Zahlen » congruent ausfallen: also

a=0,

a=r, (f)

a==Normenprest nach 4. v

1) Vgl §7. S
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Ist daher f, das kleiﬁste'gemeinsame Vielfache von f und 4,
~dann soll ¢ zuniichst quadratischer Rest nach jeder in f, aufgehen-
-den ungeraden Primzahl sein, und ausserdem noch in Bezug auf
-die in f, aufgehende Potenz von 2 die folgenden Bedingungen

befr ledngen
l) wenn, f0_4 (8), | a=1, (4); '
Q) wenn, £,=0, (8), aber f0, (4), folglich 4=0, (8),

a=Normenrest nach 8,

=+1, (8), wemn —:—E 2, (8),

=1, 3, (8), Wenn_%s —2, (8);

3) wemn £,=0, (8), und f wenigstens durch 4 teilbar,»
a=1, (8).

4) wenn f, nur durch 2 teilbar .ist, s> ist ¢ nur der irrelevanten

‘ Beschrinkung unterworfen, ungerade zu sein.

Der gesuchte Abel’sche Kérper ist demnach zusammengesetzt
:aus den unabhingigen quadratischen Kérpern, die.durch die -
-folgenden Zahlen erzeugt werden kénnen:» - _ o

/( —1)" p, wo.p die in f, aufgehenden ungeraden Primzahlen

.sind ; und

i) =1, wem f,=4, (8);

2) /2, wemn f£0, (4) und 4=0, (8), jenachdem
. ==+2,(8);

3) +/—1lund /2, wenn- f——O (8)
oder f=4, (6) und 4= 0 (8)

1) Wenn f nur durch 4 teilbar ist, daan soll a=1 (4), und Normenrezt nu)\ 8 seim,

ssodass a=5 (8) ausgeschlossen ist.
2; Vgl. H. Weber, Lehrbuch, III. S. 619. R. Fueter, ‘\‘I.Lt‘l Ann. 75. S 183.
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Endlich seien die folgenden den Modul der Jacobi’schens
Functionen betreffenden Tatsachen angefithrt, weil wir sie spiter-
einmal benutzen miissen.

Es sei w eine quadratische Irrationalzahl des Korpers k, mit-

der zugehoérigen Discriminante D, d.h. « geniige einer primitiven.
quadratischen Gleichung mit ganzen rationalen Coefficienten
Aw?+Bw+ (=0, . (5)
WO

D=B—440=f4,

wenn 4 die Discriminante des Korpers k bedeutet. (Demnach ist
o ein Quotient zweier Zahlen des Ringes-mit dem Fihrer f;
speciell ist Aw eine Zahl, die mit 1 eine Basis des Ringes bildet)..
Wir wollen die Wurzel der Gleichung (5) mit dem positiven:
imaginéren Teil mit

o={4, B, C}

bezeichnen; dann ist
_“’_={4A, 9B, ()}, {zA, B, i} oder {A, B i}
2 2 2 4 )
also der Diseriminante, 4D, D, oder —g— zugehérig, jenachdem:
C=1, (2), C=2, (4), oder D=0, C=0, (4).

Ist dann »{w) der Modul der Jacobi’schen Function, und
adjungirt man dem Korper k »w) oder »(w), so ist nach Weber'”

k[5(w)]=M(2f), ©)
ferner ist
Kx(@)]=M(2f) oder M(4f) (7)
jenachdem C gerade oder ungerade ist. _
Wendet man dieses Resultat auf x(%), dann folgt mit Hulfe-
der Formel (der Gauss’schen Transformation)

’ (_“L) = 2/
A2 14 o)

1) H. Weber, Lehrbuch, IIL 8. 505-507.
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v k[ o/x(@)]=M(2f), M(4f), M(8f), ().
Jenazhdem . '
0=0,(4), 0=2 (4), C=1,(2).

Nun sind, wenu D=5, (8), 4, ' notwendig ungerade, in anderen
Fillen kann man stets ein » so bestimmen, das A ungerade und
C gerade und zwar C=0, (4) wird, ‘ausgenommen der Fall: 4=0,
{(4) und f=1, (2), wo notwendig C=2, (4) ausfillt. . Unter dieser
Voraussetzung folgt aus (6), (7), (8):
wenn f=1, (2), 4=0, &), .
K )]=k[(@)]=M(27); K[/ 7 |=M(4f) ; )
wenn f=1, (2), - 4=5, (8), C : '
k[E]=M(2f), KD]=M4f); K/ %]=MSf);  (10)
wemn f=0, (2), 4=0, (4) oder 4=3, (8),
oder wenn 4=1, (8), fir beliebiges f,
kLA =KD =k ] =M(2F). (11)

30.

/¢

Glelchzelllge Adjunction der singulidren Moduln und
- der Einheilswurzeln.

Wenn der Ordnungskérper M(m) durch die Adjunction der
primitiven ' Einheitswurzeln erweitert wird, so entsteht ein
relativ. Abel’scher Kérper iiber k, den wir mit

M(m)

bezeichnen wollen. = Da M(m') in M(m) enthalten ist, wenn m’ in
-m aufgeht, und ihnliches fiir die Kreisteilungskorper gilt, so ist
. das Gleichsetzen von dem Fiihrer des Ordnungskérpers und dem
-Grad der zu adjungirenden Einheitswurzel offenbar keine wesent-
Jiche Beschrinkung.
- Der Korper M(m) ist der Clascenl\mpel fir die Idealengruppe,
- welche durch die Zahlen « definirt wird, die der Congruenz

@

1)

0=, (m)
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5

geniigen, wo 7, eine rationale Zahl bedeutet, derart, dass
r2=1, (m). , @)

Wenn von den in Satz 35 angegebenen-drei trivialen Fillen-
abgesehen wird, ist m der Fihrer fir den Classenkorper M (m)."”
Der Relativgrad von M () ist, in der Bezeichnungsweise des:
§ 29,
D(m). :
(7?1:) h , . (3)
w. 2°
wo 2° die Anzahl der nach m incongruenten Loésungen der Con-

gruenz (2) bedeutet.
Wenn m=p" eine ungerade Primzahlpotenz ist, dann ist in.

(1) r, ==1 zu setzen; so-dass

M(p")=K(p")- _ (4)
Ebenso ist _
M(4)=K(4); (5)
dagegen ist, wenn n=3 °
M(2")<<K(2")<<M(2""), (6)

da dann noch die Werte »,==1+2"" auftreten.
Wenn ferner «, b zwei beliebige relativ prime ganze rationale-
Zahlen sind, abgesehen von den Specialfillen 4=—4, 4=-3,

M(ab)=Ma). M(D),
also insbesondere, wenn p eine ungerade Primzahl ist, nach (4)
und (5) ' ‘
M () =M($)M(p) = K(4)K(p)<K(ip),
und zwar gelangt man von M(4p) aus erst durch die Adjuncﬁon

einer Quadratwurzel an K(4p), eine Tatsache, welche auch in den.
Speialfillen: 4=—4, 4=—3, ihre Geltung beibehilt; in der Tat,

1) In Nichtﬁbereiﬁstinnmung mit R. Fueter, vgl. Math. Ann, 75, S.239. "Vgl. auch T.
Takenouchi, On the relatively Abelian corpus with respect to the corpus defined by a primitive:
cube root of unity, diese Journal, vol. 37. Art. 5 (S. 70), 1916.
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M(4p) ist allgemein der Classengruppe zugeordnet, die durch die
Zahlen o definirt ist, welche der Congruenz

.  a=1, 1+2, (4p)

genugen

Da anderseits M(m) nur dann 4p zum Fihrer hat, wenn
m=4p, so ist K(4p) niemals in einem Kérper M(m) enthalten.

Man sieht hieraus, dass, von den in Satz 34 angegebenen
‘elementaren Kérpern, die beiden ersten Typen K(2%) und K(p"),
nicht aber der letzte K(4p) durch die singuliren Moduln und die
Einheitswurzeln zu erzeugen sind, "dass um . K(4p) zu erhalten,
weitere Ausziehung einer Quadratwurxel unumwendbar notwendig
ist.”

Allgemeiner ist, wenn = (>‘)) eine ganze rationale Zahl ist,
K() Oberkérper von M(m) vom Relativgrade 2, welche aus p—1
unabhiingigen relativ quadratischen Kérpern tiber M(m) zusammen-
gesetzt werden kann; hierbei hat die Zahl p dieselbe Bedeutung
wie oben in (3) '

" Das Ergebnis dieser Betrachtungen fonnuhren wiralg

Satz 36. Jeder in Bezug auf einen zmagwmv"e‘n quadratischen
velatow  Abel’sche Zahlkorper vom ungeraden Relativgrade lasst sich
durch Kinheitswurzeln und singulire Werte der Modulfunction J(v)
erzeugen. Gleiches gilt- auch vm Lalle einés geraden Relativgrades,
wenn die Relativdiscriminante keine anderen Primfactoren enthalt, als
solche, die in eine und dieselbe natinliche Primzahl aufgehen; 1m
gegenteiligen Falle aber kann noch dic Adjunction gewisser Quadrat-
wurzeln notwendig werden, deren Anzahl im aussersten Falle bis zu der
Anzahl der von einander ver schiedenen, duirch die Primfactoren der
Eelativdriseriminante teilbaren, rationalen Primzahlen ansteigt.

Wie in den folgenden Paragraphen nachgewiesen werden soll,
konnen alle relativ Abel’'sche Oberkérper erzeugt werden, wenn
man noch die Teilwerte der Perioden der Jacobi’schen Function
sn(w) zu Hiilfe nimmt. e

:1) Eine zuerst von R. Fueter entdeckte Tatsache ; vgl. Math. Ann. 75.
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§ 31.
Ueber die complexe Multiplication der Jacobi’schen Function.

Um die zuletst erwihnte Frage zu erledigen, betrachten wir
die Teilungsgleichung der Jacobi’schen Function sn(x) mit einem
singuliren Modul »{w) durch ein ungerades Ideal. Da es aber
nicht in unserer Absicht liegt, die Theorie des Teilungskérpers fir
sich ausfihrlich zu entwickeln, so begniigen wir uns damit, nach-
zaweisen, dass der Elementarkorper K(4p) oder K(fam) (vgl. §28)
durch die Teilwerte von sn(w) erzeugt wird, indem wir das hierzu
notige Material aus dem Weber'schen Buche” entnehmen.

Sei

w={4, B, C} (1)

eine zur Stammdiscriminante 4 gehorige Irrationalzahl von I,
s0 dass o
d=RB*—44C,
und [1, 4] eine Basts des Korpers k bildet.
Ifar die Function

H(v| o)

S()=v/r (2K, x) =gt =

und einen ungeraden complexen Multiplicator g, welcher dem
Ringe mit dem Fihrer 2 angehort, . also '

r=a+do, (2)

wo « eine ungerade und 4. eine durch 24 teilbare ganze rationale
Zahl bedeutet, besteht die folgende Multiplicationsformel:

eS(pv)= gig; " (3)
wo
8=5(v),

1) H.-Weber, IIf, 23. Abschnitt, vgl. insbesondere 8. 576 -596.
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und
A(S):AIS +A3‘S'3+ ------ +Am-2+ ‘S'l)l—? + Sm,’

o (4)
D(S)=A4,8" 1 4,873 4o +4,.8S+1

ganze ganzzahlige Functionen im Kérper k'=k(») sind, und

_ m= N(/;):Au‘u_,'
ferner
e=+1 oder 43,

je nach der Beschaffenheit von # nach dem Modul 4.
Is ist '

Az)= /‘}{x— s( %0 )}:0

's( 2 ) R (5)

o

" sind, wo p ein vollstindiges Restsystem nach g durchliuft, aller-

dings unter der ‘Voraussetzung, dass der Coefficient- 4 in (1)
angerade und prim zu ,u.;ist».') o

‘ ‘Es ist nun fiir unseren Zweck unerlisslich, den Coefficienten €'
in der Weber'schen Formel (3) genau zu bestimmen, was wir

dadurch erreichen, dass die Function A(S) durch die Thetafunction

.dargestellt wird.
Ist # eine beliebige ganze Zahl von k, dann kann man setzen

p=a+bw, ®
. 6
jad] =4c+d(u, ’

wo a, b, ¢, d ganze rationale Zahlen sind, so dass

1) Fiir upseren Zweck geniigh es schon, wenn wir ein fir allemal annehmen : 4=1.
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a—p b =y —(a+d)p+ad—bc=0,

¢ d—p
“m=N{p)=pp=ad—be. )

Itir die conjugirte Zahl u ergibt dann

p=d—bo,
(8)
po=—c+ao.
Ich setze nun
' . 9 Zy (II'U)
GOlp)=qgenilp2 177 . . 9
(v)=ue Boy (9)

wo flir den constanten Coefficienten « noch zu verfiigen ist. Far
diese Function ergibt sich

M:(_l)a+benibm—bw: =(—1)e+b+ab,
D(v) g

M —e2nir(lue —dp+m) x (_ 1)C+d+ mgrie(bp.eo —~d2 +m)
o)

Nun ist nach (6), (7), (8)

bpw—dp+m=p(bo—d+ p)=0,
w(bpw—d*+m)=w(dp—d*)=d(po—dow)=cd,
so dass

(])(U + (;)) _
o)

(_1)c+d+cl+m

So weit gilt unsere Formel fiir jede ganze Zahl z von k. Ist
nun p wie in (2) eine ungerade Zahl aus dem Ringe mit dem
Fihrer 2, dann ist
a=d=1, b=¢=0, (2), l
(10)

m=ad (4), ]

und - °
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o

Do+ )= =), D(v+e)=0).

Demnach ist &) eine ganze Function von S(»), und da sie diesel-
ben Nullstellen (5) hat wie S(pv), so kann man den constanterr
Factor « in (9) so bestimmen, dass

A(S)=(v)

. . @ . .
wird:  Setzen wir v=0 und v=—5-, %0 erhalten wir nacheinander

Tibp.e?

o I v) £
1=¢ 4 ( e \Vi2N ) =%
e /71"’0)""' v= it ,I/

Daher ist

und fiir € in-(3) erhalten wir, indem wir v=0 setzen,

eder nach (10) -

und speciell,

wenn

Da nach (6)

£0 folgt aus-(1)

f.ll:—P.——
Yy

cAd-m

2

: cd
- .c+d-—1n+T
:————-’[,
9.m-1
duan

1 cd
mo-c—d-—p—

A= pi

! cd
m -¢— —

; 2
£€=—9 ,

o -1 ¢
' - 5{(d+2
5:_(__1) 2 7 2( 1 ) ’

a-1

¢=0, (4), e=(—1) 2

b+ (¢ —d)w—c=0,

¢
+3 .

%f".’_(bp.m --d? +m)

(11)

!

9

)
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b . a—d _ —¢

=2,
P B C

wo /' eine ganze Zahl ist, weil nach (2) 4 durch 24 teilbar ist.

Der in (12) angegebene Iall tritt daher ein, wenn fiir 4=0, (4)
und 4=1, (8),  so angenommen wird, dass ¢ gerade ausfillt, was
stets angeht, oder wenn fiir 4=5, (8) die Zahl » dem Ringe mit dem
Fihrer 4 angehért, so dass 4" gerade wird; in beiden Fillen ist

a-—1 v'e

e=(=1) ¢ % (13)

Ueber die arithmetische Natur des Teilungskorpers.

Es sel o
w={4, B, C} (D)

eine zur Stammdiscriminante 4 gehérige Irrationalzahl von k, von
der wir annehmen, dass A4 ungerade ist und ¢ gerade, wenn
4=0,(4) oder 4=1,(8), so dass, wenn x=xw), k' =Kk[x] gesetzt wird,
nach § 29 |

I)  W=M(2)=K(2), wenn 4=0, (4),
I K=M@)=K(), , 4=1, (3) @)
() W=M@#)=K({), ., 4=5 () |

und folglich k' der Ringclassenkérper fiir den Ring
R mit dem Fihrer 2, 1, 4 im Falle (I), (IT), (IIT) 3)

ist.

Ferner sei m ein beliebiges ungerades Ideal von I, T'(m)
der-Teilungskérper, welcher entsteht, wenn dem Ordnungskérper
k' ein eigentlicher m®* Teilwert von S(v)=+/nsn(u, ) adjungirt
wird, und welcher relativ Abel’sch in Bezug auf K’ ist, von einem
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Relativgrade, welcher héchstens gleich @(m) ist. Es handelt sich:
darum, nachzuweisen, dass T'(m) auch relativ Abel’sch in Bezug
auf k selbst.ist, und vor allem die Classengruppe in k'zu bestim-
men, welcher T'() zugeordnet ist.

Wir bezeichnen durchiveg mit = eine ungerade Zahl vom:
Ringe & in (3), welche ein Primideal ersten Grades von k erzeugt,
mit Ausschluss einer endlichen Amzahl, die in m oder in die
Discriminante der m-teilungsgleichung von S(») in k' aufgehen,.
und wir setzen :

p=N(w).
Dann ist nach (3), (4), § 31
58(651)): AS+ A48 —I—AJ),?,gP‘f-’.I_S:: (4)

Allgp-l"l"A:,‘Sp_'R_i_ ...... +AL—2SE+1 ’

wo ¢ die in (13),-§ 31 angegebene Bedeutung fiir p=w= hat, und die-
Coefficienten A, A4, ...... A,, durch @ teilbar sind.” Versteht
man daher unter » in (4) einen eigentlichen m*® Teil der Periode-
von S(v), so sind S(») und S(wv) Wurzel der m-teilungsgleichung,
wenn, wie vorausgesetzt, = nicht in m aufgeht, und es folgt

eS( ?TJ"D)ES(’U)”, (=). (5) -

Wenn nun P ein Primideal ersten Grades in T'(m) ist, welches:
mit einer endlichen Anzahl Ausnahme in ein = aufgeht, so muss.

S@P=8@). -(B) ) (6
so dass nach (5) '
eS(wv)=S®), (B). (7)

Da nach Voraussetzung g nicht in die Diseriminante der Teilungs-- .
gleichung aufgeht, so ist dies nur dann maglich, wenn

1) H.Weber, 1. c. S. 594; vgl. auch T. Taka,gi, On a fundamental property of the equation
of divisicn etc. Proceedings of the Tokyo Math. Physical Soc., Ser. 2, vol. 7. 8. 414. °
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eS(wv)=8(v) (8)
«.h., wenn

w

i

I, (m), e=l,
' 9)

-oder w=-1, (m), e=—1.

Umgekehrt, wenn eine Zahl & die Bedingung (9) erfiillt, und
ist ¥ ein Primideal von T'(m), welches in w aufgeht, dann folgt
nach (5), da (8) und somit (7) besteht, die Relation (6). Weil
aber S(v) den Relativkérper T'(m)/k’ erzeugt, und fiir jede Zahl «
in K’

w=a, (@),
50 ist far jede Zahl A von T'(m)

Ar=4, (P),

.«demnach ist B ein Primideal ersten Grades in T'(m).

Dae=+1 eine Congruenzbedingung fiir die Zahl = nach einer
Potenz von 2 als Modul bedeutet, so ist hiermit nach § 26 dargetan,
dass der Korper T'(m) relativ Abel’sch in Bezug auf k, und zwar
derjenige Idealengruppe zugeordnet ist, welche durch die Zahlen.
« des Ringes 1 erzeugt wird, die der Congruenzbedingung (9)
genligen:

a=+1, (m)
) } (10)

x

,/ Es ist nunmehr unser Ziel, diese Idealengruppe niher zua
. untersuchen; wie es sich herausstellen wird, ist der Index dersel-
ben gleich ®(m)%/, wenn A’ der Relativgrad von k’/[k bedeutet,
.50 dass sich nebenbei ergibt, dass die m-teilungsgleichung in k'’
irreducibel ist. Wir miissen aber fernerhin die zu Beginn .des
Artikels unterschiedenen drei Fille einzeln in Betracht ziehen.

(0 A;b, (4).
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In diesem Falle, ist in (1) 4 ungerade, C gerade, folglich
=2, (4). '
Setzt man
. f=Ao,
s0 ist in k :
‘ (2)=E, wo [=[2, 6].
Fir.eine ungerade Zahl ¢ im Ringe r mit dem. Fihrer 2:
o=a+bow=qa+2b'0 |
~wird nach (13), § 31, da —g— ungerade ist

e=(—1)5*" oy
also s=1, dapn und nur dann,_ wenn
| Tas1, @), =0, @)
, -o’dﬁe_r ' B :
a=—1, (4), ¥=l, @),
Nach (10) kommt dahef die Zahlengruppe
a=1, (m), ! .

12
a=1 oder —1+ 20, (1*)). (12)

in Betracht. Man sieht daher ein, dass
K(CPum) <T'(m)<K(l'm), , - (13)

ohne dass T'(m) mit K(m) ztlsammenféllt, welcher letztere der
Zahlengruppe ’

a=1, (m), a=1, 1426, ()

zugeordnet ist. .

Bezeichnet man nun mit To(m) denjenigen Korper, welcher
aus k' entsteht durch Adjunction der Quadrat S(»)* des mten
Teilwertes von S(v), oder, was auf dasselbe hinauskommt, von der
Quadrat sn*(x) des m*" Teilwertes von der Function sn(u) selbst,
dann ist
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To(m)=K/Cm), (14)
weil fiir diesen die Bedingung e=1 wegfillt." '

Um aberden Korper K(4m)=K((m) zu erhalten, hat mam
dern Kérper T'(m) noch /3% zu adjungiren, weil nach § 29,
k[4/5]=M(4) der Zahlengruppe: a=+1, (4) zugeordnet ist.

DerKarper K(4m) ist relativ biquadratisch in Bezug auf K(2m);
er lisst sich zusammensetzen aus zwei relativ quadratischen Kérpern
tber K(2m), enthilt folglich drei von einander verschiedenemn
relativ quadratischen Korper tiber K(2m), welche bez. den Zahlen-
gruppen ‘

a=1, (m), e=1, —1+26, (19,
a=1, (M), oe=1, 1, (),
a=1, (m), o=1, 1420, ()

zugeordnet sind.  Der erste ist T'(m), der zweite entsteht aus
To(m) durch Adjunction von /7% ; der dritte, welcher K(tm) ist,
muss daher notwendig derjenige Kérper T(m) sein, welcher durch
die Adjunction von dem Teilwerte von sn (u) selbst, (A.h S(v)[a/7 )
entsteht:

T(m)=K(lm). (15)

Dieses merwirdige Ergebnis wollen wir noch auf einemr
dirccteren Weg herleiten. Da nach § 29

k[a/ 2 ]=M4),
so zerfillt ein Primideal (=) von k, wo
w=a+20'6,

dann und nur dann in die Primideale ersten Grades in k(y/5).
wenn

¥'=0, (2).

Hieraus ist aber zu schliessen, dass?

1) Vgl. Weber, 1. c. S. 596.

2) Da sowohl 43¢ als anch f{ ganze Zahlcn sind, so enthilt 7 im Zihler und Nenner

keinen ungeraden Idealfactor, vgl. Weker, 1. ¢. S. 581.
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»

s =(—-1)" (=)
Daher folgt aus (5) und (11)

(—1)% sn (wu)=sn (u)”, (P),
sodass nun fir » die Bedingung erhalten wird:
@w=a+200=1 (m)
a=1 4) ).
Da &' beliebig ist, so wird fiir die zugeordnete Zahlengruppe
| a=1, (m),
' e=1, (%),
wie zu beweisen war. o
an 4=1, (8).
Es empfiehlt sich in diesem Falle 4 ungerade und

=0, 4

anzunehmen, was erreicht wird, wenn man nétigenfalls » durch

w+2 ersetzt. Dann istin k

(2)=I, wo [=[2, 0], ©=[4,0], U=[2, 1+6].

129

Es ist hier k'=K(1), aber wenn verlangt wird, dass « ungerade,

also prim zu [ und. [’ sein soll, so ist
a=a+bw=a+2b'0,

demnach kommt nach (13) § 31, da C=0, (4),

a-1

‘£=(-—1) 2

Daher ist e=1, dann und nur dann, wenn a=1, (4), d. h. aber,

wenn _
e=1 ().

Man erhiilt somit .

T/(m) =K 'm) =Km),"

(1) Vgl: §28.
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und weil nach § 29 k[+/ ]=k[x], so ist hier

T(m) =T"(m) =K(Cm). (16)

Fir T,(m) fillt die Bedingung: e=1 weg, sodass T,(m) gleich
K(2m), folglich®

To(lﬁ)=K(m). ) | (17)
III) 4=5, (8).

In diesem Falle sind die Coefficienten 4, B, C ungerade, und
2 bleibt prim in k. Tir die Zahl « im Ringe R mit dem Fihrer 4

a=a+bo=a+40'0
erhilt man nach (13) § 31, da € ungerade ist,
' “;1 +

e=(—1) , (18)

also e=1, dann und nur dann, wenn
a=1 (4), ¥'=0 (2),
oder a=-—1(4), V=1 (2).

Die Zahlengrﬁppe wird folglich durch die folgenden Con-
gruenzen definirt: -

It

=1, (m),
a=1, 5, —14+40, —5+460, (8),

woraus einzusehen ist, dass T'(m) in K(8m) enthalten ist, ohne
aber mit K(4m) zusammenzufallen. ‘
- Nun ist im gegenwiirtigen Falle k[+/» ]=M(8), sodass

— p-1 p=1

A =x * =1, (w),

dann und nur dann, wenn @ =21-+45'0, und ¥’=0 (2); also

p

=) (w).

(1) Vgl §28.
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Nach (5) und (18) erhiilt man daher

a-1 .
(=-1) T sn (wu)=sn (w)?, (P),
sodass fiir den Teilungskérper der Ifunction sn, die Zahlengruppe:

=1, . (m),
=1, @) }

auftritt, d.h. es ist o o .
T)=K(dw). (19)
Fir den Korper To(m) erhilt man, da die Bedingung e=1 “weg-
fallt, die Zahlengruppe:
a=1, .(.m),
a=+1, (4).
Abgesehen von dem TFalle 4= -3, kann man' daher setzen

- To(m)=K(4)K{m). ' (20)

~

- Inallen Fillen hat sich somit ergeben,-dass bei der geeigneten
Wahl von @ im imaginiiren quadratischen Korper k, der Teilungs-
korper T(m). der Jacobi’schen Function sn(w, ®) fir einen un-
geraden Divigor m mit dem Elementarkorper K(In) des § 28 iiber-
einstimmt. Mit. Riicksicht auf Satz 36 erhalten wir daher in
Bestatigung der Kronecker’schen Vermutung

Satz 37. Alle velativ Abel'sche Oberkirper cines vmaginiiren
quadratischen Korper werden durch die Einheitswurzeln, die singu-
laren Moduln und dic Teilwerte der Jacobi’ schen Punction erzeugt.

Abgeschlossen im Februar, 1920.
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Berichtigung

zu meiner Arbeit: Ueber eine Theorie des relativ'
Abel’schen Zahlkoérpers,

dieses Journal, Vol. XLLI, Art. 9.

e

16, Z. 7 v. u. lies & statt  &.

S.

S. 83 Z 4v. 0 , @#H . L

S. 84, Z 11 v.o. , g% ” [,

S. 45, Z. 15 v. o. e l”o' »w  Dpe

S. 47, Z. 5 v. u. (auf der rechten Seite der Gleichung)
‘ lies 2 statt 1.

S. 74, Z.6 v. o. »w T R

S. 100, Z. 8 v.o. ,, my " M.

S. 114; Satz 35, den.aufgezdhlten Ausnabmefillen hinzuzufigen :

4d=1 (mod 8), m= 27)@’, m' ungerade ;

in diesem Falle ist der Fubrer m/, die Relativdiscriminante

somit prim zu 2.

. 118, Z. 3 v. o. lies vier statt drei, entsprechened der Berichtigung zu

"~ 8. 114, Satz 35. Die Fussnote bezieht sich auf den von Herrn
Fueter a.a. O. ibersehenen . Fall:

¢ : , d==3, m=2.

T. TAKAGL
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