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Uber die charaktenstlschen Streifen eines Systems
der partiellen Dlﬁ'erentlalglelchungen
erster Ordnung mit mehreren
abhangigen Variablen.

Von

T

T. Yoshiye.. . . ]

'Im Bande 32 dieses Journals habe ich die Gleichungen der
charakteristischen Streifen eines Involutionssystems der partiellen’
Differentialgleichungen erster Ordnung mit einer einzigen:-ab-
hangigen Variablen durch .die Variationsmethode hergeleitet.
Gerade dieselbe Methode lasst. sich auf partiellen Differential-
gleichungen mit mehreren abhingigen Variablen anwenden. Es
wird vielleicht zu bemerken sein, dass die Hamburgerschen’
Gleichungen der charakteristischen Streifen eines Systems von n
partiellen Differentialgleichungen mit n abhingigen Variablen
und die v. Weberschen eines noch allgemeineren Systems gerade
so, wie im Falle einer einzigen abhangigen Variablen, durch -
dieselbe Methode abgeleitet werden konnen. In den folgenden:
Zeilen werde.ich dies Verfahren kurz skizziren. . i
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Es sei

FL(TD crey Lpy Zyy 2y By p&l)x "':PS}): '“’P(ls)r ) p,(;s)):()’
(k=1,2, -, p) -

. ) : . y
wobei p{? fir a—i” steht, das vorgelegte Involutionssystem der

partiellen Differentialgleichungen mit s abhangigen Variablen.
Wir nehmen noch an: ns>p. ‘

Um nun die charakteristischen Streifen des Systems zu
finden, suchen wir nach den Funktionen a,, -+, 2., 21, -+, 2 P, -+, P
eines Parameters ¢, welche g Gleichungen

F,=0 (k=1, -, p)
und s Bedingungen

identisch geniigen (Accent bezeichnet Ableitung nach ).
Zu diesem Zwecke betrachten wir das Integral

| /n Py lo(ch_é“l P ”3;’) +k2:'1 U Fk] dt, (to, t, konstant)

ty Ls=1

welches fiir die den Bedingungen F,=0, -, F,=0 geniigenden
Elementvereine den konstanten Wert Null besitzt. Fiir dieses
Integral gilt offenbar die Gleichung '

i ) . & % . ¥ ‘
3/ [ 2 Xc(za’—z p{? a:i’)+2'/.¢,.. F,,:] dt=0,
A to Loy=1 ' i=1 k=1 H

sobald die N-.ebenbedingungen

o M

F,=0 (z=1,...,/1)
»8) }

n
-2 ?JEC) x/=0 (6=1, -
i=1 '

bestehen bleiben.

Diese Gleichung lasst sich folgendermassen umschreiben:
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[z {za (320— 3 p az)}] i,
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(ol é(za' gﬁkap" )% 3
6=1 kel
. - r) n' 3 bF . | )
+ai i=1(; i _z'ul‘bp(“’)op ™ dt=0 . o (2
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AAndelelbelts determmnen pt+1 Glclchungen
Fi=0, -, F,=0, 5/ — 3 p /=0,
' i=1

von (1), eindeutigerweise im A]lgememen, p+1 von ns Grossen
(a) V

Jetzt unterscheiden wir zwei Fille, namlich n>‘u‘und n<p.

Um nun, im ersten Falle, einen eindimensionalen Element-
verein zu erhalten, lings welcher solche eindeutige Bestimmung
von p{® nicht moglich ist, setzen wir fiir diesen Elementverein
ausser den vorgelegten Bedingungen die Bedmgungen voraus,
dass fiir 0=1,2, -

BFI bF] a}71
. : A P Tyl T P
Alle Determinanten SRR
or -Ordnui =0 . (3
(p+1) ter O‘rdnung \aF, F, 3F, : (3)
aus der Matrix D,
O X

Dann sind, unter n Ausdriicken

o JAF,

A5 s 2 luk 3p(0)

G=1, -, )
n—p davon. lineare homogene Verbindungen deér ubrigen g
Grossen. Wenn also geeignet gewahlte g dieser Ausdriicke
verschwinden, dann verschwinden auch alle anderen.

Wir bestimmen nun die Grossen A, -, A, -+, so, dass n
Gleichungen (darunter nur ¢ wesentlich)

< A, . oL
Zawi'—'}fl#n B =0 (z=],-»--.,An) L (4)
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und geeignete s aus n(s—1) Gleichungen:

n aF .=]..“’ ' ’
o= Zmeger=0  ((Zh ) Q

identisch bestehen damit nts Ghe«]er unter dem Integralzeichen
von (2) verschwinden.

Die Funktionen gz, -, 2,2, =, 2, p{, -, p sind p+s Bedin-
gungen (1) und (n—g)s Bedingungen (3) unterworfen. Daher
kann man, unter as+n+s. Grossen de,dz dp, nur (ns+n+s)—
(p+s+(n—p)s)=ps+n—p, 2. B. etwa oz, -, 0z,, 62, -, 87, und ps—p—s
von 0p{? (e=1, --,s—1), als unabhsngig betrachten.

Aus der Willkiirlichkeit dieser Variationen oz, 8z, 8p fo]gen
dann die folgenden n+s Gleichungen

"%f‘k ng =0 (e=1,--,5) (6)
: L& F o ’ .
S(A_pY L X ko — -1 ... .
M( o D} )+M# =0 (=1, -+, n) (7

und geeignet gewihlte (verschieden von (5)) us—p—s von

&, _ =1;-,s-1
bri=Spps=0 (2P - ®

Daher verschwinden ps—pu geeignet gewithlte Ausdriicke von

Zg.i, ‘I-"';ul. bF s (1;7=1,~",S—1) ’
ap(r.r) ,,=1'...,,"J
und daraus folgt unmittelbar das Verschwinden aller iibrigen.
Da die Variationen 6z, -, dz, 82,02, $0 angenommen
werden konnen, dass sie fiir die Werte t, und ¢, von ¢ verschwin-
den werden, wird die Gleichung (2) durch die durch

2 =5, 2 = (6=1, - 5)
k=1 3z, .
% 3F, _ o=1,.--,s
25 T—s'—ki e TPET"_O . (i:l, ery 'n) (C)

2(1 p(”))’-i-Z'# £= (=1, -, n)
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bestimmten Funktionen 2, 4, , 2, p von ¢ identisch erfiillt.
Die Gleichungen

<oy 71,)

.i' (% ¢
o=1

L F, 1
ol k axi (i— )

von (C) kénnen offenbar, wegen der Gleichungen

& QK
A — X k=0 =1 e
1 G ro1 Pk bZo . (0 ’ S)’

durch die folgenden ersetzt werden:

2a.per+ Sy ( )o (i=1,--,m),

d
) den Ausdruck 'a 7y +:S10(”) af bezeichnet.

Ly g (]

A,
wobe1
Az,
Niachstens betrachten wir den Fall n<p. Man kann, in
diesem Falle, die Gleichungen (1) nach g+s Grossen von p@
auflosen.® Man kann also &z, -, 0z, 0z, ---, 0z, und ns—p—s von
op{” unabhingig denken. Wir nehmen, wie friher, dz, ---,dz,,
8z, -, 02, s0 an, dass sie fur t=¢, und t=t, verschwinden werden.
Zunichst bestimmen wir 4, -+, 4, s, -+, g, 80, dass p+s Grossen

¢ dF,
Aozl — ;ﬁ Tl P‘;’

verschwinden. Dann folgen, von der Willkiirlichkeit der Varia-
tionen éz,, -, 0z, 6z, ---, 0z, und ns—p—s von op{?, das Verschwin-
den der tbrig bleibenden Glieder unter dem Integralzeichen in
der Gleichung (2). Wir haben also hier gerade dieselben Glei-
chungen (C) als notwendige Ergebnisse erhalten, wihrend sie, im
Falle n>g, nur unter den Bedingungen (3) gewonnen wurden.

Die Gleichungen (C) mit den Gleichungen

zc’—Z'pE"_) mi/=0 (gz]’ ...,3)

ixl

¥ Wenn n>>p, ist dies nicht der Fall wegen den Bedingungen (3), welche fiirs Bestehen
von (5) notwendig sind.
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zusammen bilden ein dfiquivalentes System mit dem Gleichun-
gensystem der charakteristischen Streifen, welche E. v. Weber
gegeben hat (Math. Ann. Bd. 49. 8. 567 [[])." Fir die dort
vorkommende Grosse 4¢ steht, in unseren Formeln, der
Ausdruck °

5 JF,

" JF,
P a—ﬁg;

k

n

U [\d;

k=1

Nimmt man ins besondere - ,
s=pu n=2

an, dann stimmen die Formeln (C) mit den Gleichungen iiberein,
welche Hamburger aufgestellt hat (Crelles Journal Bd. 93, 8. 193
(15)). Den Grossen u und lk. vonr Hamburger entspreche’n beil
uns
& /ﬁ- F,
1 py?
AF,
o

k

bezw.

by

k=1

Wenn das vorgelegte System das der linearen partiellen
Differentialgleichungen sind, so erhalten wir gerade die Formeln
von Hamburger in Crelles Journal Bd. 81. , ’

Wir sehen iibrigens, dass die éharak‘reljistischen Streifen fiir
jedes Involutionssystem (ns>p) der partiellen Differential-
gleichungen erster Ordnung mit einer oder mehreren abhingigen
Variablen immer als Extremalen gewisses Variationsproblems
betrachtet werden kénnen. '

Published Nov. 7th, 1918.

* Die ersten s Gleichungen von (C) dienen s Funktionen X6 zu bestimmen, daher haben
sie keine entsprechenden Gleichungen bei v. Weber.



