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Ueber die charakteristische Mannigfaltigkéit
der partiellen Differentialgleichungen
erster Ordnung.

Von

T. Yoshiye, Rigalkushi,

Professor der Mathematil, Tokyo Kaiserl. Universitit.

Die vorliegende Arbeit ist eigentlich als eine Fortsetzung
meiner Arbeit* in den ‘‘ Mathematischen Annalen,”” Bd. 57,
" anzusehen. Es wird jetzt durch die Variationsmethode die charak-
teristische Mannigfaltigkeit eines Systems partieller Differential-
gleichungen erster Ordnung mit einer einzigen abhingigen
Variabeln hergeleitet.

|

Es sei

B (Z’ Ty *oy Tpy Pro "7y pn)=0
.................................... (1)

das vorgelegte System partieller Differentialgleichungen erster
Ordnung, wobei z die zu bestimmende Funktion von =, ..., z,

und p; ihre Ableitung -% bezeichnet. Man kann offenbar fest-

. . Fy, -+, F,, . T
setzen, dass die Determinante —%—g—a— nicht identisch ver-
s Do
schwindet, denn mindestens eine Determinante von der Form

H nicht identisch verschwindet, sobald die Gleichungen
e b

* ,,Anwendungen der Variationsrechnung auf partielle Differentialgleichungen mit zwei
unabhingigen Variabeln.”
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von (1) von einander verschieden sind: wir nehmen sogar an

¥Fy,--F,)
A(pry D) Now-p) T

Das System (1) definirt eine Schar von o ot Flichenele-
mente (2, z,, -+, Zn, Py, -+, Pn) im n+1 dimensionalen Raume.
Wir mégen nun den eindimensionalen Elementverein aus dieser
Schar finden, ndmlich das Funktionensystem z, z;, ---, u, Py, Pa
einer einzigen Variabeln ¢, welches die Bezichung

.
2= piaf=0 (@)

befriedigt. . 2°, 2" stehen fiir die Ableitungen von 2, x; nach t.
Zu diesem Zwecke bilden wir das.Integral

=2 p)+ S p P,
to i=1 k=1

wobei 2 und g, -, g, beliebige Funktionen von ¢, und &, ¢, ge-
wisse bestimmte Werte von ¢ bezeichnen. _

Dieses Integral verschwindet offenbar, wofern die Glei-
chungen (1) und (2) erfiillt sind. Daraus folgt unmittelbar die

Gleichung
3 / (2 =2 pia))+ 2 B a=o,

sobald die Variationen den Bedingungen
84 — 2 8(p, 2/)=0,
i=1
3F,=0 (k=1, 2.---m)

geniigen.
Diese Gleichung und die Bedingungsgleichungen konnen wir
folgendermassen umschreiben:

(10],— 5 [2p. 0]+ f [ )'] 5 dt )
2' 24 12 . E t _ —
+i=1- W Lot +(lp) ox; dt +i=21 \ [ki L T Az, ] dp; dt=0

32’—2 (p; 0z +z 0p;)=0
@

31;': op=0 (k=1,2, --m)

"’Fk Sat 3 aaFk ozt 3
i=1 Zs
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Man erhalt ein Funktionensystem z, x, p, welche die Glei-
chung (3) befriedigﬁ, wenn man z, 2, p so bestimmen kann, dass
jedes Glied der Gleichung (3) identisch verschwindet.*

Wir unterscheiden nun zwei Falle, m<n und m=n,

Der Fall m<n. Konnte man nun jeden Ausdruck unter dem
Integralzeichen aus dem letzten Glied von (3) verschwinden
lassen, dann miissen die Grossen z, z, p die folgenden n—m Glei-
chungen befriedigen:

7, 3F, . 3F,

o, p, - oy .

3F, 3F,  F, y

dp, ¥y, . AP,y - -

................................. =0 (i=m+1,-n) (5)

JF, F, JdF,, o !

apwl ap”l apm "

dF, F, dF o

op;  p; o

Wir setzen also diese n—m Gleichungen (5) fest als die
Bedingungsgleichungen fiir die Grossen z, ; p. Dann sind nur
m Gleichungen aus den folgenden n Gleichungen '

w,odF, ., ,_ .
kfl,uk 5p: Az/=0 (?_1,2, n)

wesentlich. ‘
Wir betrachten also die n+1 Gléichungen

5 3F,

—=0:
w1 " dz ¥=0, ©)
m bF .
2 E Q)= =1,2,-n) .
k=lﬂk api )m, 0 (7/ ] 2 n)

als die Bestimmungsgleichungen von m+1 Grossen 4, g, -, #,.
Nach den Beziehungen (5) sind die m+1 Ausdriicke

2'1' 3p1+ cee ;l-il'-nl Bpm bbif 5P1+ et ng: 6pn (k':l’z"."m)

* Da (4) eine Differentialgleichung enthiilt, kann man nicht ohne weiteres, wie im
gewohnlichen Variationsprobleme, das Verschwinden jedes Gliedes von (3) schliessen.
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in den Bedingungen (4) nicht von einander linear unabhingig,
und daher folgt die Gleichung:

82’— 2"-?. 3.’6,;' xll xg, e x’m’
i=1
oF, , 2’3 JF, o JF, F, AF,
ox: TP |
% Pt 5 % o, Tap, ¥, | =0 (M)
_F, 2R QF AF, dF
L PR il W m Sm . YLm
9z oz+i=l oz, 9a; Ly 0, 3p,,

Denkt man sich die Variationen ), ---, dx, gegeben, dann

ist (7) die Bestimmungsgleichung von &z, welche die Form der
linearen Differentialgleichung

o ~ 07 + Xoz+ X, =

besitzt. Wie man leicht sieht, ist A gleich ¢/ th, und daher

kann die Integrationskonstante von 9z nicht immer so gewahlt
werden, dass [202]7 gleich Null wird.

- Wir nehmen also an, dass 0z, .., 6z, an einem Endpunkte
% verschwinden. Man kann offenbar die Integrationskonstante
von 0z so bestimmen, dass 20z am Punkte ty verschwindet. Am
anderen Endpunkte ¢, nehmen wir an: eins aus oz, -, 0z,, etwa
dz;, wird immer so eingerichtet, dass der Wert [0z2—p, 9z;]s, gleich
Null wird, wahrend-alle anderen an diesem Punkte verschwinden.
Dann verschwinden die von Integralzeichen freien Glieder von
(3). Diese Annahme fiir dz; ist immer moglich, sobald p; am
Punkte ¢, nicht verschwindet, und da der Parameterwert ¢, beliebig
gewahlt werden kann, ist diese Annahme immer moglich, wenn
P; nicht identisch Null ist. Die Schwierigkeit tritt also nur dann
ein, wenn alle p identisch Null sind. Im letzten Falle wird z,
wegen der Beziehung (2), gleich konstant. Diesen Fall schliess-
en wir aus. '

Die Gleichung (3) nimmt nun die Form an:

$ [al & F,
Py 1 [ 2. k ) ,:] di=0.
e Lo 3%, +(Ap,) | 0z, dt=0

Alle Variationen éz;, ausser dz;, verschwinden an den Punk-
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[

ten ¢, und ¢,; sonst willkiirlich; die Variation dz; verschwindet am
Punkte ¢, aber nicht am Punkte ;. Wenn man alle dz,, ausser’
dz;, identisch-gleich Null denkt, dann erhalt man '

/to“[ ;p,)] oz, dt=0.

Obgleich 6z; am Punkte ¢, einen von Null verschiédenen Wert
annimmt, doch kann man aus der letzten Gleichung, in shnlicher
Weise wie bei der Herleitung der Eulerschen Glelchung in der
Variationsrechnung, schiiessen

n  JF, .
ki e —L— +(p;) =
Das Verschwmden von den andelen Integranden 2' ,uk —I-(lp,)'
kann gewodhnlicherweise bewiesen werden. Wir haben namhch
% JF, e
St +0py=0  (i=1,2,-n)

welche sich durch die Gleichung

aF" —A'=0

prs

in die folgenden &
S"u‘(_%&)+)_p‘/=0 (i=1,2, --n)
k=1 zi

umschreiben lassen. "Das Symbol (af;) steht fiir den Ausdruck
aFk 3F, o -
+p$ az
Setzt man die durch (6) bestimmten Werte von 2, g, -+, g, in
die letzten Gleichungen ein, so erhalten wir # Gleichungen,
welche mit (5) zusammen 2n—m Bedingungen fiir dxe Funktio-
nensystem 2, x,, ---, Z,, Py, ---, P, bilden.

. Dieselben Bedmgungen erhalten wir offenbar von den Glei-
chungen

dF,

S:#k ——kl: —O
=1 :p‘ (i=1, 2, --n)
2 L azi +)‘pb =0

k=1
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durch Elimination von 4, g, -+, #,.  Wir haben nimlich -

6, O, 3,
apl bpl apl !
l OF, OF, oF,, , =0 ('i=77l+],"'7l)*
. a;n? me a_: Ton
W
a.pl api 51). v
(8)
JF, dF, JdF,, o
p, o i, !
dF, 3, . W, ., [=0  (i=1,2-n)
apw; bpm apm " .
(bFl (ng) (bF’m) et
dx;, dz; d; ) b

Die Gleichungen (8) sind hinreichend fiirs Bestehen der
Gleichung (3), wenn 4und ¢ geeignet bestimmt sind; die Glei-
chungen (1) und (2) folgen aber nicht notwendig daraus. Wir
diirfen also zu den Gleichungen (9) noch die Gleichung

4= pial=0 (2)
Cis=l
oder was dasselbe heisst:

dF, dF, W,
By Py Oy !
dF, dF, dF,, , |=0
3, P 28 "

')l . bFl X bF‘l 3 3I;’m —

i=1 B 3[7. =1 bpz a1’ ’ apc

hinzufiigen.
- Wir gehen nun ber in den
Fall m=n. Das Gleichungensystem (4) besteht aus n+1
Gleichungen. Von den n letzten Bedingnungen lassen sich die n
Variationen ép,, --., dp, als lineare Funktionen von 0z, dz,, ..., 0z,

* Die Gleichungen (5) selbst.
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Y(Fy-+-Fy)
3(py+Pa)
gleich Null vorausgesetzt haben. Setzt man diese Ausdriicke in
die erste ein, dann erhilt man fiir z eine lineare Differentialglei-
chung erster Ordnung wie friher. Man kann daher die von
Integralzeichen freien Glieder von (3) als verschwunden anneh-
men. '
Die Bestimmungsgleichungen von 4 und gz lauten hier

ausdriicken, da wir am Anfang die Determinante nicht

Y, .,
s l#/. Y — /=0
3 O, -
5 - 3D, —Az/=0 (t=1,2,-- n)

Wir brauchen keine Bedingungsgleichung wie (5). '
Wegen der Willkiir von 9z,, ---, dz, folgen die Gleichungen

n
3

(i=1,2, ---n)

Durch die Elimination von 2 und ¢ ergiebt sich das Glelchungen-
system :

3, ?F,  2F,

—_ xl
bpl bpl bpl 1
EL 3& JF, < =0 (‘i=1,2,--~n) (8’)
Bpn apn b_pn. "
() (&) - (&) -w
axi' a.l‘—i b.l‘i b

In diesem Falle haben wir zu bemerken,'dass das System (8)

die notwendige Folge von (1) und (2) ist, welches fir m< nicht
der Fall war.

IT.

Bezeichnet man, wie gewohnlich, den Ausdruck

S Ga) -GS
v-1 U Ap, \ iz, az, ,
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mit dem Symbol [F;, F,], dann folgt aus (2) und (8) die Beziehung

%, 3, 3,
P, op, op, !
............................................. —0
dF, . F, F,, ,
P, P P "

[F\F] [F.F] ---- [F.F] F/

Soll nun der Ausdruck F, fiir die Losungen des Systems
der Gleichungen (2) und (8) einen konstanten Wert annehmen, so
muss die folgende Beziehung identisch bestehen.

A, dF, dF, z
3p, op, 3, , !
............................................ -0
ﬂ dF, N dF,, oy
a,pm apm apﬂl "

[FF] [F.F] - [F.F] ©

Nach den Gleichungen (8) sind /4, -, @, p/, ) pa
lineare Funktionen von z,’, ---, ,’ und die letzteren Grossen sind
von einander unabhingig, und daher kénnen sie sich willkiirlich
verindern. Daher miissen die Koeffizienten von vz, in

der letzten Determinante identisch verschwinden. Wir haben also
m Gleichungen

4, [F\F] + 4, [F.F] +---+ 4., [F.F]=0
A21 [FlFi] + A.rz [RzFi] + 4 Azm [Fw..Fi] =_0

Aml[FlFi] + Amz[FzFiJ +- 4+ A,,,,,L[F,,,Fi] =0,

. . IF, .
wobei 4, das algebraische Komplement des Elementes a—p‘ in der
Determinante '

[
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3F, . F,
. A, apl
M F) |,
= wa) |
Pr-P) o7, F,
Do P
bezeichnet.

Da nun die Determinante der Koeffizienten der letzteren
Gleichungen gerade 4"' gleich ist und daher nicht verschwindet,
so folgt, dass jeder von den Klammerausdriicken [F; F], [F,, Fi]

, [Fw, Fi] verschwindet.

Umgekehrt wenn alle Klammemubdrucke [F; F,] fur ein
Losungssystem von (2) und (8) identisch verschwinden, so ist un-
mittelbar ersichtlich, dass alle F;’ identisch verschwinden miissen,
d.h. dass dann F,, ---, F,, konstante Werte erhalten.

Dieser Fall tritt offenbar ein, wenn alle Ausdriicke [F; F.].
als Funktionen der Verinderlichen i, -, &4 py, -, Pa identisch
verschwindeu, d.h. wenn die vorgelegten Gleichungen (1) ein
Involutionssystem bilden.

Im folgenden setzen wir also fest, dass das System (1) zuerst:
zu einem Involutionssystem gebracht worden ist.

Wshlt man nun, bei der Integration vom System (2) (8), die
Anfangswerte so, dass dafiir alle Ausdriicke F), ---, F, gleich Null
werden, dann befriedigen die Losungen dieses Systems das
vorgelegte Involutionssystem (1). Nennen wir ein solches
Losungssystem eine charakteristische Mannigfaltigkeit, so haben
wir im Ganzen-2n—2m+1 fach unendlichviele charakteristische
Mannigfaltigkeiten.

Die gesammten oo™ " Elemente, welche dem Involutions-
system (1) entsprechen, schliessen sich zu ™" charakteris-
tische Mannigfaltigkeiten zusammen. :

Da wir die simultanen Gleichungen (2), (8) nach

’ 14 4 I3 14
T g1 9 Ty B Prs ***s Pa

auflosen konnen, wobei die rechten Seiten eindeutig bestimmt

werden, konnen wir folgendermassen schliessen:
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Jede charakteristische Mannigfaltigkeit wird durch 2n—2m+1
Anfangswerte von .., -+, 4., 2, p,, -+, p, eindeutig bestimmt.

Wir mochten nun zeigen, dass die so definirte charakteris-
tische Mannigfaltigkeit mit der gebriduchlichen iibereinstimmt.

Bezeichnet man die 2n—2m+1 von einander und von F,, ..
F', verschiedenen Losungen des Gleichungensystems

"

[F,, ®]=0, [F,, ;1)]=o,‘ ey [Fy ®]=0 (9)

durch ®,, ---, Py,_9,,1, s0 ist die charakteristische Manmgfaltlgkelt
gewohnhch durch die Gleichungen

Fl=01 Tty F,,“:O, (1)1201. tty (I,'_’n-;‘m+1=c:!n—2m+l’ (10)
wobei ¢, '+, Can_ams; Konstanten bezeichnen, gegeben.®
Es sei ® (2, @, ., %, Py, -, p.) irgend eine Losung des

Systems (9). ‘
Wenn man irgend ein Losungssystem z, =, p vom System (2)
(8)in die Funktion ® einsetzt, dann gilt identisch die Gleichung

' aFl bEa e _a_li”‘ r
P, iy, o, .
F, dF, F, =0
P P, P, "

[F®] [F®] - [F$] &

Da aber alle Klammerausdriicke in der Determinante ver-
schwinden, so folgt unmittelbar die Beziehung

$=XKonst.

Diese letzte Beziehung zeigt uns, dass jede Losung © von (9)
- fiir jedes Losungssystem 2, «, p von (2)(8) konstant wird, d.h.
B;=0; (i=1, 2, ---, 2n—2m+1) sind Loésungen vom System (2) (8),
und daher bildet das System (10), welches im Ganzen 2n—m+1

* Goursat, Legons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du prem1er
ordre. §94.
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Gleichungen mit 2n—2m+1 Integrationskonstanten enthalt,
dieselbe charakteristischen Mannigfaltigkeiten, welche durch ‘das
System (2) (8) definirt sind.

Da die Glelchunge‘l (8) nichts anders als die Gleichungen
fiir Extremalen des Variationsproblems

5/; M —Epal)+ 2 g, Fldt=0
. i=1 k=1

sind, bekommen wir den folgenden Satz:

Die charakteristischen Mannigfaltigkeiten eines
Involutionssystems der partiellen Differentialgleichun-
gen erster Ordnung

K F,,.(Z, Zyy 2y Ty Py s Pn)=0

sind die Extremalen des Variationsproblems, dass das
Integral : ‘ ‘

/.tl ’.‘(Z’—ﬁlpt /) de
J o i=1

zu einem Extremum zu machen, dabei die zulissigen
Funktionen den Nebenbedingungen
F,=0, .-+ F,=0

unterworfen sind, und 4 eine geeignet zu bestimmende,
nicht mitvarierende Funktion von t ist.®

v

III.

Von den charakteristischen Mannigfaltigkeiten kann man,

* Von den Gleichungen (6) und Zp; ( oF )+l pi’ =0 erhilt man sofort : ‘

m n
P { 3 2 — Zp; a:;’)} =
k=) i=1

daher folgt, wegen der Nebenbediogungen, 2’ — § p; =i’ =0.
: i=1
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nach Cauchy und Lie, die allgemeine Ldsung des vorgelegten
Involutionssystems ableiten.

Wir nehmen nidmlich an, dass ein Integralgebilde des vor-
gelegten Involutionssystems (1) fiir die Anfangswerte z,°, -, ,°
von z,, ---, Z, sich auf das Gebilde

2= (;m+l! ?n)

reduzirt. Das genannte Integralgebilde ist dann umgekehrt
durch das letzte Gebilde im Allgemeinen eindeutig bestimmt. **

Fiir dieses Wertsystem «,°, ..., ,;° erhalten wir
— LXe ,
Dps = T (=1, +-, n—m);

die Werte p,, ---, p,, lassen sich durch die Beziehungen
F\=0, F2=01 vy F,=0

bestimmen.
Hierdurch sind lings des Gebildes z = @ ‘alle diese Elemente

o ° - . —_—
[Il» Ty Topgls s Ty 2y Py ooy pn]

an einander gereiht und wir machen jetzt jedes einzelne Element
zum Ausgangspunkt fiir die Konstruktion einer charakteristischen
Mannigfaltigkeit. o

"~ Alle so konstruirten charakteristischen Mannigfaltigkeiten
bilden zusammen wieder das ganannte Integralgebilde.

Wenn man die Funktion @ als willkiirlich betrachtet, so
erhilt man die allgemeine Losung des vorgelegten Involutions-
systems.

Wir haben nun zu verifizieren, ob die partiellen Ableitungen
der eben gewonnenen Loésung wirklich mit p, der charakteris-
tischen Mannigfaltigkeiten iibereinstimmen. Den Beweis dafiir
kanp man ahnlicherweise wie in Goursat’s ,,Legons* §50 fiihren.

* Goursat, Le¢ons. §95.
**  Goursat, Lec¢ons. § 71.
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Braucht man, namlich, die dort benutzten Bezeichnungen,
dann wird

U=02—p, 0z, — -+ — Py 0%,
avu =f7(3/3‘) - pm+l d(s‘tm+1) - = pn.d(swn)
- dpl' 32:1 — = d_pn -3.1',,

= 3 (op,- dz; — dp; - 0z)).
i=l

Aus den Gleichungen (8) leitet man leicht die Beziehung ab:

dF, F, F, 4
cen o w
p, 3, , 3, !
dF, R, F, g =0
Pm Wm Pom "
F, dF, F, _
¥ 2 YR au

welche sich in der folgenden Form schreiben lasst:

d((]] Zl dwl + Z} dzr; b + Zm dx;,‘.
Man erhilt daher

3:‘ o Zi dm,;
i=1J 0
U = Uo

Falls alle Z; endlich bleiben, kann man, da U, fiir unsere An-
fangswerte gleich Null sein muss, daraus schliessen

U=0,
was. zu beweisen war.
Sollte aber weiterhin durch Verschwinden von —%H sich
17 m
eine Schwierigkeit ergeben, 5o bemerke man, dass man bei In-
tegration langs einer charakteristischen Manmgfalt_lgkelt statt
(z,, **, ) irgend m der Variabelen

2, L1y oty Ty P15 **» D .
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gerade so gut als unabhiingig ansehen kann. Eine Schwierig-
keit kann also nur dann eintreten, wenn auf dem gerade betrach-
teten Gebilde eine Stelle erreicht wird, an welcher alle Determi-
nanten m-ter Ordnung aus der Matrix

W,
p, i, o,
-7 JF, JF,
P, 3pn Pa
G - (B
dr, Z; A,
( LY ) (BFZ ) (bF,,,)
2z,) \2z, 3z,

velschwmden

Die bisherige Methode glbt also kein Integral fiir welches
alle diese Determinanten gleichzeitig verschwinden. Ein solches
bezeichnet man als singulire Losung.

Wahlt man jetzt fir & eine bestimmte Funktionsform, so
ergibt sich ein bestimmtes Integralgebilde. FEine Schar von

™ charakteristischen Mannigfaltigkeiten bildet ein Integralge-
bilde. Da es nun im Ganzen o™-*"*' charakteristische Mannig-
faltigkeiten gibt, so haben wir Scharen von ™™ Integralgebil-
den, welche man die vollstindige Losung nennt.

Um also eine vollstandige Losung zu erhalten, wihlen wir fiir
® eine bestimmte Funktionsform mit n—m+1 wesentlichen Para-
metern. Die so gewonnene Losung mit n—m+1 Parametern’ ist
eine vollstandlge Losung.

Wir wollen nun ein Beispiel geben welches sich leicht durch
diese Methode integrieren lisst.
~ Beispiel.* Es sei das System

D1 Ds—Z; =0
P2 Ps— 2, 2,=0

* Goursat, Legons p, 158.
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vorgelegt; wir bilden daraus das Involutionssystem

T T
— LT,
D —‘—“p4
_mp
.p:! . 7, O;
— &% g,
Ds »

-Das Glelchungensystem (2) (8) bea]tZt ausser dieser drei die drei
folgenden Integrale: :
z2—2x,p,=a,
D1 Ps— L =13,
D2 Py T Zy=T,
mit den Integrationskonstanten a, 8, 7
Nehmen wir fiir die Anfangswerte die folgenden:

dann erhalten wir die Beziehungen zwischen den Konstanten
a=z—2u,p,,
ﬁ: —Eb
7=, (ps)-
Die Gleichungen fiir charakteristische Manmgfalt]gkelten
lassen sich in der folgenden Form schreiben:

T.= 1 1"11'3'*‘;4(54)2
=

' (?7'4)2 . Ty
rm 7 2T A.’El Tq ’
p4

plzf‘—és

Dy
Ppy= g wsi’i (54)2 ,

v Dy Ty

p-‘i—‘x—l »

y

p£=54 Tz . .
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Um die allgemeine Losung zu erhalten haben wir nur zu
seizen:

2=0(z), p=20 (z)

wo © eine willkiirliche Funktion und @’ ihre Ableitung nach z,
bezeichnet, und dann sind die zwei ersten Gleichungen aus dem
letzten Systeme als die allgemeine Losung zu betrachten, wenn
man 7, als Parameter denkt.

Setzt man speziell

;=az4+b,

so erhalt man gerade diejenige vollstindige Losung w1e man im
,,Goursat’s Lecons‘‘ p. 157 ﬁndet welche lautet:

x
z=——‘a—“+a:c2a:4+b.

IV.

Ein spezieller Fall ist die. Integration eines Involutions-
systems linearer partieller Differentialgleichungen erster Ordnung.*®
Jede Gleichung ist von der Form

Pip+ Pyp; + - + P, p,= R,

worin P,, P, -, P,, E Funktionen von z, ,, --., 2, sind.
Das Glelchungensystem von (2) und (8) sind oﬁenbar
Beziehungen zwischen 2, #,, --- x,, und enthilt kein p drin.
Schreibt man die Integrale dieses Systems in der Form
z'n.+1 = ¢y (T, Ty 2)
‘;Y—l = Pn-m (xl Ty .Z)
?= (2 (xp coey Tuy Z))
und setzt man, wie friiher,

2= Gm-}-l! . ";n)’

* Vgl Gowsat, Legons. §97. 17,
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dann erhalt man die allgemeine Losung.des vorgelegten Systems
in der Form

90 = 'I) (901, 902) AR Spn—m )'

Wenn man, im Allgemeinen, irgend welche n—m+1 von
_einander unabhingigen Losungen ‘

Oy (&1 -y By 2) = €y

¢n-m+1 (mls oy T Z)': Cnem+1
mit den Integrationskonstanten ¢, -+, ¢,-n+; findet, dann liefert,
wie man leicht sieht, die Gleichung '
(I) (S’/jl’ ] ¢"l—m+l) =0

die allgemeine Losung, wobei @ auch eine willkiirliche Funktion
bezeichnet. : ‘ :
Beispiel. 1. Das vorgelegte System sel

_ Tst
pl +.p_’ 2 ’
Pyt py=DF0

Diese beiden Gleichungen bilden ein Involutionssystem. Da hier
A(F, Fy)
A(p1 p2)
fiir unabhingige Variabeln an.

Man findet leicht die folgenden drei: Integrale vom System

(2) und (8):

identizch verschwindet, nehmen wir 25, 2; anstatt z;, ,,

x, — a7, = Konst.

x, — 2, = Konst.

9

7 — 2, Ty — Ty 1y = Konst.

Die allgemeine Losung des vorgelegten Systems lautet also:

9
P

5~ Ty, — By Xy = P (21— 2o, €53 —,).

Beispiel 2. Das vorgelegte System sel
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P+ (2t z=32) py + (2+ 1 25+ 2, 2,) p,=0,
Py + (B 2—20) Py + (222, F T~ 7,) Ps=0.
Durch Hinzufiigung der Gleichung
P+ zp, =0

erhalten wir ein vollstandiges System. Lost man diese Glei-
chungen nach p,, p,, p; aaf, dann bekommt man das Jacobisch
System: '

D + (.1’-3-!—3:612) =0,
P+ 2 p, =0,
Ps + 7,9, =0.
Man findet leicht die zwei Integrale
'z = Konst.
)
z + T’ + 2, z; — z, = Konst.

Die allgemeine Losung unseres Systems lautet daher:
2= (:cf‘+% +2y 23— ).

Ich fiihle mich Herrn Geheimrat Hilbert in Gottingen fiir die
wertvollsten Ratschlige zu grossem Danke verpflichtet.

*  Goursat, Legons, p. 62.

Publ. Aug. 25th, 1918.
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