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Ueber :die im Bereiché der rationalen complexen
Zahlen Abel'schen Zahlkorper.

Von
T. Takagi,

a. o, Professor der Mathematik an der Universitit zu Tokya.

Kronecker hat zuerst den Satz ausgesprochen, dass alle im
natiirlichen Rationalititsbereich Abel'schen Zahlkorper durch die
Kreiskorper, d.h.,die aus den Kreisteilungsgleichungen entspringenden
Zahlkorper ei'sch'dpf't sind. Der erste vollstindige Beweis dieses
schonen Satzes riihrt von H. Weber? her, wélchem sich in neuester
Zeit ein einfacherer und d.irékterer‘ Beweis von Hilbert? zugesellte.
Es war auch Kronecker, der der Vermutung Ausdruck gab, dass alle
in Bezug auf einem imaginiren quadratischen Zahlkorper relativ-
Abel’schen Zahlkorper durch diejeﬁigen Korper erschpft seien, welche
aus den Transformationsgleichungen der elliptiéchen Functionen mit
singuliren Moduln entstehen. So wahrscheinlich auch diese Ver-
lmut‘ung durch die Untersuchungenv.von H. Weber, Hilbert, u. A.
geworden ist, harrt die Frage doch noch der entscheidenden Erledi-
gung. Indessen es gibt specielle Fille dieser grossen Aufgabe,

wo man von vorn herein eines gliicklichen Abschlussés sicher sein

1) H. Weber, Acta Mathematica, Bd. 8 ; Lehrbuch der Algebra, Bd. II.
2) Hilbert, Gottinger Nachrichten, 1896 ; Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung IV. :

~"
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kann, néimlich die, wo die zu-Grunde gelegten quadratischen Korper
einclassig sind, also z.B. durch die dritten und die vierten ima-
gindren Einheitswurzeln erzeugt werden; sie bilden in der Tat.die
unmittelbare Verallgemeinerung des Satzes iiber die Kreiskorper. " Der
zuletzt genannte specielle Fall, welcher sich auf die Teilung des
‘Umfangs einer Lemniskate bezieht, und von jeher besonders hohes
Interesse beanspruchte, wird nun in den folgenden Zeilen behandelt, |
und die Bestitigung der Kronecker’schen Vermutung in diesem
speciellen Falle wird unter Benutzung der Hilbert’schen Methode® bis
zu den Einzelheiten ausgefﬁhrt‘. o
Diese - fast iiberfliissigen Einieitungworte schliesse ich mit dem
“Ausdruck herzlichsten Dankes an den Herrn Prof. Hilbert in Gottin-

gen, dessen Anregung diese Erstlingsarbeit ihr Entstehen verdankt.

§. L

Fir die ®©-Function mit dem Periodenverhiltnis ¢ ist g;=o;
nimmt man ¢, =1, ¢,=—1, ¢;=0, s0 wird 20=2 reell, 20'=£2; rein ima-
gindr; ®(u) ist reell fiir reelles », und nimmt conjugirt complexe
Werte an fiir conjugirt complexe Werte des Arguments Es ist ferner
® ()= — @ (u). . Zwischen dieser © Function und der Function sn u
mit K=7 besteht die Bezichung »

Qu=(sn u)?
mit demselben Argument fiir die beiden Functionen; ferner

2K =4, 2K"i=(1+41) 2

m =1t sn u

1) Hilbert, L. c.
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Verstehen wir under ¢ eine ganze Zahl des Kiirpefs der ratio-
malen complexen Zahlen, welchen wir im folgenden stets mit k(z) be-
zeichnen wollen, so gelt;en fir diese Functionen die folgenden Multi-
plicationsgesetze :

I. s ist eine ungerade ganze rationale primire Zahl in k(¢):

b (2
Sn /1u=wM : r=8n u

7 (3%

PN
%’/ﬂt:(ﬂ(ﬂi): rz=%u

)

Lu (77)
Hierbei bedeuten ¢,, 7. die zu einander primen ganzen rationalen
7y 13 g
TFunctionen von der Form:
uy)=y" +ay Gy T
1=y Gy +ay+1,
worin a; d...ay, ganze Zahlen des Korpers k(1) sind, welche im
Falle, wo ¢ eine Primzahl ist, alle durch s teilbar sind, und ferner
M=Xm-1), ~m=n(g). ?
- Ferner sind

cn dn puw .

oo an u

rationale Functionen von (sn )’ in k(z)
II. p ist gerade, d.h. teilbar durch 1 + ¢:

S (%)

N /mzsn u. cn . d’lt ®°
9s (2

r=8sn u

worin f,(%), g.(x) ganze rationale, zu einander prime Functionen

in k() sind, und zwar g,(z) vom Grade m, f,(z) vom Grade m—3

1) Eisenstein, Beitrige zur 'I'heorie der Elliptischen Functionen, (Ma.thématische Abh.
8. 129.) '
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oder m—4 jenachdem g durch 2 teilbar ist oder nicht. Eine
Ausnahme hievon bildet der Fall, wo

III.  p=1 + i:
sn (L+2) u=“—(1+i) nw
. cn . dn w )
N Ru—1
=

§ o

Teilung der Periode durch eine ungerade Promzahl in k(0).—Es
bedeute 4 eine ungerade Primzahl des Korpers k(©), m die Norm
derselben. Die Gleichung m—1% Grades in z

$u (2)=0 ' B C)
ist nach einem wohlbekannten Satze Eisensteins in k(%) irreducibel.

Die Wurzeln derselben sind die Grossen

T, =sn 7’~i 220, Lyem—2 (5)
, >

wenn mit 7 eine Primitivzahl nach g bezeichnet wird. Die Glei-
- chung (4) ist cyclisch in dem Rationalitiitshereich k(i) ; sie definirt
einen relativ-cyclischen Ktirpér C, vom Relativgrade m—1 in Bezug
auf k(). o ’

Um die Discriminante D der Gleichung (4) zu finden, bedienen
wir uns der Identitit: ' '

(s u—sm v) (sn w+ su v){sn (u+v)— sn(u—uv)}

=2 sn w. cn u. dn w. sn (w+v) sn (w—0) (6)
worin wir sn u, sn v der Reihe nach™ durch alle moglichen Combina-

tionen z,, x,, aus den Grossen (5) ersetzen, mit Ausnahme derjenigen

fiir die 2=2" oder 2=2" mod. ﬂ—g——l wird ; dann nehmen sn (u+v),
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sn (u—v) bis auf die Anordnung dieselben Werte. *Zusammenmultip-

licirt und noch vervollstindigt mit dem Factor :

.
(I 2 g, =281 2=0,1, m=2
ergeben diese Gleichungen:

: ‘ ‘ c C m=3
D3:2"‘("”“‘)/13(”"“”( Iien rl_l__dn ;”-ﬁ_)

yz yZ

Lassen wir in der ersten Formel (3) « die Werte 7’"—?(25: 0, 1,..m—2)
durchlaufen, so durchliuft sn u und sn (1 + ©) u die Grossenreihe
(5), woraus sich ergibt

v

).
I, c0oS r)‘_gdu T)- 'Q :(1+,l;)1lt-l
’ M * -

.

sodass endlich

’ (m—l% 77
Dzz 2 'um-‘_’ (7)

§ 3.
Bestimmung der Discriminante des Kirpers C,.—Es sei nun

g NIy Iw

m—1=2"p, ps e
die Primzahlzerlegung der rvationalen Zahl m—1 im natiirlichen
Rationalititsbereich, so besizt der zu k(%) relativ-cyklische Korper C,

It

e 1 .. - . o e
je einen Unterkorper vom Relativgrade 2 5 p, » p, »...in Bezug auf

k(7), welche - durch Zusammensetzung den Korper - C, erzeu--
gen. Da ein relativeyklischer- .Korper von einem ungeraden
Relativgrade iiber k(?) nicht den Factor 1 + ¢ in ihrer Relativdis-
criminante enthalten kann (§. 11.) so sind nach (7) die Relativdis-
criminanten der obenerwihnten Relativkorper vom Relativgrade

Iy he . . . SR I
pi P ...eine Potenz von p. Weil -es aber keinen Relativkorper
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iiber k(v) gibt, dessen Relativdiscriminante eine Einheit is-t-, SO muss
die Zahl p in jedem dieser Unterkdrper in so viele identische Prim-
ideale zerfallen, wie der Relativgrad des betreffenden Korpers betriigt.

Was den Unterkérper vom Relativgrade 2" betriftt, so muss
seine Relativdiscriminante gewiss den Factor g enthalten; denn da
die Wurzeln der Gleichung (4) aus Paaren entgegengesetzter Zahlen
bestehen, und da' die Anzahl der Wurzeln m—1 Vielfaches von 4 ist,

so sieht man aus
Ty Tyoo.- .. oo =1t

dass die Zahl /¢ im Korper C, enthalten sein muss. Diese Zahl
/1 bestimmt aber einen 1'elativquadrat.ischeh Korper ]ﬁber k(z), wel-
cher als Teiler in unserem Korper vom Relativgrade 2 * enthalten ist.
Die Relativdiscriminante dieses relativquadratischen Korpers enthilt
‘aber gewiss ‘den Factor s, und infolgedessen auch die Relativdis-
criminante des Korpers vom Relativgrade 2™, Da dieser Korper als
ein relativ-cyklischer iiber k(7) keinen anderen relativquadratischen
Unterkbrpér ausser k(+/p) enthalten kann, so folgt aus der Betrach-
tung des haaheltskorpels von ¢, dass ¢ auch in unserem Ix01pe1 vom

Relativgrade 2 in 2 identischen Primideale zerfallen muss.

Die Zahl g muss hiernach im Koérper C, in m—1 identische
Primideale zerfallen; die Re]aitivdiscriminante von C, enthilt , zur
m—2 * Potenz. Dieses Primideal ist ein Hauptideal in C, und wird
durch jede der Wurzeln (5) erzeugt, welche folglich associrte Zahlen
sind. . .

Es handelt sich nun darum, zu entscheiden, ob und inwiefern die
Zahl 1 + ¢ in der Relativdiscriminante des Korpers C, enthalten ist.

Ist sn u eine beliecbige Wurzel der Gleichung (4), so ist
sn (L+4) u auch Wurzel der Gleichung (4) und als solche associrt mit
snu. Es folgt daher aus der Formel (3), dass
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cn w. dn w associrt mit 1+¢
1st.
Bedeuten nun z,=sn u, z,'=sn v zwei beliebige Grosse der Reihe

(5), welche jedoch nicht der Gleichung z,=+z,’ geniigen, so sind
zy=sn(u+v), x';=sn(u—v)auch Wurzeln der Gleichung (4) und =,
F+ z,/. Ls folgt daher aus der Identitit (6) dass

(zy—2)) (214 %)) (33— =) associrt mit (L44)° z,°
ist; vertauscht man v mit—v, was offenbar erlaubt ist, so folgt hieraus
dass '

(zy+2)) (2, —2)) (2o + 25) associrt mit (L+2F 2>

ist, woraus dann folgt:

z,+ z associrt mit x._,——zc._:’.
Dies gilt aber offenbar fiir jede zwei Wurzeln z, o', die der Gleichung
@=+a’ nicht geniigen.
Es ist daher
{#r—a,F (z,—2z,") ass. mit (144 2,%;
ersetzt man hierin u, v resp.‘duyrch u+wv, u—wv, so erhilt man
(Ty— )Y (23— =y ) ass. mit-(1+12) 2,
‘Fihrt man aber in dieser Weise fort, so gelangt man schliesslich zu :
. (@n—2y ) (@1—2)) ass. mit (144 z,
Aus dieser Kette von Beziehungen schliesst man, dass
-:cr—:cll' ass. mit (1+7) z,
1st.
Mit Hiilfe der Gleichungen

0 2snu. cnu dnu
s 2 u="
1+(sm w)
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m (=1 + 2 st 0, T W) (= 1426)
o (=1420) (smow)y L

oder

snu—sn (—14+2)u _ 2 (snuf+1)
sn(—14+2)u snu'd(—1+20)

schliesst man sodann fiir p3-~1 + 2¢, d.h. m>3, dass

zt—1+4+2¢
4

eine Einheit ist, wenn z eine beliebige der Wurzeln der Gleichung
(4) bedeutet. \
Die Discriminante der Gleichung fiir ', ¢.(z*)=o0 ist aber, wie -

unmittelbar aus (7) folgt,

- 4D -1 M="1— 1
—_ ) - .

4
. . . zi—1 + 27. .
Die Discriminante der Zahl — in dem durch z' definirten
Korper ist daher
_'_IuM— l.

Hieraus folgt, dass die Relativdiscriminante des ‘Korpers 7c(x") in
Bezug auf k(e)=*" also relativ prim zu 1+7 ist.

Um die Relativdiscriminante des Korpers k(2*) in Bezug auf
k(«*) zu bestimmen, betrachten wir die Zahl

2+ (s u)
cn w. dn w

w=

indem wir mit sn u eine Wurzel der Teilungsgleichung (4) bezeichnen.
Dann, ist w eine Zahl des Korpers k(z?), ihre Conjugirte in Bezug auf
k(x*) ist '

r—(sn u) °
O e U0

cn w. dn w
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Ferner o
2 ‘ 1+(sm )
wt o= —L-——, ww':M
cn . dn u (cnu dn w)
. ‘w - o _ 2{1—snu)
o 14+sn w!

woraus unmittelbar folgt, dass diese drei Zahlen mit 1+ associrt, sind.
Hieraus ergibt sich dass @, ©" ganze und zwar associrte Zahlen sind;
da ferner wo’ mit 1+7 associrt ist, so folgt, dass jedes Primideal des
Korpers k(z*) welches in 1+i aufgeht, in k(s?) in zwei identische
Primideale zerfillt. Wir setzen demnach
L+d)=g5% .. ©

dann wird .

L ) (@W)=3"...... ' -
Hieraus ergibt sich, dass ‘die Relativdifferente des. K‘c}r_peré k(z*) in
Bez{Jg- auf k(z*) dieselbe Potenz der Primideale ;, ;...enthalt, wie
die Relativdifferente der Zahl @ in Bezug auf k(z*)". Es ist aber

2 sn u?

w—=—"°2""
cn w. du w

Die Relativdifterente des Korpers k(z?) in Bezug auf k(z*) enthiilt
den Factor 1+7 zur ersten Potenz. ' A

Es bleibt nur noch iibrig, zu bestimmen, welche Potenzen von
3 3 ...An die*Relativdiscriminante des Korpers C,=k(z) in Bezug
auf k(2*) aufgehen.
Es bedeute wie vorher z=sn u eine beliebige der Wurzeln der Glei-
chung (4); jede ganze Zahl des Korpers C, lisst sich dann in der

Form darstellen

1) Vgl. Hilbert, Die Theorie der alg. Zahlkorper, Bericht, erstattet der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung, S. 392. '

.
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_a+pz
)

wenn ¢, (B ganze Zahlen des Korpers k(z?) bedeuten, die der
Bedingung
wt— =0 mod. 4 (8)
Geniige leisten. Nun ist die Zahl
=144 cn 1‘4

gewiss eine ganze Zahl des Korpers k() und

£—2=2% cnu=0 mod. 3"°......

nicht aber fiir eine hohere Potenz i1'ge11d eines § als Modul. Is ist

nun zu beweisen, dass eine Congruenz der Form
—a2=0  (mod. ¥

iiberhaupt fiir eine Zahl ¢ des Korpers k(2’) unmdoglich ist. In der
Tat: wire ’=2° (mod 3°) s0 miisste erstens =% (mod #), d.h.
O—&=(¢—=) (¢+¢) teilbar durch §*. Dies hitte aber zur Folge,
dass ¢’=%" (mod. 3*) und daher miisste 52—x2=(52-¥x3)——(4’2—52) auch
durch §* teilbar sein, was aber nicht der Fall sein kann.

*'Wir kénnen nun zeigen, dass die Congruenz (8) dann und nur
dann moglich ist, wenn B durch 1-+7 teilbar ist. Wire némlich 2
nicht duarch §* teilbar, so konnte man, da jedenfalls « und B durch
dieselbe Potenz von 3 teilbar sein miissen, eine Zahl ¢ aus der
Congruenz !

a=fg¢  (mod. 3)
bestimmeén ; es muss dann & (*—27) dﬁrch 3* teilbar sein, uud da B
nicht durch 3* teilbar sein sollte, so musste ¢>—a’ wenigstens durch

3 teilbar sein, was aber nicht moglich ist. Es muss daber g durch

3* und dhnlicherweise durch 37,...also durch 1+1 teilbar sein.
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Ist aber 8 durch 1+ teilbar, so nehmen wir einfach

a=p&=31+7 cn w)

sodass
F—F =53 (E—2)=0 (mod. 4)
um in
2

wirklich eine ganze Zahl des Korpers C, zu erhalten. _
Jede ganze Zahl des Korpers C,=Fk(z) lisst sich demmach in der”

Form darstellen

o "t f T

N
worin ¢,  ganze Zahlen des Korpers k(z?) bedeuten, und es existirt
wirklich ganze Zahlen in k(x) bei denen B relativ prim zu 1+: ist.

‘Wir schliessen daher aus

r—r'=(1—1) Bz
dass die Relativdifferente des Korpers C, in Bezug auf k(2*) den
Factor 1+¢ zur ersten Potenz enthilt.

Hiermit haben wir den Satz bewiesen :

Ist 1 eine ungerade Primzall des Korpers k(t) so st der Teilungs-
korper G, relatwv cyclisch vom Relativgrade m—1 in Bezug auf k(s). Seine
Relatvvdiscriminante st 2™ pm* '

Ist

A

m—1=2"" p" )%

die Primzahlzerlequng der Zahl m—1, so st in C, als Teiler enthalten je

ein relativ cyclischer Korper
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12
vom Relativgrade mit der Relativ-

- discriminante
p
N X )

b pP i (hg=1y 2ty
. 4

2 [N (g=1, 2encliy)

2 /[’;'-1 (2.=1, 2,h)

whtl SAtl
gh+1 (L4 4) + i

his ey
"

Qh+2 , (L+ap"

§. 4

Teilung durch eine ungerade Primzallpotenz.—Es bedeute wiederum
p eine ungerade complexe Primzahl, m ihre Norm. Die Multiplica-

tionsformel der Function sn % mit dem Factor #* erhilt man durch

Tteration aus der Formel

mﬂE% T=8N u.
21( Ty

sn pu=

. Lo b (z
Ersetzt man hierin x durch z ¢1 () so kommt nachdem man

Y4 (=)’
die Briiche in Nenner und Zihler beseitigt hat

smopu=z-_=
-

° a Q)

7, enthiilt ¢, als Factor; setzt man

V=
so ist ¢, vom Grade o(#*)=m(m-1) in z; die Coefficient der hochsten.
Potenz von z in ¢, ist 1, das constante Glied p, die anderen Co-

efficienten sind alle durch s teilbar.
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Durch den Schluss von n auf n+1 erhilt man das allgemeine
Resultat :

- . o - A
sn /z"‘uza:.M CrT=snu
X5 (2)

w‘h:}bﬁl’z ------ &

¢, ist vom Grade ¢(¢*)=m""(m—1) in z, ihre Coefficienten sind von
der oben erwihnten Beschaffenheit. Man erhilt daher den Satz:

Die Gleichung ¢(¢")=m" (m—1) Grades

h@)=0

von der die eigentliche #* Teilung der Periode abhiingt ist irreducibel
in k(7). '

Die Discriminante der Gleichung (9) enthilt nur die Factoren o
und 1+, wie es sich durch genau dieselbe Betrachtung wie in §. 2.
nachweisen lisst. |

Um die Gruppe dieser Gfeichung zu- bestimmen, unterscheiden
wir zwei Fille: - '

Ist #=n= nicht reell, m=p die Noun von =, so gibt es Primitiv-
zahlen nach 7. Es sei ¢ cine derselben, dann sind die Wurzeln von
(9) die Grosse

x,=sn 'g’-.—“QT 2=0,1,...... P p—1)—-1.

7
Die Gleichung (9) bestimmt daher einen relativeyclischen . Korper
vom Relativgrade p*! (p—1) in Bezug auf k(3). In demselben ist
enthalten als Teiler ein relativeyclischer Kijrperv vom Relativgrade
p"", dessen Relativdiscriminante eine Potenz von 7 ist, und ein rela-
tiveyclischer Korper vom Relativgrade p—1, welcher nichts anders
1st als derjenige, welcher aus der- 7=-Teilung entspringt und welchen

wir im vorigen mit C,_ bezeichnet haben.



14 ART. 5.—T. TAKAGI:

Ist aber p=g reell, also m=¢’, so lassen sich die ¢"**"(¢’—1) in-
congruenten zu g relativ primen’ Zahlclassen des Korpers k(¢) mach
dem Modul ¢* (h=>1) nicht durch die Potenzen einer Zahl reprisen-
tiren. Ist namlich 7 eine Primitivzahl nach q in k() so ist

71=1 (mod. q) Besteht diese Congruenz auch mod. ¢* so nehmen:
wir statt 7, r+7:l wo 220 (mod. ¢) und sind sicher, dass fiir diese
neue Primitivzahl nach ¢, die wir einfach mit  bezeichnen wollen,

die obige Congruenz nur fiir mod. ¢ besteht; also

2 1=145q ==l (mod. q)

Hieraus folgt der Reihe nach

7(72~1) =1+%¢ £'3=0 (mod. q)

h—1 : . -
y07 @D =] g ggh T £0-D=20 (mod. g)

Die Zahl 7 gehort also mod. ¢* dem Exponenten ¢ (—1). Es |
folgt hieraus, dass fiir jede ganze Zahl « des Korpers l(¢) die Congruenz

oA @D=] (mod. q")
besteht. '
Wenn nun 7' eine Zahl ist, deren Potenz fiir keinen kleineren
Exponenten als ¢* mod. ¢* congruent mit einer Potenz von 7 wird,
so werden alle ¢ (¢°—1) mod. ¢* incongruenten zu ¢ relativ
primen Zahlclassen durch

7 (2ot )

repriasentirt.
Um die Existenz einer solchen Zahl 7" nachzuweisen, betrachten
wir die Gesamtheit der Zahlen @ die mod. ¢* zum Exponenten ¢"~

gehoren ; fiir diese Zahlen wird dann =1 (mod. g.) nicht aber
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mod. ¢*; sie sind daher in ¢>—1 mod. ¢’ incongruenten Zahlclassen
von der Form a=1+%q (¢=ko0 mod. ¢) enthalten. Von diesen sind
nur ¢-1 verschiedene Classen unter den Potenzen von 7 enthalten,
nimlich 7*-0 (2=1, 2,...4-1.) Wzhlt man daher 7’ beliebig aus
den iibrighbleibenden Classen, so wird 7" in der Tat die gesuchte Zahl
sein. Denn ist a>0 der kleinste Exponent, fiir den 7 *=r* (mod. ¢°)

h-1

wird, so muss erstens « in ¢"” aufgehen, sodann miuss g teilbar sein
durch a (¢*—1) und endlich wenn man pz=ba (¢*—1) setzt, muss die
Zahl +'7~%@-» mod. ¢* zum Exponenten a gehoren. Wire also
a<<¢"' so musste ;'77°@~" =1 wenigstens mod. ¢’, was aber durch
die Wahl von " ausgeschlossen ist.

Hiernach lassen sich (_ilie >Wurzeln der Gleichung (9) fiir #=q in

der Form darstellen

e o & 12=0,1,2, ... " g®—1)—1
Z), p=5n r’ru? | (p:O, 1, 2"._‘”4»-1_1 )

Bezeichnen wir nun die Substitutionen (g, ;) (¥ey ¥) Tesp. mit
s, t so ist die Gruppe der Gleichung (9) eine Abel’sche und zwar mit

den Elementen -

sk gk (228,

1,2
, 1,2, g —1

yeenene g""‘(q?—l)—l)

Der Teilungskorper ist also in diesem Falle relativ Abel’sch in Bezug
auf k(7). Dieser enthilt als Teiler ¢*'4+1 von einander verschiedene
relativeyclische K'drper vom Relativgrad ¢*' in Bezug auf k(7).
Die Relativdiscriminante jedes dieser Korper ist eine Potenz von q.
Der in dem ganzen Teilungskorper enthaltene relativeyclische Unter-
korper vom Relativgrade ¢*—1 ist nichts anders als derjenige, welcher

. aus der ¢-Teilung entspringt.
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§ 5.

Teilung durch die Potenz von 1+1.—Wir bedienen uns in diesem

Falle der Function ®u: aus der Formel

N Ru—1
el v=—oru

erhiilt man durch Iteration

‘6‘)(1-"’1/)’1’[6:% i :l‘: Qu

worin f, ¢, ganze rationale ganzzahlige Functionen in. k(7) sind,

welche durch die Recursionsformel -
| | Frn=hi=g7
=201, 9,
in Verbindung mit
SH=2—1," ¢,=%2

vollstindig definirt werden.
Die Gleichung 2" ' Grades

. JS(®)=0 ‘ (10)
von welcher die (1+:)"* Teilung abhéngt, lisst sich in k(Z) in vier
Gleichungen 272 Grades zerlegen 4
l @) =(faes—% Gus)® (famat i guof=0
Aus ' '

o(g)= w(g)=-

folgt durch die Auflssung der Gleichungen

z?—1
Nz
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dass
L +3)=9 L @3 +i)=1
4 4
24y =92 B+30)=—i
4 4

Die Wurzeln der Glefchung

Sio)—1 gi_ofx)=0
sind daher die Grossen @ u mit '
e /A

u=
I+

V\.rorin
€ N=0,1, (0,8, 23), 1), mod. 4

Da aber @ (—u)= ¢ u, so sind diese Grossen enthalten in

® $+71 g ( & gerade )
(1 42y 7=1 mod. 4.

e

‘Die Wurzeln der Gleichung
© fudkZ) T ghofm)=0
sind die Grossen o

R /AN I (Eel mod. 4.)
(1+2) 7 gerade

Beriicksichtigt man aber. dass ©iu=—=%u, so sieht man, dass die
beiden Gleichungen denselben Korper definiren.

Da ferner der Korper der (1 +i)’:—Teil‘ung in demjenigen der

(l+i))'+1—Teilung als Teiler enthalten ist, wollen wir uns auf die

Gleichung der (1 +i)2 mr Teilung
S ®) 2 gon(w)=0 (11

N cg2m oy
beschriinken, deren Wurzeln, die 2~ Grossen



18 Art. 5.—T. TAKAGT :

ptt1e_g (5:1, By, 4(2m—1)+1>
(1 4-z)pmes 7=0, 2,......2(2"—1)

sind. _

Es sei 7 eine ungerade ganze Zahl in k(7) derart, dass erstens der
reelle Teil dersel_ben.z‘ 1 mod. 4 und zweitens die mit ihr associrte
priméire Zahl nicht = 1 mod. 4 ist, wie z. B, die Zahl 1+2;. Diese
Zahl y gehort dann mod.'(1+i)2 " zum Exponenten 2"; die 2"
Potenzen von ; mit den Exponenten 0,1, 2,...2" 1 sind alle von der
Form &+479i, =1 mod, 4, 7, gerade; und sind mit einander mod.
(1+4)"™" incongruent. Es existiren nun ebenso wie 7 beschaffene
Zahlen, unter anderen die zu y conjugirte Zahl 7, von welcher keine
niedrigere Potenz als die 2" mit einer der Potenzen' von y mod.

1+ ™" congruent wird. Dann sind die Wurzeln der Gleichung
(11) die 2™ Grossen -

Q

W‘;‘q L1=0,1,2,.... 2”‘—1)

—_— WY A4
T, =8y

Die Gleichung (11) reducirt sich nun in eine kette von 2m
quadratischen Gleichungen :

. yi—1
UYUo= 1=
Yo s,
pnd ?/-.’?—1
% o
Yom-1 zi’m-;l
27’ y‘lm

Betrachten wir eine dieser quadratischen Gleichungen

yn+12_2i Yn Yn1— 1=0

so sehen wir zuniichst aus der Discriminante derselben
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Gpn=—4 (13— 1)= —8i ¢, Yu-i

dass, die Discriminante der Gleichung (11) un_d'fo]glich auch ’die
Relativdiscriminante des durch sie definirten Kérpers~in Bezug auf
k() nur den Primfactor 1+4+¢ enthalten, da die Zahlen y simtlich
Einheiten sind.

Ferner leuchtet ein, dass der Korper k(y,, ;. ,) durch Adjunction der
Zahl /y, aus dem Korper k(y,) hervorgeht. Um uns zu iiberzeugen,
dass die Gleichung (11) wirklich einen Kérper vom Relzﬁtivgmde 2%m
definirt, geniigt es zu zeigen, dass jedesmal der Korper k(y, . ,)
wirklich von I(y,) verschieden ist, oder was dasselbe ist, dass die
Zahl y, keine Quadratzahl in k(y,) ist. Da y;=1i4/Z so ist k(y,)
wirklich von k(z) verschieden. Wir nehmen also an, dass k(y,) vom |

Relativgrade 2" ist, und wollen beweisen, dass dann der Korper
k(y, . ,) wirklich vom Re]ativgradé 2"+! sein muss. Wiire nimlich
Yo=(a+8 y,)’ worin o, B zwei Zahlen des Korpers k(y,,) bedeuten,
so folgt hieraus, wegen der vorausgesetzten Irreducibilitit der Glei-

chung fiir y, in k(y,.,), dass

P Y S
) —2'& yn—l
d.h.

o

yn—li‘]‘ —_— {ﬁﬁ},

Die Norm der Zahl y,,+1 in Bezug auf k(y,,2) ist aber + 2i 4 o}

<

es sollte also 7,, eine Quadratzahl in k(y,.) sein, was nach der
Voraussetzung nicht moglich ist.
Die Gleichung (11) ist daher in- k() irreducibel, sie definirt eix;x‘en
relativ Abel’schen Korper vom Re]ativgrade 2°™ in Bezug auf k(z).
Da es keinen Korper iiber k(¢) mit der Relativdiscriminante

1 gibt, und da die Relativdiscriminante des Kéorpers k(y,) eine
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Pote'nzvvon 147 ist, so-folgt dass die- Zahl 144 gleich einer 2en
.Potenz eines Primideals in k(y,) sein muss. Um zu zeigen, dass

dieses Primideal ein Hauptideal ist, betrachten mir die Zahl

2
C’}:—_
Yn—Yn-1

des Korpers k(y,).. Ihre relative Spur und Norm bez. k(y,,) sind

145 .4 2
Cn+Cn =J:‘7I)— ZuCn. 2_@_—— (12)
Yn-1—Yn-2 Yn-1 Yna1— Yn-z
. . 2 . .
¢, ist also eine ganze Zahl, wenn ¢, ,=——1——— es ist. .
v Y=y
Die Zahl
_ 2 2
Y=Y it
ist aber eine ganze Zahl, da
Clv'{;’:{:""gi ClCl,-:_(1+i) (]3)

Folglich ist ¢, eine ganze Zahl. Die Relativnorm der Zahl ¢,
genommen in k(y,) und in Bezug auf k(<) ist nach (12) gleich der
Relativnorm von ¢,, genommen in k(y,.), bis auf eine Einheit.
Es ist also nach (13)

| N gu=¢ (1+i)

wenn ¢ eirie Einheit bedeutet; im Sinne der Idé:;]'éng]eichheit ist
‘demnach

(@) =(1+i)
Hieraus schliesst man ferner dass die Relativdifferente d, des,

Korpers k(y,) in Bezug auf k(y,.) der Relativdifferente der Zahl

. in Bezug auf k(y,.) gleich ist; also bis auf eine Einheit

A 8:1=(1+7:) Cn-l
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Die Relativdifferente des durch (11) definirten relativ. Abel’schen

Korpers in Bezug auf k(7)) ist daher

Domn =1+ 8" Com1 Comene- - Co

und endlich die Relativdiscriminante

D, =9 (m+1) 9?m_y
2m T

Dieser relativ Abe]’scheva'rper vom Relativgrade 2" enthilt als

Teiler 2"+1 von einander verschiedene relativeyclische Korper vom

Re]ativgrade 2™ deren Relativdiscriminante nur den Primfactor
1+i enthalt. '

Durch die bisherigen Auseinandersetzungen wurde die Existenz

der folgenden relativ-cyclischen Kérper iiber (z) nachgewieser :

1) Lines relativ-cyclischen Korpers vom Relativ-grade p*
(2=1, 2, 3,...h) dessen Relativdiscriminante eine Potenz der
ungeraden Primzahl s des Korpers k(z) isf_. Hierin bedeutet die
Zahl h den Exponenteri der hochsten Potenz von p; die in m—1
aufgeht, wenn m die Norm von p in k() ist.

2) Eines relativ cyclischen Korpers vom Relativgrad p"r (2
beliebig) dessen Relativdiscriminante eine Potenz von = ist.
Hierin bedeutet = eine Primzahl ersten Grades des Korpers
k(z) und p ihre Norm. '

3) ¢ +1 relativeyclischer Korper vom Relativgrade ¢* (2
beliebig) deren Relativdiscriminante eine Potenz von g ist,
wenn ¢ eine Primzahl zweiten Grades in k(1) ist.-

4) Eines relativeyclischen Korpers vom —Relativgrade 2*
(2=1, 2,...h, h+1, h+2) dessen Relativdiscriminante fiir

/<<h nur den Factor g, und fiir A=h+1, h+2 ausserdem nur
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" noch den Factor (1+1) enthilt. Hierin bedeutet ;. eine un-
gerade Primzahl des Korpers k(z), und 2" die hichste Potenz
von 2, die in ¥(m-1) aufgeht, wenn m die Norm von g ist.’

| '5) 2*+1 relativeyclischer Kérper vom Relativgrade 2 (2

beliebig) deren Relativdiscriminante eine Potenz von 1+ ist.

§. 7.

Primideale des Teilungskorpers. Es bedeute - eine gerade oder
ungerade Primzahlpotenz des Korpers k(z), £ den Korper der p-Tei-
lung, M den Relativgrad desselben in Bezug auf k(z) -

Wir haben gezeigt, dass die Primzahl p gleich der M** Potenz

eines primen Hauptideals M in K ist. M ist vom ersten Grade in
Bezug auf k(z)

Es sel nun » eine ungerade, primiire, von j# verschiedene Primzahl
des Korpers k(7), n deren Norm.

Bedeutet

T=5N % '
eine Wurzel der Gleichung der ' Teilung, so ist jedenfalls
x'=sn vu

auch Wurzel derselben Gleichung. Es ist nun

, wn—l vy
vi'+1

wenn y, y' gewisse panze Zahlen des Korpers A bedeuten. Ks folgt

hieraus '

7

. X=z" (mod. v)

Eine solche Congruenz besteht aber nicht fiir eine andere Wurzel

z'" der Teilungsgleichung, weil 2'—z" nur durch diejenigen Prim-

ideale des Korpers K teilbar ist, die in p oder in 1+ aufgehen.
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Bezeichnen wir nun mit s die Substitution (z, z*) des Korpers
K, so ist '

' 2 ' 2
@ | s'=a™ x| st=a" (mod. v)

Ist daher f der Grad von s,
. 'q:“/‘zx (mod. v) .

Jede ganze Zahl 7 des Korpers X lisst sich nun in der Form

darstellen
N 2 M-1
C.r=aytax+ax+...... + @y

Wenn &g, d;...dy., ganze Zahlen des Korpers k(i) und ¢ eine gewisse
Potenz von (1+1) bedeuten. Hieraus folgt fiir jede ganze Zahl des
Korpers £ ‘

r"f = (mbd'. v)

Ist daher % ein Primideal des Korpers &, welches in aufgeht, und
»” die absolute Norm defselben,, so muss /*<<f. Da aber

o =z (mod. N)

nicht fiir f'<<f bestehn kann, so ist f'=/

Die Zabl f, als die Gradzahl der Substitution s, muss in die
Gradzahl M des Korpers aufgelien ; ist M=ef, so zerfillt die Zahl
v in ¢ von einander verschiedene Primideale -in K. Diese Primideale
sind vom f** Grade in Bezug auf k(s). '

Die Zahl f ist aber nichts anders als der Exponent, zu welchem
die Zahl » gehdrt mod. ,". . A

Es bleibt noch fiir ungerades  die Zerlegung der Zahl 1+ zu
‘untersuchen.  Wir bezeichnen den einzigen Unterkorper von K vom
Index 4 mit A", den Relativgrad desselben —i—[ ‘mit M. Eine Basis von
K’ bilden die Potenzen der Zahl (§. 2)
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_xt—a’

y= , a=14+2¢

.
sodass jede ganze Zahl 7 des Kérpers K’ in der Form

-1

r=apt+a, y+a i+ ... + 1Y

v

darstellbar ist, wenn a,, a,...a,; ganze Zahlen des Korpers k(7)
bedeuten.
Nun ist die Zahl

' =sn(1+17) u= 1) sn
i conudn u
. eine Wurzel der Teilungs-gleichung, und

,__rit—a

¥=74

eine zu y conjugirte Zahl. Es ist aber

yo AT o (ukdtedy—if
z*—1) 4 42y —iy
_—ay’+(l—iay
2y —y

sodass
y=y*  (mod. 1+47)
Da ferner y'—y’’ eine mit M associrte Zahl ist, so besteht eine
solche Congruenz nicht fiir ein anderes y"".
Hieraus schliesst man genau in derselben Weise wie vorher,

“dass, wenn f den kleinsten Exponenten bedeutet, fiir den
(1+2y=1 (mod. ")

und wenn
M =ef
gesetzt wird, die Zahl 1+1 in ¢ von einander verschiedene Primideale

in k' zerfillt.
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Wir haben schon bewiesen, dass jedes dieser Primideale in 4
identische Primideale in K zerfillt; digse Ideale sind.daher vom

_ f*= Grade in Bezug auf k(z). N
Die Zerlegung der Primideale des Korpers k(i) im Korper der p*
Teilung st daher genaw demselben Gesetz unterworfen, wie bet der Kreister-

lungstheorie. .
Ist M=¢(;)=m"" (m—1) so findet in A die Zerlegung statt:

p= ML M= ( snif)
N /l {2
y=RN Ry N, : ef =M, v'=1 (mod. ")
Y — 1., —_ M \f. h
14+7=(8.8:...... B ef = e (1+42y=1 (mod. ")

M ist vom ersten, N, 3 vom f** Grade in Bezug auf k(7).

. §. 8.

Teilung durch eine Zusammengesetzte Zahl. Ist 2 eine Zusammen-
gesetzte Zahl des Kovpers k(1) und A=pv worin p, » relativprime

Zahlen sind, so durchliuft die Zahl ..

vy

C=qptiy

alle zu 2 relativ primen ¢(2) incongruenten Zahlclassen mod. 2, wenn
man ¢ die zu p relativ primén ¢ () incongruenten Zahlclé\ssen mod.
1, und 7 die zu v relativ primen ¢(v) incongruenten Zahlclassen mod.
v. durchlaufen ldsst. ‘

Setzt man daher-

<2 §Q 78
W=8N-—, U=SN>—1, V= sn 2=
A ) 7 v

so wird

snucenvdnvtsn v cnu dnw
snw=sn (u+v)= -{,_ 5
. 14-sn®u sn®v
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und sn w durchliaft alle Wurzeln der Gleichung, von der die
eigentliche 4-Teilung abhingt, wenn man in diesem Ausdruck resp.
sn u, sn v alle Wurzeln der Gleichungen der’ p-, »- Teilung durch-
laufen ldsst. “

.- Es lassen sich nun jedenfalls ¢n w. dn u durch sn w, cn v. dn v

durch sn v in k(%) rational ausdriicken, sodass wenn
\ z:‘sﬁ w, m:én u, y=sﬁ y
gesetzt wird -
2=f{z, y)

und es ist feine rationale Function in k(z), deren Coefficienten von
1 und », nicht aber von der Wahl der Wurzeln z, y abhéingen

Der Korper der A-Teilung ist daher gewiss im demjenigen Korper
enthalten, welcher durch die Zusammensetzung der Korper der P
und »- Teilung entsteht.

Jeder Teilungskorper ist daher in einem aus einer Anzahl gewis-
ser elementaren Korper des §. 6. zusammengesetzten Korper enthal-
ten, ist also relativ Abel'sch in Bezug auf k(7); desgleichen auch
fiir jeden Unterkb'rpefeines Teilungskorpers. ‘ .

Nach Analogie des Hilbert’schen Kreiskorpers nenne ich einen
Le-,niniscatankb‘rper einen jeden Teilungskirper und seinen Unterkérper
wie sie im vorigen in Betracht gezogen wurden, sowie einen jeden

aus solchen zusammengesetzten Korper.

§. 9.

Wir kommen nun an den Zielpunkt dieser Abhandlung; es
handelt sich darum, nachzuweisen, dass
Jjeder im Bereich der rationalen complexen Zahlen Abel’sche Korper

ein Lemniskatenkorper ist. .
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Da sich jeder Abel’sche Korper aus den cyclischen Kérpern, deren

Grad eine Primzahlpotenz ist, zusammensetzen lisst, geniigt es zu

beweisen, dass jederrelativeyclische Kérper iiber k(:), dessen Grad

eine Primzahlpotenz ist, in einem aus den elementaren Lemniskaten-

korpern des §. 6. zusammengesetzten Korper als Teiler enthalten ist.
Wir schicken die folgenden Hiilfssiitze voran: ‘

1) Jeder im natiirlichen Rationalititsbereich Galois'sche Kor-
per, welcher die Zahl ¢ énthéilt, und in Bezug auf k(7) relativ
-cyclisch ist, ist ein Kreiskorper. o

Beweis. s sei & ein solcher Korper, R derjenige Unterkorper

von K, welcher aus allen in X enthaltenen reellen Zahlen besteht. Da

K als ein im natiirlichen Rationalititsbereich Galois’scher Korper zu .

~jeder seiner Zahlen die conjugirt complexe enthilt, und da X ausser-
dem die Zahl ¢ enthiilt, so muss A aus R und -k() zusammengesetzt

sein. \ , -
Der Ki"irpei' K kann daher durch eine Zahl 0=p + yi erzeugt wer-

den, wenn o eine den Korper R erzeugende Zahl und y eine passend

gewihlte rationale Zahl bedeutet. Ls sei G die Gruppe des Korpers

K ; dann hat G einen Teiler C vom Index 2, zu welchem die Zahl §
gehort. Diese Untergruppe C muss aber cyclisch sein, da K relativ-
cyclisch ist in Bezug auf k(z). Durch die Substitutionen dieser

Untergruppe gehe 6 in 0',6",...und pin p', »”...iiber. Ist sodann

)

0'=I{0) worin F eine rationale Function in k(i) bedeutet, so ist
yi=F (o)
woraus dann folgt
7 =RF (p+yi)=g(p)
worin R fiir “reeller 'l‘ei:l von’ steht. Da 6”=F(8") so muss auch

o =)

»
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sein; also ist R cyclisch im natiirlichen Rationalitéitsbereich, und -
folglich ist & ein Kreiskorper. . : _

2) Durch Zusammensetzung zweier Abel’scher Korper entsteht
wiederum ein Abel’scher Korper. Ist 4 ein Abel'scher Korper vom
Grade m=p" p': ..., welcher aus den cyclischen Korpern C,, C,,...
vom Grade p', p"2,...zusammengesetzt ist, B ein cyclischer Korper -
vom Grade »=p", wvdbfzi k keinen der Ixponenten h,, h,,...iibertrifft,
habe ferner A, B einen gemeinsamen Teiler vom Grade ¢, so kann
der aus A4 und B zusammengesetzte Korper A auch aus 4 und einem
zu A teilerfremden cyclischen Korper vom Grade mn: g zusammen-
gesetzt werden. Als Rationalitéitsbereich wird hier jeder beliebige
°alge’bmische Korper vorausgesetzt.

Beweis. s bedeute «, 8, x=2a+yp resp. die den Korper A4, B,
K erzeugende Zahl. Da sowold « als auch g rational durch »x, aus-
driickbar sind, so ist, wenn » =zxa'+y3 eine zu x conjugirte Zahl
bedeutet, « durch «, g’ durch g folglich beide und daher auch »
rational durch » ausdriickbar. . K ‘ist daher gewiss ein Galois’scher
Korper. Daher gibt es in der Gruppe G von K nur eine Substitution,
die unter den conjugirten von «, und unter denjenigerr—vom S eme
bestimmte Permutation hervorruft. Die Gesamtheit derjenigen Sub-
stitutionen von G, die die Zahl « ungeiindert lassen, bildet einen Not-
malteiler S von G vom Grade n:g. Die complementiire Gruppe G/S
ist aber mit der Gruppe des Korpers 4 isomorph, also Abel’sch. Dies
besagt aber, dass, wenn ¢, ¢" zwei Substitutionen der Gruppe G sind,
g6’ und ¢’'c dieselbe Permutation unter den conjugirten von «
hervorrufen. Da dasselbe auch in Bezug auf 8 gelten muss, so
rufen o6’ und ¢'c dieselbe Permutation unter den conjugirten von
' hervor. Es muss daher o¢'=0¢'s; der Korper K ist in der Tat
Abel’sch.

Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, bemerken wir
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zunéchst, dass die Gruppe S cyclisch sein muss, weil der Korper
B nach der Vorraussetzung cyclisch ist. Es seli uun «, eine den
Korper C, erzeugende Zahl, «,, «/,...ihre conjugirten, ferner seien
ayy 5.5 95 0f,. .. us.w. die entsprechenden Zahlen fiir C,, C,,...
Unter den Substitutionen der-Gruppe G, welche nicht in S enthalten
sind, gibt es dann eine, die wir s, nennen wollen, welche @, zu
o, iberfihrt, a, a,...aber ungeiindert lisst; in folge der iiber den
Grad von B gemachten Annahme ist dann diese Substitution s,
vom Grade p"i. Sind nun s, s;,...ihnliche den Korpern €, C,... -
entsprechende Substitutionen, so sind s, s;,...resp. vom Grade
p', p's,... Diese Substitutionen s,, s,,...erzeugen, eine mit der
Gruppe von A isomorphe Untergruppe 7' von ¢, vom Grade m;
und es .ist G=8.T. Zu dieser _Untergruppe T gehort ein Unter-
korper D von A vom Grade nm:g, und welcher zu A teilerfremd
ist. Es ist daher K=A.D. Die Gruppe von D ist aber isdmorph
mit der complementiren Gruppe G/T, daher auch mit S, woraus

dann folgt, dass D cyclisch sein muss.

§ 10.

Wir konnen jetzt den folgenden Satz beweisen : :

Es sei ¢ eine Primzahl des K'drpefs k(7), m deren Norm, p* die
hichste Potenz einer natiirlichen Primzahl p die in m-1 aufgeht.
Jeder relativeyclische Korper I"vom Relativgrade p" (W'<<h) dessen
Relativdiscriminarite keinen Primfactor ausser p enthilt, stimmt
dann mit dem entsprechenden elementaren Lemniskatenkérper C
liberein, deren Existenz in §. 6. nachgewieseh wurde.

Beweis. Wire I' verschieden von C, so sei & der aus I” und C
zusammengesetzte Korper, dessen Relativgrad p* gewiss zwischen

p* und p™ liegt; K enthilt keinen relativeyclischen Korper von
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hoherem als dem p“sen Relativgrad als Teiler. Der Verzweigungs-
kirper von  in K ist K selbst, der T réigheitsk'dl;per genau vom Grade
p™". Die Annahme n=h’ fiihrt daher zu dem unzuldssigen Resultat,
dass es einen Relativkorper .iiber k(7) gibt mit der Relativdiscrimi-
nante 1. Is muss daher n=0', d.h. I'=C. )

Dieser Satz gilt auch fiir p=2, wenn 2" die hdchste in 3(m-1)
aufgehende Potenz von 2 ist. '

Wenn die Zahl  in dem obigen Satze reell ist, so ist der entspre-
chende Korper ein Kreiskorper. -

Ist namlich €’ der in Bezug auf den natiirlichen Rationalitéits-
bereich zu C conjugirte Korper, so-ist C’ auch relativeyclisch iiber k(z)
und hat dieselbe Relativdiscriminante wie C. Daher ist C=C"; d.h.
C ist ein Galois’scher Kirper im natiirlichen R@tionalitﬁtsbereich, und

folglich ein Kreiskorper nach dem Hiilfssatz 1. des §. 9.

§. 1L

Es sei nun C, ein relativeyclischer Korper vom Relativgrade
"p", wo p eine beliebige natiirliche Primzahl bedeutet, €y (kh) der

einzige in C, enthaltene relativeyclische Korper vom Rel‘atiygrad p".
Wir nehmen ferner an, dass die Relativdiscriminante von C, eine zu
p relativ prime Primzahl » des Korpers k(7) sei.

Wiire C',,o der grosste in ), enthaltene Kreiskorper, dessen Rela-
tivdiscriminante in Bezug auf k(i) ausschliesslich den Factor p
enthilt, so bezeichnen wir mit E, denjenigén Kreiskorper, welcher ¢
enthilt, relativeyclisch vom Relativgrade p” in Bezug auf k(i) ist,
und dessen Relativdiscriminante eine Potenz von p ist. Der
grosste gemeinsame Teiler von -C, und E, ist C, . Durch Zusam-

mensetzung der beiden Korper C,, £, entsteht dann ein Korper K,
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welcher auch aus E, und einem zu E, teilerfremden rehmvcychschen
Korper C* vom Relativgrade’ p""’ Lusammengesetzt wird. Diesen
letzten Korper nennen wir dann einfach C,, -seinen Relativgrad p".
Die Relativdiscriminante .dieses Korpers enthilt jedenfalls den
Factor . |

Es sei nun ¢ eine primitive p"« LKinheitswurzel, der durch ¢ und
v erzeugte Korper Z ist relativcycli.séh in Bezug auf- 7»(@) Die Rela-
tivgruppe von Z besteht aus den Potenzen der Subétitutibnen_s, wel-
che die Zahl ¢ zu ¢’ iiberfithrt, wenn g fiir ungerades p eine Primitiv-
zahl nach p”, und fiir p=2, die Zahl 5 ‘bedeutet.

Die beiden Korper C, und Z h'n.ben nach dem obigen keinen
gemeinsamen Teiler iiber k(7). Durch ihre Zusammensetzung entsteht
ein relativ Abel’scher Korper X, welcher auch dadurch aus Z hervor-
geht, dass demselben die pte Wurzel einer gewissen Zahl x von 7

adjungirt wird, welche det Bedingung geniigt, dass

Ju
2 I s=1 aP

wenn « eine Zahl des Korpers Z bedeutet. ‘

Die Zahl » kann nicht relativ prim zu 4 sein; denn wiire » rela-
tiv prim zu g, so musste die Re]atlvdlscrlmlmnte von K in Bezug
auf Z, und folcrhch auch in Bezug auf k(%) relativ prim zu , sein, was
zur Folge hitte, dass auch die Relativdiscriminante von C, geaen dle
Voraussetzung relativ prim zu g ist.

Es sel nun
=M. My M,
die Zerlegung, in die Primideale von pin Z, und
=M. &

worin M das Product aller in » aufgehenden Potenzen “von 9)}1, mn,

290 0.

bedeutet, und & infolgedessen prim zu g ist. Es ist dann
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=
S

V1

eine zu p fremde Zahl. Ist p"'die hochste Potenz von p, die in ¢=1
aufgeht, so bestimmt die Zahlz/Z einen Unterksrper von K, welcher
nichts anders ist, als der aus G, und Z zusammengesetzte K'cirper.‘
Es folgt dann, dass die Relativdiscriminante von €, prim zu p ist.

" Tst anderseits m die Norm von ¢ und p® die héchste Potenz von

p, die in m-1 aufgeht, so wird

- ot =1 (mod. p")

und p"* ist zugleich der kleinste Expotenf, fir den diese Congruenz
bestehen kann. Dann zerfillt die Zahl p in e=p*'(p—1) von
einander verschiedene Primideale in Z; und zugleich ist p* die
hochste Potenz von p, die in ge~1 aufgeht. Es ist also a=h'y, und
wir schliessen :»

Damit p in der Relativdiscriminante von C, als Factor auftreten

kann, st es notwendug, dass
m=l (inod. ph~F+L)

_ bollte daher die Zahl ¢ iiberhaupt in der Relativdiscriminante
von C, auftreten konnen, so muss m-1 durch p teilbar sein ; sollte
¢ schon in der Relativdiscriminante von C, auftreten, so muss m=1,

mod p".
§. 12.

Trete die Zahl g in der Relativdiscriminante von C, auf, sodass

1) Dies ist die Verallgemeinerung des Hilbert’schen Satzes (lL.c. S. 342.) in etwas schiirferer
Fassung. Hierzu ist zu vgl.: A. Wiman, zur Theorie der relativabelschen Zahlkérper, Acta
Univ. Lundensis 36. welche Abhandlung mir nur dem Berichte in den *“ Fortschritte der
Mathematik (Jahrgang 1900) nach bekannt ist. :
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m=1 mod. p", so sei M derjenige relativeyclische Korper vom
Relativgrade p”, dessen Re]qtivdiscriminante ausschliesslich den
Primfactor ¢ enthilt. Moglicherweise haben dann €, und M einen
gemeinsamen Teiler ausser k(z). Der zusammengesetzte Korper C,MM.
ist dann relativ Abel’sch vom Relativgrade p"** (h’<<h) in Bezug auf

k(t). Seine Relativgruppe G ist von der Form

skt ( ):0, 1, ,,,,,, ])h--]., Sbhz]_

Die Trigkeitsgruppe T' der Zahl ¢ in C,M ist cyclisch und vom
Grade p"; T besteht daher aus den Potenzen einer Substituion st’.
Der Trigheitskorper ist vom Relativgrade p" ; die Gruppe desselben
ist isomorph mit der complementiren Grappe G/T, und daher
cyclisch.  Der Triigheitskorper ist demnach relativeyelisch in Bezug
auf k(¢), wir nennen ihn C',. Dieser hat keinen Teiler ausser k(%)

mit M gemein. Daher ist

&h]‘lz C’hr ﬂ[ ;

die Relativdiscriminante von C’,, enthiilt alle in der Relativdiscrimi-

nante von C, auftretenden Primfactoren mit Ausnahme der Zahl g.

Wir nehmen jetzt allgemein an, die Zahl # trete erst in der
Relativdiscriminante von C,,, auf, sodass m=1 mod. p"* Es
existirt daher ein relativeyclischer Korper M vom Relativgrade p**,
“dessen Relativdiscriminante eine Potenz von g ist.  Nach dem vorhin
gesagten, konnen wir nun annehmen, dass C, und M keinen :gfe-
meinsamen Teiler ausser k(¢) besitzen. Der zusammengesetzte Korper
MC, ist dann relativ. Abel’sch vom Relativgrade. p*-* die Relativ-
gruppe G desselben von der Form

[
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h

gk e ()~=0, 1,2 ph—1; & =].)

worin s, ¢ resp. die Substitutionen bedeuten, welche den Korper M, C,
ungeiindert lassen. Dann gehort der Unterkorper €, zu der Unter-

gruppe G’ von der Form

Nimmt man daher C, zum Rationalitiitsbereich, so wird G' die
Relativgruppe von MC, in diesem Rationalitéitsbereich.

.In C, zerfalle # in eine Anzahl von einander verschiedener
Primideale, etwa p=MM'...... Ist nun M* das Primideal des
Korpers MC,, welches in M aufgeht, so muss M* wenigstens zur
p"“*ten Potenz in M enthalten sein ; die Trigheitsgruppe von M in
dem Relativkdrper MC, muss daher wenigstens vom Grade p"™* sein.
Die Verzweigungsgrappe von M ist aber eine Einheitsgruppe. Daher
muss die Trigheitsgruppe von M cyclisch sein, und da es in G
keinen cyclischen Teiler von einem hiheren als p"~*ten Grade gibt, so
muss die Trigheitsgruppe von M genau vom Grade p"~* sein. Daraus
folgt, dass M* genau zu der p"~*ten Potenz in MW und folglich in x
enthalten sein muss. '

Wir kehren nun zu dem urspriinglichen Rationalititsbereich k(2)
zuriick.  Die Trigheitsgrappe 7' von * ist cyclisch und vom Grade
p"*, der Trigheitskorper C’, von M* ist vom Relativgrade p*, und
es ist MC,=MC",. Die Gruppe T besteht daher aus den Potenzen
einer Substitution von der Form s. Die Gruppe des Korpers C',,
“isomorph mit G/T, ist also cyclisch, sodass C’, relativeyclisch in
Bezug auf k(7) ist. Die Relativdiscriminante von C’, enthiilt alle in
derjenigen von C, auftretenden Primfactoren mit Ausnahme der
Zahl p.
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Wir opu‘u'en sodann in dhnlicher Weise mit dem lxorper C', falls
die Relativdiscriminante desselben noch eine zu p prime Pumza,hl n
erithilt, und erhalten dann einen Korpes C”, dessen Relativdiscri-
'n;inante alle in derjenigen von C vorkommenden Primfactoren enthilt
mit Ausnahme der Zahlen g, ', - ' 7
~ Fahren wir aber in dieser Weise fort, so gelangen wir schliesslich
zu einem relativeyclischen Korper C* vom Relativgrade p* (h*.<h)
dessen Relativdiscriminante nur noch die in P a,ufoehendeu Prim-
zahlen des Korpers k(7) enthilt.
Es handelt sich hiernach nur noch darum, unseren Hauptsatz

fiir einen solchen Korper zu beweisen.
§. 13.

Jeder relativ cycliéche Korper von. Relativgrade p, dessen Relativdisert-
minante eine Potenz von z ist, stimmt mit dem entsprechenden elementaren
Lenim‘skatenkdrper iberein, deren Ewxistenz in §. 6. nachgewiesen wurde ;
hierin bedeutet p eine natiitliche Primzahl von der Form 4% +1, und
7 einen Primfactor von p in k(7) o

Beweis.  Gebe es zwei verschiedene Korper C',A ¢ von der
angegebenen Beschaftenheit, so entsteht durch ihre Zusammensetzung
und die Adjunction einer primitiven p*" Einheitswurzel 1 ¢ ein Korper
K vom Relativgrad p*(p-1).

In dem durch ¢ und 7 erzeugten Kérper Z /erfallt Ji in ‘)(p-l)

Primideale ersten Grades
@)=@pp'P"
und es ist
p=nz’; z=pl, a'=p?! (7)%(1—€)=

Der Korper k(C, ¢) geht dadurch aus Z hervor, dass man diesem
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letzteren die pte Wurzel einer Zahl » von Z adjungirt. Diese Zahl

» geniigt der bekannten Bedingung”

x| s=. a?
Wir konnen aber » so wihlen, dass =1 (mod. p) wird; denn leistet
» dieser Bedingung nicht Geniige, so konnen wir statt » eine Zahl

1«* yon der Form

) | g\p-1
u*:“p(p—l)(”l s)
”

nehmen, wobei wir die natiirliche ganze Zahl a passend wéhlen, und
erhalten in »* eine ganze Zahl, der die Eigenschaft zukommt, dass
©) 0¥ | s = k07N,
E(C, 0=k &x) =l  (mod.yp)
“'Da nun p ein Primideal ersten Grades ist, auch in Bezug auf den
natiirlichen Rationalitiitsbereich, so wird die Congruenz
wi=1l+ay ) (mod. p%) -
=1-0
durch eine natiirliche ganze Zahl o befriedigt. Hierbei kann aber
nicht a=o (mod. p) sein. Wire nimlich « durch p teilbar, so wird
w*=1 (mod. p*), woraus mit Hiilfe von (c) folgt
=1 (mod. p*)
Ist nun v eine durch p’ aber nicht durch p teilbare ganze Zahl

des Korpers Z, so ist die Zahl
a)=i,(1—-~"/ ;;)
7

welche der Gleichung (Aw—v)? 4+ ,*=0 geniigt, eine ganze Zabl.

1) Vgl. z. B. Hilbert, lc.
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Die Zahl o erzeugt aber offenbar den Kérper k(C, ¢). Die Relativ-
discriminante dieser Zahl in Bezug auf Z ist »*®1 ,*71 ] also prim zu
- 9. Daher muss die Relativdiscriminante von k(C, ¢) in Bezug auf 7
auch prim zu p sein. Bedeutet nun ¢ ein Primideal des Korpers
k(C, ¢), welches in p aufgeht, so geht @ nur zu der p-1*" Potenz in
= auf. Der Trigheitskérper von 7 ist dann vom Relativgrade p in
Bezug auf k(¢), und seine Relativdiscriminante muss 1 sein, was
aber unmoglich ist. Es ist daher
wE=1+ay (mod. p?), azto (mod.p)
Genau dieselbe Erwiigungen fithren uns zu dem Resultat:
E(C, 0=k (& ¥/p)

mit p=14+b7 (mod. p’
wo ' b5=0  (mod. p)

Bestimmt man nun die natiirliche ganze Zahl ¢ aus der Congruenz

a+be=0 (mod. p)
so folgt
O=s*. p°=1 (mod. p*
und es ist
0|s=67-1 y»

Wiire also C#C" so wiirde 6 gewiss nicht eine pte Potenz in Z sein.
Da aber k(¢, 2/F) gewiss in K =k(C, C’, ¢) enthalten ist, wiirde die
Conruenz 9=1 (p*) genau wie vorher zu einem unzuliisssigen Resultat

fiilhren. Demnach muss, wie bewiesen werden sollte,

4

c=C.

- Jeder relativeyclische Korper vom  Relativgrad p", - dessen  Relativ-
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discriminante eine Potenz von T ist, stimmt mit dem entsprechenden

elementaren Korper des §. 6. iberein, '

Um den Satz durch vollstéiindige Induction zu beweisen, nehmen
wir ihn als bewiesen an, fiir alle kleinere Werte von h. Sind sodann
C, €' zwei verschiedene Korper von der angegebenen Beschaffenheit,
so miissen die in ihnen enthaltenen relativcyclischen Korper vom
Relativgrad p"~*-auf Grund der Voraussetzung mit einander iiber-
einstimmen. Durch Zusammensetzung entstebt daher aus C, ¢’ ein
Korper £ vom Relativgrad p™+', welcher auch aus C, und einem zu C
teilerfremden relativeyclischen XKorper €, vom Relativgrad p zusam-
mengesetzt werden kann. Da aber die Relativdiscriminante von C,
nur den Primfactor = enthalten kann, und da C, nicht in C enthalten
sein soll, so musste die Relativdiscriminante von C,; gleich 1 sein,

was unmdoglich ist.

Die beiden elementaren Korper vom Relativgrade p’, deren
Relativdiscriminante resp. eine Potenz von 7 und a’ sind bezeichnen
wir bez. mit /7, und /I',. Durch die Zusammensetzung der beiden
entsteht ein relativ Abel’scher Korper P, vom Relativgrade p¥; in
demselben sind enthalten als Teiler die p"+1 von einander verschie-
denen relativeyclischen Korper vom Relativgrad p”, deren Relativ-
discriminante ausschliesslich die Primzahlen 7, #° enthalten. Ks ist
jetzt zu beweisen, dass es ausser diesen keinen Korper von dieser
Beschatfenheit gibt.

- BEs wird geniigen, den Satz nur fiir den Fall, wo h=1, zu
beweisen ; das iibrige folgt unmittelbar durch die vollstindige
Induction.

Es sei also C ein relativeyclischer Korper vom Relativgrad p,

dessen Relativdiscriminante ausschliesslich die Primzahlen z, 7" enthilt,
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¢ wie vorher eine primitive p* Einheitswurzel, p, p" die beiden von:
einander verschiedenen Primideale des Korpers Z=k(¢, ¢), diein p
aufgehen.
Wir betrachten nun die Zahl », welche in der bekannten Weise
den Korper CZ erzeugt. Wir nehmen wie vorher an, es sei
x=1l+ay (mod. p’
a0 (mod. p)
sodass
~p=c‘“x51 (mod. p?)
Bezeichnen wir nun die Korper k(C, 2/2), k(¢,2/p) bez. mit &,
K’y so ist K’ gewiss in K enthalten. Die Relativdiscriminante von
K" in Bezug auf Z ist aber prim zu p, sie muss daher ausschliesslich

den Primteiler p* enthalten, sodass K=k(Z, //;") sein muss. Ahn-

licherweise enthdlt K auch den Korper Z77, als Teiler. Daher ist
K=2Z. P,

woraus dann folgt, dass in der That C in P, enthalten sein muss
2 1. )

q. e. d.

§. 14.

Wir haben gesehen, dass es ¢"+1 von einander verschiedene
relativeyclische Korper vom Relativgrade ¢* gibt, deren Relativdiscri-
minanten ausschliesslich den Primfactor ¢ enthalten, dass diese ¢"+1
Korper Teiler eines relativ Abelschen Korpers @), vom Relativgrad ¢*
sind; hierbei bedendet ¢ eine natiirliche Primzahl von der Form
4h+3, sodass ¢ eine Primzahl zweiten Grades in k(z) ist.

Wir wollen jetzt zeigen, dass es ausser diesen keinen anderen
Korper-von der angegebenen Beschaffenheit gibt; begniigen uns aber

auch hier den Satz nur fiir den Fall, wo h=1 ist, zu beweisen.
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Da es nur einen Kreiskorper gibt, welcher relativcyclish iiber
k(1) vom Relativgrade ¢ ist, und dessen Relativdiscriminante nur
den Primfactor q enthilt, nimlich denjenigen, welcher in dem durch
i und eine primitive ¢’te Einheitswurzel erzeugten Korper enthalten
ist, so sind wir sicher, dass es einen Korper C von der angegebenen
_ Beschaffenheit gibt, der kein Kreiskorper ist, und infolgedessen von
dem in Bezug auf den natiirlichen Rationalitiitsbereich zu €' conjugir-
ten Korper C’ verschieden ist (§. 8), so-dass CC'=Q,. Der Korper
@, enthilt aber den oben erwihnten Kreiskorper als Teiler; bedeutet
daher ¢ eine primitive ¢** Einheitswurzel, so wird k(@) C)=7é((), 0
sein. Gebe es nun einen Korper C von der angegebenen Beschaffen-
heit, der jedoch nicht in Q, enthalten ist, so entsteht durch Composi-
tion ein relativ Abel’scher Korper k(Q,, C, &)=k(C, C, ¥¢") vom Re-
lativgrad ¢*(¢g-1). '

Bezeichnen wir nun mit Z den durch ¢ und ¢ erzeugten Korper,
so ist die Zahl ¢ die (4~1)* Potenz eines Primideals q in Z, welches
~vom zweiten Grade in Bezug auf den natiirlichen Rationalititsbereich,
aber vom ersten in Bezug auf k(7) ist; es ist ferner q das durch "die
Zahl 7=1—¢ erzeugte Hauptideal.

Wir denken uns nun die Zahlen », ¢ wie im vorigen Paragraphen

aufgestellt, sodass
He, O=Ke, /) x|s=war; =l (@=L (¢)

G O)=KC. 2/0); O]s=071pr; 0= (@] ()
Da g ein Primideal ersten Grades in Bezug auf k() ist, so konnen
wir zwel nicht durch ¢ teilbare ganze Zahlen des Korpers k(z) finden,
sodass -
s=l+(a +Db2y (mod. q*)
05:1 +(@ 402y  (mod. o%)
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Nehmen wir noch die Congruenz zu Hiilfe

=l—ry (mod. q*)

und setzen

p=C. 0°=l+(u+ivyy  (mod. o)
so st
u=a+ca'—r, v=>b+cb’,

Man kann nun die natiirlichen ganzen Zahlen ¢, r so bestimmen, dass

u=0, v=0 (mod. q)
wird. Dann ist '

=1 (mod. q°)

. wir konnen nun genau in derselben Weise fortfahren wie im vorigen
Paragraphen, um nuns zu iiberzeugen, dass der Kérper ¢ 'in der Tat
in @), enthalten ist. .

§. 15.

Um endlich den entsprechenden Satz fiir den Fall zu beweisen,.
wo der Relativgrad eine Potenz von 2, und die Relativdiscriminante
eine Potenz von 1+¢ ist, betrachten wir den relativ Abel'schen Korper
D, vom Relativgrad 4, welcher aus der Teilung der Periode.von
€ (u) durch (1 42) evntspringt. Dieser Korper ist durch die Zahl y

erzeugt, welche der Gleichung geniigt:

¥ —=%zy—1=0

(2= 2z —1=0)

Es ist aber

Di=ky=kv/5% ) =113
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Setzt man nun
a=42+1  f=42-1

so wird
21 +i)=(ativ/B}

D, enthiilt daher 4/T+7, ~/I—i, und demnach auch /7 , Die drei in
D, enthaltenen relativ quadratischen Korper, sind k(y/T+2), k(v/1—1)
und k(/7 ) ‘ A

Anderseits leuchtet ein, dass es ausser diesen, keinen relativ
quadratischen Korper gibt dessen Relativdiscriminante eine Potenz
von 1+1 ist.

Hieraus schliesst man durch vollstindige Induction, dass es
ausser den in §. 6. (5) angegebenen, keinen anderen Korper ihrer
Art gibt. ' .

Gottingen, im Friithjahr, 1901.



