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Existence globale pour les modeles discrets de
Pequation de Boltzmann dans un tube

mince infini en dimension 1 d’espace
Par Mitsuru YAMAZAKI

Résumé. Ici, on donne une démonstration de 'existence d’une
unique solution globale en temps pour les modéles discrets de 1’équa-
tion de Boltzmann dans un tube mince infini en dimension 1 d’espace,
et en particulier, pour le modéle droite-gauche, on donne en outre une
estimation explicite des solutions, dés que les données de Cauchy sont
positives, sommables et bornées.

Chapitre 1.
Introduction.

En théorie cinétique des gaz, la discrétisation des vitesses, qui consiste
a considérer que les vitesses des particules appartiennent & un ensemble
fini I de vecteurs, est une idée deja ancienne. Maxwell [15] concoit un
modéle pour un fluide par un systéme d’axes orthogonaux avec vitesses
constantes en module, et prédit I’équation d’état et les propriétés de trans-
port pour un tel gaz. Dans son travail [6], Carleman, en 1957, établit un
théoréeme H qui décrit la croissance de I’entropie en temps. En 1960, Gross
[10] souligne l'intérét de la discrétisation des vitesses qui permet de rem-
placer l’équation intégro-différentielle de Boltzmann par un systéme d’équa-
tions aux dérivées partielles non linéaires et couplées. Des modéles simples
de gaz a répartition discréte de vitesses sont alors décrits par Broadwell
[4] en 1964, et utilisés pour résoudre des problémes de dynamique des gaz
raréfiés dans lequel on doit faire appel a4 ’équation de Boltzmann ; pour les
écoulements de Couette et de Rayleigh (3] et pour la structure d’une onde
de choc & Mach infini [4], ces modeles donnent une image physique simple
des phénoménes et les résultats quantitatifs sont remarquablement proches
de ceux trouvés par d’autres méthodes. En 1975, Gatignol [9] démontre
l'existence et l'unicité de la solution du probléme de Cauchy pour des
équations cinétiques modifiées obtenues en introduisant un parametre auxi-
liaire et elle réunit dans son livre les résultats déja connus. Crandall et
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Tartar [16] obtient un critére qui permet de supprimer la condition relative
a la masse initiale pour un systéme hyperbolique semi-linéaire de la théorie
cinétique des gaz. Les travaux récents sont trop abondants pour tout
mentionner en détail. On rappelle trés briévement 1’évolution de ces études.

Le modéle discret le plus général de 1l’équation de Boltzmann dans
I’espace entier s’écrit comme suit:

ou;
ot

+C,-Vu; = % (AR, — Au,u;)
J

ou on se donne une famille finie (C;);c; de vecteurs-vitesse de R* (d=1,2
ou 3), les fonctions inconnues u;(X, t) représentant la densité de molécules
animées de la vitesse C; au point X R¢ et & l'instant t=R,, et les A}
sont les constantes données. C’est-a-dire qu’on admet que seules les interac-
tions binaires entre molécules jouent un roéle, et que le nombre de couples
de molécules de vitesses C; et C; transformées aprés interaction en molé-
cules de vitesses C, et C, dans un petit volume autour de (X, t) est égal a
Atwu,dXdt. Les probabilités constantes de transition AZ sont positives
ou nulles et symétriques par rapport aux deux indices inférieurs et aussi
aux deux supérieurs:

Afj=Afj= At

Beaucoup d’auteurs admettent par hypothéses que la microréversibilité
[i.e. A}j=A%] qui correspond en mécanique statistique au ‘‘principe de
microréversibilité’”’ ou ‘‘principe du bilan détaillé” ou encore ‘‘principe
d’Onsager’”’ (Voir R. Jancel [12]). Cette hypothése de la microréversibilité,
admise dans le modéle de Broadwell, nous entraine facilement au théoréme
H i.e. croissance de 'entropie. En 1986, J.T. Beale [1] démontre que,
dans le modéle unidimensionnel sous des hypothéses supplémentaires avec
les données initiales de masse finie, toutes les solutions tendent vers 1'état
ot les comportements sont flots avancant sans interactions. Les problémes
aux limites sont étudiés par C. Cercignani, R. Illner, M. Shinbrot [7][8] et
S. Kawashima [13] [14]. En 1987, J. M. Bony [2] obtient un résultat sa-
tisfaisant sur l’existence globale sans I’hypothése de microréversibilité ; il
montre que, pour le probléme unidimensionnel, il existe une unique solution
bornée en temps global avec une estimation explicite dés que les données
de Cauchy sont bornées et sommables. Il obtient aussi une estimation plus
stricte pour le modéle droite-gauche dans le cadre duquel rentrent de nom-
breux modeéles, notamment les projections unidimensionnelles du modéle de
Broadwell.
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Ici, on se donne le systéme d’équations aux dérivées partielles semi-
linéaires qui différe de celui de [2],[5],[9], par l'intervention du terme
linéaire. L existence globale d’une solution pour ce systéme est démontrée
dans le cas général, sous ’hypothése plus faible que celle de [1], [5], [7], [8],
[91,[12],[14],[15],[17]; dans le cas du modéle droite-gauche, sans aucune
hypothése supplémentaire sur les coefficients A} par le méme argument
[2]. L’auteur a récemment obtenu d’autres résultats pour les modeles dis-
crets dans un tube mince infini [18]: une majoration linéaire en temps de
solutions sous I'hypothése (H4) qui est raisonnable pour certains modéles sim-
ples, notammemt le modele de Maxwell-Broadwell.

Dans cet article, on étudie le modéle unidimensionnel des molécules
animées dans un tube mince infini, en admettant que seules les réflexions
linéaires des molécules contre la paroi du tube, non nécessairement spéculaire,
jouent un ro6le et que le nombre de molécules de vitesse C; transformées
aprés réflexion en molécules de vitesse C, dans un petit volume autour de
(X, t) est égal & aju,dXdt, ou les constantes a} sont données.

En supposant que c¢; sont les composants de vitesses C; selon la variable
xR de 'axe du tube, on est donc amené a résoudre le probleme de
Cauchy :

at

) [ < g +Ci%>uz(% t)= Eju(Aﬁukuz - Ali{uiuj) + Su(afur— azu)
(@, 0)=uz(x).

La signification physique impose les hypothéses naturelles comme suit:
(H1) Ail=All=Al=0
(H2) ai=20.

REMARQUE. Dans le cas du ‘“‘mur parfaitement lisse” et de la ‘ré-
flexion totale’’, on sait que
a’{=5ik.
REMARQUE. On ne fait aucune hypothése de microréversibilité [i. e.
Ajf= AL

PROPOSITION 1.1 (loi de conservation). Soit u;, = u,(2, t)eCHR,, S(R))

(1€I) une solution de (B). Alors, pour tout t€R,, on a

0 0 _
(1.1) ;(m—+ci-a—x—>ui(x, t)=0

(1.2) Szu(w t)dngkzium)dx
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(conservation de la masse).
En plus, st on suppose que

(HS) A¥;¢O:>Ci+6j—_——ck+cl
(H4) Zia:(ck_ci)zo
alors on a
0 0 .
(1.8) ;<W +ci%>ciui(x, t)=0
(1.4) SREiciui(x, t)dx=S Seul(x)de
R

(conservation de la quantité de mouvement).

PREUVE. Tout d’abord, on a

3(—% +e, g )u (x, t)= {” (A, — Apjusu;)(x, 8) + 2ip(abu,— aju,) (@, t)}

=0,
puisque les sommations sont opérées d’une maniére symétrique par rapport
aux indices. Du fait que u:(:, )€ S(R) 1 <=1I) et S gul dx=0 pour chaque
teR,, on a

8ul

S g, t)de= S Si——

S < +ec; aa >ui(ac, t)dx

J

De méme, sous les hypothéses (H3) et (H4), on a
0 0
Zh-(% +cia—x>ciui(x, t)
{ Al — Afuu) (@, 1)+ Dies(abu, — aju,) (2, t)}

{ Sim— (ck+ c—ci—¢)(Auau— Afuu) (z, )+ 2 —akle,—c)u,(, t)}
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Done on a

ou;
P (z, t)dx

Il

( o )ui(x, t)da

dtg ez, t)de= Sch
)=
0.

Chapitre II.
Enoncé du résultat.

On peut maintenant énoncer le résultat suivant :

THEOREME II.1. Supposons que les u’ (i€I) sont positives, sommables
et bornées. Sous les hypothéses suivantes :

(H1), (H2), (H3), (H4)
(H5) ZklAl;zjl = Zsz’:;
(HG) Ekak Zkal ’

alors 1l existe une et wune seule solution u=(u;).c; appartenant d
L*(RX R.), du probléme de Cauchy (B).

REMARQUE. L’hypothese (H5) correspond, en mécanique statistique,
au “‘principe du bilan semi-détaillé’’ ou au ‘‘condition de Stueckelberg’
(Voir W. Heitler [11]). Elle signifie que, avant et apres la collision, la
somme de proportions de transitions d’un état des couples de molécules de
vitesses C; et C; a tous les autres états, est égale a celle de tous les états
a l’état des couples de molécules de vitesses C; et C,. Cette hypothése est
moins forte que celle de microréversibilité ; en fait, celle-la est tout de
suite déduite de celle-ci.

REMARQUE. Dans la réflexion contre la paroi du tube, I’hypothése (H6)
est remplacée par ’hypothése (H5). Elle signifie que, avant et apreés la
réflexion, la somme de proportions de transitions d’un état de molécules de
vitesse C; a tous les autres états, est égale a celle de tous les états a
I’état de molécules de vitesse C..

Un cas particulier intéressant est celui du modéle droite-gauche in-
troduit par J. M. Bony [2]. On suppose que les vitesses sont différentes
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d’entre elles et que I est une réunion disjointe de deux sous-ensembles D
et G tels que

(2.1)  1=D (resp. G) = les composants selon I’axe du tube ¢, =0 (resp. <0),

et que les interactions de collision ne se produisent qu’entre particules se
déplacant dans des directions opposantes et que les transitions de réflexion
ne changent pas la direction des particules:

(2.2) A#0= (,7) et (k,)e(DXGVY(GXD)
(2.3) at#0== (i, k)=(D X D)V(GXG) .

De nombreux modéles, notamment les projections unidimensionnelles du
modéle de Broadwell, rentrent dans ce cadre.

THEOREME II.2. Pour un modéle droite-gauche, si on suppose les
hypotheses (H1), (H2), (H3) et I’hypothése de microréversibilité de réflexion :

(H7) ai=aj,

alors 1l existe une et wune seule solution u=(u;)e; appartenant a
L*(RXR.), du probléme de Cauchy (B), et on a en outre une estimation
de la solution :

(2.4) sup sup u;(x, t) < [sup sup u?(x)}e”f‘
i tIEERI:. i ZXER

ouw M ne dépend que de Uéquation, et que p désigne la masse totale:
(2.5) pzzig ud(x)dw .
R

Bien entendu, compte tenu de la propagation a vitesse finie, on a une
existence globale pour des données de Cauchy localement bornées. Si celles-ci
sont bornées, la solution au point (x,t)e RX R, ne dépend que des données
de Cauchy sur l'intervalle [z—ct, +ct], dont la masse est bornée par C’et.
On a donc le corollaire suivant :

COROLLAIRE II.3. Omn suppose que les u’ (1€ 1) sont positives et bornées.

(i) Sous les hypothéses (H1), (H2), (H3), (H4), (H5), (H6), alors il existe
une unique solution w=(u;).c; appartenant a L (RX R,) du probléeme de
Cauchy (B).

(ii) Em outre pour le modéle droite-gauche, sous les hypothéses (H1),
(H2), (H3), (H7), alors il existe une unique solution u=(u;);c; appartenant
a L (RXR,) du probléme de Cauchy (B) avec une estimation :
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(2.6) sup sup u;(x, t) <e*5¢
1 XER
tER+

o A et B nme dépendent que de Uéquation et de la masse totale.

Chapitre III.
Démonstration du Théoreme II.1.

On peut facilement démontrer que le probléme de Cauchy (B) admet
localement en temps une unique solution positive et bornée, et que l'on a
propagation & vitesse finie (Voir, par exemple, L. Tartar [16]). Si T* est
le temps d’existence de la solution, il suffit donc de montrer que les u; sont
bornées sur RX[0, T*[ pour prouver du méme coup que T*=-+4oo. Les
théorémes d’existence locale étant valables dans C*, on pourra méme sup-
poser, pour prouver l’existence globale et 1’estimation, que les u;(x, t) sont
C= et a support borné pour chaque t=R,.

§3.1. Pour une ‘‘petite’”’ masse totale
On pose I,={icI; c;=c.} et

(3.1) ol 1) = P iz, 1) .

Alors, par addition membre & membre des équations (B) pour les i€1,, on
obtient

- P p) )
(B) <_87 +¢a %> o= ie% k;z},, { jEl(A’Sﬁ-u,,uz — Adfuaug) + (afu,— aZui)} .
Et puis, en posant
(3.2) Ey=sup sup ui(x)
i 2ER
(8.3) E(t)=sup sup u(x, 1),
i re[o0,t]
IER
on trouve que
(8.4) <i+c i)ﬁ <C/(1+E@®) = u
’ ot *ox) =t o

ou C, ne dépend que de I’équation.
L’intégration du premier membre sur {(&,7); é=x—c.(t—7), 0=t}
nous donne



50 Mitsuru YAMAZAKI

(3.5) S:{(% +c%>u} (@—colt—1), 7)dr= S:%{aa(m—ca(t— o), 7)dr
:aa(x: t)—ﬁa(x_ca.t: 0) .
On a donc

B:6) o S 8o, S PEAC(+E() 3 S:uk(x—ca(t—‘r), 2)dr

ou P est le nombre des vitesses: P=#%I.
Or, par le calcul (1.3)-(1.1)X¢, opéré sur les lois de conservation de la
proposition 1.1, on a

(3.7) 2 See— et e Sei— el =0.

Gtz

Ensuite on intégre cette équation sur D={(¢,7); Xy<E<w+c,r, 050t}
en utilisant le théoréme de Stokes:

OZSSD{-:T;(CI-——CE)M—I— %?(ci—ca)clui} dede

I

(3.8) § { 2(ei—cauidé+ Zles )Ciuid‘r}
2l

(c: )S e, nag+ e )Ssui<x+car,r>dr

— Sl u@)dE— e~ ced oy, e

x
XN
D’autre part, on a

SRE_ui(E, t)dé= SRZug(é)dszp (masse totale)

S|$|<R<S:ui(6’ T)d‘r)d&: S:(S e T)df) dr<pt.

et

En posant

(3.9) o(é, t)=S;ui(s, r)dr, E<R,t<R,,
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on a ¢;(-,t)eL'(R) pour chaque t=R,. Il existe donc une suite (Xy) de
R telle que ¢,(Xy, t) tend vers 0 quand N tend vers l’infini pour tout te
[0, T] (0<T< ) et pour tout 1=I1. D’aprés (3.8), on a

t
= (ci——ca)zgoui(x—i-car, o)de

iElg

= 3 Comel)] w@as+el ulxs aae— {7 e, nae)

= 3 e} wedstepxn - " ue naef

:;Cﬂe#

ou cette constante ne dépend que de 1’équation.
On obtient donc

> Sou (T+co7, T)dT=Copt

i&lg

¢’est-a-dire

(3.10) ) S:ui(cc4ca(t—r), )de <Cyp

i¥lq

ou C, ne dépend que de 1’équation.
Les inégalités (3.6) et (3.10) nous permettent d’écrire

Uqg(2, t) < PE,+C,Cop(1+ E(t)) .
Par conséquent, on a
(8.11) E(t)< PE+C.Cou(1+ E(1)) .

Pour une ‘‘petite’”” masse totale telle que

s .
(3.12) < C Cz avec un certain >0,
on a une solution globale en temps, et, en plus,

PE,+C, Czy < >
<——_ J— R
(3.13) Eit)< T—CiCop 5E+ 1
§3.2. Pour une ‘‘grande’” masse totale

PROPOSITION III.1 (H-théoréme). Soit u,=u.(zx, t)eC(R,, S(R)) isI)
une solution de (B). Alors, sous les hypothéses (H1), (H2), (H5), (H6), on
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a, pour tout t=R,,
(3.14) S S, logu, (x, t)dacég S logul (@) da
R i Rt

(inégalité de U'entropie)

PREUVE. L’équation (B) nous donne que

(3.15) E( aat +ec; aa >(ui logu,)

=Zi‘,(1—|-logui)<aat +ec; aa >u

=;<1+logui){ (At — Afun) + Saki,— afuo) |

WUy 1]
=—— 21 Ay, — Aluu;
1”2[ Uy u} ( ijWEWL kLW J)

——Elog ® (abus— ajus)

l

Uy U
=—_ Zl Al — Zlog—a’fuk.
2 ikl UiWj Uy

D’apres ’hypothése (H5), on a
> A’;;ukulz 2(214’:-;)%/;“1
ijkl U\ ij
= E(EA/Z)M%I
(3.16) kLA
= Z Aduw,
= Z‘, A,]u ;-
De méme, d’aprés 1’hypothése (H6), on a
atu=3(Pat

(3.17) §<2‘ ""')“’*
%alizuk

Il

Il

Ea’;ui .
ik
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11 déduit de (3.15), (3.16), (3.17) que

2( g e >(ul logu,)

ot
—_EE At]<u,,u, log 2 0, —uku,+uiuj>
_Ea§<uk10g%_uk+ui>-
ik U;

En utilisant 1’inégalité
(3.18) ylog%—y+x=gylog%dtzo
pour x>0,y >0, on obtient
(3.19) (2 ep ) (e logu)(z, 950,

D’ailleurs, du fait que S %(ui logu;)(z, t)dx=0, on a
R

th'gn w: logui(s, tydz= S by aat (us logu,)(, t)da

_ SR; <% +ci—%> (e logus)(x, t)da

D’abord on suppose que les u} sont périodiques de période = et que les ug
sont bornées, positives et sommables en ]0,n[. L’intégration (3.19) sur
D=10, z[ x[0, T[ nous donne que

OgSS z(;t tems )(ui logu:)(z, )dz dt

= §BD2(—ui logu.(x, t)dx+c.u, logu,(x, t)dt)
- S:E(ui logus(x, T)—ul logul(x))da:
={ Sute, T)10g 25 4

+ S {u;(x, T) logEy—u$ logul(zx)}dx
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Du coup, on a

wi(x, T)

, dx

S:Ei]ui(w, T) log
< SKZ_]{uQ logui(x) —u.(z, T') log Eodx
(3.20) 0
< logFy\ Si(ullw)—w.(a, T)da
=0.
En utilisant 1’inégalité «x logz>x|logz|—1 pour x>0, on a

w2, 1) u; (2, t)

OgEozi}SZ S log 202 d
>E0280<“(§0 D] 1og 2121 1—1>dm
Su(x t)]log ‘d —=PE,,
c’est-a-dire
(3.21) ;S:ui(x, 1) [log 22 (”’ ) |de<zPE,.

Soient LE]O, 12[[ et meR,, on partage !’intégral S Sy, t)dy en
xIsL

ly-
deux morceaux comme suit:

(3.22) S Sy, dy =J,+J
ly-xIsL @

ou J; (resp. J,) est l'intégrale sur le domaine (yeR; |y—z|<L, 0<u,(y, t)
< Eye™} (resp. {yER; ly—x| <L, u(y, t) = Ee™}). Alors, pour J,, on a im-
médiatement une estimation :

(3.23) J1Z2LPEe™

D’autre part, pour .J,, le fait que

1< %‘log _____u,(g; ) [

nous amene & l’estimation:
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1= u;(y, t)
3.24 <—S (y, l il
(3.24) Jo= , 2wy, t) |log 7, dy

<™ pE,,
m

car on a l'inégalité (3.21).

Quand on utilise les estimations (3.23) et (3.24) dans l'identité (3.22),
on obtient

(3.25) S Sy, t)dy<<2Le’”+ l)PEO.
ly-zIsL i m

2z PE,
€

. e R 0
Maintenant, en supposant que m > et L< 1" DL, ou se] . CJ

avec un certain nombre 6>0, on s’apergoit que le second membre de

I'inégalité (3.25) est inférieure & < ——— C C Compte tenu de la propagation
2

a vitesse finie, on pose U,(x,t) comme suit:

ulx, t,) si |x—X|<L
(3.26) Uiz, t,)=
0 si |2—X|>L
avec £,>0 et XcR fixes.
Alors on a
—0
S Ui, t)da <e< 002

Comme on a montré, dans §3.1, 'existence d’une solution globale en temps
pour une ‘‘petite’’ masse totale, les U(x, t) existent pour xR et t>1t,
avec X fixe. En plus, chaque U;(x,t) coincide avec wu.(x,t) pour (x,t)=
{(x, ) eRX R, ; le—X|<L—c(t—1t), ;< t=<t,+(L/c)}, ot ¢ est la vitesse finie.

Par suite, les solutions définies pour t=<t, sont prolongeables jusqu’'a
t<t,+(Lfe).

Par conséquent, il existe une solution globale en temps pour une
“grande’’ masse totale avec des données périodiques.

Pour les données ‘‘non-périodiques’’, il suffit de passer la période vers
I'infini. (Voir [5],[16]).

Chapitre IV.
Démonstration du Théoreme II.2.

J. M. Bony [2] introduit la quantité suivante:
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@.1) d(e, t)=Sx S (e, 1)dé .
-0 iED
Alors on a
(4.2) 0=d(z, t)<p
ad
(4.8) —a—x— —ignut .

Ensuite on a

od U,
t _S-w%‘b ot d¢
z 0
= - { - Ci% + %;(Aﬁukuz - A;{uiuz‘)

+ ;(a’fuk—aiui)} dé .

En utilisant la symétrie des sommes par rapport aux indices, on a la
somme pour les A%

=3 < 2+ >(A’i;ukuz_A2{uiuj)

i€ED \kED rEG
JjEG lECG lep
=0,
la somme pour les a*
=23 (a’:uk_a;ui)
i€D
kED
=0.
Donc on a
0
(4.4) od =—2cU; .
t i€D
Pour K >0 convenable, posons
(4.5) S(t)=sup ¥4 =Py, (x, t) .
P

On va montrer que S(¢) décroit en t=R,. L’exponentielle dans (4.5) étant
comprise entre 1 et Kp il en résultera que

sup u,(x, ) £ S(2) < S(0) < e¥# sup u,(x, 0) .
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De méme argument pour les p< D, on obtiendra enfin

(4.6) sup u,(x, t) < e*# sup u,(z, 0)
zER zER

et donc le théoréme II.2.

D’aprés un argument classique, pour prouver la décroissance de S(t),
il suffit de montrer que 1'on a (8/3t)(e**““Pu,(x, t))<0 pour tout (x, p) tel
que la valeur S(t) soit atteinte. On se placera désormais en un tel point
et on posera E={p}. On a alors

_aa?(el(d(x,t)up(x) t))
(0 ., 0 \(ka
—<at+wpaw>w )
od od 0 0
— ,Kd dhadl —_ _— —_—
=e {K( T +cp ax>up+<at +c, F >u,,}
=e’“{K2 (cp—ci)ui} > Up
i€ED PEE
+ T {45t~ A2, + Slaju—atu,).
PEE \qrs T
Alors la sommation du second terme est étendue a
EXDXxDXGUEXDXGXD,

car peG donc ECG. Elle est donc égale & 23 g pxaxp(Apgi,us — ATiupu,).
De méme, celle-ld du troisiéme est étendue & EXG et donc égale a
Sexelapu,—afu,). En posant

(4.7) ¢, t)=—K 3 (ci—cpupus+2 3 (Apqu,us— AZiuyu,)
i S

xDxGx
+ X (a;ur_agup) ’
ExG

on a alors

(48) %(eh'd(x,t)up(x’ t))=e“"”’”¢(x, t) .

La valeur S(¢) étant atteinte pour l'indice p<E, on a, pour tout (r, s)e
GXD,

(4.9) u,(x, t) Suy(z, t)

donc
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(4.10) wUs(2, 1S 2 upyui(a, t) .
QEE

i1€D

(i) Dans le cas ¢,<0, on a

ci—¢p>0 pour <D

Apuu <C 2 U, <C* 2 uput;
ExDxGxD TEG PEE

seD 1€D

aru,—alu,)= 2 ajp(u,—u,) <0
EgG( pWr T p) ExEG p( T p)_

ou les constantes ne dépendent que de 1’équation, car on suppose 1’hypothése
(H7). Alors ¢(x, t) est strictement négative pour K assez grand.

(ii) Dans le cas ¢,=0, on notera alors D, (resp. G,) '’ensemble des %
appartenant a D (resp. G) vérifiant ¢;=0. On a E=G, et

oxDxGx

4.7") o, t)=—K X3 coupu;+2 3 (Apsu,us— Allu,u,)
= ovxbeo
T — P
+G%:G(apu, afu,).

De méme, la troisiéme sommation est égale a4 s .caz(u,—u,)<0 en
vertu de (4.9).

On va estimer la seconde sommation.

- Pour ¢,=0, la seconde ne porte que sur des quadruplets (p,q, 7, s)&
GoX Dy X GoX D, & cause de I’hypothése (H3).

Par symétrie, cette somme est nulle.

-Pour ¢;>0, on a alors D\Dy,*@. De méme, on a

Apu,u, =C* 3 uu,

GoxDxGx(D\Dg) =
SED\Dg

=C*” T upu;
PEGo
i€D\Dg

¢ >0 pour i€ D\D,
ou les constantes ne dépendent que de l’équation. Par conséquent, ¢(zx, t)

est strictement négative pour K assez grand.
Ce qui achéve la démonstration du théoréme II.2.
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