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Biconfluence et groupe de Galois
Dedicated to Professor T. Kimura for his sixtieth birthday

par Anne DUVAL

Résumé: On décrit, pour une équation hypergéométrique “bi-confluente”
(équivalente & une équation de Bessel modifiée) un procédé permettant d’obtenir
la matrice de Stokes par confluence a partir d’une équation hypergéométrique
admettant des transformations quadratiques.

Abstract: We describe a way to get the Stokes’matrix of a “bi-confluent”
hypergeometric equation (equivalent to a modified Bessel equation) by confluence
from a hypergeometric equation with quadratic transformations.

Classification A.M.S. (M.O.S.): 12 H05-13 N 05-33 A 35-34 A 20

Key Words: Equations hypergéométriques, confluence, transformations
quadratiques, groupes de Galois différentiels, matrice de Stokes.

Reprenant les idées exposées par J.-P. Ramis dans “Confluence et
résurgence”’ ([Ra 1]), nous décrivons un scénario permettant d’obtenir les
composants du groupe de Galois de I'équation hypergéométrique “bicon-
fluente”.

Do=8(6+c—1)—2 <a:zi)
dz
par confluence a partir du groupe de monodromie d’une équation hyper-
géométrique choisie de sorte qu'elle posséde des transformations quadra-
tiques.

L’équation D, est équivalente & une équation de Bessel et le phéno-
meéne de Stokes y est bien connu ([BV], par ex.). Le groupe de Stokes
est engendré par une unique matrice S, et ses transformées sous I’action
de la monodromie formelle (cas ¢=2 de [D-M]). Nous montrons que la
matrice S, peut s’obtenir comme limite, lorsque le paramétre de confluence
tend vers linfini dans un demi-plan, de la matrice de connexion entre
les solutions, convenablement normalisées, au voisinage du point co et au
voisinage du point singulier mobile. En utilisant un systéme fondamental
convenable de solutions au voisinage de 0 il est aussi possible d’obtenir
les solutions sectorielles a I'infini, & développement asymptotique prescrit,
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comme limites de solutions de 1'équation hypergéométrique.

On constate enfin que, comme dans le cas confluent, le produit des
matrices de monodromie autour de linfini et autour du point singulier
mobile est constant et coincide avec la matrice de monodromie formelle
3 linfini de D, nous n’avons malheureusement pas d’explication de ce
fait.

Nous commencgons par rappeler, sous la forme qui nous sera utile,
les résultats classiques concernant I'équation hypergéométrique, puis
I’équation D,.

I. L’équation hypergéométrique D; .12,

On part de P’équation hypergéométrique

Db,b+112;c:6(5+c_1)_z(5+b)<6+b+_;—> <6:z§z>

ol on suppose beC—%Z' ceC—2Z, b—ceC—%Z.

Pour a,b,ceC (c¢ Z), on note

n

2F1(d,b; c; z):2<_a>1@"__z__

w20 e, n!
ou {ad,=a(@+1)---(a+n—1) (n>0) et {a),=1.
Pour 7=1, - -+, 6 notons w, la fonction extraite de la liste de Kummer

([Lu], p. 67 par exemple),
wl(z):zFl(b, b+%; C, Z>

wz(z)=z1‘°2Fl<1—b—c, %—b—c; 2—c; 2

N——

wy(2) =z"’2F1<b, b+1—c; 2b+%——c; 1—

)

ST

w,(2) :z”“’“(l—z)‘"”“’zzFl(c—Zb——l—, —1——b —c; c—2b+—1—; 1——1—>
2 2 2 z
— pinby—b _ ___1_. _1_
ws(2) =€z 2Fl(b,b—{—l 3 z)

we(2) :ie‘””z‘”“’zzFl(b + —1— b+ 3 —c; E; l)
2 2 2z
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Sur tout ouvert simplement connexe de la surface de Riemann X,
revétement universel de P'(C)—{0, 1, co} pointé en a, réel supérieur 3 1,
les prolongements analytiques de ces fonctions (notés de la méme fagon)
définissent trois systémes fondamentaux de solutions:

2o=(wn(2), wo(2)), 21(2) = (wy(2), wi(2)), Teo(2) = (ws(2), wi(2)).
Pour «, S € {0, 1, oo}, on définit les matrices de connexion M, ,€ GL(2, C)

par 2o(z)=2(2) M,
On a ((Lu] ou [Ra 1]
(o r(p-oe-
s e
o [P
ror(e- b——> F(%—b)l’ (1+b—c)
F(c—Zb—%)F(c) F(c—2b—%>l’(2—c)
r(c—b)r(c—b—_;.> F(l—b)l‘(%—b)
M= F(Zb-c—k%)]“(c) F(Zb—c+%>1’(2——c)
F(b)l’(b+—;—) F(b+1—6)1’<b—c+%>
r(D)r(B—c+ ) 1(5) (=22 )erenns
r(b-c+2)r(b+1) Fa=ble=b)
e D e
S B S )

Ces matrices sont liées par la relation

Mo,oonl,mMﬂ,l'
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Pour z€ X et a € R, on prend arg(ze””)=argz+a. On définit les matrices
de monodromie autour de 0, resp. 1, resp. co par les formules:

S(ze %) =3y (2) M, (0<]2|<1)
(resp. 3(1—(1—2)e™)=2(z) M,  (0<|1—2[<1))
(resp. Yo(2¢"")=2u(2) Mo (inf(|z], |1 —2[)>1)).

Ces matrices appartiennent & GL(2, C) sont diagonales (les bases ¥,
a€{0,1, o} ont été choisies pour &tre vecteurs propres de la monodromie
en a) et ont pour valeur respective

1 0 1 0
M= (0 eZinc) M= <0 _e—Zin(c—Zb)>

—2irb 0
et M= <e . > .

0 _e—Zmb

Le choix des paramétres de I'’équation hypergéométrique est fait pour
permettre l'utilisation des formules quadratiques de Goursat ([G]). Dans
les 2 lemmes suivants les déterminations de argz et arg(1—z) sont fixées
conformément a la définition choisie de X: sur le premier feuillet du
demi-plan supérieur, on a: argz € 10, z[ et arg(l—=z) € ]x, O[.

LEMME 1.1 ([Lu] p. 92 ou [E] p.110). Pour acC et ceC—2Z, zc X
tel que |2|<1 et |z(1—z)l<%,

JFia, 1—a; ¢ 2)= (1—z)°“2F1<%(c—a), %(c+a—1); ¢; 42(1 —z)>.

LEMME 1.2 ((E], p. 111). Pour a.be C tels que a+b6§-;—Z ot z¢ X tel
que |2|<1 et |1x2'% <1,

2r(g) I(a+b+3)
1 1 2F1<a', b; l; z>
I’(a—}—E) F<b+—> 2

_2F1<2a 2b; a+b+_;_ l(1+z1/2)>+2m<2a 2b; a—i—b—l—é ;(1—z1’2)>
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or( — 1\ r(a+p-L
( 21> <a+ 12>z1’22F1(a,b§ 3. z)
I"'(a—E)I’(b—?) 2
:2F1(2a—1,2b—1;a+b—%;%(1—2”20

—2F1<2a—1, 2h—1; a+b—%; %(1_21/2)),

II. L’équation biconfluente D.,.

L’équation D,=d(0+c—1)—t (c€C—2Z) a 2 points singuliers: 0 qui
est régulier, oo qui est irrégulier et dont le polygone de Newton ([Ra
2]) a un unique cdté de pente %

Remarquons que si w(t) est une solution de Dw=0, la fonction

2
y(t):t“‘w(%) est solution de I'équation de Bessel modifiée B,_,y=0 ou,

d‘.2 d 2
=t t— —(t*+17).
e Tl )

A Taide de cette remarque, ou par une étude directe ([DM] avec
p=0, ¢g=2), on obtient facilement les résultats qui suivent. L’équation
D, admet le systéme fondamental de solutions holomorphes sur la surface

de Riemann du logarithme

pour v€C, B, est l'opérateur B,

25(t) = (s(t), w(2)) ou

@i(t) = Fic, t)::,,zo@t_"n' (qui est en fait une fonction entiére dans C)
Wy(t) =t~ Fy(2—c; t)
(Ici encore les déterminations de t* sont choisies de sorte que ¢ soit réel
pour t réel >0).
_ La monodromie de D, est donnée dans cette base par la matrice
ﬂo:g%o-

L’éqgation D, admet le systéme fondamental de solutions formelles
(& Poo) 2 (t)=(U(t), V(t)) ou

1 1

Ut — g2 2 a—c )2 F( —=, _3__0; _ >
() \° 722 o
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78 N

_281/2,1/4—
—e 2t1/ 114 c/zz

720 n! \_W
(7 (+) — p2t1/2p1/4—c2 _1 3_' 1)
V(t) =" ’2F0<c S ).

Dans cette base, la monodromie formelle s’exprime par la matrice
définie par 2 (te*")=2,(t)M.. On a

A 0 ,ie—im
a0 )
<w‘”” 0

Remarquons que cette fois la solution formelle ‘“naturelle” & 1’co
n’est pas constituée de vecteurs propres pour la monodromie formelle:
c’est la présence de la ramification #'* qui induit ce phénoméne, lié a
laction du groupe de Galois algébrique de cette ramification.

La série formelle 2F0<c——1—,§—c; + 1

2 2 4¢1*

quelle s’arréte i.e. si ce%Z—Z) mais définit une série 1-sommable ([Ra

est divergente (sauf lors-

3]) en la variable u définie par u*=t. Toute solution de D, admettant
3. pour développement asymptotique gevrey en u, dans un secteur de
sommet oo, d’ouverture strictement supérieure & = dans le plan des wu,
done 3 2z dans le plan des ¢, est une “somme” ([Ra 1]) de cette solution
formelle.

Les résultats suivants, cités par Luke ([Lu]), remontent a G. J. Meijer.

LEMME 2.1. La fonction définie pour argtec ]—=, o[ par

Go(t) =GE3(¢] 0, 1—c):L.S’+"°°F(—s)r(1—c—s)tﬂds
2w Jr-ieo
o y € R vérifie y<inf(0,1—Rec), est une solution de D, dont le prolonge-
ment analytique a la surface de Riemann de logarithme admet F(%)U (t)

pour développement asymptotique dans le secteur argt¢c ]—3r, 3x].
Les différentes déterminations de G, satisfont la relation suivante,
pour argte Jr, 3],

Go(t) — (1 +e—2im)G0(te—2i7;) _e——ZimGo(te—h’z).

. . . Fa
A partir de ce lemme, il est facile de “sommer” 2. dans chacun
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des deux secteurs de sommet oco:

0,={t| arg t € 1—3r, =[}
0,={t| argt € 1—m=, 3x[}.

La somme de 2. dans 6,, i.e. dans la direction —r est

f’l(t)z( Gi(t) ;e Go(te“”))_
r(z) 1)

La somme de ZA'CD dans 6,, i.e. dans la direction +r est:

Ez(t):

Go(i) ,7; e_i: Go(te—Ziu) )
r(z) 1(3)

\ 2 2

La comparaison de ces deux sommes donne la matrice de Stokes S,

(dans la direction 0) définie (comme dans Ramis [Ra 1]) par ¥,=35,(t)S;

t€6,Na0,.
Un calcul immédiat a partir de la formule du lemme 2.1 donne la

valeur de S,.
1 —2¢
S — < 1 COS 7rc> .
0 1

L’expression des G-fonctions de Meijer en termes de fonctions hy-
pergéométriques ([Lu], p. 145 par exemple) s’écrit ici

G(t)=T"(1—c)w,(t)+ 1" (c —1)w,(t).

Cette relation pernlet de calculer les matrices de connexion centrale
M, et M, définies par 3,(t)=2.(t)M, te0, i=1,2.
On trouve

F(c)e—ix(c—lﬂ) F(2_6)6+imc+1/2)
1 1
) 2r()
M= re o _re-o

) )
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F(c)e—in(c—lﬂ) ]’(2 _c)e+in(c+1/2)
1 1
(Ll 1
2 2 ) 2F< 2 >
- I’(c) I'2—c)

On vérifie bien siir que S,M,= M,.

o,

III. Confluence.
Le changement de variable z:% transforme D, ;... €n l'opérateur

Dﬁ"’:é(&—l—c—l)—i(a—kb) 6+b+-1— qui, quand b—co, “tend formelle-
b? 2

ment” vers D,.

L’étude de la convergence “formelle” des solutions va d’abord donner
des normalisations en les trois points singuliers de D® : 0, b* et oo.

Le résultat suivant est classique.

LEMME 3.1. Uniformément sur tout compact de C

lim wl<b—tz> =, ().

b0

Uniformément sur tout compact de la surface de Riemann du loga-
rithme,

lim b“““’wg( t )——:'ng(t),

b-co b

On mormalise alors en 0 en posant

t S 1 0
Esb)(t):20(§>ND ou No:<0 bz(l—c)>'

1/2—¢
LEMME 8.2. Quand b—oo, (%)I 2‘2”w3<%> tend “terme a terme”’

vers Ul(t) et (26)”2“’22”@04(;—2) tend “terme & terme” vers V(t).
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B Le lemme 1.1 appliqué & z2=—(1—bt""?) permet d’écrire

v |~

w3<b2> bt [;(1+bt“l/2)]c—2b_1/22Fl<%—C’ c_%§ Zb‘l'%—c; z).

Done
1/2—¢
(3)" 2*ul3)
t1/2 —2b+4c—1/2 3 1 3 1 b
1jd—e/2 v - = —=(1—-——=_
—pi-ei(14L T ompi2bt 2 —a (1-0)).
—2b4c
Or <1+t1/2) o m—»e"’“"2 quand b—oo et 2F1<—3——c.c—i 2b+—3———
b 2 2 2
%(1—2?7,—» “converge terme a terme” vers la série divergente
F, 3—c c—l' _1 d’ou le premier résultat. De mé on a:
2Ly E ) E, 4—t1/7 D . meme, on a.

e o (A Ry EYCHRE I}y

od F(t) =2Fl<%—c, c—é; %(1—%))

D’ou
(2b)Hi2- cngu)(b ) e c/2<1+ tll)/2 >zb c+1/2<1_%)c—2b—1/2F(t)

et quand b—oo:

1/2 \2b—c+1/2
(1+ t ____)ezzlﬂ

b
t c—2b—1/2
F(t)——mFo(g —c, c—; 4;/2 (terme 3 terme).

On normalise en b* en posant X% (t)=2 (——)sz ou
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<__b_>1/2_’2_25 0
Npe= 2
0 (2b)1[2—c22b
La normalisation & I’infini n’est plus diagonale (ce phénoméne est lié au
fait que U et V ne sont pas vecteurs propres pour la monodromie formelle).

On pose Z‘;’:’(t):Z‘u(%)Nm ou la matrice N3:! est donnée par

N
F(b—}-%) F<b+—2- c)e"”" - TOIb+1—c)e
__ e (3) (-2)
: 3
F<2b+ 5 c> y I’<b+-;—> F(b_}_%——c)ein(C—b)  PBTB+1—c)ere
8 D

A

LEMME 3.3. Quand b—oo, J¥(t) converge terme 4 terme vers X.(t).

A C
B Notons N;}:<B D) et posons

B gz B 1 3 3 .1 b
U,,(t)—<1+ ; > U IZZFI<C_§_’—2—_C’ 2b—|—-§—c, —2—<1—t1/2>>,
_ t1/2>——2b—1/2+c . ( 13 3 1 b
Vb(t)—-<1+ b : t (¢ 9 C 2b+—§'—c’ E(1+—1517>>

Alors U,(t) (resp. V,(t)) tend terme 3 terme vers U(t) (resp. V(¢)).
La premiére formule du lemme 1.2 permet d’écrire

()= et r(b+2) (b+3—c)
b ol () I(2+5—c)

x|oFi(2, 2 +2—20: b4+ 2~ 2(14-0)

+2F,<2b, 2b+2;\—20\;}2b+%—0; %(1 - t{)/z ))]
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=AU(t)+ BV(t),

en utilisant la classique formule ,F\(a, b; ¢; 2)=(1—2)""*"%F\(c—a, c—b; ¢; 2).
De méme la deuxiéme formule du lemme 1.2 donne

wﬁ(gz_)=cm(t) +DVy(2). u

Les matrices de connexion entre les solutions X (a€ {0, b% oo}),
définies par IO (t)=ZP ()M, (@, B€1{0,b% oo}) sont liees a celles de
D,y 1152 par les relations MY, = Ng' Moy, g2 Na.

P(x)l“(x+%>
La formule de duplication F(2x)=22"‘——F<1T (x€C) permet

2
d’écrire ces matrices sous la forme suivante:

r( —Zb—%)l’ (¢) (2b) I‘(c—zb—%y‘(z-c)(zb)ﬂ/z—c

21*(_;_)1‘(20 _2h-1) 2r<_21_>r(1 —2b)
. _
e F<26 + % - c)r(c) (2b):-1r2 F<2b + % —c>F(2 —¢)(2b)e
211(%)1"(%) 21’(%)1“(213 +2-2)
. T@b+2—20)T(c) (o) _ T@hT2—c)(2b) e
. 21“%) F(zb +%—c> 21’(%) r(zb +%—c>
e I'(2b+2—2¢)"(c)(2b) " '(2b) (2 —e) (2b)—
2r<%) F<2b + % - c> 21’(%) F(zb +% - c> |
1 _% o r<c +% —2b>P(Zb)F(2b +2—¢)
= F<2b + 5~ c)

I(2b)"(2b+2—2¢)
I"(2b+%—c> F<%+2b—c)
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A Tl'aide de la formule des compléments et de I’équivalent classique
I@+7)=I(x)a7 (x—oo0 avec argx € ]—=, +x[), on obtient la proposition
suivante:

PROPOSITION 3.4. Si argbe]—x,0[ est fixé alors lim,..M®=M,
limb-moM(g?co—_—_MZ et 1im,,_,m b(gtoo:SO'

Bien sfir, cette derniére limite peut aussi se déduire des deux pré-
cédentes puisque

b b by \— T AT-1
M. = M{LMP, =M@ (M®,) "' —> MM =S,

On peut alors déduire de cette proposition et du lemme 3.1 la “vraie”
convergence de solutions bien choisies de D vers les deux ‘“‘sommes” de
2. considérées précédemment.

PROPOSITION 3.5. Pour argb¢c]—r,0[ fixé, on a, uniformément sur
tout compact de la surface de Riemann du logarithme:

lim IOt)=3(t) et lim IO (t)=S3,(t).
—00 b—oco

Enfin, il est facile de calculer les matrices de monodromie de D®
dans les bases Y& (a€{0,b% oo}). En notant HP ces matrices, on a:

M =y, MY =Ty et HS=N=H..N..
ie. ﬂg) _ ( 0 e ire > .

_ ,L'eibe—c) 0

On constate done, comme annoncé, que le produit M ML est indé-

pendant de b et coincide avec la matrice de monodromie formelle &
linfini M., de D..
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