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§0. Introduction

En 1956, Hans Lewy [28] a montré que si la forme de Levi d’une
hypersurface réelle N (dans C? ne s’annule pas en un point p de N, les
germes des solutions du systéme d’équations de Cauchy-Riemann tan-
gentielles en p peuvent avoir des extensions latérales en fonctions holo-
morphes 4 un coté pseudoconvexe dans C2

Depuis lors, de nombreuses recherches ont été effectuées sur ce
phénomeéne,

A. Andreotti et C.D. Hill {1] ont interprété le probléme de Lewy
(dans le cas d’une hypersurface lisse) comme un probléme de Cauchy
pour le systéme & en généralisant ce probléme & certaines classes de
cohomologies locales et ils ont réduit la question ci-dessus a celle du
prolongement des classes de cohomologies locales. Ils ont ainsi résolu
ce probléme dans le cas ol la forme de Levi de la hypersurface est
non-dégénérée. En traitant ce probléme dans le cadre des hyperfone-
tions, O. Stormark [39] a montré que la version d’Andreotti-Hill citée
plus haut est une conséquence immédiate de 1’exactitude d’une suite
de Mayer-Vietoris (voir M. Kashiwara et T. Kawai [22], P. Pallu de la
Barriére [34], J. C. Polking et R.O. Wells, Jr. [35]). Ce résultat nous
suggére que l'utilisation de la théorie des hyperfonctions et des micro-
fonctions est trés efficace pour 1'étude du phénoméne de H. Lewy.
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D’autre part, H. Lewy [29], E. Bishop [7], H. Rossi [36], S.d.
Greenfield [11], I. Naruki [31], R. Nirenberg [33], L. R. Hunt et R. O.
Wells, Jr. [17], C.D. Hill et G. Taiani [16] 'ont étudié dans le cas ol
la sous-variété qui porte les données est la variété CR de codimension
plus haute.

Plus récement, M. S. Baouendi et F. Treves [4], N. Hanges et F.
Treves [12] et M. S. Baouendi, C. H. Chang et F. Treves [5] ont
commencé a 1’étudier du point de vue microlocale en envisageant des
rapports entre la propriété d’extendabilité et celle d’hypoellipticité du
systéme induit sur la sous-variété (voir aussi G. M. Henkin [13]). Par
ailleurs, A. Boggess [8] et A. Boggess et J.C. Polking [9] ont étudié
ce probléme en utilisant la méthode de disques analytiques. Ils ont
réussi, sous certaines conditions, a4 déterminer la forme du domaine
(profil) sur lequel les fonctions CR s’étendent en fonctions holomorphes.

Dans cet article, on établira les bases de 1’étude de phénomeéne de
H. Lewy dans le cadre des hyperfonctions. En interprétant ce phé-
nomeéne comme une rapport entre les propriétés du systéme ambiant et
celles du systéme induit, on montrera les relations entre ce phénoméne
avec le support du complexe de faisceaux des solutions microfonctions
du systéme induit sur la variété CR. On éclairera ainsi I’aspect géo-
métrique du résultat ci-dessus de Boggess-Polking du point de vue
microlocale.

Dans le paragraphe 1, on rappellera une énonciation du probléme
de Cauchy pour les solutions hyperfonctions (Définition 1.2) et on donnera
également la notion du complexe de faisceaux d’obstructions microlocaux
pour que ce probléme soit bien posé (Proposition 1.4).

Dans le paragraphe 2, en généralisant le probléme de Lewy aux
solutions holomorphes des équations aux dérivées partielles, on 'inter-
prétera comme une sorte de probléme de Cauchy pour solutions hyper-
fonctions. On montrera que dans le cas ol la sous-variété N qui porte
les données de Cauchy est une variété CR générique d’une variété
analytique complexe X, le complexe de faisceaux d’obstructions miero-
locaux du probléme de Cauchy coincide avec le complexe de faisceaux
des solutions microfonctions du systéme induit sur N (Théoréme 2.4).
Remarquons que le résultat ci-dessus est une généralisation de la version
d’Andreotti-Hill citée plus haut au ecas générique.

Dans le paragraphe 3, on montrera comment ces résultats précédents
permettent de déterminer concrétement la forme du domaine sur lequel
les hyperfonctions CR s’étendent en fonctions holomorphes. Comme le
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résultat ci-dessus est abstrait en apparence on donnera quelques exemples
dans ce paragraphe.

Pour traiter le phénoméne de Lewy lorsque la sous-variété est
partiellement plate (i.e. exdim N<codim N), on aura besoin de plus de
considérations précises sur la paire de variétés CR et sur le faisceau
des hyperfonctions partiellement holomorphes. On étudiera ce probléme
dans un autre article.

§1. Rappels sur le probléme de Cauchy

On utilisera les outils et les techniques développés dans V'article de
Sato, Kashiwara et Kawai [37] auquel on se référera constamment.

Soit N une sous-variété analytique réelle dans une variété analytique
réelle M, Y le complexifié de N dans un complexifié X de M. On note
By (resp. &) le faisceau des hyperfonctions de Sato sur M (resp.
sur N). Notons &, (resp. &) le faisceau d’anneau des opérateurs
différentiels linéaires d’ordre fini sur X (resp. surY). Si _# est une
Z-module cohérent (3 gauche) on dira aussi que _# est un systéme
d’équations linéaires aux dérivées partielles.

Par définitions, le faisceau des solutions hyperfonctions du systéme
# coincide avec le faisceau S&m. (# By). On désigne par )
le foncteur dérivé du foncteur SZ... ., et par RI'y le foncteur dérivé
du foncteur I",. La théorie des catégories dérivées nous permet pour
le complexe de faisceaux R#n.. (.#, SBy) des solutions hyperfonctions
du systéme _# de considérer le morphisme suivant (cf. SKK, Chapitre
1, Lemme 1.1.2.):

REms (A )y — R xR (A, Bl codimy N]Q @y x

ol Wy, désigne le faisceau d’orientation de N dans M.

Supposons dans tout ce paragraphe que N soit non caractéristique
par rapport & _# (l.e. TEXNSS(_#Z)CTiX). Alors le systéme induit
A |y défini par #ly=27 Q. A est un Fy-module cohérent. Rap-
pelons d’abord le

THEOREME 1.1 (M. Kashiwara [20], H. Komatsu et T. Kawai [27]).
Dans la situation précédente on a un morphisme naturel:

RI R (s, ) codimy NIQWy =R Fom . ( sy Frx)-

DEMONSTRATION (due & M. Kashiwara [20]).
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RI'yRZ,, (A, FBy)lcodimy N1Qwy y
=RI yR 5. (A R 4(Tx))codimy N+dim MIQ®y @@y x
=RIyRI R, (i )lcodimy N+dim MQwy x
=RIyR o (A, Tx)codimy N+dim MIQRwy x
=RI'yR o0, ( Ay, Ty)leodimy, N+dim M]Qwy x
=R e (Ay, RT5())[codimy N+dim MQwyx
=R e (7, By)lcodimy N+dim M—dim N Qe Q@ x
=R (M, ). C.q.f.d.

Gréce au résultat ci-dessus, on peut définir le morphisme suivant:
R%”ZQX(.//, FBy) | N — R%”Zzy(%}/; FBy)-

Nous sommes en mesure de définir le probléme de Cauchy pour
solutions hyperfonctions dans la catégorie dérivée comme suite.

DEFINITION 1.2. On dit que le probléme de Cauchy pour le complexe
des solutions hyperfonctions du systéme _# est bien posé par rapport
4 Nsiona

R%"’;?X(% By) | N:R%ﬂlsy(%y PBy)-
On dira aussi que le probléme de Cauchy est résoluble au cran k si on a
g;/:fX(-//y 0905}1> 1 N= g”l}zky(%’: ‘@N)-

Remarquons que M. Kashiwara et P. Schapira [24] ont démontré que
si N est hyperbolique par rapport & _# (c’est une condition de nature
géométrique reliant N et la variété caractéristique de _#) le probléme
de Cauchy est bien posé.

Rappelons ensuite la

ProrosiTION 1.3 (SKK, Chapitre 1, Proposition 1.2.5). Soit & un
complexe de faisceaux sur M, N une sous-variété de M. On a alors le
triangle suivant:

/ \ +1
- \ »
RI'y(#)[eodimy N1Qwy 1y — RﬂNl.\‘*RFs}‘VM(ﬂﬁmg->[COdlmM NIQwy x

0U Tyx la projection (M—N)UISEM—M, le premier espace étant muni
de la topologie de co-éclaté.
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On en déduit la

PROPOSITION 1.4. Le probleme de Cauchy pour le complexe des
solutions hyperfonctions du systéme _# est bien posé par rapport d
N s1 et seulement si:

Ry R 53,5y R s (A i) =0,

Cela nous permet d’interpréter RI s u(5 uR 5omes (A, SBy)) comme
un complexe de faisceaux d’obstructions mierolocaux pour que le prob-
1léme de Cauchy soit résoluble.

§2. Systéme induit et systéme ambiant

Le but de ce paragraphe est de démontrer le Théoréme 2.4 qui
nous permet d’étudier le phénoméne de Lewy dans le cadre des hyper-
fonctions. Nous adoptons les notions de [40].

Soit N une sous-variété générique (comme une variété de Cauchy-
Riemann) d’une variété analytique complexe X, X, la variété analytique
réelle sous-jacente de X. On identifiera X, 4 la diagonale de Xx X,
X étant muni de la structure “antiholomorphe”, et ainsi Xx X 4 un
complexifié de X,. Soit Y le complexifié de N dans Xx X.

Etant donné un Z-module cohérent _~; on lui associe, en rajoutant
les équations de Cauchy-Riemann, le systéme _#:x sur XxX. L’hy-
pothése “N est générique” entraine que N est non caractéristique par
rapport & _#ir, ceci permet de construire le systéme induit _#g;y en
tant que Zy-module cohérent.

DEFINITION 2.1 (voir S. Tajima [40], paragraphe 3). On désigne par ¢
la projection naturelle Xx X—X et par ¢, l'immersion Y—Xx X qui
est le complexifié naturel de N—X.

On définit le systéme _# et le systéme induit _#iny par:

Mon=T* A =D 35 Qo g A
et
%R;Y:¢;:k(%g):@Yﬂrxf?@gXXg.//fcR-
Remarquons que si 1'on substitue &2y a _#; le systéme _#iry coin-
cide avec le systéme des équations de Cauchy-Riemann tangentielles

éy. Comme g"ﬂ/@y(gCRle QCRIY): gz//gxxi(gcg, gCR>:ng Ie Systéme
induit _#gr;y s'identifie 4 un systéme _# complété par le systéme de
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Cauchy-Riemann tangentiel (voir P. Pallu de la Barriére [34], S. Tajima
[40D).

Une généralisation primitive du probléme de Lewy s’énonce: étant
donné un systéme induit _#gy, est-ce que les solutions hyperfonctions
du systéme _#ry définies dans un ouvert V dans N ont des extensions
en solutions holomorphes du systéme _# dans un ouvert (de X) dont
la frontiére contient V?

Grace au résultat ci-dessous on peut interpréter le probléme de
Lewy comme une sorte de probléme de Cauchy pour solutions hyper-
fonctions.

ProPOSITION 2.2 (voir S. Tajima [40], Proposition 3.1.2). Pour tout
F~-module cohérent _, on a le quasi-isomorphisme suivant:

R5%m (AGx, {@XR):R%’”’JXQ% Tx)-

ZxXxX

On va d’abord étudier le complexe des faisceaux d’obstructions
microlocaux du probléme de Cauchy pour I'étude systématique du phé-
nomeéne de Lewy.

Si on pose F =R, [ Aon, Fx,) on obtient le

LEMME 2.3. On a le triangle suitvant:
F|N
/ \+1
~_ '
R ; (Aoniyy FBy) — Rty xR sy x(w12 5 )[codimy N]1Qwy x

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate du Théoréme
1.1 et la Proposition 1.3. C.q.f.d.

Le résultat principal de ce paragraphe s’énonce:

THEOREBME 2.4. Soit N une sous-variété gémérique de X, Y le com-
plexifié de N plongé dans XxX. Soit _# un ZDy-module cohérent.
Alors le complexe de faisceaux d obstructions microlocaux du probléme
de Cauchy par rapport a N sidentifie au complexe de faisceaux des
solutions microfonctions du systéme induit _#iry, t.6.

Rrsjvx(ﬂﬁxf> [codimy NQwy x = R Sme, ,(Aoniy, En)"

ol &y désigne le faisceau des microfonctions sur SEY, &y désigne
le faisceau des opérateurs microdifférentiels sur T*Y et a Uapplica-
tion antipodale.
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DEMONSTRATION. On déduit immédiatement de la Proposition 2.2 et
d’un résultat de [40] (Théoréme 3.1.4) le résultat susmentionné. C.q.f.d.

REMARQUE 2.5. La composée 7. Y—X étant une submersion, on
peut identifier la variété caractéristique réelle de _#r;y avee SS(_#Z)N
'+ X (Propositions 1.2.1 et 3.1.3 de [40]).

On en déduit les corollaires tout de suite.
COROLLAIRE 2.6. On a l'isomorphisme suivant:
R7y 2R g 2(512. 7 Meodimy N1Qwy x=RHom (Aoriyy TyiBn)"
0% Tyy désigne la projection (Y —NYLUS)Y—-Y.
COROLLAIRE 2.7.
RI g (w35 )[codimy N]Q®wyix=0 sur SyX—SyXNSS(.#).

Signalons que si la sous-variété N est non caractéristique par rapport
3 7 (ie. TEXNSS(_#)c TiX) N est hyperbolique par rapport & _#iz
au sens de M. Kashiwara et P. Schapira [24].

COROLLAIRE 2.8 Supposons que Zut; (A4, COx)=0. Alors le prob-
léme de Cauchy est résoluble au cran 0 (i.e. Fomo (A Ox)| N=
S ( Morivy F)) St et seulement si:

%)ﬂay(%mm &) =0.

En particulier si la forme de Levi géméralisée du systéme _#ony
(SKK, Chapitre 3, Définition 2.3.1) a au moins une valeur propre
strictement négative sur (TEiX—TiX)NSS(_#), le probleme de Cauchy
est résoluble au cran 0.

ExeMpLE 2.9 (L.R. Hunt et M. Kazlow [18]). Plagons-nous dans

X=C® muni des coordonnées (z)=(2,, %, ** -, 2s), €t posons:
fz, %)= 1. (7, — 7)) — (22— 2.2,), 9(z, 2)= 1. (%, —7%,) — (25%5— 26%s).-
27 2

Soit N la sous-variété générique de C° définie par les équations flz, z)=
g(z,2)=0: N={zeC® flz,Z2)=9(z,%)=0}. Si on désigne par HT(N)
I’espace vectoriel complexe tangent & N, on a HT(N)={(z, v)|z€ N, v=
20(Z,0,— 2,,)(0/02,) + 21(Zs0; — Z40s)(0/025) +05(0/025) + 0, (8/02,) + - - + + a(8/02),
avee a,€C pour k=3, 4, ---, 6}.
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Rappelons la notion de la forme microlocale de Levi-Tanaka-Naruki
(I. Naruki [31]) associée & N qui a été retrouvée par de nombreux
mathématiciens du point de vue microlocal (par exemple [2], [5], [14],
[401). Cette forme (notée <&(f, g, @), o0 q=kdf(z, 2)+k.dg(z, z) c T¥C*
avee (k, k,) € R*—{(0, 0)}) est par définition une forme quadratique sur
I'espace HT(N) du type suivant:

Fl Sy 9, O, B)=00(k.f +k.0)(v, T) ou ve HT(N).
On a done

Zl s 9, (v, 77):k1|a'3!2_k1[a4l2+k2la5l2_k2[ae|2 ou

¢ ... +a67‘3’— e TH(N).
0% 0%,

v=21(Z,0,— §4a4)—a— + 24(Z0; — Eeae)—a— + a,
0z, 0%,
D’oll on voit que cette sous-variété N est 1-concave, c’est-d-dire que la
forme de Levi-Tanaka-Naruki a au moins une valeur propre négative
pour tout (k, k.)e R*—{(0,0)}, or la signature de la forme de Levi-
Tanaka-Naruki associée & N et celle de SKK (pour le systéme des
équations de Cauchy-Riemann tangentielles sur N) coincide (voir S.
Tajima [40], Proposition 2.1.7), donc ce systéme induit est hypoelliptique
analytique: & . (0y, €y)=0. On en conclut que “le probléme bilatéral”
est résoluble: o 0y, By)= Foms, 0y, Fy)=Cs|y ol 7 désigne
le faisceau des fonctions analytiques réelles sur N.

On termine ce paragraphe en démontrant le

THEOREME 2.10 (cf. E. Bedford et J. E. Fornaess [6]). Soit N une
sous-variété générique de codimension d de X et pe N. Supposons que
N contient un germe d'une sous-variété analytique complexe Z de co-
dimension d de X en p. Alors le systeme des équations de Cauchy-
Riemann tangentielles 8y est non-hypoelliptique en p: De plus on a:

%ﬂzy(gm I () =S, ) Q@wy x #0.
DEMONSTRATION. Le quasi-isomorphisme
R%QY@N, GBy)=RI (T)A]Qwyx

entraine
RI ;RS0 0y, Z5)=RI ;R (Ty)[d]QWy -

On obtient donc
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R%mzy(gzv; RI" () :er(ﬁx)[d]®wzle = %d(ﬁx)®w1\rlx-

Ceci entraine le résultat tout de suite. C.q.f.d.

§3. Probléme de Lewy

On va aborder le probléme de Lewy dans le cadre des hyperfonec-
tions. Soit _# un systéme différentiel sur une variété analytique com-
plexe X. DPour plus de clarté, on supposera que _# soit résoluble i.e.
Eetl (A, Tx)=0 pour k=1.

On va d’abord considérer le cas de codimension 1. Soit maintenant
2 un ouvert de X, 002 (noté N) le bord de 2, que l'on suppose étre
une hypersurface analytique réelle. On désigne par N. (resp. N_) le
fibré conormal extérieur (resp. intérieur) & N en sphére, et par Y le
complexifié de N plongé dans X x X, en supposant que 2 soit situé d’un
seul coté de N. On désigne par 2, l'autre coté de N, et par j (resp.
j+) Uinclusion naturelle 2--X (resp. 2,—X).

Le probléme étant de nature locale, nous nous placerons sur un
voisinage d’un point pe N. Notons p. (resp. p_) l'image réciproque
de p dans N, (resp. N_). On a le

THEOREME 3.1. Les conditions (1), (2) et (3) sont équivalentes:

(1) Les solutions hyperfonctions du systéme induit _#iry en p
ont des extensions latérales en solutions holomorphes du systéme _#
au coté 2.

Gol§7 o Ay Ty = S (Monivr Ty
(2) Le systeme induil _Zory est hypo-elliptique analytique en p_:
Hrr (Aonriy, Eu)o_=0.

(8) Les solutions holomorphes du systéme _# auw voisinage de p
sur 2. se prolongent en solutions holomorphes & travers la frontiére
N:

.7.+>:<(.7:1%7le(~//2; ﬁX))/%”:X(/Z Tx)p=0.
DEMONSTRATION. L’équivalence de la condition (2) et de (3) est
démontré dans l’article [40] (Théoréme 4.1.5). Il suffit donc de démon-

trer que la condition (1) est équivalente & la condition (3). D’aprés le
Théoréme 1.1 et la Proposition 2.2 (cf. [23]), on a:
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%”25y<%3117y %V):%V}(%WQX(% ﬁx))®wmx-

Cet isomorphisme signifie que les solutions hyperfonetions du systéme
induit _#cg;y s’identifient avee “les sauts” des solutions holomorphes du
systéme _# auprés de N. Ce qui entralne le résultat immédiatement
(cf. P. Pallu de la Barriére [384]). C.q.f.d.

On commence 3 étudier le phénoméne de Lewy dans le cas générique
en se posant dans la situation du paragraphe 2.

On pose V=Support (2. ( #ory, €y)). Remarquons d’abord
que, d’aprés le Théoréme 2.4 et la Remarque 2.5, V s’identifie 4 une
sous-ensemble de S3X. Si V est vide, alors le probléme de Cauchy
est résoluble en cran 01 S ( Aoriy, By)= e (A, )| N. On
étudiera donec le cas ol V n’est pas vide. Soit W un voisinage ouvert
de p dans N. On désignera encore par V D'ensemble V Nayx(W) et
par V° l'intérieur de son polaire dans S,X.

Le résultat principal qui correspond un résultat di & A. Bogges et
J. C. Polking [9] s’énonce:

THEOREME 3.2. Dans la situation précédente, supposons mainte-
nant que U'enveloppe convexe de V soit propre et donc que le polaire
V° ne soit pas vide. On a alors U'isomorphisme suivant:

TV®, 57 8 (A O | Sy X) =T (W, Sonr ( Minies TBY))

ol § désigne Uinclusion naturelle X—N—X et 7 désigne Uapplication
associbe X— N—(X—N)USyX.

L’isomorphisme ci-dessus signifie que les solutions hyperfonctions du
systéme _#iz;y ne sont pas autres choses que les valeurs au bord selon
V° des solutions holomorphes du systéme ambiant _# Remarquons
aussi que le fait que “le profil” V° est déterminé par V correspond au
lien entre le phénomeéne de H. Lewy (pour le systéme _#) et non-
hypoellipticité analytique du systéme _Ziry.

DEMONSTRATION. On définit I'ensemble Dy X par: Dy X={(z, & x, %) €
Sy Xz x SiX | <& n)=0}. On a le diagramme suivant de facon naturelle:

Dy X

=/ AN
SNX'< >S;;X

T\N"/ﬂ
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ol 7 (resp. 7) désignant la projection 7y, (resp. Ty;x). Notre théoréme
résultera des deux lemmes suivants:

LEMME 3.3. On pose & = s (A ). Si on désigne par 7%
Vinclusion naturelle X—N—(X—N)USEX, on a le triangle suivant:

Ry (o)
/ Nk
AN

TR (T ENA—1Q@yx — R (c (RIZGF NA—11Qwy 11
o d=codimy N.

N

DEMONSTRATION. Rappelons d’abord un triangle canonique di &
SKK (Chapitre 1, Proposition 1.4.4):

S/pa
SN+
e AN
TRt (D) d - 1[Q@wy x — Rt (Rt (27 &)d—11Q@y .
On substitue Rj,(j7.) & . On obtient alors
TR (RI (G )) =1 (Rj (75))
et
R, o (Re . (a Y (RT (§7 2 )= Re(c(RT LG~ 2)).
On en déduit le résultat immédiatement. C.q.f.d.
D’autre part, on a le

LEMME 3.4. Si on désigne par 7w la projection (X—N)LISEX—-X,
on o les triangles suivants:

RI'y (&) Rrs}‘vx(ﬂ'_lﬁj
/ N+l / N+1
7 AN / N
F ——— Rj. (37 F), AR Rji(77 ).

Reprenons maintenant la démonstration du Théoréme 3.2. En uti-
lisant les lemmes précédents, on a la suite exacte suivante:

0 —— FL () s T I TR0z — Tt LA F) DOy

On obtient done que
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0— .7*(.7._1 o (M ) —— T Home (Morir) FB)
— ﬂ*(‘[—l%ﬂzy(%my, AL

On en déduit que (voir SKK, Chapitre 1, Proposition 1.5.4)

0—— I (V°, (7 e (A Ox)) = [TV °, S (Aoniy, B))
I F(Vo? ﬂ:*(z._l%”f'y(%RlY’ gN)))'

D’autre part,

IV?, 27 S (Monir, D))= (@ V°, 07 Hes (Aemiy, Br))
=I(S§X—-V°°, S&n ( Ainiy, Eu)=0.

On en conclut que

LV, J(§7 Sz (A D)) =T (W, e ( Aoniy, ). C.q.fud

EXEMPLE 3.5 (A. Boggess et J.C. Polking [9]). Soit X l'espace C*
muni des coordonnées (z)=/(z,, 2,, %, 2.,). Soit N une sous-variété génér-
ique de X définie par les équations fiz, 2)=g(z, 2) =0, ol f(z, )= (2, +%,) —
22,2, et gz, 2)=(2,+7%,) — (2,2, +7:2,). On désigne par HT(N) ’espace
vectoriel complexe tangent 4 N. Il est facile de voir que: HT(N)=
{(z, V) |2 € N, v=22,0,(0/02,) + (Z:0, +7,0.,)(0/02,) + a(3/62,) -+ 0,(8/02.), @, @4 €
C}. On pose ¢=k.df(z, 2)+kdg(z,Z) e TiX (ou (k, k,) € R*—{(0, 0)}). Si
on désigne par i (f, g, q) la forme de Levi-Tanaka-Naruki associée a
Nen g, ona

(9, O, ¥)= =2k |a,* —k.(a.@, + Ts0,)

_ = 3 0 0
+ (Z0s+2,0)— + Oy + Uy
0%, 0%, 0%,

pour v=2z,a, 9

¢ HT(N).
Il en résulte que la forme de Levi-Tanaka-Naruki a au moins une
valeur propre strictement négative en dehors de I’ensemble V' défini par
{(z, kdf(z,2) e SiX|2ze N, k,<0}. On en conclut que le probléme de
Lewy est résoluble, i.e.

TV°, 5.7 ON=T(W, 5z Oy, ).

EXEMPLE 3.6 (R. Nirenberg [33}]). Placons-nous dans X=C* muni
des coordonnées (2)={(z, 2,, 2,), et posons f(z, Z2)=(1/2i}z,—%,), 9(z, Z)=
2,7+ [2,)*+ [252*—1. Soit N la sous-variété générique définie par N=
{(ze X1 flz,2)=9(z, 2)=0, —1<Re(z,)<1}.
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Si on pose V =Support (... 0y, Fy)), on voit facilement que
I'intérieur de son polaire V est vide, car la variété N est partiellement
plate. N ne satisfait pas I'hypothése du Théoréme 3.2. De plus on
peut démontrer que le probléme de Lewy (du type primitif) est non-
résoluble.

Si on désigne par N la variété plate définie par 1'équation flz, Z)=0,
N est générique. Comme la sous-variété N est non caractéristique par
rapport 3 d5, on peut considérer le probléme de Lewy “de type relatif”
dans le cadre des hyperfonctions. En effet, en profitant des propriétés
des hyperfonctions partielement holomorphes et en utilisant la méthode
des disques analytiques, on peut démontrer que le probléme de Lewy
“de type relatif” est résoluble.

On étudiera ce type de probléme dans un autre article.
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