Une remarque sur Uopérateur gradient

Par Hiroko MORIMOTO

(Présenté par H. Fujita)

Le but de cette note est de démontrer le théoréme suivant:

THEOREME. Soit £ un ouvert borné et localement étoilé de RY de frontiere
localement lipschitzienne. Soient m=0, 1, 2, -+, el 1< p< o0,

Si une distribution feD (L) a ses dérivées D,f dans W ™1 2(2) pour i
=1, -+, N, alors f est dans W-™2() et on a l'inégalité

y
[flw=m2aSCLIDif w=m-1 2o
i=1

avec la constante C indépendente de f.

Notations. W-™2(2) est l'espace dual de Wm'q(.Q), 1/p+1/q=1. Clest un
espace de Banach pour la norme:

| lw=m 2y =sup{|<f, &>|; geW™UQ), | glym rgy=1}.

Si m=0, W>?(H=L?(2).
W-™2()/ R est I'espace quotient de W-™2() par I'espace de nombres réels R.
C’est un espace de Banach pour la norme:

(L | flw=m™ 2y a= Inf | f+Clw-m 2, .
CéER

On a les propriétés suivantes:

(2) iw-m2gya=|flw-™2q
f=const. = |flw-m™ Py a=0

FEW™2() > feW"™"12(Q) et |[flp-mve=|flw-™rq.

REMARQUE. Pour p=2, m=0, le résultat est connu. Voir Temam [2] Prop-
osition 1.2, p. 14, ot l'esquisse de la démonstration est donnée. Nous suivons la
méme voie.

D’abord nous précisons le terme “localement étoilé”. Soit x=RY et 1>0.
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On désigne par o, la transformation homothétique x—2ax :
ox)=Ax.

DEFINITION, On dit qu’un ouvert borné £ de RY est localement étoilé s'il
existe un recouvrement ouvert ©, O,, -, O, de 2 tel que

OCO,C R

ON0R2xT, =1, -, &
et
01 {0NRDEONLETLO:ND) A>1D

ol ¢; est une transformation homothétique par rapport a un point de O;N\%2,
1=1, -+, k.

Pour Q satisfaisant a la condition du théoréme, on peut supposer que la
frontiére de ©; est localement lipschitzienne, i=1, ---, k.

Grice au résultat de Nedas [1], on a la proposition suivante, que ’on admet
pour l'instant:

PROPOSITION. Soit 2 un ouvert borné de RY, de frontieve lipschitzienne.
Si f et ses dérivées D.f, i=1, ---, N, sont dans W-™"22(Q), alors on a linégalité
suivante

N
(3) IfIW“m'p(.Q)/ge§C§|Diflw‘m‘l'pcm

ot la constante C ne dépend pas de f.

Pour démontrer le théoréme, nous avons besoin de quelques propriétés de
I'opérateur ¢;.
Soit f une fonction quelconque définie sur RV, L'opérateur défini par

(o2 N 2)=F(ox(x))=F(2x)

est aussi désigné par o; Soit © un ouvert de R¥. La fonction ¢eD(0) peut
se considérer comme un élément de P(R¥). Donc la fonction

(70 9)(x)=p(4x)
est bien définie pour tout 1>0. Si =), alors 620 D(a1,:0).
Il est facile de vérifier la formule:
(4) Dfosep)=20:(Dip)  (2>0).
Si lorigine 00 et si @ satisfait la condition

01,00 0,0 a>1.
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on a la convergence
G100 —> @ dans 9(©)
lorsque 2—1 (2>1). De plus on a les lemmes suivants:

LEMME 1. Soit T€9(0). Alors la distribution 6, TCD (6,,;0) est définie
par la formule suivante:

(5) (02T, ¢>=:757<7: Gug> (A>0)

pour Vo€ D(01,;,0), o {, ) désigne la dualité entre 9’ et &. En outre on a
(6) Do T)=20:(D,T).
Si A<1 et 2—1, alors on a la convergence

o7 —>T dans 90).

LEMME 2. Soit feW ™?(©), m=0,1,2, -+, 1<p<-oo. Alors giefe
W-m?(g,,;0). En outre on a

lo2f 1w Py ,0 SCDIflwm 205
ou la constante C() ne dépend pas de f et reste bornée lorsque A—1.

En admettant la Proposition et les Lemmes 1 et 2, on peut démontrer le Théo-
réme.

DEMONSTRATION DU THEOREME. On va montrer que f&eW-™2(0,~\2) pour
1=0, 1, -+, k.
(I) Le cas i=0.

Soit p. un régularisant, c’est-a-dire,

pSI(| x| <e)
. —> 0 (de Dirac) dans 9, lorsque ¢ —> 0.

Sous I'hypothése du théoréme, il existe un ouvert @) tel que O.EC0/cQ. Soit
ws D) telle que w=1 sur @, Alors on a

a)fE @,(Oo)
et . Dilwf)eW-m=12(5,)

puisque D;w=0 sur O,.
Si e>0 est suffisamment petit, o+(wf) appartient & 9(£). En particulier,

paf), DilpHof NEW ™"12(0,).

D’aprés l'inégalité (3), on a
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N
| pex(wf)] W‘m'p<00>/5z§C§|Dipe*(a)f)lw"”‘l' Pop -

Soit g un élément de D(O.) et 1/p+1/g=1. Pour ¢ assez petit, p.xg<=D(O}) et

foexglwmrtae, <l glwmti oy, .

Donc
[<DipH(@f)), g7
=[<p+Di(wf), &l
=[<Dy(f), pxg>|
S| DN w120 | perglwmit e,
S Do) lwm-t 2@y glw™ b2, .
d’ott

|.Os*(a)f>IW"’”"”wo)/gzécélDi(wf)1W“’”‘1'p(@g> .

1l faut noter que la constante C ne dépend pas de . Puisque 'espace W-™2(0y)/ R
est un espace de Banach réflexif et que la suite {p¥wf)}. est bornée dans cet

espace, on peut en extraire une sous-suite p. *(wf) convergeant vers f dans
W-mP(0,)/R faible. D'ou

of EW™P04)/R
et

lof =™ 20pra= 1}20 lox@N)w™P0pia
e

N
§Ci§1| Di(ﬂ)fﬂw‘m‘"pcop .
Mais w=1 sur &, donc on a

JEW"™2(0,)
et

N
lfIW‘m'?’@o)/gzéCiZ:ll Diflw-m-tres .

() Le cas i=1, -, k.
En supposant que fe2(O.NL) et que D, feW-"-22(0,ND), i=1, ---, N, on
va démontrer que feW-™?O,N2). Soit ©=0,N2. Par 'hypothése O est étoilé

par rapport a un point de ©. On peut supposer que ce point est I'origine.
D’aprés les Lemmes 1 et 2, on a
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022/ ED(61/:0)
Dioref)=R0,2(D:[)EW ™ "1P(5,,0).
Si A<, alors @&0,,;0. 2 étant fixe, on peut utiliser (1) et on sait que
orfEW™H0)

et

N
10'1°f|1v‘m’p(0)/9—§C§| Doz /) lw-m-19¢0,
N
:CZZItf;."(Dif)lw‘""l'p@)
i=1 N

N
éClC(Z)gJ Difly—m-10,

ol C est une constante ne dépendant que de © et indépendante de 2. Donc si
A<1 tend vers 1, la restriction ¢;of | reste bornée dans W-"2(@)/R. Puisque
W-™2(0)/R est réflexif, on peut extraire une sous-suite o,<flp convergeant

faiblement dans W-™2(@)/®. Mais d’aprés le Lemme 1, g, -f tend vers f dans
D), dou fEW ™) et

|f|W_m’p(O)/£R§£Ln lozoflw-™Peria
—

——

N
éc'§|D1f|w‘m‘l'p(0> .

Le théoréme est démontré.
Il reste a démontrer la Proposition et les Lemmes 1, 2.
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. D’aprés Nedas [1], on sait que
few-mrQ)

et que l'inégalité suivante a lieu avec la constante C,; indépendante de f:

N
(7) [f|W‘m’p<9>§c1{iz§1|Dif|W“m'1'p<Q>+ |fIW_m'1’p<Q)}-
On va démontrer (3) par l'absurde. Supposons que pour tout n=1, 2, ---, il existe

faEW-Tm-12(0) telle que
DianW_m_1'p<‘Q): Zzl) P N;

[ Folw=m Py =1
et
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N
l>nEiDifn]W“m‘1'p(.Q) .
i=1
Alors pour tout i=1, -, N, on a la convergence:

(8) Difn —>0 (n —> o) fort dans W-""12(02).

D'autre part, d’aprés (1), on peut trouver des constantes C,e®R n=1, 2, -,
telles que

1
1§ ]fn+cn|W_m’p(Q)<1+;.

La suite {f,+C,} est donc bornée dans W-™7(2). D'aprés le théoréme de
Rellich, linjection canonique de Wm+1'q(Q) dans 1/;/""‘1(9) est compacte. En prenant
le dual, on trouve que linjection de W-"™2(2) dans W-™"12(2), 1/p-+1/q=1, est
aussi compacte. On peut donc extraire une sous-suite f, -+C, qui converge
fortement dans W™V 2({)). On désigne la limite par f,. D'aprés (8), D;f=0
pour Vi=Il, ---, N. Donc f, doit &tre constante, c’est-a-dire, |folw-™ 2¢py;a=0.

En utilisant U'inégalité (7) pour f=f,.+C, —/f,, on a la convergence forte de
Sn+Cyp dans W-™2(2). La limite en est f,. D'aprés (2), f». tend vers f, dans
w-m2(Q)/® fort. Alors, par 'hypothése, on a

[folw= Py ;o= Um | fo lw=m 2y 10=1,
ne -

d’od une contradiction, et la proposition est démontrée.

DEMONSTRATION DU LEMME 1. Si ¢ est dans 9(a,,;0), la fonction

x
(e el0)=¢(5)
est définie pour x=© et a le sens. Donc gureEDO) et le second membre de

(5) a le sens. En particulier, si T€9(0), (5) est satisfait comme lintégrale au
sens ordinaire.

(2T, po=| TGnpnds  (2r=y)
L3V
=[ T01e(2) 4
) Yyl

1
Zﬁ‘(T, 01/1°g0> .

Quant a la formule (), on a, en employant (4) et (5),

<Di(aZ°T>; @>:_<0’2°T: Dl€0>
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1
=_7N—<T, 01/z°(Di§0>>
1
:_71\7<T’ ZDi(UI/Z°SD>>

1
Z-W(lDiT, 01/z°90>

=Lo22(AD:T), ¢

d'ott on a Dy(o;2T)=20:2(D;T). Si © est étoilé, on a 0,,000 (A<1). Donc la
fonction p=D(O) appartient & D(a,,;0), et on a

1
KourT—T, o>=(T, — Currp—¢ >0,
A

lorsque A—1. D’ou
62T —= T dans 9@,
et le lemme est démontré.

DEMONSTRATION DU LEMME 2. D’aprés le Lemme 1, on a
1
oS, €D>:X—N<f’ G1icP

pour tout oED(e1;0). Soit 1/p+1/¢g=1. D*=D{1---Dg¥, pour un multi-index
a=(ay, -, ay) et |a|=a;++ay. On a

q 1/q x

dx)" (5=)

xEQ s0(%)
o) ay)"

(SUEO'IMO

:ZN/q] ® | Lq(al/lO) ’

I 01/x°90lz’1<0>:(5

| Do 112°0) |19y =27 G1,22(D%0) | 120>
:2—|a[+N/q|Da€0 | L%aq 00 -

Donc on a

1
(9)  Conf, o= | <f, sur)|

L ’
1N0'1/z§0ﬁ/

=m0 g,
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=\ flw-m 2™ max AN, VI | olgmag, 0 -
Puisque 9(cy,;0) est dense dans ﬁ/m'q(al/ﬁ), (9) montre que oo f €W -™(g,,;0) et

Loz S T ™ Py 300 ZCA|flw=m 2o

C())=max (A~¥/p, 3-m-Nip)

Ainsi le lemme est démontré.
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