Quelques proprietés de la projection de L,(£2)
associée a la decomposition de Helmholty

Par Hiroko MORIMOTO

(Présenté par H. Fujita)

§1. Notation

Soient £ un ouvert borné de RY de frontiére I" réguliére, x=(x;, -, xx) un point
de RY. Soient pour a=(a, -, ay) multi-index nonnégatif, |a|=a;+ - +aw,
aa alal
W: 0xftQx v’
Soit Co()=Cy(2)" I'ensemble des vecteurs dont les composantes sont des
fonctions réelles indéfiniment différentiables et a support compact dans 2. C%..(2)
ou, ouy

est I'ensemble des u dans C7(2) tels que divu=
0xy oxy

Q.
Soit # un nombre fixé, 1<r<co.
L.(£2) est le complété de C3(£2) pour la norme:

est nulle dans

lzpcor={{ (sl T )

C’est un espace de Banach réflexif. W™(2) est Iensemble des distributions u

telles que ngELT(Q), Va, |a|<m. Cest un espace de Banach pour la norme:
a“u 4 r
|[u”W§”<!)>——<m§m’W LT(.Q)) .

IOV;"(Q) est Padhérence de C3(2) dans W™(D). X, est I'adhérence de C (8
dans L(2). G,={grad ¢; o= WYD)}.
Dans [1], on a démontré la décomposition de Helmholtz

L()=X. 3D G,.
On a défini la projection P, de L) sur X, comme suit:
(1) . ) Pu=u—grad ¢, pour usL(2) ‘
ol p=¢,+¢,
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{ dp;=divu dans £2,

(2)
o1 r=0 sur I,
A¢2=0 _ dans 2,
(3) | | :
—giz =uy— gﬁl sur I,
n étant le vecteur unitaire normal a I, u, la composante normale de u, % la

dérivée normale.

P, est un opérateur linéaire borné de L.(2) sur X(Q), et pour tout u=L,(2),
div P.u=0 (la dérivation est au sens de distribution), (P,u),=0 sur I. '

Dans cette note on va donner d’autres propriétés de P.

§2. Résultats
P, conserve la régularité des fonctions:

PROPOSITION 1. P, est un opérateur borné de W) sur Wr(HONX, m=
1,2,

DEMONSTRATION. Par un procédé analogue a [1], on peut démontrer que P,
est borné de Wm(2) dans W)~ X,. Soit u dans WX, alors Pu=u.
Donc ue P, W), d’ou suit la surjectivité de P,.

Maintenant on va étudier la différence entre u et Pu.

PROPOSITION 2. Soit ueL(2) tel que divusL,(2). On a
Ilu—PrullL,m)éC(ilunllw;llrcr;+lldiv ullz) .

Avant de commencer la démonstration, on précise 'espace WiI") pour [ non
entier.
Pour [, 0<I<1,

WL)=T(r, 1: WKI'), L)),

ou T(--+) est I'espace de trace (voir Lions-Magenes [3]).
I’ n'ayant pas de bord, lespace WXI"), [<0, est défini comme le dual de

Wl =1,

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2. D’abord il faut noter que sous les
hypothéses de la proposition, la composante normale de # existe ([1]). D’aprés
la définition (1)~(3), on va calculer la norme dans L{2) de grad ¢, et de grad ¢,
comme suit (c¢f. [1]):
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(4) lgrad @ullz o Slediwt @ =Cldiv ullwrie ,
(5) lgrad ¢ulz,cor < ulwt o =Clun— 22
2 Ly =11¥eliw (= " on WwIlTry

=ClunlwnDy+C|[ 22

W;__IIT(F) ‘

Et d’aprés le Lemme 1 de [1],

6) k2

=|(grad p)ulwzvrears

Wl
=C(ligrad o1l 1, T [ div grad ¢,];, @
=C{(ligrad §01”LT<9>+HA$01NL,.<Q))

=C(l|lgrad o4llr o+ Idivuls, ).

Les estimations (4), (5) et (6) donnent le résultat.
Pour les fonctions plus réguliéres, on a

PROPOSITION 3. Pour ue WX&), on a
"u—Pru”W}. m)éC{llunllw;—uanldiv ull L} -

La proposition est démontrée de la méme maniére que la Proposition 2.
La Proposition 3 permet de montrer que méme si u est dans C3(£2), on ne
peut pas espérer Pu=0 sur I. En effet on a le résultat suivant:

PROPOSITION 4. W;(Q) NX,CP, W;(Q) .

DEMONSTRATION. Comme CF(£2) est dense dans iVi(Q) et que P, est borné
dans W) (Proposition 1), on a

(7) PO O=PWKQ),

oi le membre gauche désigne l'adhérence de P.C3(£2) dans WLD). Soit
ue WihnX. Pour tout >0, il existe p=Cy(£) telle que

”u—sﬁﬂw;(m<€ .
En particulier
fdiv u—div ol <e.
Comme u est dans X, on a

div ¢l 2,0 <e.
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D’aprés la Proposition 3, on 2 -
lo—Prplwt @ <Ce.
D'ott il vient
lu—Polwt o =lu—ollwio+le—Folw: w
=(C+1De.

Donc l'ensemble {P.p|osCF({)} est dense dans W%(.Q)mXT muni de la topologie
induite de WL D’aprés (7) on a linclusion

WHDNX, C PWKD).
REMARQUE 1. Maintenant nous montrons qu’il existe un élément de PJE’?(.Q)
qui n’appartient pas 4 WXDNX,, £ étant le disque {x2+y*<1} de R2 Le
vecteur u=(u,, us)=(1—x*—y?, 1—x2— y*) s’annule au bord de £, donc ue Wt ).

Mais Pu=u—grad (¢;+¢z) ol ¢;=(1—x2—y*)(x+)/4 est la solution de (2), et
0.:=(x+y)/2 est la solution de (3). Donc on a

Pau=(1/4)(1—x*—3y*+2xy, 1—3x*— y*+2x 7).
(Pu),=0 sur I’ mais P,u n’est pas nul, donc Pus& POV;(Q).

REMARQUE 2. Soit B, l’operateur —4 dans l'espace L,(£2) dont le domaine
de définition D(B,) est W2 (.Q)mW (). Soit A, l'opérateur —P.4 dont le domaine
de définition D(A4,) est D(B)NX, (cf. [1]). La Remarque 1 montre que P,D(B,)
= D(A,), pour Q= {x*+y2<1}.

Maintenant on va montrer que C§ ,,(.Q) est dense dans WI(Q)/\X Pour
r=2, le résultat est connu ([2]). Plus généralement on a

PROPOSITION 5. C?;’,,(.Q)W;"‘%:Mofm(Q)AXT, o m=1, 2, -+, 1<r< o0,

DEMONSTRATION. L’inclusion C (,(Q)WTCW"”(.Q)[\X est évidente. Pour
simplifier les notations, on pose

Xp=C3 "%, R=WrDnX,.

On va montrer 'inclusion inverse. Soit L la forme lindaire continue sur X, nulle
sur X7 D’aprés le théoréme de Hahn-Banach, on peut représenter L (de fagon
non unique) par

L)=3%Ly, v), Li€Wsn(@), L1/r+1/r'=1.
i=1

L est nulle sur X, donc sur C5,{2). Daprés le théoréme de de Rham, il existe
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Sed'(£2) telle que

Li:iS, 1=1, -, N.
axi

Main d’aprés le résultat de [4], SEW,m*(). Dans ces conditions, on a
N ~
L)=3(2, v.)=—(s, div)=0, Wwek,
=1 3x¢

d’ou le résultat suit.
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