Déformation d’'une équation différentielle linéaire

avec une singularité irréguliere sur un tore

Par Kazuo ORaAMOTO®

0. Introduction.
Soit

@ ' =p(x)y

une équation différentielle du second ordre définie sur un tore 7" de dimension
complexe un, oul p(x) désigne une fonction elliptique avec les deux périodes 2w,
et 2w,: on identifie dans la suite 7! avec C/f2, 2 étant le reseau engendré par

2w, et 2w;. On se consacre dans [article présent a P’étude de I’équation (1)
telle que

B =t B+ )+ B () 3 ple—T)
+ 3 e 1)L+

J

{(x) étant la {-fonction correspondant a la fonction elliptique p(x) de Weiers-
trass. Cette équation posséde sur 7" la singularité irréguliére du rang un a
x=0 (mod £2) et m points singuliers réguliers x=2; (mod 2). Le schéma de
Riemann est:

x=0 x=1; (=1, -+, m) (mod Q)
—_——
ol 2! i
2
L. L
ou
=2

Cette relation est appelée celle de Fuchs pour (1). Dans un voisinage de 'un
des points singuliers irréguliers, par exemple x==0, il y a les solutions formelles

o .

@ s=exp(-T)x0dn)  (=1,2),

i
X

*)  Supporté partiellement par “the SAKKOKAI FOUNDATION".
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#:(x) désignant des séries formelles en x telles que $,(0)=1. 1l est visible que
o sont les deux racines de 1’équation algébrique

(6")=a, (o #0%),
et que

b
ot ’

ri=1+

En outre, nous supposons qu’aucune des singularités x=12; (mod £2) ne soit pas
du type logarithmique. Cette singularité sera appelée singularité apparente.
On en déduit les m relations:

~ _ o - -, 3 m - -

o+ E:19(A;)+ @o(3 ;)" +bg (Zj)‘f'z‘ 12:31 PA—2)

i=j

+ 2 EGCR—2) =LA+ =5

Mz

e
Ll
G

Le but de cet article est d’étudier la déformation de I’équation (1) con-
servant la monodromie invariante. Dans le cas ot l'équation (1) est du type
fuchsien, nous avons traité ce probleéme et vu que la telle déformation est donnée
par le certain systéme des équations différentielles non-linéaire ([5], [6]). En
ce qui concerne la déformation d’une équation ou d’un systéme sur P%, il y a
tant de travaux classiques et modernes, mathématiques et physiques (par exemple,
[17, 23, [3], (43, [7D).

Les résultats donnés ci-dessous concernent en principe le cas ot m est égal
a deux, tandis que nous ne limiterons pas le nombre m dans les sections 1, 2,
3 et 5: les propositions 1, 2, 3 et 4 sont en effet valables pour le cas plus
général. Dans la section 1, on introduira le concept de déformation uniforme.
L’uniformité de déformations entraine linvariance de multiplicateurs de
Stokes définis dans un voisinage d’une singularité irréguliére. Nous n’étudierons
dans ce mémoire que la déformation uniforme, bien qu’il soit possible de con-
sidérer l'autre.

L’équation de déformation que nous considérons est donnée dans les trois
sections suivantes par (4), (7), (13). On verra dans le théoréme 1 de la section
4 que la déformation de I’équation (1) déduit le systéme des équations différen-
tielles nonlinéaires pour les coefficients a,, b, ¢c;, 2; de (7). Il se réduit au systéme
(21) des équations différentielles du second ordre pour 2, si 'on prend o'(=—c%)
comme parametre de déformation. Ce résultat résumé dans le théoréme 2 est
une conséquence du théoréme 1. Les sections 5, 6 sont consacrées i la démons-
tration du théoréme 1.

Toutes équations linéaires considérées dans la suite sont irréductibles sauf
dans la section 7, ol on donnera le résultat concernant la déformation de ’équa-
tion réductible.
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1. Equation de déformation.

Une fonction ¢(x, #) méromorphe sur CxU, U désignant un domaine de C,
est dite uniforme sur T* XU, lorsque pour tout ¢ fixe de U elle est une fonction
elliptique non-triviale ayant les deux périodes 2w, et 2w, en x. On appelle dé-
formation d’une équation différentielle de la forme (1) I'équation différentielle
contenant un paramétre ¢

3 y'=plx, )y
telle que p(x, t) soit uniforme sur T* XU et que pour un certaine point #, de
U, p(x, to)=p(x).

DEFINITION 1. On dit que I’équation (3) est déformation conservant la mono-
dromie invariante, ou simplement déformation M-invariante, lorsqu’elle a un
systéme fondamental des solutions holomorphes en ¢ dont la monodromie as-
socide est indépendant de t.

Comme nous 'avons vu dans la section 3 de [5], pour que (3) soit M-inva-
riante il faut et il suffit qu’il existe deux fonctions A(x, t), #(x, t) définies sur
T*xU telles que le systéme des équations aux dérivées partielles

0%y
'5;2":?(%, Dy
4

ay 0y
‘afﬁ_@(x’ t)y‘*‘J(X, t)iax

soit complétement intégrable. De plus, on pourra aisément vérifier que ces
fonctions possédent les propriétés suivantes:

(i) elles sont holomorphe sur T'xXU~—Y, Y désignant ’ensemble des pdles
de p(x, 1),

(ii) si I’équation (3) a une singularité reguliere le long de I'un des com-
posants irréductibles Y; de 'ensemble analytique Y, alors, elles sont méromorphe
en Y,

(iii) ces fonctions sont univalentes sur 7' XU ; en particulier,

A x+2wy, Y= x, 1), Bx+2w,, )=B(x, t).

DEFINITION 2. L’équation de déformation (M-invariante) est la deuxiéme
équation du systéme (4). La déformation définie par ce systéme est dite uni-
forme, lorsque la fonction A(x, t) est uniforme sur T'xU.

REMARQUE 1. Dans le cas ou [’équation (3) est du type fuchsien, A(x, t) est
nécessairement uniforme.

La condition d’intégrabilité compléte du systéme (4) est donnée par le
systéme des équations différentielles pour A(x, ¢) et B(x, 1):
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08 | A
2 ax t ox® =0
6y .
ry +2p(x, t)—=— a ~—~( £): dt—f'(x £).

D’ol nous obtenons

ProposITION 1. A(x, t) est solution de !'équation

© aaj —p(x, D) aai—z-f% £)- uszz—r (x, )=0.

Cette égquation est équivalente & la condition d’intégrabilité complete du systeme (4).

Nous pouvons poser, d’aprés (5),

1 9
5= 1)

En effet, soit P(x, t) un systéme fondamental des solutions de (3) dont la mono-
dromie associde est indépendante de f. Alors, pour une fonction holomorphe
quelcongue e(#) de ¢, la monodromie associée a l'autre systéme 3(x, ¢) défini par

Dx, =e()B(x, 1)

Pest aussi. Si Y(x, 1) est solution du systéme (4), alors 3(x, t) satisfait a

Bx, t)y=—

Tag_g(x, H=p(x, H3(x, 1),

—at~8(x, n=(ax, t)——i%(t))s(x, D+ A, t)—aa;VB(x, 1.

Dans la suite de ce mémoire, nous supposons que la fonction JA(x, ) soit
uniforme sur TixU. L’uniformité de ®(x, t) en est déduite immédiatement.

2. Probléme.

Soit
3 y=p(x, 1)y
la déformation de I’équation (1) telle que
M B, D=art e tap(xP b (3 S plr— )+ St 507,
ot

F{0=8x—2)—L(x)+L4)).

1) Dans la suite de cet article, on désigne par T ¢; la somme pour j variant de 1 am
et par L) celle pour / variant de 1 a m sauf [=j.
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On considére les coefficients a,(k=0, 1, 2), b, ¢, et A; (=1, ---, m) comme
fonctions analytiques d’un paramétre implicite t variant dans un domaine U:
p(x, t) est une fonction uniforme sur TP X U. Puisque p(x, t,)=p(x) en le certain
point t, de U, on a a,(ty)=a,, b(t)=b, c,(t,)=¢;, A t,)=1, L’équation (3) donnée
par (7) a des solutions formelles (2), ol les exposants caractéristiques o?, 7%, qui
peuvent dépendre de f, sont définis par les équations algébriques
b
—.

(6")2=a,, h=1+
o

Maintenant nous posons deux hypothéses:
(H.I) Aucune de singularités x=2; (mod 2) ne soit pas du type logarithmique.
(H.ID) <'—7* ne soit pas entier.

En employant la méthode de Frobenius, on deduit de (H.I) les m relations:
3 s . .
®); Ao+ (A )+ a2 50(A )"+ bJ’-”Uj)‘!‘zZE{fK)(Zj“Zz)"F >deifi=c;,
flj:_fjl:C(Zj——ll)_c(zj>+c(2l) .

Notre probléme est ceci: sous les hypotheses (H.I), (H.ID), déterminer les fonc-
tions de t, a,=ay(t), b=b(1), c;=c,(t), ,;=A,(1), de telle maniére que la déforma-
tion donnée par I'égquation (3), (7) soit M-invariante. Si la déformation (3) con-
serve la monodromie de (1) invariante, alors il est loisible de désire que ¢* ne
dépende pas de t. Cette assertion est équivalente a dire que

d b?
© i (a)=0

Nons montrons en effet dans la section 5que

PROPOSITION 2. Les exposants caractéristiques t sont indépendants de 1.

3. La fonction Ji(x, t).

Nous considérons la déformation uniforme définie par le systéme (4) et
donnons dans cette section les deux propositions concernant la fonction A(x, ).
Soit P(x, t) un systéme fondamental des solutions de (4). Montrons tout d’abord
que:

ProposITION 3. Pour que la fonction A(x, t) soit uniforme sur T'XU, il
Faut et il suffit que tous les multiplicateurs de Stokes associés a (x, t) soient
indépendants de t.

PreuvE. En raison de périodicité, il suffit de considérer le comportement de
ND(x, t) dans un voisinage du point singulier irrégulier x=0. Soit S un secteur
et @(x, ) un systéme des solutions formelles tel que
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D(x, H=Y(x, 1) (xS, x —> 0).

D’ailleurs, on se donne l'autre systéme des solutions 9’(x, t) de (4) admettant
dans un autre secteur S’ le développement asymptotique

V(x, H=D(x, 1) (x5, x —> 0).

Le multiplicateur de Stokes C=C(S, S’) est par définition la matrice telle que
pour tout x de SNS’

(10) D'(x, )=C-Y(x, 1).
Parce que le déterminant wronskien associé a I’équation (3)
0 , Y
W= |00, 0, 5 00x, D=V, 0, 5V (x, )
est indépendant de x, on a
1n detC=1.

Supposons maintenant que A(x, ) soit uniforme sur T'XU. Alors on déduit
de (4)

Wiz, H=[90s, 1, 9z, D|=[x, 0, -2V 0

=|0x, 0, 2w

car Vallure de la fonction uniforme JA(x, t) en le point x=0 est déterminde par
9(x, ). 1l en résulte d’aprés (11) que

lcve, 0, 59, =0,
d’ol on a
dC
(12 £ .

En effet, posons

:<C“’ Cl?) (11€as—C12601=1), ?):(i:).

Co1, Caz

Alors, puisque les deux fonctions de x, v,, y, sont lindairement indépendantes,
on obtient

d_Cu _, deys dCz1 _; dCss

13

C1q = =Cs5 =Cay s
Wy TR gy T g = gy

qui montre
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dc
*d"l;*'—k(f)'C,

k(#) étant une fonction de 7. En tenant compte de (11), nous avons (12). Réci-
proquement, ’équation (12) entraine

0 )
WA, D=\ Wk, 0, - Dx, D=9, 0, =V, ).
Par conséquent, il est possible de vérifier que A(x, t) admet un développement
assymptotique de la forme
Alx, )= x@(x, t)

dans un fouf voisinage du point x=0, ot &(x, ¢) désigne une série formelle en
x. L’uniformité de A(x, #) en est déduite en vertu de la théorie de dévelop-
pements asymtotiques, ce qui établit la proposition 3.

Le résultat suivant sera montré facilement de la méme maniére que le cas
ot I’équation (3) est du type fuchsien. Alors nous ne faisons pas la preuve.

PROPOSITION 4. Sous les hypotheses (H.1), (HLID), la fonction uniforme Alx, 1)
possede les propriétés suivantes:

(1) x=0 (mod ) est un zéro de degré au moins un,

(ii) chaque x=2; (mod 2) peut éire un pole de degré un.

Posons vu cette proposition
13) Alx, D=ZpM;fx),  f(0=Ux=2)—L(x)+LQRy,
(14) E(]’)szo.

La condition (14) implique que A(x, t) est holomorphe en x=0 (mod £2).
Dans la suite de ce mémoire, nous étudierons en détail le cas ot le nombre
des singularités apparentes m et égal 3 deux.

4. Résultats.
Nous énongons tout d’abord le théoréme.

THEOREME 1. Supposons que m soit égal & deux. Alors, la condition néces-
saire et suffisante pour que (3) soit la déformation uniforme conservant la mono-
dromie invaviante est donnée par les suivantes:

D ae, b, ¢, €y Ay el 2o salisfont aux équations différentielles:

(15) 20 M(p(2)—p(2:)=0,
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16) A M)~ 2)=0,
AT~ M)~ () R+ 2600(2)— 2u-2)
pd) L p"(4) Ay 4
e e et T 2= 20~ L)
:0 R
(1T 25 4 Mg~ () e (o) 26(00)— At 2)
I A CO . e 87D o ay—
ot g erederm ety £ 2 L)L)
:0 R
dll
(18), +M[2¢;—{(A—22)+L(A)—L(2:)]=0,
d2, -
(18, e MToe, 0=+,

D  a, et a, sont données par

a9 ao:%[al(@(zl)’Q‘ 39(7\2))—]—02(10(21)2-{— XJ(Zz)z)‘{“b(JO/(A)“‘ ' (22))]
3 1, .1 .
vy &(21—22)+7(65+ C§)+§(Cl—Cz)(C(Zl—Zz)*C(A)TC(%)) )

n )R,
(20) ax(9(20)— $(2:))—b- P(A)—p(R)

+ (e tca)ei—eo—L(A—2)+L(2)—L(2e)) .

1
(1) — p(4s)
Dans ce cas, I'équation de déformation associée a (3) est donnée par:

Alx, H=MC(x—2)+E2)—Lx—2)—L(4) -

Les équations données dans ce théoréme contiennent la fonction indéterminée
M=M(t, 2, A,) en raison de Uindétermination du paramétre f. Avant faire la
démonstration du théoréme, nous considérerons le cas ol le parameétre ¢ est
donné d’une maniére explicite.

Prenons en particulier le coefficient b comme le paramétre ¢:

b=pt, (8: constante).
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En tenant compte de (15), (16), nous obtenons
a-g:aztz
B
Hp(A)—p(22)) 7
«a désignant une constante arbitraire non-nulle. Les exposantes caractéristiques
o, 7% sont donnés par

M=

ol=at, o’=—uat, fl-——l—i—i, 72:1—A‘34.
a o

Dans ce cas, les équations (17);, (18); (=1, 2) se réduisent a un systéme des
équations différentielles non-linéaires en 1;, 2,. En effet, pour éliminer ¢,, ¢,
portons

6= 2}\4 (fiztl '%<C(21_)‘2>_C<Zx>‘l‘c<22))
= 211\/[ 7%1/172*'—@(21 22)—LAD+L(2:))

dans (17);. On obtiendra enfin le systéme suivant:

d*4;

DAt (Y () ) g L ey 2

dt “dt dt i\ dt 4t
—4BM(p(A)— p(A+22)— 202 M1t p'(21)=0,

LY (L yemstar G (G

48 M(p(2s)— (A1 22)) + 20 M1 p"(4,)=0,

+

2, A2y di A ds
; )

1
Hpl—)

En faisant le résumé des résultats, on arrive a

M=—

THEOREME 2. Pour que ['équation
y'=plx, )y,
§x, D=t aip()+ )+ Bt (D) + S (p(x— ) =)
L)~ L) L) 2L+ LR,

ait un systeme fondamental des solutions dont la monodromie associées soit indé-
pendante de t, il faut et il suffit que:
(L) 2,=28), 2,=2(t) satisfassent aux équations différentielles
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2 i___‘,f’-?/()qA__ 21 2 P;(@> iiiii = L R >
(21)1 0 21+2 50(21)—3’0(7\2) ((521) 1(5/22» J’-’(ZJ—XD(X‘&) (021)(022) 0/s

gy, At ), L (A
B e T g O

27 _}_;7{?/(22) STN2 (32 N2 #'(4,) S9N37 N S3
@ P =gt ORI TR oy (GRIOR)I =0,

#(2)— (A +15) 0'(2s)

481 T LGN
B ety TRt et
ol
d
0=t

D) @y, ay, €3, ¢, soient les fonctions rationnelles de 02,, 62, dont les coefficients
sotent les fonctions méromorphes de t, A1, A,
5. Systéme des équations différentielles.

Dans cette section, on considére 1’équation (3) ayant m singularités apparentes
sur le tore 7. Nous allons d’abord dériver un systéme des équations différen-
tielles pour les coefficients de p(x, ), a.(k=0, 1, 2), b, ¢; et 2; (=1, -, m).
Pour cela, on porte (7) et (13) dans 1’dquation (6) et fait des calculs en utilisant
les formules suivantes:

FlxyP=p(x—2)+ p(x)+p(25),
(f{0)=Ux=2)—Lx0)+LA),

T x)=p(x)+ )+ 9D+ /() + fii f(x), G=D)
(fi==11;=C—2,)—LA)+L(4y) ,

PO (D=5 8 ()58 ) )

plr— R 0)=— e At R+ ) 1),
X?(x—lj)fz(ﬁf) :fzj(X?(x_2j>’—50(7kj)>+(50(1j)—50(2j“7«1))f;<x)
+p(A—=2) fulx)+5'(A;) G#1).

Ces identités seront facilement déduites de la théorie élémentaire de fonctions
elliptiques.

Aprés des calculs attentifs, on obtient
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db
(22) IS —b2p Mp(A)=0,
a’a2
23) 20,5 Myp(2)=0,
d
(24) “l F 0T Mg (A) 42,55 Mo, =

des coefficients de p'(x), p(x)?, p(x),

dl
(25)] ] +2CJMJ+E( lelj:O;

de ceux de p’(x—2;), et puis
(26); ao+also(2j)+azso(2j)2+bxs’(lj)+ 2 o=+ e fis=ci,
des termes de p(x—A4,), ensuite

Lo M b 1)+ (art 200G )+ (S pl)]

@7);

) 3 i
+22H(e; M, _Cle)JO('zj'—Zl)+ZZE{)/(MJ'+M1)@/<Z]_)‘Z):O 5
de ceux de fi{x) et enfin

(28) dao

- +3172(3)MJJO())P,(X])+2012<J>MJF(21)
+022<j)Mj(&’”(lj)‘250(Zj)2>60(/1j>+ O(t, Ay, -, An)=0,
1 » 3 ) ’

@(f, Ai e, Zm):‘i‘Eu)Mﬂo (2,-)+ZE<,»>Z<{>MJU5° (/?-j>

3 DM

—Z‘E(pzm LXJ(Zj—Zz)@Qj)

1 , 1 /
+§(Z<z>cz)(2<y‘>]\/[]’!9 (Zj))“’?Z(j)CijXJ (49

) dA;
+Z<;>ij3(lj) EE{))lelj—z(j)cj—EzL 50(21)20 .

Les relations (26); ne sont pas autre que (8);. Désignons par L; le premier
membre de (26);, Alors il est facile de vérifier que les équations (27); s’écrivent
sous les formes plus simples:

d 0
(29) 3 T EwoMig L0,
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ou bien d’aprés (27);,
d
(29) di M az (c)=0.

D’ailleurs, on déduit de (22), (23), I’équation

bZ
_):0,
453
ce qui montre la Proposition 2.
En utilisant ces résultats, nous allons démontrer le Théoréme 1.

6. Démonstration du théoréme 1.
Lorsque m=2, on peut poser en vertu de (14)
M=M=—M,.

En tenant compte des résultats de la section précédent, nous avons toute suite
le systéme (S) des équations différentielles pour a,(k=0, 1, 2), b, ¢y, ¢z, A; et A
(S):

da,
(30 % D= (2a)=0,

db
31) = bM(p(is)— (A)=0,

d
(32) al +bM(p'(2:)— ' (A2)) 2. M(9(2,)*— p(2:)")=0,
(33); (Zl +2c, M—Mf;,=0,
(33)2 i)\z "2C21\1, 4Mf12—0
(34); L-=C§’-, (=1, 2),

oL,

(350, +M < )=

des, oL, oL\
(35), 5 +M< e ~—af)_o,

d ¢ ’ 2
(36) fl +36M (p(21)p" (A1) — p(A2) 0" () +2a: M (p(2:)°— (22)%)

+a,M(p"(R)p(A)—26(2:)° — 9" (A)(A)+28(2,)%)
+@(ty ZI’ 22):0 b
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\

ou
3
(37 Ly=ay+ a,p(0)+ ap()*+0p A+ 1 p(hi— o)+ Cafar
‘e , 3
(37, Ly=ay+a,p(A)+ Qo A:)*+ bp’ (Aa)+ Z@(Zl_lz)+01f12 .

En outre, on obtient de (28), (33),,

1

39 Dit, 3 )=

M (crte )@ (A)— o' (Ae))+c1p (A Copp”(A2)
—4(cigp(ds)—cipl4))]

dA dA,
~2espa) St eupli) 2

a2
= M2 ) () Hp(R e+ i)
— 520" () — " (A1) +4p(22)(cat f20))] -

Notons d’abord que les relations (19), (20), sont équivalentes a (34),.
Alors, pour établir le Théoreme 1, il suffit de vérifier que les relations (34);
sont compatibles avec les équations (30), (31), (32), (33);, (35);, (36).

REMARQUE 2. Les équations (35); s’écrivent dans le cas qui nous occupe

Cfic; +M(a,+2a.0(2))p (A)+bp"(A)+(c,+ co)(p(A)— (A —2:))1=0,
Lficz‘2 —M(a,+2a,0(4:))p"(A:)+bp" (22)+(c s+ )(p(As) — (A —2:)) ]=0..

On en déduit les équations (17);, en faisant la substitution de (20).

Maintenant nous montrons que
d
LEMME. —d—t—(Lj—cﬁ)EO (mod (S)).

PrREUVE. Introduisons d’abord la notation
di=a4a,p0(A)F ap(A,)4+bp' (1) (G=1, 2).

Nous avons d’une part

dL, _ 9L, di, | oL, di, _ oL,

dt ~ 8, dt ' 64, dt & ot

oL, , . oL, oL, d2, | de, , |, 84, . |
04 a/zl-fsz‘ P d’t"fzfl‘ aT (d’apres (33)1)

——2c,M- a4
M 92, di

+M
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oL, oL,y oL, di, _, ol
ZCIM( o4, on >+ o1, dt M axl e
oL d BZI
—261M 822 - dctz f12+
1
Il vient donc d’aprés (35);
dL, _, de 0L, di 0L oL,
dt =g T Tar Mgy, fem2aM—y
oL 8L aA
1‘/1( e f12+ s

d’ou
d 2
E’F(L1~C1>:w1(t, A1, A2),

oL, di oL oL,
Ut Ay, 2= az; y f~~—M axf Fro—2eM—
1

On obtient de méme,

d )
‘zi_t‘(Lz_Ci): Ut, 24, 22),

oL, di, aLz oL,
qu(t, A1, 12): 321 dt - 8,22 f1°+202M”‘2‘12_‘
oL, 6L2 04,
Y V7 (it S
(3o ot 5

D’autre part, les équations (30), (31), (32) entraine

341 aAZ dal
3 o = g $A)—ed:)

11)" — o(22)")

+*’*(P (A)—g"(4))=0.

En conséquence, on a d’aprés (33);

V.~ ¥,= S}Lj’ (‘g&‘-i— ]V[fm) g)L*f‘( Cj_ll;*—]\{fgl)

oL, | oL,
)

—2M(cl
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O (i (A
= on, \Tqp TeMAMS ”) “oa, g T2eM—M, 21)
=0.

Mintenant on affirme: ¥+ ¥,=0.
En effet,
- 24, oL, | oL,
Vet U= o~ 2MA( 50 +510)
oL, [ dly | oL, [ da,
+ 55 ( = Tch2+Mf12)+—aL ( -—2Me,~ Mfgl)
_ o4, 04,
ot ot ¢
ol
_ oL; _ aLi 4 0L,
1“_4M(c2~azz 1% ) 2Mf12( 53 )

De plus, en utilisant les égalités

oL 04,

‘ai‘*;: a’jl 4@(21 2)+52(J’3(21>"—5’3(21—'/‘{2)),
oL od 3

Va’)j': al: +Z‘p/(22_21)+Cl(d"’('22>'—3"7(/22_)~1)> »
oL 3

_‘6721‘ :—‘Za’?/(}q_lz)‘l* Cz(‘f?(lz_lzl)_a"?gz)) 3

oL,

= A — ),

nous obtenons

04, 04y

r= 02, 04,

—2M /1o {c((R2)— (A —2o)+ o p(R1) — (2 — A}
] e (= 1)+ AR 2 — )

3
—aM{ =S 00 Ca—2)+ 3o 2)— ()}

4

=D D 2001, 2, R~ AMp(— it cercrt o).

En suite, on peut vérifier que
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L RE EE s
=4Mp(A1—2:)[ax(0(2:) — p(2e))F ax(o(2:)° — (1)) + 0" (A1) — £"(22))]
de sorte que 'on a
Ui+ V=4 Mp(A— o) a:(p(4)— p(42))F 0 p(41)° — (25)7)
+b(p' (A1) — ' (A)) —(crtca)(er—cat f10)]
=4 Mp(A,—2) (L1 —eD)—(Ly—c)]
=0,

+2@( t; Z17 22)

ce qui établit le lemme, donc le théoréme.

7. Equation réductible.

Nous considérons enfin la déformation de I’équation différentielle réductible.
La déformation

%y o

4 x5 D=0,
3y _ 1 oA N oy
ot =9 s o Dyt Al D

est dite réductible lorsqu’il existe deux fonctions 7(x, t), s(x, t) uniformes sur
T*xU telles que

2

ddxz —px, t)-——(%c——r(x, z‘))(—a%-—s(x, t)).

On en déduit
r(x, H+s(x, H=0, p(x, t):é%(;c, H—r(x, s(x, t)
de sorte que:
39) D, =05 (x, Dpbst, 1
Nous posons alors
(40) s(x, D=soF 51000 F o1 fi(x)Fpofo(x)  (50#0)
Ax, =M(f1(x)—f(x) -

- 1 \ Id -
Il est possible de prendre p1=p:=", car on a d’apres (4) et (39) les équations
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— 2
4 ‘f 3 Cj M
DanS ce CaS, on montrera que:

THEOREME 3. Dans la supposition de (39), (40), pour que le systeme (4) des
équations aux dérivées partielles soit complement intégrable, il faut et il suffit que
So, S1, A1, Ay satisfassent le systeme (SR) des équations différentielles:

ds,

S s M(p(2) —p()=0,
A% M) 2ot e+ 52 =0,
B ,%wzwsmwo):o,
fft +2M 5o+ 5:(2:))=0.

Ce systeme posséde 'intégrale premiere
Ai+2,—2s,.
PrREUVE. On déduit d’abord de (39), (40) le tableau suivant:
az=si,
a;=25¢5; ,
Q=i () )~ 5 5.6 )+ (A,
b=0,

1
61:_50_315’3(21H‘ ?le s

1
Co="=8y—S10(A)+ 7][12 .

Alors le systéme (SR) sera une conséquence immédiate du systéme (8). D’ail-
leurs, il est claire que (SR) entraine

d
7(21‘1‘22"231)20 .

On note que, dans ce cas, les relations (34); et les équations (35); sont établies
automatiquement.

REMARQUE 3. Le systeme des équations différentielles (21); donné dans le
théoreme 2 possede les soluitons particulieres
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A+ 2. —2at=constante,

lorsque B=0.

£1]

£2]

[3]
[4]
[5]
[6]
073
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