Sur le probléme de Fuchs sur un tore, 11

Dédié 4 Monsieur le Professeur Shigeru Furuya pour son 60° anniversaire
Par Kazuo OKAMOTO

§1. Probléme.

Suite au mémoire précédent®, nous considérons dans cette deuxi¢me partie
du mémoire le probléme de Fuchs pour I'dquation différentielle du second ordre
du type fuchsien définie sur un tore T de dimension complexe un,

a.n DPy+q, () Dy--gy(x)y=0,

ot D désigne une dérivation sur 7% correspondant a une certaine forme différen-
tielle méromorphe de degré un. On suppose que (1.1) ait un schéma de Riemann
donné ci-dessous :

x=t  x=t x=i; (G=1,2,-,m)

o, g, 0
o} at 2
ou
1.2 oo+ ojto,fol=2—m.

Comme nous l'avons vu dans la section 1 du mémoire précédent (p. 141), Péqua-
tion (1.1) est équivalente & une équation linéaire définie sur C, .

telle que
(1.4) Dix, =kt {(x) +e,Llx—1)— 2(j)c<x“'/zj> ;2)
a5 Gyt =m,

(1.6) Da(x, D=kyt b LX)+ b,L(x— 1)+ Tepb L x— )+ af () +af(x—1),
(1.7) by+b,4+ X p0;=0,

D K. OxaAMOTO: On Fuchs’s Problem on a torus, I, Funkcial. Ekvac. 14 (1971.
2 Dans la suite de cet article, on désigne par Y(;, la somme porr j variant de 1 2

m et par 3} la somme pour { variant de 1 & m sauf [=j.
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ou {(u) est la {-fonction correspondant a la fonction elliptique #) de
Weierstrass. On désigne par 20; et 2w, deux périodes de P(u) et par £
U'ensemble de toutes périodes.

La relation (1.2) est appelée celle de Fuchs. Cest facile de voir quelle est
dquivalente a (1.5).

Maintenant nous posons deux hypothéses:
(H.I) Aucune de singularités x=2; (mod £) ne soit du type logarithmique.
(HID Si x=0 (mod 2) (x=t (mod £2) respectivement) soit du type logarithmigue,
alors g,=a} (o,=0} resp.).
Nous disons que le point singulier d’une équation différentielle du type
fuchsien est apparent lorsque tous les exposants en ce point sont des entiers
et qu'il satisfait & 'hypothése (H.I). En employant la méthode de Frobenius,
on déduit de (H.I) les relations suivantes:

(1.8); U b ,;4+b3=0

hY

ou

L9, wy=ktBLA)+LR—1)+ S V5L A+ 4,8 )+a, (2, —1) |
(110, V= kit L)+ el )— SR LA —4) .

Nous nous proposons d’étudier le probléme suivant:
(P) Déterminer les coefficients des fonctions p;(x, 1) (i=1,2), ky, k,, a,, a, cg, c;, by,
by, by, 45 (7=1, 2, -+, m) comme fonctions d’un parametre t variant dans un domaine
U qui ne contient aucun point de £, de telle maniére que I'équation (1.3) ait un
systeme fondamental des solutions dont la monodromie associée soit indépendante
de t.
Premiérement il est claire que 4, @;, ¢, et ¢, ne dépendent pas de %

Nous emploierons dans ce qui suit des notations différents de celles de la
premiére partie ou les études ont été restreintes & I'équation différentielle,

2
(L.1D) 45—, 1z

§ 2. Reésultat.
Posons

@) O(x, y=exp(— - [ pu(x, Ddx).

Notons que la transformation

22) y=2z0(x, 1)
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raméne I'équation (1.3) & une équation de la forme

ERE L2 —px, 1)2
telle que
(2:3) %, D= = Palt, D by, Db ).

En tenant compte de (1.4) et (1.6), on peut écrire -
24 plx, =k+BL(0)+ B Lx—0+ 2 B,L(x—2y)

F (@) +auf (1) + 5 Sepflr—2),
(2.5) BotBit2inB;=0,

ot les coefficients sont déterminds par le tableau suivant:

Tableau T fo=-5-clba— L0+ DeplA) —by

Bi= ‘%’Q(kx‘FCOC(D+Z<j>C('zj—l‘>)—bt

Bi=—- *(k +el(2)+¢L2—0)— 28 LA—4)) —b;

5 Ct Z(;)(C(’z H? XJ(/}:j_’t»

2
1
5
— L sy =)+
4 [ (7 J 4
1
4
l

coce(E@)*—

B CA—2)"—(,—2)) .

£()

339

Clest claire que I'équation (1.11) ainsi obtenue satisfait a I'hypothése (H.I). Dans

ce cas, elle se réduit aux relations

(1.8); k4Bl (A)+B LA+ ZF BL(A—4)

a2+ a0+ - SR 0~ 2)—Bi=

0,

(=L 2, ,m).

Maintenant, nous pouvons énoncer le théoréme:
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THEOREME 1. Pour que 'équation (1.3) ait un systeme fondamental des solu-
tions dont la monodromie associée soit indépendante de t, il faut et il suffit que
les deux conditions suivantes soient établies:

(i) Uéquation (1.11) que lon obtient & partir de I'équation (1.3) par la transforma-
tion (2.2) possede un systeme fondamental des solutions dont la monodromie associée
est indépendante de t;

() les fonctions k), 2,(t) (j=1, 2, ---, m) satisfont aux équations différentielles,

dk,
(2-6) dl‘l— —V,
2
2.7 2(;)‘%{* =0

Il est visible que l'équation (1.3) contient 6+m paramétres indépendants.
Par ailleurs, 'ensemble de toutes monodromies d’équations du type (1.3) est
muni d’une structure d’une variété analytique complexe de dimension complexe
neuf. Alors il faut que on se donne a I'équation (1.3) au moins trois points
singuliers apparents pour que cette équation posséde la monodromie donnée de
fagon générale. En effet, nous obtiendrons le

7

THEOREME 2. Supposons que m=2. Si l'équation (1.3) a un systeme fonda-
mental des solutions dont la monodromie associée est indépendante de t, alors elle
est nécessaivement réductible.

En outre, pour le cas ol m=3, nous obtenons un résultat parail 3 celui de
la premiére partie de ce mémoire. Nous I'dtudierons en détail plus loin.

§ 3. Démonstration du théoréme 1.

Nous dirons qu'une fonction f{(x, f) est uniforme lorsquelle est méromorphe
sur Cx U, ayant deux périodes 2w, et 2w, par rapport a x:

Fx 2w, H=f(x, 1) (h=1,3).

Les fonctions p.(x, ) (i=1, 2) sont uniformes sur CX U, si les fonctions £,(8), &,(t),
bo(®), b.(B), b; (@), 4,(5) (j=1,2, .-+, m) sont holomorphes dans U.

Rappelons d’abord le résultat donné dans la section 3 de la premidre partie.
11 dit ceci:

PROPOSITION 3.1. Supposons que la fonction p(x, 1) soit uniforme sur CxU.
Alors pour que 'équation
d*z

(1.11) G =P, Dz

ait un systeme fondamental des solutions dont la monodromie associée soit indé-
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pendante de t, il faut et il suffit qu'il existe une fonction A(x,1t), uniforme sur
Cx U, satisfaisant & l'équation différentielle

(3.1) %37—41)( ) ax ~2J’< HA+2-22 % .

En outre, nous pourrons montrer pour l'équation

(1.3) “ i, i) +z-’72(x Hy=0

te résultat suivant:

PROPOSITION 3.2. Supposons que les fonctions p,(x,t) soient uniformes sur
CxU. Alors l'équation (1.3) a un systeme fondamental des solutions dont la mono-
dromie associée est indépendante de t, si et seulement s'il existe deux fonctions
Ax, D), A(x, ©), uniformes sur CxX U, telles que

2
(32) 224 Tl = 0 (p(x 00a) L (11,
(3.3) DA apyn, e 2% (o a2 %

ax?

=i, (S A Do, DA+ s (z,0).

Ce résultat comprend la proposition 3.1. En effet, on obtient, en ¢liminant
A, dans (3.2) et (3.3), ’dquation différentielle

3.1y aaA2 _4p(x, aA ap< B A, +2 D (x, =0,
telle que
(3.4) §, D= —py(x, Db, 2 (1)

Nous remarquons que cette relation (3.4) n'est rien autre que (2.3).
Maintenant, on suppose qu’il existe une solution de I'’équation différentielle
(3.1, Ay(x, 1), uniforme sur CxU. Posons

U(x, )= J'af%

D'une part, on peut déduire de (3.2)

Ve, H=pulx, D ALx, D245, B2 (5,1

Alors le systéme des équations différentielles (3.2) et (3.3) a une solution
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(Ai(x, 1), A(x, D)) dont chaque élément est une fonction uniforme sur Cx U, si et
seulement si ¥(x, ) est uniforme sur Cx U. D’autre part, en tenant compte de
(14) on obtient

apl = f(x—t)— Zm d/?] Plx— j>+ ngl »

donc

U(x, H=—cl(x—t)+ Zep-T L= 1)+ Ly

II en résulte que

dk,
(2.6) dtl =0,
dA;
@7 Sor-S=c,.

Cela établit le théoréme.

COROLLAIRE. Soit Y(x, ) un systeme fondamenial des solutions de (1.3) dont
la monodromie associée est indépendante de t. Alors celle du systeme fondamental
des solutions de (1.11)

B(x, )=Y(x, ) D(x, 1)
est aussi indépendante de 1.

PREUVE. Nous pouvons vérifier que @(x, {) satisfait aux identités suivantes ;

@ (x+2wy, )=e, (HP(x, 1) (h=1,3),

en(t)=exp(—kiwp +L(wn) (e, 1= 545)) .

Une condition nécessaire et suffisante pour que e,(#) soit indépendante de ¢ est
donnée par

dk1

wh+C(wh)<62 >y dZ;) 0 (h=1,3).

Ces équations sont €quivalentes a (2.6) et (27) en raison de la relation de
Legendre:

@, L(wy)~— wsC(O)J“"‘T vV=1r.

§4. Systéme d’équations différentielles.
On se donne une proposition suivante:

PropPOSITION 4.1. A,(x, {) posséde les propriéiés suivantes:
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@)  x=0 (mod Q) est un zéro de degré au moins un,
(i)  Ax, 1) est holomorphe & x=t (mod ),
(iii) chaque x=2; (mod ) doit étre un pole de degré un.

Ce résultat a été donné dans la premiére partie pour 'équation (1.11). La
méme preuve s’applique, avec une légére modification, au cas qui nous occupe.
Posons d’aprés la proposition 4.1

(4.1) Ay(x, )=L+2;,M;{(x—2;),
olt
4.2) S M=0.

Si m=0 ou 1, A,(x, 1) n'est pas dépendante de x. Alors nous supposons que 7
soit supérieur ou égal & deux.

Nous allons d’abord dériver un systéme des équations différentielles pour
les coefficients de p(x, 1), &, Bo, Be By 45 (j=1,2, -+, m) et ensuite le récrire en
un systéme concernant by, b, b;, ;, au moyen du tableau I. Pour cela, on porte
(2.4) et (4.1) dans I'équation (3.1) et fait des calculs d'une méme maniére que
ceux de la premiére partie. Aprés des calculs attentifs, on obtient

(4-3) L"—Z(j)MjC<2j):0 »
(4-4> L"EcpMjC(Zj_t):_l,
450, Dy 28,M,+ L+ 2% ML, —~2)=0,

des coefficients de #/(x), ¢’ (x—1), £’ (x—2;),
(460 B B +BL(— D+ 26 BLA— )
P () F @l 1)+ S (2 A)— =0,

des coefficients de #(x—1,),

(A7) s By S M 02— By M (25)=0,
48) D 8 M)~ B My (2 —1)=0,
9, BB B~ BMA 1)+ S (8, M~ BM PR, 2

g M (2,) + o My (2;—1) +% ZF (M;+ Mg’ (4;—2)=0,

des coefficients de {(x), {(x—1), {(x—2,) et enfin
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(4.10) B M (PRI + -9 (R))
+8:2»M; (5’(11' —H L4~ + ‘%‘ O f))

— 5By ZR M9~ 2L B= )+ Ry — 2))

— o S MAP (ANL(2)+28(2,)%)
—a, XpM; (02— HL(A;— D +20(2,—1)*)

- -2— ZipM; ZB @7 (A;—2)0A;—2)+28(2,—2.)%) .

Les relations (4.6); ne sont pas autres que (1.8);. De plus, nous pourrons
vérifier que les premiers membres de (4.6); et

(25) ﬁo+ﬁz+2<1>ﬁj20

seront les integrales premiéres des équations (4.5);,, (4.7), (4.8), (4.9); et (4.10).
Toutes les équations données ci-dessus sont compatibles parmi elles.
En tenant compte du tableau I, on obtient

dZ,

4.11); . =2M b+ M (koA +c.L(4;— 1) — 2 (M;+M)L(A;—4)— L,

4 partir des équations (4.6); et

4.12) D S M (bycob )P(2) —ay By M (2)=0,
(4.13) D 3 Mot b )P, Sep M (2~ )=0,
@), Lt e )M (bt )M e )

236 (M;+M)(b;—b)§(2;—A) +aM,§' (2;) +a.§'(2,—1)=0

a partir de (4.7), (4.8), (4.9),.
En outre, nous avons deux équations différentielles.

dk,
(2.6) 51 =0,

d2;
<2'7> Z(J) dt =Cy,
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et les relations (1.8); qui sont équivalentes a I'hypothése (H.I). Nous montrons
que

PROPOSITION 4.2. L’équation différentielle (2.7) est compatible avec le systeme
obtenu ci-dessus, si el seulement si

@.15) s Mb,=0.
PREUVE. Posons d’abord
F=C—=0—L)+L0),
Fu=CQ—=2)—L(A)+L(4) .
En tenant compte de (4.3) et
(1.5) CoFe,=m,
on obtient a partir de (4.11);
@10 G20 Myt M, 4 S (Mt M) f =My Eal R — L)
dont on déduit
(4.16) E(j)*%,}j* =2ZpMbsteZpM; /.
D’ailleurs, on obtient a partir de (4.3) et (44)
(4.17) ZpM;fi=1,

de sorte que (4.16) se réduit d’aprés (2.7) a (4.15).
Cette proposition nous donne une relation que les coefficients M; de la fonc-
tion A4,(x,t) doivent remplir.

§5. Démonstration du théoréme 2.

Lorsque m=2, on obtient & partir de (4.2) et (4.5

1
M=—F——F =—M,.
=75 M=mM
En outre, nous avons d’aprés (4.15) la relation
—Mby=M,b,,

qui se réduit a
b,=b,.
Posons
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b=0b,=b,.

D’une part, les équations (4.14); s'écrivent

B (bt D) M0 () + (bt )M — )+ a, M9 () +a Mg (A1)

pour j=1, 2, de sorte que 'on obtient
(6.1 (Bo+-cob) (P (A1) 4§ () +-(b, .} (P(A,— D +§(2,—1))
— @ (§"(A)+§(A)) —a. (9" (2 — 1) +§'(2,—1))=0.
D’autre part, on déduit de (1.8); la relation
(=) +b(v,—vy)=0.

En portant (1.9);, (1.10); dans cette relation, on obtient

(bo+¢o0)(E(2) —L(4A2) (e +:D) (LA — D) —L(2,—1)

Fao(#(A)— () +a, (4 —)—$(2,—1)=0.

Il vient ensuite

(5.2 bytcibFay (M P(2) +MoP(2:)) +a (M P (A, — 1)+ M (A, —1)=0,
car

(5.3 b0+cob+bt+c¢b:b0+bt+2b:6.
On déduit de (5.1) et (5.2) la relation
G ao($/(A0)+§7(2) + N(Mi#(2;) + Mo (2:))
+a,(F" (A= +§'(2— 1)+ N(M,# (A, — 1)+ M, (2,—1)) =0,

N=¢(2,—1)—#(A)+ A~ 1)—F ) .

En tenant compte des identités
N=(fi—)(i—fo—20(4—2.) ,
P40+ 8" (2) =2(£(2) — (%)) 1z,

#4040 (= O)=2 (A=) — (2 — N2 —22) —L(A4—1) -+ (1)),
qui sont aisément vérifiées, nous avons
(A8 () -+ N(My P (A1) + Mo (A0) = (f1— ) (A —£(22)
$/(A— )+ (A=) +NM (A — )+ M, (2, — ) =(f1— ) (A, —D—£(2,—1)) .
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Alors (5.4) s'écrit
a(P(A)— )+ a,(P(A— ) —§F(2—1)=0.
Cette relation peut 8tre établie si et seulement si
ao=a,=0.
Maintenant, (5.1) et (5.2) montrent
byt cob=0b,4¢;b=0,

de sorte que l'on obtient
dby _ db, _ db _g
dt — dt T dr T 7?

Bybbk+52=0,

d’aprés (4.12), (4.13), (4.14);, (1.8);. Les paramétres, ki, k,, by, b, et b, sont
indépendants de .
Finalement, nous obtenons

Da(x, H=—b(b~+kyF L)t el — ) —L{x—A)—L(x—25))
=—b(b+pix, 1),

de sorte que l'équation (1.3) s'écrit

d%y
dx?

a2 b+ pulx, D)y=0,
ou bien également

(o1 Y-,

Cela établit le théoréme.

§6. Etudes du eas ou m=3.

Dans cette section, nous allons étudier en détail le cas od m=3. Notons
d’abord que les coefficients de A,(x, 1), M;, s'écrivent d’aprés (4.2) et (4.5) dans
la forme suivante:

6.1) My=np—f;) (=123,
ol ¢ désigne le nouveau paramétre et que

=TT »
ny=1IHm;,

® JI¥ désigne le produit pour / variant de 1 & 3 sauf /=j.



368 Kazuo OxamoTo

1 . .
771]1:7? (]y l’:ly 27 3) ]:#D .

Supposons dans la suite que l'équation (1.3) ne soit pas réductible. Cette
hypothése signifie qu’il existe au moins deux indices, 7, (j#I), tels que

En effet, nous montrons la

PROPOSITION 6.1. Supposons que les coefficients des fonciions p,(x, 1) (i=1,2)
satisfassent comme fonctions de ft,

by=b,=0,,

en plus du systeme donnés dans la section 4. Alors, léquation (1.3) est nécessaire-
ment réductible.

PrREUVE. Posons
' b=b,=b,=b,.

En l'occurence, (1.8); g'écrivent
kz+bk1+b2+(bo+Cob)C(lj)+(b;+ccb)C(1j—l‘)+aoX’(lj>+azX”(1rl‘>:0 .
Il vient ensuite

Ry +-bley b+ (b, 4. 0)(f;— L) +a (A7) +a e (A;—H=0,
car

byt cob+b,4-¢,b=by+b,+3b=0.
On déduit de ces relations la relation,
E(j)nj(k2+bk2+b2)+(bt+ctb)z:(j)71j<fj’_(:<t))

o XA a2, —6)=0,
qui se réduit a
Qo 28250 a, 20 n 04— D=0,
car
2inn;=0, Zmnjfj:()-
Il en résulte que
ay=a,=0,
et par suite on obtient
byFcob=b,4-c,b=0,

db, ﬁﬁg_ﬁ_o
dt — dt T dt T

ky+ bk -H0°=0.
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La proposition est établie d’une méme maniére que la preuve du théoréme 2.
Supposons, par exemple, que

b, (1) #b,(1) .
On déduit de (1.8); la relation
(u1_uz)"f"bﬂh_bzvz‘!‘b%_bgzo s

qui ne contient pas k,. En différentiant cette relation par rapport 4 ¢ et en
utilisant (4.11);, (4.12), (4.13), (4.14),, nous obtenons I'équation différentielle

A ML — 2= 2 s+ b+ )

(01— bs)
F (=2 — (2 — 2)) (U020, +03)
(R 20— (A= 20)) (us+byv, +53)]
HA—FDZpb,M=0.

En tenant compte de (1.8);, (4.15), on déduit de cette dquation

db,
(2.6) g =0.

Alors, nous avons la proposition suivante :

ProprosiTION 6.2. L'équation (2.6) est compatible avec le systeme donné dans
la section 4.

Nous allons dériver le systéme des équations différentielles pour A; et p.
Récrivons d’abord (1.8); dans la forme suivante:

6.2), Byt bk b3+ B4 L,=0,

hY

ou
szaoi(’(lj)JrazX’(ij—f) ’

Li=(b,+cb)(f;—C@0)—ZHb;—b)(F—L(4)) .
Calculons
Z(j)Mj(k2+bjk1+b3'+Bj+Lj>:O .

En tenant compte de (4.2), (4.11)}, (4.15), (4.17), on obtient

1 1 /da N, 1 1 ,
6.3) b‘:_TZ(”W;( dtJ ) T 2 i, (Fs4-M;F)

ot

+7klct_z(j)1\/Iij s
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et ensuite
Z 2
(64) 2(;) A/[ < d ! _1> —%E(j)‘T‘}[‘j“U?j‘f‘A{jF—DZ
+ —%—klco+2(j>lllj3j s
ot

Fj:cle_{_ZE{)) 1Mj+ML>sz s
F=c,L({t)—2 {4 .
Par ailleurs, nous avons d’aprés (4.11);

~ 1 dy 1 g lp 1
(65); C bmeyy ma Tt P ke

Portons (6.3), (64), (65); dans I'dquation différentielle (4.14);. Alors nous
aurons un systéme des équations différentielles pour 2;, ¢. Pour écrire ce systéme,
utilisons quelques notations auxiliaires:

E;=§A—0—84y) ,
Ep=¢;—2)—¢@y)  (G=1,2,3),
Xi=my+my,, Xo=May+1y,, Xy=my -+, ,
YVi=fut+fu, Ye=lutfu, Yi=futfu,
N1, Mg Mgy,
Ci=aM;9"(2)+a, M9 (2;—1) .
En tenant compte des relations que 'on peut déduire de (6.1),

A L M gL e

dt

=(M; ZEmu+n)E;

—(M; 3 fm; 1+ )P4, —H)+M; SHmuel—10,

nous obtenons le systéme suivant:

1 d*A; 1 dA;
T R R =

g - S (M, — b,
. Al M, N
“711\7;7<7” ) S (g B ?1/ Ex) 4
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di; ;
gy g DM Gy 1)~ M=)

1 dA
gy VD XEG 4o Yy DX @)

1 F;
"TMJEJ(Z(D-A}TFL‘FZC;TJ; —4 E(DMLB,>+C]-

1 n( Fi F
~ 5 M8 28 (- —31)

e ; F; F
o DM+ M) $2, =) (- =) =0,

M=n;(u—1y).
Ces équations différentielles (EQ); et I"équation

dA;
2.7 E(j) _a‘;‘ =

constituent le systéme des équations différentielles pour A;, g

Solent 4;=2;(8), p=p() un systéme des solutions, holomorphes dans un
certain domaine /. Chaque solution contient “neuf” paramétres; en effet, trois
constantes, 4, @;, ¢, et six parameétres correspondant aux conditions initiales,

At =45, plty) =", %’%L(z‘o) =Y pA%=c;). Nous pouvons déterminer les

fonctions by(f), b(1), b;(t) par (6.3), (6.4), (6.5); et ensuite ky(?), k() par (6.2);.
La fonction k,{t) ainsi obtenue n'est pas dépendante de ¢, comme nous 'avons
montré plus haat. Ces fonctions ky, £,(%), b,(8), b,(1), b;(), 2;(f) et les constantes
ay, 3, Co, ¢; définissent une équation du type (1.3) qui satisfait aux hypothéses
(H.D), (H.ID). Cette équation posséde un systéme fondamental des solutions dont
la monodromie associée est indépendante de f. Alors nous arrivons au

THEOREME 3. Pour qu'il existe les fonctions ky(t), k(¥), bo(), bi(D), b;(8), A,(t)
(j=1, 2, 3), holomorphes dans un domaine U contenant aucun point de L2, telles
que 'équation différentielle du type fuchsien (1.3) ait un systeéme fondamenial des
solutions dont la monodromie associée soit indépendante de t, il faut et il suffit
que les trois conditions suivantes soient établies:

(D) 1l existe la fonction p(t) telle que 2;(t), p(t) soient les solutions holomor-
phes des équations différentielles (EQ);, (2.7),

D 2D, b,(®), b.(2), b;(t) soient les fonctions rationnelles de ‘g}j dont les

coefficients soient les fonctions méromorphes de t, 2;, p,
(II1) &, soit indépendante de t.
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Pour le cas ol 7 est supérieur A trois, les études nécessiterons des calculs
beaucoup plus compligués.

(Regu le 24 décembre 1976)
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