Les équations aux différences linéaires et
les intégrales des fonctions multiformes

par Kazuhiko AOMOTO

0. Introduction

1l est bien connu depuis Gauss que la fonetion hypergéométrique Fla, 8,7; %)
satisfait aux équations de récurrence suivantes:

0.1)  Fla,87;2)=Fla, +1, v+ o)—aly—Brir+1)-2-Fla+1, 8+1, 74+ 2; 2)
0.2 Fla,8,7:2)=Fla+1, 8, r+1; 2)=Blr—a)r(y+1)-5- Fla+1, 841, r+2; 2.

Moyennant ces formules on a le développement en fraction continue du quotient:

ar|, ax|.

ol @z = —(3+ ) (r—a+v)/{r+20-1)(r+2v) et apn=—(a+v)(r—5+v)/(7+2) (7 +2u+1).
Ce fait a été étendu par G.D. Birkhoff aux équations aux difféerences linéaires
d’ordre supérieur. Dans cet article on a pour but de I’étendre au cas de plusieurs
variables. Dans le premier et le second paragraphes on énonce le théoréme
d’existence (Théoréme 1.2) de la solution des équations aux différences partielles
qui est caracterisée par un comportement asymptotique 4 une direction générique
et propose le ‘Probléme de connexion’ (Théoréme 2.1) que G.D. Birkhoff appelle
‘Probléme de monodromie’ (voir [5] et {12]). Dans les 3-iéme et 4-iéme paragraphe
on démontre un théoréme d’évanouissement (Théoréme 4.2) des hypercohomologies
associées 4 Dintégrale:

0.4) ¢m:5ﬂnmhnphw

ot P; (1<5<m) désignent polyndmes et ¢ désigne une forme rationnelle de degré
différent de la dimension de I’espace envisagé. Ce fait a été énoncé et démontré
en gros dans mon article précédent (voir [1] et [2]). La méthode ici est purement
algébrique. Dans les 5-iéme et 6-iéme on donne une méthode pratique pour déduire
les équations aux différences partielles de (0.4) qui est une simple consequence de
la finitude des hypereohomologies (Théorémes 5.1 et 5.2). LA on utilise essentiellement
la déeomposition en fraction partielle d’une fonetion rationnelle. Ces équations
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peuvent 8tre regardées comme une généralisation du second théoréme dans Particle
de I. H. Bernstein (voir [4] p. 27). Dans le dernier paragraphe on donne des exemples
ou P, sont tous linéaires ou quadratiques. Une partie des résultats de ce paragraphe
est lide 3 celui obtenu par T. Kimura et A. Hattori [10].

L’auteur est reconnaissant d’avoir discuté I'aspect topologique du probléme avec
Prof. M. Kato et A. Hattori. Prof. T. Kimura m’a communiqué des résultats clas-
siques concernant équations aux différences linéaires. Dr. K. Saito m’indiqué le
‘Lemme de de Rham’ sur un anneau de Cohen-Macaulay qui simplifie les hypothéses
originales de P'auteur (voir (F.3.1) et (H.3.2)). L’auteur aussi voudrait sa gratitude
au rapporteur qui lui a bien donné de bons conseils.

Tahle des matiéres.

0. Introduction, 1. Théoréme d’existence, 2. Probléme de de connexion,
3. Préliminaires relatives aux hypercohomologies de de Rham, 4. Evanouissement
des hypercohomologies, Structure des H"(M, §) et H*(M, QRC(4), 5. Equations
aux différences linéaires, 6. Exemples.

1. Théoréme d’existence

Soit E={e;, (1£1<m)} une base du réseau entier Z™ dans C™. Solent A4;(x)
(1=i<m) fonetions rationnelles de x dans C™ 4 valeurs dans GL(N, C) a-savoir
A; ¢ GL(N, C(z)). On considére dans la suite une équation aux différences partielles

par rapport 4 une fonection matricielle @(z) de la forme suivante:

1.1 Plr+e)=Ail@) - O(x)

pour 1<i<<m. Supposons que les matrices A,(») satisfassent 4 la condition de
eompatibilité:

(1.2) Ajlete) Adx)=A{r+e;) - Ajlx)

pour 14, 55m telles qu’elles définissent de fagon naturelle un cocycle de la co-
homologie HYZ™, GL(N, C(z)}). On désigne par (x,, 2., ---, 2,) les coordonnées de
C™ par rapport 4 la base E et par 2’ les coordonnées (2., ---, z,). Supposons que

(H.LL1) Ay (1g1sm) atent les expanstons de Laurent en x,==co, 2’/ étant fizé,
de la forme suivante:

(1.3) Ay =A" (@) ali+ AN @) 2l

on A (2') désignent fonctions rationnelles de z' et que dans un voisinage CU/
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d’un point £ dans C™! elles satisfassent aux suivantes:
i) Les déterminants det 4°(x') (1<i<m) sont différents de zéro.
i) A% 2=<i<m) ne dépendent pas de x’ donc sont égales auwz constantes
O yespectivement. Celles-ci sont toutes diagonalisables.
iil) Les valeurs propres p;(a’), ---, pxla’) de la matrice A" (x’) sont toutes dif-
Sférentes les unes des autres.

Alors on a le

THEOREME 1.1. A Phypothése (H.1.1) il existe une suite formelle de Laurent
S{a):
(1.4) Slr) =14 S ")z, + S (@) /2t + - -

on SU () (12j< ) désignent des matrices rationnelles de x’ telles que les matvices
Biz)=S(x+e) - A:(x)- S(z) aient les suites formelles suivantes:

Bz)=a2- (A" () + A" @)z et
(1.5)

Biz)=al- (A" + B (@) /x,+ B ()2l + - )
pour 122. Ici A" (x’) se montre indépendante de o’ qu’on désignera par Al”. De
plus AP (@) s'éerit de la forme A"+ 3 px,A0, on AL désigne une constante.
1
B®(2) désignent fonctions rationnelles de 2’. Enfin A, A" et BP () (b1

et 1>2) sont commutatives avec A" et donc diagonalisables au méme temps que
AL, Elles sont déterminées d la maniére unique.

COROLLAIRE, L’équation (1.1) a une solution formelle de la forme suivanie:
(1.6) T(x)= S(x) - I' () I (my + (AL) - AV + 3 m)-exp (3w log AY)
ou I'(x,) désigne la fonction gamma. La suile S(z) est uniquement délerminée
par un certain nombre k de ses premiers termes.

DEMONSTRATION DE THEOREME 1.1. Ier étape. En vue de (1.3) les relations
(1.7) Aiz+e) Alz)=A(x+e) Ai)
impliquent A®-A"(@)=A®(2'+e,)-A". Par consequent A{”(z’) ne dépend pas de
z’, AV(@)=A, vu que A sont diagonalisables et Ai”(z’) est rationnelle. D’od
il vient A" AP =A".4P.

2iéme étape. Par la méthode de G.D. Birkhoff dans le cas d’une variable
(voir [5) p.480) on peut trouver une suite formelle de Laurent S(z) de la forme
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(1.4) telle que les matrices A,(z)=S(z+e)7' Aix) Slx) aient les expressions de
(15) ot AP(z)=A", A" A (@)=A{"(2) A et A AP=AP-AP pour i22.
Par ’hypothése de A", A{"(z’) aussi commute avec A{”. En comparant les termes
de z**"! de (1.T) on obtient

(1.8 APE) AP+ ALY AP @)+ AR AP = AP (@ te) AV F AT A ()
Autrement dit,
(1.9 (A", AV (@)=~ A" (@ +e) + AP (@) - A+ A - A

Or A est diagonalisable et le second membre commute avee A{”, d’ol il vient
[A®, AP (x")}==0. Par consequent on a A{"(z'+e)— AP (@) =pA". Donc Ai"(z)

g’éerit de la forme:
{1.10) (= )=(Z pyx,) - AP+ A

ol A{" désigne une matrice constante.
Sieme étape. En comparaison des termes de z**7" de (1.7) on obtient les
relations
(L11) (v~ 1AL V(@) AP = AP (@) {(— 1) 240 () + (- 1) A+
+A£u—r)(x,) {(_‘1), (V 7, ) A(o) ( ),._IH(_I{:T, 7‘-—1) {1)(:1:,)} + .
r! !

e e C0)

i (52) &) _ o
+(1)m WAL @) +(—v+2) AP} +
FALE) (=1 AR @)+ (~1 AP+
(1A @A+ AT AL @)+ (v DA+

AP~ AL @)+ (1 AP @I e (4) 40

Iei (v, r) désigne v(v+1) -+« (v+r—1).
Moyennant (1.11) on peut preuver par récurrence sur v que A" commute avee
A’(a’). On peut aussi vérifier que 4™ (z') (v=1) sont déterminées 3 la maniére
unique. Théoréme 1.1 est ainsi démontré.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE. Il est aisé de voir que la matrice T{(z) de
(1.6) satisfait a (1.1),



Equations aux différences linéaires 275

Ceci étant soient S;{x) et U,(x) les fonctions rationnelles définies respectivement
comme suit:

(1.12) Six)=1+ SV @) fa,+ -+ +S@(")at,
(L13)  Ay2) Si(z)= Sz +ey) - (A" + (A" Y p5%5+ AL o+ Uala) 2+
On désigne par T,(x) la suite tronquée de T(x) comme suit:
(114 Tufe)=S,la)- T N+ (AP AP+ 3 ) -exp (3 o, log A,
alors Ty(z+ey)™'-A,(z)- Tylz) s’éerit de la forme 14 5,(z)/zi*" ot &,(x) désigne
(1.15) T (@A T4 (AP AP+ 3 ) (AT U

X AP +HAPT AP+ 5 )

Soient 1, (1<r<m) les représentations linéaires du groupe GL{N,C) dans
GL(( N) > définies moyennant les tenseurs alternatifs de degré » sur C™ (on
identifie 2, avee la représentation donnée). Alors la raisonnement précédente aussi
s’applique 3 la famille des matrices (2.(A:(z)) (1Li<m).

Supposons dans la suite que A{” ainsi que A{" soient diagonales: A=
Diag (g, ---, pn] et A{"=Diag[o,, - -, oy] telles que on ait |p,|2]psl= -+ =|ox]|>
0. On désigne par £ le domaine défini par

(1.16)  Q(M, My, d): |Uslz—e ) <M,
l exp {(— 5-:: w5 — (A7) A) - log (z/(2,—1)HI<M, et Reax, <0,
ou || X|| désigne le maximum des valeurs absolues des éléments d’une matrice X, M;

étant constantes.
Choisissons un nombre naturel d tel que

(1.17) d= Max Max Re

isr<m -'1< <ir

{ 0102 Oy Giy0ip - 05, +2}

P10z **° Oy PiPiy " Pi,

ou les indices (i, 1 i, +-+,1,) parcourent toutes les indices telles que 1<t < e <L
Dans cette situation on a le théoréme d’existence suivant d’aprés la méthode de

G. D. Birkhoft:

THEOREME 1.2. A Dhypothése (H.1.1) il existe une et une seule solution @(z)
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de (1.1) @& valeurs dans GL(N, C) qui est méromorphe dans C™, ayant la formule
asymptotique (1.6) dans Q.

Soient & et Jl le sous-groupe triangulaire supérieur et celui unipotent maximal
dans G vespectivement. Alors on a, d’aprés G. D. Birkhoff

{(1.18) O(z) mod J] = lim A,(2) - - A,(x—ve,)- Tylx—ve,) mod ]
et
(1.19) O(x) mod P=lim A,(x) - - - A,(z—ve,) mod B

respectivement. (1.19) n’est autre chose qu’une généralisation de développement
en fraction continue & valeurs dans la variété en drapeau GL(N, C)/.B.

DEMONSTRATION DE THEOREME 1.2, D’aprés G. D. Birkhoff il existe une et
une seule solution @(z) de ’équation

{1.20) Plr+e)=A,(z)-Olz)

qui a la formule asymptotique (1.6) pour Re x,—~—oo (voir [5) p. 497). D’autre part
Aj(x)"'-Px+e;) aussi satisfait 4 la méme condition que @(z) en vue de (1.2), d’ou
Aj(2)7-Ple+e;)=@(x) par unicité,

2. Probléme de connexion

La solution unique du Théoréme 1.2 est caractérisée par une formule asympto-
tique & la direction @,—co. On Pappellera ‘solution a la direction de axe w,’.
Par une transformation unimodulaire des coordonnées on peut aussi considerer la
solution & la direction d’une autre droite L, I'image de I'axe z, par cette transfor-
mation. On la désignera par @.(2).

Supposons qu’il existent deux solutions @, et ., aux directions L, et L, réspec-
tivement. Alors la matrice Pp ;,(x) définie par

2.1) O, (@)= Py 1(x) -, (x)
satisfait a4 ’équation:
(2.2) Prr(vte)=P,le) (1£igm).

On appelle cette matrice ‘matrice de connexion entre L, et L,’. Soit L, le z,-axe
des coordonnées (xy, Tz, -+ -, x,) et L, une droite transformée de L, par une trans-
formation ¢ € GL(m, Z). Soient (y, ¥, + - -, ¥a) des coordonnées telles que T=0-Y:
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2.3) r= Lo (1igm).

Alors @o -y) satisfait & ’équation
(2.4) o -(y+e))=Plo-y+o-e)=AF y)0lo -y)
ou Af(y) désigne la fonction rationnelle de la forme suivante:

A:k: ﬁ Am(g'(y+ez)~”em) ﬁ Am—-l(”'(y"‘"ei)“‘smiem“vea) et

1<y 1€o€im—1,i

ﬁ Ao -y+Eue—ve)

1€0€8

o on utilise la notation IT _H{x+{(v—1)v) représentant le produit

H{(z)-Hz4+v) -+« Hz+(j—1)v)

pour un vecteur v. Réciproquement A,{z) (1<i<m) s’exprime de la méme maniére
moyennent A (oc~'-z). Le lemme suivant est immmédiat.

LEMME 2.1. Supposons que les deux directions L, et L, satisfassent & (H.1.1)
par rapport auz coordonnées (x) el (y) réspectivement. Alors on a pour y,—co,
%;z;e;-‘ %00\ €] 0\ E5 * (08
2.7 Aoy~ (AT (AF T (AR
et pour x,—>"co

S pE
gk

(2.8) A¥(o~t g)~z, A4 (AP (AL

si A¥y)=AFOYS+ AXO W oo, ok la matrice (8X) (1<i, j<m) désigne
Pinverse de o.

D’autre part si 'on prend les deux L, et L, génériques telles que A;(o-y) est
de degré maximal g;, alors le lemme précédent implique la relation

m

5
@lo-y) a la formule asymptotique suivante dans ¢~1-2
(2.10) O(o -y)~{1+ SV @)z + - + SO @)z} .

D’aprés le Théoréme 1.2, @(o-y) a la méme formule asymptotique suivante pour
Y=o et x,— oo dans ¢71-Q:
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@211 Oy le-yi~1+8T @)z + - +89(a')xi}

m kil m . m .
1 YV 2%y . ; Y
Lénsvy T SH;

(Eu+ é §Yiln) W

S A .
PRS¥LS

X(AiO))l (AE‘O))

moyennant (2.9) ot S9(z') (1<j) désignent fonctions rationnelles analogues aux
S (x’). Par consequent si |y;/yl (255<m) sont bornées, alors la fonetion Dy (2)-
@,,(x)"! g'acroit au plus exponentiellement, car les deux asymptotes ont la méme

gﬂ‘»vj

facteur y,(2 ’ ) . Vu que le domaine ci-dessus est invariant par les déplacements
z—u+e; (15i5m), et que @ () @ ()" est une fonetion univoque de exp (27 —1z;)
{1=7<m), on conclut qu’'elle est rationelle par rapport 4 exp {27+ —1z,). On arrive

ainsi au

THEOREME 2.1. 8 L, et L; sont choisies de sorte qu’

i) elles satisfassent & (H.1.1).

il) A=) est de degré p., et A¥(y) est de degré p¥.

iii) ™20 2 contient un domaine fondamental du groupe de déplacement Z™
dans C™,

iv) |y;hnl y sont toutes bornées pour y,—>"oco ou x,—>~co. Alors la matrice
de transition P .,(x) est fonction rationelle de exp (2zv —1x;) (1=j<m).

L’ensemble des directions L forme un espace projectif P™YQ) sur le corps
rationels Q. Soient L,, L, et L, trois points queleonques de P™(Q) ol les fone-
tions @,(x) sont définies. On a alors

{2.12) Py Prop,=Ppu, .

Réciproquement a la maniére analogue au cas d’une variable supposons qu’on se
donne une famille des matrices rationnelles de exp(2r+/ —1z,) telles que I'on ait
(2.12). On peut poser la question suivante:

Probléme de connexton. Est ce qu'il existe un coeycle A;(x) de HY(Z, GL{N, C(x))
tel que Pon ait (2.1)7 Y a-t-il une méthode effective déterminant les matrices P,
quand on se donne les matrices {A(x)}?

Dans le cas ol N est égal 4 un, M. Sato a déterminé complétement la strue-
ture de H'(Z, GL(1, C{x))) (voir [15]). Dans ce cas la solution de (1.1) est toujours
réalisé moyennant la fonction gamma. On calculera matrices de connexion dans
un autre exemple (voir (6, 15)).
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3. Préliminaires relatives aux hypercohomologies de de Rham

Soit P; {(1=j<m) un polynbme irreductible de degré I; et S, Vhypersurface
algébrique: Pjlx)=0 {1=j<m) dans Vespace affine C*. On désigne par S la re-

union de S;: = Q S;. Soit w la forme rationnelle de I’expression suivante:
P
3.1 w= }j:l.ZfdP,-/PﬁdR,
iz

ot 2€C™ Celle-ci donne une connexion de Gauss-Manin sur M=C"-S qui y
définit I’hypercohomologie H*(M, 2°(*S)) du complexe de de Rham Q° {*S) comme

suit (voir [7] et [8]):

3.2) ——y (%S Yo

» QFFV*S) ey

par Vig)=do+wAe ol p€2(*S). Ici 2°(*S) désigne V'ensemble des p-formes
rationnelles dont les supports polaires sont tous contenus dans S. On désigne par
07 le Clx]-module de p-formes & coéfficients polyndmiaux. On identifie 0 avee
C[z] par I'isomorphisme:

(3.3) ole 3°) — pldx, Adx, A -+ Adz, € Clz] .

On note par H(J) ou H(P) les homogénéisations canoniques d’un idéal I ou un
polyndme P respectifs par le suivant:

(3.4) H(P) =26 P/ %0, TofTo, * * -, Talo)
ot I désigne le degré de P, dans I'anneau homogéne C[z,, z].

REMARQUE 3.1, La partie commune de 2" (resp. H(Q™) et d’un idéal I (resp.
H(X)) de Ualgébre extérieure 3 = };@529 (resp. H(Q")) sur Cla] (resp. Clzo, 1)
est regardée comme un idéal dans Clz] (resp. Clz, %]} par Uidentification (3.3).

Rappelons la définition d’un idéal de Cohen-Macaulay:

DEFINITION 3.1. Le hauteur d’un idéal homogéne H(J) dans Clz,, x] est au
plus égal & la dimension homologique de H(J). On dit H(J) ‘de Cohen-Macaulay’
si ces deux entiers coincident (voir [18] p.IV-17). D’aprés la terminologie de W.
Grobner il s’appelle ‘parfait’ (voir [9] p.197).

(H.3.1) Soient Q, Qs -+, Q, v polynomes différents quelconques d’entre les P
Alors l’idéal homogéne

H<dQl/\dQ2/\ L /\de/\dxj/\dxj-i-l/\ e Adxﬁ, Qh STty Q:)

est de Cohen-Macaulay et done de hauteur s+j—r dans Clxz,, ), -+, Z,] pour rsn,
0<s<r et r+15jsn+l,
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LEMME 8.1. Soient Q, Q., -+, Q, comme au précédent. Et soit ¢<Q* La

relation

(3.5) dQNAQ:N -+ - NdQN9=0 (Q1,Qz -+, Q)
implique

(3.6) =0 (dQ,, dQy +++,dQ,, @y, -+, Q)

pour (S8=r et r+pin.

On désigne par P la partie homogéne de degré le plus haut d’un polynSme P.
Posons la condition suivante pour les polynbmes P; (1£j5m):
(H.3.2) L’idéal homogéne

A NAAGA + -+ NG Nz Adz i A -+ ATy @1, Qe -+, Q)

est de Cohen-Macaulay et dome de hauteur s+j—r dans Clz,, @, -+, 2,] pour
ran—1, r+1j<n et 05ssr.

LEMME 8.2. Soit ¢c Ov. La relation

(3-7) de/\déz/\ et /\d@,/\QDEO (@1’ Qz, Tty Qs)
implique
(3-8) SOEO (déh d-Q—Zy MY d@n @ls 62’ Tt Qn)

pour ran—1, r+psn—1 et 0<ag<r ou bien s=0 et r+ps=n.

Démonstration des deux lemmes précédents. La preuve est faite par récurrence
sur r, s, p et n en utilisant la théorie de H-idéal de déterminants de matrices (voir
[9], pp. 199-204). Actuellement ces lemmes sont formulés comme ‘Lemme de de
Rham’ sur un module de Cohen-Macaulay (voir [15]).

T'aisons les hypothéses (H.3.1) et (H.3.2) dans la suite. Alors

LEMME 8.3. Soit oc @7 (0<p=<n—1) telle que dP;A¢=0(mod P;) pour toutes
les indices 7, 1<57<m.  Alors ¢ s’éerit de la forme suivante:
p - .
(8.9) =P Py Pl X (@P /PN --- AP, [P YA0(Gy « -+ 3}

vl Jy<ee <Gy,

o ¢4, --- J,) désigne une forme de 27> et que les indices 3, j, - -+, J» Parcourent
tous les entiers tels que 1S5, < -+ < sm.

DEMONSTRATION, La preuve est faite par récurrence sur p et m en utilisant
le Lemme 8.1.
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De méme que le lemme précédent on a
LEMME 3.4. Soit o€ 0° (0<psn—2) telle que dP;Ae=0{mod P;) pour toutes

les indices 7, 1<j<m. Alors ¢ gécrit de la forme suivante:

(310) (jS:pl-pg“'P“{

e

T APy /PN - NP ) A0 -+ 5,0

P <y,

]
o

o o(ji, -+, J.) signifie la méme que ci-dessus.

Les deux lemmes précédents entrainent immédiatement les deux propositions

suivantes:

PROPOSITION 3.1. Supposons p<n—1 et que ¢ ¢ 2® satisfussent @ Vop€ @7+
pour un A de C™—Z5 o Z, désigne Uensemble des nombres enticrs positifs.
Alors ¢ s’exprime moyennant des formes ¢(ji, -+, ju) de @72 de la forme (3.9).

PROPOSITION 3.2. Supposons p<n—2 et que ¢ € * satisfassent d V,(¢) € Q7!
pour un A de C*—Z%. Alors ¢ sexprime moyennant des formes o(jy, -, 1)
de Ov* de la forme (3.10). Ici @ désigne la forme le 2,dP;|P;+dP,.

Considerons aussi le eomplexe de de Rham £7(*S)RC(2) sur le corps de fonctions
rationnelles de 2 C{Z) comme suit:

3.11) s PSRN —2> QP S)RCNL) — .

On désigne par O° le sous-complexe de £2°(*S) se composant de formes ¢ € 3° telles
que Vole)e 2. Soit ¢ Pinclusion 0 — 02°(*S). Alors en utilisant la Proposition 3.1
3 plusieurs fois on obtient aisément le

THEOREME 3.1. L’homomorphisme naturel de Uhypercohomologiec de de Rham
par Dinclusion:
(3.12) ¢ HY (M, @) — H*(M, 2" (*S))
est Lisomorphisme pourvu que A€ C*—Z7% et psn—1. De méme on a Uisomor-
phisme:

(3.13) ¢ H?(M, £ QC(2)) - HMM, 2" (*S)RC(2))

pourvy que p=n—1,

Pour obtenir les isomorphismes dans le cas ol p=n, supposons en ouire que
Pon ait
(H.3.3) [}"_—_' PP Pm{ E E dPh/JPJl/\ e /\deu/pjp/\f"n—n} .

1641 < e <iglm
Togugn ¥
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Alors on a
THEOREME 3.2, i) H™M, Q") H"(M, @ (*S)) si ic Cm—2ZT.
i) H™M, 2" QC) = H"(M, 2* (*S)QC(3)) .
Soient S; (1< j<im) les cbnes algébriques: P;(x)=0 dans €. Soit S la réunion
de S;: US,. On désigne par V la dérivée covariante V5 donnée par

H= ngdﬁj/ﬁ,wﬁo sur M=c*-§ .

On désigne par 2° le sous-module de §* se composant des formes ¢ € 27 telles que
V(g)c 27*', De méme qu’au Théoréme 3.2, en utilisant la Proposition 3.2 4 plusieurs
fois on obtient

THEOREME 3.3. On a des isomorphismes:

(3.14) HP(IE, 3°) 5 HY(E, 9" (*5)

et

(3.15) MM, 2 QC) =5 B, 2" (5 D)
st pgn—2,

Dans le cas ou p=n—1o0n a

THEOREME 3.4. On a des inclusions:

(3.16) (0) = H\(}, 3" ) — H\(}, 2 (*S)®C())
et
(3.17) (0) = H=1(J, 3 QC(3)) ~ H(H, 2" (*S)RC()) .

DEMONSTRATION,  Soit gne.@“" ou 5""@0(,2) telle que V(¢)=0. Supposons il
existent une forme ¢ de 2°*(*S) ou Q" 2(*S)®C(A) respectivement telle que
p=V(¢}). D’aprés la Proposition 3.2 et le Théoréme 3.3 il existe une autre forme
¢ de 2% ou 2**®C(2) telle que p=V(¢). C.QF.D.

Pour démontrer les Théorémes 3.1~3.3 on démontre d’abord le lemme suivant:

LeMME 3.5. Sotent ki, ks, - -, k, des entiers mon-négatifs. Soit & une forme
de 3% on pSn—1 de sorte que V(| Pi1P§2 ... Pim)e G7+1,  Alors il existe une forme
¢ de Q7 telle que (p/PY1Py2 ... Prm)~g.

DEMONSTRATION. Sans perdre la généralité on peut supposer £, >1. Le Lemme
3.3 montre que § s’exprime de fagon suivante:
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(3.18) =P, Py Pm'dpz/\‘,?’m“}‘Pﬁ’x

)

oll 3V e 07 et F €07, Dans ce cas-ld on a aisément

8 __ 1 : oo oV O
(319) Pilpéz - P;:;m zr‘kr{‘-l V( Pi;rxpgz—l . f}mul ) - Pi‘l-IP? .. P;;"‘ y

ol § désigne une forme de Q7. En répétant ce procédé jusqu’au bout on arrive a
I’assertion du Lemme 3.5 CQ.F.D.
Le lemme suivant est démontré tout & fait analogue au précédent.

LEMME 3.6. Sotent ky, k., ---, k,, des entiers non-négatifs. Soit & une forme
de Q¢ ou p<n—2 de sorte que V(@P, P,--- P,)e 0. Alors il eviste ume
forme ¢ de 0% telle que (&P, P, --- P,\~¢.

Il en va de méme pour ure forme de 3 ®C(2). Les Lemmes 3.5 et 3.6 entrainent
immeédiatement les Théorémes 3.1~3.3.

REMARQUE 3.1. En utilisant les Lemmes 8.1 et 3.2 on peut construire 3 la
maniére explicite les resolutions libres des modules 9° et £° comme suit:

0
A B
0(___904__0;3.34___0

b !
0e— ' —— g +——Fi«— 0
(3.20) ! Il l
oo 4 4
ODe— Q" e— G e— Gl e— oo —Fo 0
0
0e— B g o
g !
DD — Fp — F «—0
i } 4
(3.21) : : :
t o '
0 2 e P eGP o e— 0
} }
[ 1 I S go“l Bl — Fr T e 0
telles que
(3.22) H=F=T BT B,
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ou 7% désigne 27~ se composant des formes @i, et que les applications
pb et p% soient dennées par les Propositions 3.1 et 3.2.

On désigne par £2°(p) ou Qp(y) le sous-espace de 27 ou 97 se composant des
formes ¢ de degré polynomial au plus z—p. On désigne aussi par F2(y) le sous-
espace de &7 se composant des suites de formes {p“1"" %'}, i étant de degré
polynomial au plus —~L+p+v—p, Clz] étant un anneau gradué par rapport au
degré polynomial, 07 L @)Q"(,u) ou {r= }_, @0"(u) est un Clz}-module gradué,
olt 2%{y) ou .Qf’(u) de@xgne le sous-espace de .QP ou .0” se composant des formes ¢
de degre polynomial homogéne p—p. Alors &} aussi devient un C[x)-module gradué:

(y,,w L BFim) de sorte que Pon ait le diagramme exact suivant:

00— Q) Bilu) «— 0
!

R 4
0 Qp) 4 Folp) Filp) «— 0
i i 4
(3.23) : : :
R i l
0 < Q"2pr) = T ") e G pp) 4 o= 0
l } ! i

a

@ ) == FE ) = TN ) — -+ = Fali{p) <0
ou §7() désigne le sous-espace de J se composant des suites de formes {31 "],
@t étant de degré polynomial homogéne —L4pu+v—p. On a évidemment
Fal)=Fw)/Fon—1). Alors £ et §? sont des complexes différentiels filtrés et o7
sont des homomorphismes compatibles avec ces filtrations. En vue des diagrammes
précédents on a immédiatement

COROLLAIRE DE LA PROPOSITION 3.1. L’application pb:Fo(x) — D?(u) est sur-
jective pour 0<p<n—2.

DEMONSTRATION. Les quotients 2°(u )/.QP(,u —1) ou F(p)/Fe(e—1) sont isomor-
phes 3 !3"(/1) ou §a(p) pour p=0 respectivement. D’autre part 55 est surjective.
Par consequent pf est sussi surjective.

COROLLAIRE DU THEOREME 3.4. Supposons que H" (M, Q' (*S)) ou H"'M,
2 (*S)QC(A) sannule. Alors py~" est surjective dans (3.19) et (3.20).

DEMONSTRATION Toute forme ¢ de Q=1 géerit de la forme V(¢) ot ¢¢€ D2,

N bl

@ " étant surjective, git! est aussi surjective, C.Q.F.D.
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4. Théoréme d’évanouissement des hypercohomologies

Dans la suite on supposera que Py s’annule. Soit 5, la représentation scalaire
de 7,(M) dans C* donnée par la connexion &, soit S; le systéme local défini par
g2 sur M. Le théoréme de comparaison du a Grothendieck et Deligne {voir [7])
montre l'isomorphisme:

(4.1) H*(M, S)=H*(M, 2 (*3)) .

Faisons I'hypothése suivante:
(H.4.1) H*L-(0), 2°(*S)) et H*(L—(0), 2° (*S)QC()) s’annulent pour toute droite
L dans M passant par Uorigine.
{H.4.1) est equivalente a la condition suivante: i?f,l,l., est différent des entiers.

THEOREME 4.1. i) A Dhypothése de (H.4.1) H?(M, 2°) s'annulent pOUT PEMN.
i) H»(M, §'®C(2)) s’annulent pour p=£n.

DEMONSTRATION. Soit ¢ € 272, 0<psn—1 telle que Vo=0. I faut chercher
une forme 0€ 077! telle que ¢=V@. On pose x,/x,=t,, xo/a,=ts, -, FCRY FLNE= S
Moyennant les coordonnées (t,ts, ---, t,_;, 2,) ¢ s'écrit de fagon suivante: ¢=
oiAdz, -+, ol ¢, et ¢, désignent des formes & coéfficients polynomiaux qui ne
contiennent pas dz,.. Par ’hypothése du Théoréme il existe une (p—1)-forme 3
coéfficients polynomiaux 8, qui ne contient pas dz, par rapport aux coordonnées
(¢, x,), telle que
4.2) [ 2+ 8 il | =1

ax 1

Par consequent ¢’=¢--V0, ne contient pas dz,, vu que

_ = APty b, v, fag, 1)
4.3 = Addx.z, F PRap AL AC S e D
( ) ¢ ( %‘ ’ J)dx /x * E,': ! Pj'(th tz, ) tn—ly 1)
Car Vo’=0, on a
44 0g [0+ ( 32 k)9 [, =0

d’otl il vient que ¢’ s’annule. En effect il existe aucune fonction rationnelle non-
nulle f satisfaisant & I’équation

4.5) afjox,+ ";x,zj fl,=0 .

Donc ¢=V6,. 0, est une forme rationnelle munie de poles en S et I'hyperplan
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z,==0. En vertu du Lemme 3.6 il existe une forme 4 de 071 telle que p=V4.
Le théoréme est ainsi démontré,

", V) ou H* ®C(), V)
respectivement. On aussi désignera H*(M, 3°) ou H*(M, 0" QcC) par H*(2", V)
ou H*Q°(3Cl7), V) respectivement.

REMARQUE 4.1. M est un espace fibré holomorphe en droite dont la fibre est
isomorphe & L—(0). Dans ce cas-la (H.4.1) implique I’évanouissement de (4.1)
moyennant ia théorie d’une <mite spectrale. En effet il existe une suite spectrale
(B2 qui converge vers Gr H*(M, S.) telle que E?° soit isomorphe & H?(M,, H{(L.—
0), S2) o M, désigne la base de M. Or Hy(L—(0),S,), 0<g<oo s’annulent par
Ihypothese (I.4.1) et ET aussi s’annulent pour tous p et g. Par consequent
H*(M, S5 s’annule.

LEMME 4.8. Toute forme ¢c Q0(u+p) sécrit de la forme: ¢=¢+¢’ d la
maniére unique, o $¢ !3”(/4-%-1)) et ¢’ ¢ Q*(u+p—1) de sorte que Uon it
i)  Pour que Voe Q7 (n+p—1) il faut et il suffit que Vp=0, et
i) Pour que p¢ QP(y+p-—1)+V.@P“(p+p) il faut et il suffit que @6?5”"(;44-}9).

DEMONSTRATION. Les Corollaires de la Proposition 3.1 et du Théoréme 3.4
montrent que ¢ s’écrit de la forme p=pf(a)+ ¢’ o0 &€ Fi(u+p) et ¢’ € F*(p+p—1).
On pose ¢=pf(@). Il est évident que cette expression est unique. Supposons
d’abord que Vo e Q”‘(,u+pw1). Clairement ¢— p§ (@) =0 (mod £7(u+p—1)), par suite
Vodla) ¢ QrH(p+p—1) car Voc Qe 4 p—1) par I’hypothése. D’od Vaf(a)=0.
V$ done s’annule. Supposons contrairement que V7 s’annule. Alors Vpl(@) e
Q4 (pnd-p-1), d’ol Vo Q7 (u+p—1). i) est done démontré. Supposons ensuite
e C O ptp—1)+ V.@’*“‘(y+p). Alors ¢ s’écrit de la forme V8 modulo 27(xz+p—1),
ol 0¢ 0™ p+p). Soit § la partie homogéne de degré {u+p) de 6. Alors on a
dc !31"‘(;z +p) et $=VfJ. Supposons contrairement que @e ‘75”“(;1-{— p) de telle
sorte que $=Vp{'(f) od BeFy (u+p). Alors on a 3—Vel (f) e J?(ut+p—1).
Done ¢ € 2?(u+p—-1)+ V2 (u+p). ii) est donc démontré.

LEMME 4.4, I existe une suite spectrale (E2°, V¢ on 3 QES=E! du

= oo ¥ Lo

complexe filtré {Q°, V) telle que

(4.5) z DE!=H*{", V)
~ o< f<leo
et
(4.6) S QEL=Gr HYO', V)

— 4l
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ot Gr H*(0", V) désigne Uannean gradué de U'annean filtré de H*(Q', V).

DEMONSTRATION. Z¢ soit le sous-espace vectoriel de 0° (¢2) se compomnt des
formes p & o (p) telles que Vo e 0 {p—7). Onpose VZi=R/et Bf=Z{(Z \+Bi_)).
On définit V# par V*hi=V¢} (mod ZiZ7 'L BITT) ou b désigne ¢ (mod Z721 + Bi.y),
¢r étant un élemént de Z7. D’aprés le Lemme 4.3 E est isomorphe & KerVn
o (;z};’Vfﬁ' {#). Donc on a (4.5}, (4.6} découle d’une propriété générale de la théorie
de la suite spectrale.

En vue du Théoréme 4.1 4 'hypothése de (H.4.1) on a
4.7 > BEF=0.

atusEn
Par consequent la suite spectrale {F7'°, V¥ est dégénérée et on obtient le suivant:
THEOREME 4.2. A Phypothése de (H.4.1) H*(M, O') ainsi que H*(M, 0" Q¢(2)
s’annulent pour p=n. H"(M, Q') ou H"(M, 2" QC(2) est isomorphe H (M, O
ouw H (M, 0" QCi(1) 7'cspectivement
Quant & H*(M, ©°) ou H*(M, Q°RCA) on a le

THEOREME 4.3. Soit J le sous-module de O* engendré par les formes P,-P, - -+
P,-{dP,/P N --- /\dp,-u/P;u} dans Q' (voir Remarque (3.1)) on (i), %, -, 1)

parcoure toute suite des indices iy,1, -+-,1, telles que 1<i,<i,<C -+ <L, <m et

1=v=n-1, et par les formes B,-P, --- P{% (AP PYIAAP P A - - “AdP; [P, |
1

0% (iy, Ly, =, L) Parcoure toute suite des indices iy, 1y, « -+, 1,y telles que 1<i,<

1, - iy Sm. Alors on a des isomorphismes

(4.8) H (M 90, V) =03

(4.9) HMF; 3 QCW), V) =Cl2IQC/IRCH)

DEMONSTRATION. On identifie dans la suite £* avee Clx] moyennant {3.3).
On pose pour 156,<o,< -+ <o, <M
@100 £ oy, vy, o, v AT A - Ad,
_ _ dP;, dp,
=V {Pl i mei'lxé’Z ceeghm. Tgy *t e Lo, .A.FA~ A e A e tTh

21 te~1

dr, A\ -+ Adz, }
dxa;/\dxazf\ tre /\dxa‘

Alors on a
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N TP S
(411} eg|1(7‘).--tael} (”ll Y2, *° % V,J
N ‘
Yo, +1, cor v, +1 ) @joy  *ct @a, ”
m
=4 Z ail"“ “ azla ‘ -+ 2 (1-{-2;) aild! e a‘l"z
I oo T : :

$ f : i
fa"zﬂ”l TRy, i 'alz 1%1 Ay g0,

2 & 3

i (2) (m) v+ 5a v+ Sa

/aAl aﬁg“'al‘mxll T 61,.,,’xﬂﬂ T an

ou A; dé%iwne une suite des entiers non-negatifs (a;,, aj,, *--, a;,) telle que P,Isoit
, . 5, P .
égal 4 L ai ci’fx -+ a5in. On a évidemment 3 a; =l;, [; étant le degré du poly-
p=1
néme P Qeci implique pour t=1,2,3, ---, n,

(412) e("ﬂ’z U (yl, Vg, c v, pﬂ) — L 52;11 on _11) fyg1 V1) .(._l)lei“
- 5 ) Pl e Pf uy v »
T N T L D oL ER LA Y TR AT T
Apeeidy, 1 CIOPAS " Toyy

Dr’autre part on a

4.1 g (=1, e, D)= 3 (12 P P
v 1 oz, -0 )

m m
X‘rlwl-}—}fual v :L‘».,.—)H“ %“an .

Dot il vient que V(2") contient §. Or g;1/;t-7 est contenu dans I'idéal homo-
géne engendré par les formes

PPy Pp-dPJPYA - AdP;,_[P;,_) et
PPy Py (@B PYNAPJPYA --- NdP;,_[P;, )

dans H(O") ob 1=<5<m. Done V(2*~) est contenu dans 3§, autrement dit F=V (@Y.
Le théoréme est ainsi démontré.

Probléme. Est-il vrai Uanalogue de Théoréme 4.2 dans le cas on P, ne s’an-
nule pas? Dans ce cas la connexion o n’est pas de singularités réguliéres. Le
théoréme de comparaison de Deligne et Grothendieck ne s’applique plus. Il me
semble que la finitude de hypercohomologies H*(M, V.) n’est pas encore démontrée
dans toute la généralité, bien que T. Kawai a démontré un théoréme de finitude
d’un module différentiel 3 coéfficients analytiques par la méthode de analyse micro-
local {voir [11}}.
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5. Equations aux différences linéaires

En vue de (H.3.2) J est un idéal de dimension nulle. On désigne INQ* (p+n)
par J(p). Alors il existe un nombre N* tel que " (u+n)=J(z) pour p= N* et que
OS5 = KENM DR (p+n)/3{g). On choisit_un sous-espace K (¢} de 2"(z+) tel que
2(p+n) soit la somme directe de J(¢) et K (z). Evidemment K= NE\“ X(DJ\, ()
forme une base de £/3. Théoréme 4.2 et (4. 12} entrainent 1mmed1atement le

LEMME 5.1. Soit o€ O™p+n). Alms > est cohomologue a c9+(0 o ¢e K {g)

et ¢’ € D" (p—1+n) telles que 3-(p+n+ :‘: ALl et o -(utn+ Z Al;) solent poly-
1
nomes de 1.

LEMME 5.2. A [hypothése de (H.3.3) une forme quelconque & de D (p+n)
s'éerit de fagon suivante:

6.l) ¢=P PPl ¥ (AP PINAPY PN - - ANAP, [P ) NG5}

1<y <iy<m

o i € O~ Lt ptn) ou Qm2(— L+ N*+n) suivant que p=N* ou p<N*
respectivement.

Ceci étant, soit ¢ une forme quelconque de K (z). Alors d’aprés le Lemme 5.2
elle s’écrit de la forme (5.1). Celle-ci implique

(5.2) {Z/PIZPZ'P:Z"'Pm{Z/_ 2 [@RJPYNAPPYN -~ NP [P ) NG Pz i)

Sipg e LiyEm

+ PPy Ppf 2 (AP PYNAPGPYA -« - NdP | P ) AGSriz i},

2€i < CiyEm

Or

(5.3) V(P Py o P (AP, PYN -« AP JPYAG 2
=4F Py P ¥ (dPI/Pl)/\(dPiZIPiZ)/\ re /\(dPiu/P.'u)A§7(1"2"""U’
+(_1)y~1P2_P3 s P,,, E (d'Pizlpfz) FANRRK /\((lP{y/P.’U) /\dé‘i[l'iﬂ""".u’

m

+Po-Py - P YRR AAPPYA -+ AP, Po) G20

d’ou il vient que @/P, est cohomologue &

(5.4) Pg'Pg"'sz(d /P1) M ( ‘/Pip)/\éb‘(il'.“'éy;
pAZB B B S RPN e AAPIP Adpie
1
P,-Py--- P,

- S (A DEPIPYAAPY P A - - AP, P AGiz-sis) |
1 1

Celle-ci est contenue dans @*(—I,+u+n) ou @*(—Il,+N*+n) suivant que p=N*
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ou z<N* respectivement. En utilisant successivement [’égalité (4.12) et Théoréme
4.2 on peut exprimer comme classe de cohomologie par une forme de K comme
suit:

(5.5) 3P~ ¥ i)

fi==0

ou r désigne N*—1, p—1; ou N*—[, suivant que p2N*+I, N*+L,>u=N* ou
1< N* respectivement et que ¢(g) désigne une forme de K (z). D’aprés Lemme 5.1
A ﬁ lo~1+n+ ﬁz,»lj)?;’)(/z) sont polyndmes de 2, ol s désigne p—1I, ou N*—[,
su[;{;g.nt que /zgl\‘/* ou < N*. 1l en résulte que

THEOREME 5.1. @/ P, est cohomologue ¢ 3. J(p) ow &lp) est munie de la pro-
P
priété précédente.
De la méme maniére que Théoréme 5.1 on obtient Ie
THEOREME 5.2, DPi-§ est cohomologue & 3 ¢lp) onn v désigne N*—1 ou p+l,
H=0

suivant que p+L2N* ou p+1L,<N* ou ¢(p)c Klu). ﬂltfl (6 ~1+n+ i 259l
sont polynimes de 2. o '

On désigne par {p4 une base de H*M, 2'(*S)). Alors Théoréme 5.1 et 5.2
montrent que P’/'p. sont cohomologues aux combinaisons lindaires de {¢4 de fagon

suivante:
= +1 4 (+x1
(06) Pj @c"“sz;lAm [N

ol Ay désignent fonetions rationelles de 2. Dés maintenant supposons que F,
g’annule. Soit p la représentation scalaire de =,(M) dans C* donnée par la con-
nexion o, et soit S; le systéme local défini par o sur M. Le théoréme de com-
parison (voir [7}) dit

(6.7 H*(M, S:) =< H*(M, 2° (*S)) ,
d’ol il vient que H,(M,S-.) est le dual de H"(M, 2'(*S)) moyennant Iintégrale
suivante:

(6.8) g‘;(z):X Ph.pl ... pinp

H
ol ¢€ @*(*S) et ye H,(M, S-).
Posons 2;=2{"+mn;t od 2 désigne un point fixe de C™ et que n; désignent
des entiers positifs. Supposons les deux conditions suivantes:
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(H.5.1) La fonction F= }:jnj log | P;| soit non-dégénerée d tous ses points eritigues
dans M. On désigne ces points par a', --- 'V qui aussi s’identifient avec les
points annulant la forme w et que ‘0272,]4 log | P;| (resp. ¥ m;arg P) soient dif-
érentes les unes des autres aux points critiques.

(H.5.2) » hypersurfaces algébriques quelconques de S; (1<j<m) et de Uhyperplan
a l'infini S, soient @ croisements normaux avec ews dans le compactifié P*(C)
de M, pourvu que 1sr<n. Alors

LEMME 5.3. Sotent Fla'")<Fla®)< - <Fla'¥'). Si 2 est générique, on peut
construire les cycles 1y, vz, - -, rx de H (M, S_1) correspondant aux points critiques
aVoa®, - a0 tels que 1) 7. contient le point o' wmais ne contient qucuns
autres points critiques, i) y, est engendré par le champs de vecteur grad F dans
le voisinage de a' de sorte que arg P{l- P ... Pi» soit constant sur 7, dans ce
voisinage et F ait la valeur maximale & o sur y,.

Ce lemme est démontré par le fait que le champs grad F n’a aucun point limite
negatif de trajecteurs 3 Uinfini S, dans P"(C) {voir [2] Théoréme 3}. Cette con-
struction est essentiellement la méme que celle de A. Hattori et T. Kimura {10].
On T'illustrera dans des exemples simples. (Voir Fig. 6.1~6.3).

La méthode de points de selle permet d’obtenir la formule asymptotique de
(6.8) comme suit;

LEMME 5.4. On a la formule asymptotique pour t — *co:

5.9) Spfx-Péz cos Pampmet Pyla®)t - Poa) m D121 (0/2)
KE™Eplat) « (140(1/t) .
Ce qui signifie

THEOREME 5.2, Les intégrales (15x,v<N)
(510) Q‘D(Z):j Pfl.P;Z N Pﬂz‘m.g);
Ty

donnent la solution unique dans Théoréme 1.2 de Déquation (1.1) par rapport eux
vartables 2 de C™. Ict p, sont tous égals & 0.
Il me semble interessant de chercher les matrices de connexion de (5.10) cor-
respondant aux fonctions de Morse F pour diverses directions génériques (n,, n.,
**,%,). On donnera un exmple trés simple de celles-]d dans le paragraphe
suivant.
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6. Exemples

1. Cas m==1. 1l est bien connu que le rang 2/dP est égal & (I—1)* et N*
est égal & 2nl—-2n+1. Dol

THEOREME 6.1, H"(M, 2° (*S)) est de rang (I—-1)~,

2. Cas mzn+l et toutes les I; sont égales @ un. On désigne par §’ I'idéal
engendré par P,-P,--- P,dP,JP)N\ --- NP, JP,) (1Sv<n—1). Alors C[2)3’
est isomorphe 4 I’espace linéaire engendré par ait-232 .- 2% o v+ +-- +y, <m—7n.
Or d’aprés la formule de fraction partielle z}1 252 ... xir/ PP, --- P, s’écrit de la
forme

. Ci,i iy

(6.1) et Zcian PPy P
et vice versa, ol ¢i,...;, désignent des constantes, Soit 2f,(*S) Panneau de p-
formes méromorphes munies de poles logarithmiques en S, autrement dit P’espace
vectoriel engendré par les p-formes ¢ y=aAP; [P A --- /\d.P,-p/P,-p ou J désigne une
suite des indices j,, 5, -+, 4, (voir [8]). Alors @*/3’ est isomorphe 2 R1:(*S), vu
que

des Nday A -« Adz, APy AAP,A --- AdP,
PPy - P - P»’IP"Q"‘P‘?

(6.2)

a une constante prés. Drou il vient que 27/3 est isomorphe & Q7 (*S)/oA 21z (*S).
Par consequent

THEOREME 6.2. H"(M, 2" (*S)) =015 (*S) /0N 21 (*S).

Ceci étant, ¢(J; 4) soit Iintégrale de ¢, ci-dessus définie par (5.8). Dans le cas
de position générale, d’aprés ’égalité

6.3) '(w/\mo;‘(*S)=0 :
on a
(6-4) ‘Zm(;’}({?ny jh .t 'yjﬂ-l}; 2):_ }: ’25(,2‘({':) jls v 'yjﬂ—-l}; 2)

LTI 0N i N |
dod H"(M, Q" (*8)) est engendré par dP,/PyA --- AdP; |P; ol 1<j< --- <Ji, =
m—1. Solent P;= }; %+ sy Ondésigne par [P, Py, -+, P; Jou[ P, Py, -,
P; ] les déterminants définis comme suit respectivement:
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i a'jxl Q»“ﬂ 1 i agol ajo-z amn aJon-H
| e
| @it i ; ou @i Ajpe o Oiim Qjinay
% ! l
| Qg1 "7 * Qym ! Qi1 Ajpo =t Qj o Qjonan I

Alors les équations aux différences partielles pour $(J; 2) s’expriment de fagon
suivante:

6.5)  &(J; 21—e;)-2;,—1)

n

=— L 5 l—wfp;—ﬂ] UGN U= 2)
ou bien
u N (P, Pjy, -+, P; ] arir .
G5 A—ej) = (A S (1) B({{ A U =405 A)
v {[pyoy-[”y“ P]"]} °
pour 5, € I—J.

REMARQUE 6.1. Supposons que S; soient toutes réelles et en position générale
3 linfini. Le nombre d’Euler (M) qui est égal au nombre des points critiques de
la fonction F= i::n,- log | P;| (voir Lemme 5.3) est aussi égal 3 celui des chambres
compactes dans R™ dont les murs sont toutes définies par les équations P;=0 (voir
aussi [10]). En effet les points critiques de F aV, «'®, ---, a'¥* gont tous réels, et
il existe un point et un seul point critique dans chaque chambre compacte. I1i
n’existe aucun point critique dans les chambres non-compactes. Voir la figure 6.1.

3. Cas de Uintégrale

(6.7) & 2, 1= S i P}i-exp (},j 1) 0y

o v, € 2"(*S). Dans ce cas la connexion correspondante w= 2, ,dP;| P+ Z pidx;
est 3 points singuliers irréguliers. On peut démontrer de la meme mamere qu’au
précédente le

THEOREME 6.3. H*M, 2°(*S)) = H?(M, 2" (*S)QC(A) = (0) pour p+n et
H*(M, Q" (*S))=020..(*S) et H*(M, 2° (*S)RC())=21,,*S)RC(3). Les équations aux
différences s’écrivent de fagon suivante:

Ly o, (P Bl
68 1= DOW; dmes)== 5 (=1 8 Lo P B
a . .+ 1. [/1, Jz""s J'uJ Al T,
x¢Ha I —ah; A+ ~@J; 2)

[ i ;2: Sty J',,]



294 Kazuhiko AoMOTO

ou fg, Py -0, 1) désigne le déterminant

te M e

}
|
i Gjgr Qg2 " Ujpn
i

a,nl a,'no e a'jn"

et
Py Py o, Bl

TPy, Py e, Bl 5

(3

(6.9) G5 a—es)

REMARQUE 6.2. Quand S;, 2; et s, sont tous réels, alors le rang de H"{M, 2(*8))
est égal au nombre des chambres compactes plus celui des chambres non-compactes
C ot p-x > —oo pour x|~ co dans R*. Voir la figure 6.2.

=6 p=11
Fig. 6.1 Fig. 6.2

» . s s 2oz s s
4. Soit Q= 3 a,xx; une forme quadratique non-dégeneree. On considére
§==1

dpg=

Pintégrale suivante:
(6.10) Xa:flxéﬂ e g (Q) = 1) meday Ad2u A - Ad, .

On pose P;=z; pour 1<jsn et Py =Q(z)—1. Alors par un calcul élémentaire on
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voit que C(zl/3 est isomorphe a4 Uespace vectoriel engendré par xq ¥, -+ - Ti, pour
1<i,< -+ <i,<n et 1<v<n. Sa dimension est donc égale 4 27, Supposons la
matrice symétrique A={{a;;}) positive et définie, et que 1, 2, - -+, 2.4, solent toutes
positifs. Alors le domaine D dans R" définie par Q) —1<0 est divisé par les hyper-
plans #,=0 en 2" chambres. Dans chaque chambre il existe un et un seul point
critique, done 2 points critiques en total dans D. 1l n’existe aucun autre point

AL
o

Fig. 6.3

critique. A chaque point critique il correspond une et une seule formule asympto-
tique dans Lemme 5.4 (voir la figure 6.3).

5. Caleul de matrice de connexion de l'intégrale de Pochhammer. On con-
sidére le cas special de Pexemple 2:

6.11) é (z—a)ip.

9,
1}

=
il
[——
3

Alors H'(M, 2" (*S)) est engendré par ¢,=dz/(x—a;), ou 1<j<m. On a

(6.12)

-2

$;{2)-2;=0 .

Supposons de plus que @,<@,< --- <@a,. Les points critiques a,, ay, -+, tm— de la
fonction F= ¥ n; log |x—a,| satisfont & 'inégalité suivante si n; sont tous positifs:
i

(6.13) 4, <a < <ay< - » <apy <&y .

On peut choisir comme cycles de H\(M, S_;) les intervalles r,=[a;, a2}, -+, 7n-1=
[@p-1, @,]. En effet soit B un point base de M. Choisissons des lacets L, reliant
les deux points B et a, et faisant un tour de a.. Alors on voit que les intégrales
(6.11) sur [@», @uss] €t Lyf(1—e2~10)+ Ly /(1€ =1u41) sont égales, si Re 4, et
Re 2,,, sont plus grands que —1 (autrement on doit remplacer I'intégrale sur
[@y, @u41] par sa ‘partie finie’ dans le sens de J. Hadamard). Le dernier bien définit
un élément de H,(M, S-i). Par la méthode de point de selle on a les formules



296 Kazuhiko AoMoTO

asymptotiques suivantes pour ¢ -»co:

5=1

(6.14) f IT (=)o~ 1T (o =a,)- 7% ) - (L+0(11) .

Supposons d’autre part que n,>0, n,>0, - -+, 1,20, 7,4, <0, -+, 0, <0 et que i:‘n,v>0
o% rz[mf2]+1. Pour la simplicité supposons que les points critiques de F of, - -,
-1 soient tous réels et que al< -+ <ah-y et aqj<a;<aqj+1. On peut choisir les
(m--1) eycles 7, 75, - -+, 11 tels que 77, contient af et que Re (2) ait son maximum
en aj sur r,. Définissons les nombres naturels p,, D2y "ty Py tels que p; soit le

plus moindre entier de p satifaisant 3 l'inégalité z- 3. n,< ¥ n, arg (aj—a,), alors
p+1 wpdl

k
on a aisément 159, E£0,S -+ SPprST ot

ri~r; (Sjsr—1) et
{6.15) B
7§~(e"2“/““°5—'1)7’qj—1+ - +(e—zw—lﬂﬁ‘f'““ﬁiﬂ’“1)7‘,,1. , r<gi<m—1)

dans H,(M, S.i). Cette relation n’est autre chose que la matrice de connexion
entre les directions asymptotiques ci-dessus correspondant aux fonctions ¢(1). Voir
la figure 6.4.




[1]
£2]
{31
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