La monodromie n’a pas de points fixes™

Par L& DONG TRANG

{Présenté par Y. Kawada)

Introduction
Dans [9], J. Milnor a démontré le théoréme suivant:

THEOREME (Théoréme de fibration de Milnor).

Soit f:U-—C une fonction analytique définie sur un voisinage ouvert de
0eC*t.  Supposons que f(0)=0.

St S. est une sphére réelle de C*+, centrée en 0 de rayon ¢>0 assez pelit,
SISl indwuit une application ¢e: Se—{f=0} — §* qui est une fibration C* locale-
ment triviale.

De plus st >0 est assez petit (£>7>0), fI|f] induit une application

Pep: Beﬂ{lﬂ:’?} - §?

qui est une fibration C= localement triviale qui est isomorphe 4 la fibration
précédente par un isomorphisme qut donne Uidentité sur S

D’autre part le revétement universel R — S' de S! donne par image inverse
une fibration triviale X — R sur R et I'application X — S:—{f=0} est un revéte-
ment cyeligue infini de ’espace total de la fibration de Milnor:

|

R——— §'.

Soit h : X — X un générateur du groupe du revétement eyclique X — Si—{f=0}.
Ce générateur définit en homologie (resp. cohomologie) un automorphisme hy :
H (F)— H,(F) (resp. h* : H*(F) — H*(F)), ou F est une fibre de la fibration de
Milnor, car X est difféomorphe & FxR. Cet automorphisme est appelé monodromie
locale en homologie de f en 0 (resp. monodromie locale en cohomologic de f en 0).

En fait la fibration de Milnor peut étre définie par un difféomorphisme de F'
sur lui-méme, appelé diféomorphisme caractéristique de la fibration (cf. [9]).
Celui-ci est défini 4 isotopie prés et induit k., et h*.

*) Cet article a finalement été écrit grice 4 la NSF Grant 862-69 et au C.N.R.S.
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Dans [6] nous avons montré que la monodromie locale en homologie (resp. en
cohomologie) de f en 0 est un invariant topologique.
Dans [1], N. A’Campo donne le théoréme suivant:

THEOREME (A’ Campo): Soit f: U~ C une fonction analytique sur un voisin-
age ouvert U de 0¢ C™',  Supposons que f(0)=0 et dfi0)=0. Alors le nombre de
Lefschetz de la monodromie locale en cohomologie de f en 0 est nul:

Alh*)=0 .

Remarquons que I’hypothése df(0)=0 est essentielle. D’autre part compte tenu
du théoréme de Lefschetz, cela suggére 'existence d’un difféomorphisme caractéris-
tique qui n’ait aucun point fixe. En fait nous allons montrer sous les hypothéses
du théoréme d’A’Campo, l'existence d'un difféomorphisme caractéristique sans
point fixe et qui induit h*,

Pour ce faire nous ferons une démonstration par récurrence sur ».

1. Polydisques privilégiés

(L.1) Tout d’abord, nous pouvons remarguer que si e>0 est assez petit et >0
petit en comparaison avee ¢ (e>7>0) alors on a en fait une fibration localement
triviale:

Pen: BeN{if1=79) - S
induite par f/|f|. En effet il suffit de remarquer que, si ¢>0 est assez petit, pour
les valeurs de 7+0 assez petites, les hypersurfaces complexes f=7 sont non
singuliéres et transverses 3 S..

Dans le cas ol f a un point critique isolé en 0, ceci est clair.

Dans le cas général, on munit {f=0}=H, d’une bonne stratification au sens de
{5] au voisinage de 0. En utilisant le lemme (21.4) de [5], si >0 est assez petit
pour que S soit transverse & toutes les strates de la bonne stratification, on ob-
tient le résultat désiré.

Un homéomorphisme caractéristique de ¢.,, est alors un homéomorphisme d’une
variété compacte & bord sur elle-méme et on est dans les conditions d’applications
du théoréme de Lefschetz (theorem 1, p. 26 [2]).

En fait nous n’allons pas considéré la fibration de Milnor dans B: mais dans
un polydisque assez petit et bien disposé par rapport 3 f=0.

(1.2) Afin d’étre clair dans I'exposé, nous allons décrire ces polydisques quand n=0
et n=1, De fagon générale nous construisons ces polydisques par récurrence sur
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la dimension.

Pour n=0, un polydisque privilégié est un disque contenu dans U tel que 0
soit le seul zéro de f qui y soit contenu.

Pour n=1, on considére une droite de C? non contenue dans le cone tangent de
JS=0. On peut supposer, pour simplifier, que cette droite est donnée par X=0.
Soit D un disque privilégié de la restriction de f=0 3 X=0en 0. Soit I’ un
disque de Y=0 centré en 0 tel que pour tout &€ D'—1{0}, {£} X D coupe transversale-
ment la eourbe réduite qui a méme support que f=0. Dans ce cas D' X D est un
polydisque privilégié de f en O et il est facile de voir que pour >0 assez petit,
SIS} induit une fibration localement triviale (D’ X D)n{|fi=%} sur 8! qui est homo-
tope par une homotopie qui conserve les fibres & la fibration de Milnor de f en 0.

/-f=o

X

DI

Remarquons que pour n=0 et n=1, les polydisques privilégiés forment un sys-
téme fondamental de voisinage de 0 et qu’en fait ce sont des bons voisinages de
0 relativement a {f=0} dans le sens de D. Prill dans {10].

(1.3) Remarquons tout d’abord qu’un polydisque D)X --- XD, a une stratification
réelle naturelle. En notant X; 'union des strates de dimension réelle i on a:

Semie=DyX +-- x D, (Pintérieur du polydisque)
S = ﬁoﬁox cee XBD;X -+ XD,

Spppre= I Dyx -er XdDyX -+ x@Dy, X -+ X D\

) iy, s by
056y < - Lipnn

zﬁ.‘n:aDoX et XaDn.

(1.3.1) Nous dirons qu’une variété différentiable coupe transversalement le polydis-
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que Dyx --- %D, si elle coupe transversalement toutes les strates de la stratifica-
tion naturelle de ce polydisque.

(1.8.2) Nous dirons qu’un ensemble stratifié coupe transversalement le polydisque
Dyx -+ %D, si toutes les strates de cet ensemble coupent transversalement toutes
les strates du polydisque.

DEFINITION (1.3.3):  Un polydisque Dyx --+ X D, centré en 0 est un polydisque
privilégié de f en 0 si:
1) pour tout be C—{0} assez petit, 'hypersurface {f=b}=H, coupe Dyx .-+ XD,
transversalement;
2) pour tout >0 assez petit, f/|f] définit une fibration C= localement triviale

Dyx - xDun{ifi=nt - 8!
qui est homotope 3 la fibration de Milnor par une homotopie qui conserve les fibres.

LEMME (1.83.4): Les polydisques privilégiés de f en 0 forment un sysiéme
Jondamental de voisinages de 0.

PREUVE: Nous allons construire par récurrence sur la dimension un systéme
fondamental en 0 de voisinages privilégiés de f en 0.

Pour cela nous munissons H,={f=0} au voisinage de 0 d’une bonne stratifica-
tion relativement 4 f au sens de [5]. Nous supposerons pour simplifier que U est
assez petit pour que tout H, soit stratifié.

Soit V; les strates de H, auxquelles 0 est adhérent. Dans [5] on a montré que
les hyperplans, qui sont transverses & toutes les limites de suites d’espaces tangents
aux V, différents de {0} en des suites de points de V; tendant vers 0, forment un
ouvert de Zariski. Choisissons un tel hyperplan et supposons qu’il soit défini par
2,==0. Quitte & supposer U assez petit, z,=0 est transverse & toutes les strates
de H,. La trace V;N{z,=0} de la bonne stratification de H, donne une bonne
stratification de la restriction de f & {z,=0}. Cette stratification induit une stratifi-
cation de {f=0, z,=0}—{0}.

Soit 4 un polydisque de z,=0 privilégié pour la restriction de f & 2,=0 en 0
telle que la stratification de {f=0, z,==0}—{0} soit transverse au polydisque 4.
L’existence d’un tel polydisque est évidente si =0 ou n=1. Soient W; les strates
de {f=0, z,=0}—{0}: si V;2{0} alors W,=V:N{z,=0}; et appelons X; les strates
de la stratification naturelle de 4.

Remarquons tout d’abord que les strates {0} x 3, sont transverses & toutes les
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strates V; de {f=0} telles que V;#{0}. Pour tout & assez petit, disons 0<|5{<4,
{61x X; est done transverse a toutes les strates V, de {f=0} telles que V;#{0}.
Done si D est le disque {|£]<6}, on obtient que Dx X; et aDX X; sont transverses
a toutes les strates V; de {f=0} telles que V;#{0}. Or Dx X, et aDx ¥, donnent
les strates du polydisque Dx 4.

De ce qui précéde, il résulte que toutes les strates du bord de Dx d sont trans-
verses 3 toutes les strates de {f=0}. Comme celles-ci forment une bonne stratifica-
tion relativement 4 £, le théoréme (1.3.3) de [5] montre que pour tout b assez petit,
I’hypersurface non singuliére f=» coupe le bord stratifié de Dx 4 transversalement
au sens de (1.3.1).

Si la stratification du bord de Dx 4 ne vérifiait que les conditions de Whitney,
alors, en appliquant le théoréme d’isotopie de Thom et Mather, on trouve que,
pour >0 assez petit, f/]f] définit une fibration topologique localement triviale de
(DX N fl=7) sur S dont la restriction & (DxA)N{|f]l=n} est en fait différen-
tiable.

Bienheureusement dans ce cas Dx 4 est une variété a “coins” (ef. variétés 3
bord anguleux de [3]). Précisément st x€ 3(Dx d) il existe un voisinage U, de z
dans C**' et un difféomorphisme ¢ de U, sur une houle ouverte B, de R**** centrée
0 tel que ¢(U;N(Dx 4)) soit 'ensemble des points de B, o0 2,20, ---, 2, >0 avec
x;, coordonnées de R*™*? et k un entier, 1<k<n+1. Il est alors facile de démontrer
I'analogue du lemme d’Ehresmann pour les variétés a eoins:

LEMME (1.3.5): Soit f: V— W une application C* d’une variété 4 coins V
dans une variété différentiable W. Si f est propre et si les restrictions de f aux
strates naturelles de V sont submersives alors f est une fibration C* localement
triviale dont les fibres sont des variéiés & coins.

En appliquant ce lemme 4 notre situation, applieation f/|f| définit bien une
fibration C= localement triviale de (Dx 4)N{|f|=7%} sur S! dont les fibres sont des
variétés C= A coins.

On peut ainsi construire un systéme fondamental de polydisques Dx 4 tel que,
pour »>0 assez petit, f/|f] induise une fibration localement triviale (Dx 4N
{Ifl=7}— 8. Quand Dx 4 est assez petit, ce polydisque devient un boa voisinage
de 0 relativement & {f=0} au sens de D. Prill dans [10]. Il en résulte que 'inclu-
sion de P'espace total de notre fibration dans I’espace total de la fibration de Milnor
donne une équivalence d’homotopie. En considérant le pull back de ces deux fibra-
tions par le revétement universel R — 8!, on trouve alors que les revétments cyeli-
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ques infinis de nos deux fibrations, que 'on obtient ainsi, ont le méme type d’homo-
topie. De ceei, il résulte que Vinclusion de la fibve de notre fibration dans celle
de la fibration de Milnor est une équivalence d’homotopie, car on sait que les re-
vétrements eycliques en question ont le type d’homotopie des fibres des fibrations
correspordantes. Un théoréme de Dold dars [4] montre alors que les deux fibra-
tions sont homotopes dars une homotopie qui conserve les fibres,

On a done construit un systéme fondamental de voisinages privilégiés.

2. Courbes polaires et diagramme de Cerf

(2.1) Nous avons déja introduit la notion de courke polaire et de diagramme de
Cerf dang {6). Nous allons rappeler les définitions et les propriétés dont nous
aarons besoin,

(2.2) Considérons un hyperplan de C"*!, disons z,=0. Soit @ : U-> C? P'appiication
dont les deux composantes sont respectivement f et z,. Le lieu critique C de ¢
est alors défini par

(2.2.1 oflozy= -+ =0f02,=0 .

On peut remarquer que C contient toujours le lieu critique de f. On a alors
{cf. 15)):

LEMME (2.2.2): Il existe un ouvert de Zariski dense 2 de Despace projectif
des hyperplans de P™ tel que, pour tout hyperplan de cet ouvert d’égquation, disons
2,=0, pour un voisinage ouvert U assez petit de C**', le lieuw critique C de @,
défini ci-dessus, soit union de 3, lieu critique de f, et de I', qui est soit vide,
soit une courbe passant par 0 qui n’est pas contenue dans {f=0}:

C=3Uul.
De plus la courbe, définie en tout point de I'—{0} par les équations (2.2.1) est
rédutte.

DEFINITION (2.2.3): La courbe I' précédente est appelée courbe polaire de
2,=0 relativement & f.

DEFINITION (2.2.4): Quand V est un voisinage ouvert assez petit, 'image 4
de I" par @ est une courbe analytique de C? appelée diagramme de Cerf de z,=
relativement & f.

Dans |6] on a montré:
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LEMME (2.25): St f(0)=0 et dfi0)=0, le diagramme de Cerf 4 a pour cone
tangent en 0 la droite {0} xC (“droite des valeurs” de z, dans C2).

REMARQUES (2.2.6): Quand U est assez petit, le fait que les équations (2.2.1)
définissent une courbe réduite en un point z de I — {0} signifie qu’au point = I’espace
tangent Tz, {f=f(z)}) & Phypersurface {f=f(x})}, qui est paralldle 2 2.=0, a un
contact quadratique ordinaire avee f=/f{z). Par conséquent I'hypersurface { f=Ha),

26=24(2)} a une singularité ordinaire en z.

(2.2.7) 11 peut arriver que I'= pour tout hyperplan d’un ouvert non vide Zariski
de P*. En fait ce phénoméme a lieu si et seulement si la fibre au dessus de 0 de
’éclatement jacobien de f est de dimension strictement plus petite que n (cf. [5)).

(2.2.8) En utilisant [7] ou un résultat non publié de Jomdine, on peut montrer
que 2 peut étre choisi de telle sorte que la projection définie par @ de 1" sur 4 est
une bijection a 'extérieur de 0.

3. Le théoréme principal
Nous prenons les notations de I'introduction.
(3.1) Nous allons montrer le théoréme suivant:

THEOREME (3.1.1): Si df(0)=0, il existe un systéme fondamental de voisinages
de polydisques privilégiés (4)ic; de f en O tel que, pour tout 4, la fibration C*
en variété 4 coins définie par f/1f|, pour >0 assez petit:

4ix{|fl=n}— 8!

a un difféomorphisme caractérisiique qui w'a aucun point five.
D’aprés la définition d’un polydisque privilégié de f en 0 (cf. (1.3.8)) et le
théoréme des points fixes de Lefschetz (cf. [2]), il en résulte immédiatement:

CoROLLAIRE (3.1.2) (A’Campo): Le nombre de Lefschetz de la monodromie
locale de f en 0 en cohomologie égale 0 quand f(0)=0 et df(0)=0.

Avant de donner la démonstration de ce théoréme nous allons faire quelques
remarques.

REMARQUES (3.1.3): En fait 'homéomorphisme caractéristique sera donné par
un champ de vecteurs sur 4,N{|fl=7} qui se projette sur le champ de vecteurs
unité de S par f/|f]. De plus la restriction 3 4, est différentiable. En fait,
toujours parce que I'on & faire avec des variétés 4 coins, notre homéomorphisme
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est en fait un difféomorphisme de variétés 3 coins (cf. [3] et preuve du lemme
(1.3.4)).

{3.2) Esquisse de la démonstration du théoréme (3.1.1)

(3.2.1) Nous allons démontrer le théoréme (3.1.1) par récurrence sur la dimension
n. Pour cela nous allons en fait démontrer une version un peu plus forte que le
théoréme (3.1.1).

Tout d’abord, si {f=0} est muni d'une honne stratification, on pourra exiger
que les strates du bord des 4; (1¢ 1) solent transverses aux strates de cette strati-
fication. D’autre part pour chaque 4; on construira un champ de vecteurs intégrable
sur 4,N1{lfl=7}, pour tout 7 assez petit, dont la restriction aux strates ¥ de 4,
donne un champ de vecteurs différentiable sur XN{/f|i=»} et dont 'image par
Papplieation tangente de f/|f| donne le champ de vecteurs unité de §'. De plus
I'intégration de ce champ de vecteurs donne un homéomorphisme d’une fibre de
la fibration 4;N{|fl=7 — §*, définie par f/|f], sur elle-méme qui n’a pas de point
fixe. Nous exprimons ce fait en disant qu’ aucune ligne intégrale de ce champ
de vecleurs ne se ferme aprés un tour sur S\,

1l est bien clair que pour n=0, si f{0)=0 et df(0)=0, on peut construire une
telle famille de polydisques privilégiés (4,),¢; (dans ce cas les 4; sont des disques
de C) et pour chaque 4;, un tel champ de vecteurs sur 4,N{|f]=7} pour tout >0
assez petit. En effet dans ce cas la situation est analytiquement équivalente 2
celle donnée par f: C— C, ou f(z)=2", ol m est la multiplicité de fen 0 et m>2.

Supposons done n2>1. Munissons {f=0} d’une bonne stratification relativement
a f. Quitte & se placer dans un U plus petit, on peut supposer que {f=0}= ,:Qx Vi
et que 0¢ Vi, On choisit alors un hyperplan L, que I'on supposera, pour simplifier,
définl par z,=0, tel que:

1) Thyperplan L appartient 4 'ouvert de Zariski dense 2 défini dans le lemme
(2.2.2);
2) TPhyperplan L est transverse & toutes les limites d’espaces tangents aux strates
Vi#£1{0} en des suites de points de V, tendant vers 0.

(Comparer les conditions précédentes aux conditions déterminant [’hyperplan
générique dans [5]).

La bonne stratification de {f=0} relativement & 0 donne alors une bonne strati-
fication de {f=0}NL. Comme la restriction de f &4 L a un point critigue en 0,
utilisant I’hypothése de récurrence dans z,=0, i.e. I'hyperplan L, nous avons un
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systéme fondamental de polydisques privilégiés (4.);c; de la rvestriction de F & L
en 0.

D’aprés I'hypothése par récurrence, il existe un tel systéme fondamental (4,);¢;
pour lequel les strates du bord de 4, secient transverses 3 la bonne stratification
de {f=0}nNL relativement & la restriction de f & L. De plus pour chaque 4;, pour
tout n assez petit, on a sur 4:N{{Ifl=7%NL) un champ de vecteurs intégrable
dont la restriction aux strates de 4; donne un champ de vecteurs différentiable et
dont la projection sur S! par f/|f| donne le champ de vecteurs unité de S'.

Fixons un 4;. Nous allons construire un polydisque D;x 4; de C™*', centré en
0, qui aura relativement a {f=0} les mémes propriétés que 4; relativement a
{f=0InL.

Considérons alors le diagramme de Cerf §) de f relativement i z,. Appelons
encore 2, la coordonnée correspondant aux valeurs de 2z, et 1 celle qul correspond
aux valeurs de f. D’aprés le lemme (2.2.5) la droite 2=0 est le ebne tangent du
diagramme de Cerf:

@

Choisissons alors un disque D; de C centré en 0 tel que:
1) D;x{0} ne coupe ) qu’en {0};
2) les strates du bord de D;x 4; coupent transversalement les strates de la bonne
stratification de {f=0} relativement a f.

Le 1) est obtenu dés que D; est de rayon assez petit puisque I" n’étant pas
contenu dans f=0, aucune composante de ) ne coincide aveec =0,

Le 2) s’établit comme dans la démonstration du lemme (1.3.4).
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Remarquons que si /'=%5, (J=72 et que, dans ce cas, (DixX4)n{lfl=n est
homéomorphe (en fait diffeomorphe en tant que variété a coing). avec DX
(4Nl fi=7nL). La démonstration du théoréme est alors simple puisque le
champ de vecteurs construit dans 4:N{{|fl=»NL) donnera le champ de vecteurs
de (D, x 4,)N1{if1=7} par le difféomorphisme & eoins.

On peut done supposer "+ 75 done ).

Choisissons 7>>0 assez petit pour que, pour tout b, 0<b|<» les points d’intersec-
tion de ¢) (courbe réduite) avee D;x|b} soient tous simples et leur nombre égal 3
la multiplicité d’intersection de ) et 2=0 en 0. De plus on demande que le
polydisque D;x D, ol D est de rayon » soit contenu dans I'image de D;x 4; par
D=2y, f): U— C%

L'espace (D;x 4,)N{1f|=7} est alors P'intersection de I'image inverse du tore
plein D;xoD par @ et de D;x 4.

Nous allons tout d’abord déerire la procédure de notre démonstration:

(3.2.2) A— Nous construisons un champ de vecteurs différentiable sur D;xaD qui
vérifie les propriétés suivantes:

a) la projection sur 8D donne le champ de vecteurs constant de longueur » et de
direction positive (malgré ’abus de langage, nous appellerons ce champ le champ
de vecteurs unité de 8D);

b} la restriction & {0} x8D donne ce champ de vecteurs unité;

¢) le champ de vecteurs est tangent & (D;xaD)N{6=0}, pour tout € C assez
petit, avec d=0 équation réduite de &.

d) Aucune ligne intégrale de ce champ autre que {0}x2D ne se referme aprés un
tour sur 9D.

B— Nous relevons ce champ de vecteurs intégrable sur (D;x 4,)N{ifi=%} en un
champ de vecteurs qui étende le champ de vecteurs déja obtenu dans 4,N{|f|=
7N L.

Une fois faite cette construction, le champ de vecteurs obtenu n’a aucune ligne
intégrale qui ne se referme au bout d’un tour sur 8D, car toute ligne intégrale
fermée donnerait une ligne intégrale fermée du champ de vecteurs sur D;X8D.
Comme seule {0} x 3D est celle qui se referme au bout d’un tour sur @D, une ligne
intégrale du champ de vecteurs sur (D, x 4)N{lfi=7}, qui se refermerait au bout
d’un tour sur 8D, se trouverait dans L et ceci est impossible d’aprés I’hypothése
de récurrence.

Afin d’achever la démonstration du théoréme nous allons faire les eonstructions
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déerites par la procédure (3.2.2).
(3.3) Construction du champ de veecteurs sur D;xaD.

Le diagramme de Cerf ¢) (défini par 6=0) peut 8tre paramétrisé de la facon
suivante:

A=t"
hisd -
Zp1 = Z a“t‘ , avec 0;511:(!1:}(:0
i=k
1

o0
Zee= 3. @, 0', avee a,{,,:a,;&o .
=k

Rappelons que ceci est une paramétrisation de la courbe réduite d’équation
réduite §=0.

L’entier r est le nombre de composantes irréductibles de &) en 0. On appellera
D, -+, 9, les branches de ).

Le lemme (2.2.5) rappelle que, sous les hypothéses du théoréme, ie. f(0)=0 et
dfi0)=0, la droite 2=0 est le cone tangent de ). Par conséquent, on obtient:

LEMME (3.3.1): Pour tout j, =1, ---,7, on a: k;<n.
(3.3.2) Nous notons m;, n; les entiers premiers entre eux définis par:

m; _ ki
n; n

On note C,, ---, C, les courbes définis par:
{ A=t
V& =a jtmi
La paire (m;, n;) est donc la premiére paire de Puiseux “non transverse” de
4); dans le systéme de coordonnées donné par 2 et 2.
Quand >0 est assez petit, les points de (D;xaD)N ), sont dans un voisinage
tubulaire assez petit de (D;xaD)nC;.
Remarguons également qur les courbes (C;) ne sont pas nécessairement toutes
distinetes ainsi que les paires (m;, n;).
Afin déviter les confusions, nous allons ordonner les indices j de telle sorte que:

larfp™im<aglym™ < -« - <la,lp™ei™r
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pour tout »>0 assez petit,

On notera C7, ---, Cl les courbes C; distinctes. Remarquons que les paires de
Puiseux “non transverses’ (m}, nj) (j=1, ---,1) de ces courbes ne sont pas néces-
sairement toutes distinctes. La courbe C} est alors définie par:

A=tri

(=1, ---,0)
Z(,,»ﬁa;’;t’"v

avec de plus:

1

( N=C= e =C,

3.3.9) ( e “'1*1: R (J‘?_2
" .
(,l'::. ‘it~l+‘: "':(/v~
Enfin on a:
/ ’
/ mi . . m,l
n ny,
7 ’
Mopy+1 m;
(3.3.4) { === TR
(RS Ty,
’
Mopy 141 omy
LI =i
Ny _y+1 n;
avec:
’ ’
i, m,
5 > g
M, Ny
On notera:
4 ’ ik .
ri=las|pmil (§=1, -+, D)
0/ .
Pr="y, k=1, ---,8—1
(3.3.5)
T,
[)kr—rgk.n k:l’ "‘,8—'1

Pe=T¢.
Remarquons encore que les r; ne sont pas nécessairement tous distinets.
Cependant pour >0 assez petit, on a:
LEMME (3.3.6): p.<pi (k=1,---,5-1).
La preuve de ce lemme est immédiate puisque
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AN N L
pe=larly e

7 m o ng
pr=lag ) e e

et:
! ’
Ny, M1 My

! 7 _ 7
Ty aTRS! N4

Nous pouvons alors déerire ee que nous voyons dans D;x{7} quand 7>0 est
assez petit:
1) Les points de CjN(D;x {5} sont situés sur un cercle centré en (0, 7} de rayon
r5. Remarquons que plusieurs C; distincts peuvent donner des points dans D;X {7}
situés sur le méme cercle.
2) Les cercles de rayons 7} se regroupent “par paquets” situés respectivement entre
les cercles de rayons 71 et py, pi et ps, ---, pry €t p..
3) Les points des §);N (D:x {n}) sont situés au voisinage des points des Cin (D x{n):
nous spécifierons dans Ia suite de quelle maniére. Par exemple

Cercle de rayon ]
Cercle de rayon gy
Cercle de rayon pf

Cercle de rayon g,

fig. (3.3.7)

Remarquons alors que les points de Cin (D;x{7ei’}) sont situés sur le cercle de
rayon 7} centré en (0,7¢'%). Quand 6 parcourt le segment [0, 2], les points de
Cin (D, x{n)) ont tourné sur le cercle de rayon 7} d’un angle 2r(miinl)<2r d’aprés
le lemme (3.3.1).

L’angle de rotation est alors le méme respectivement pour cl, -, C{L d’une
part, -+, Cl,_ 4, - -+, C7 d’autre part.

(3.3.8) Appelons alors A(r, ') Vanneau ouvert des points compris entre les cercles
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centrés en 0 de rayon v et 7/,

D’autre part, soit >0, "'union des disques de rayon ¢ de D;X{5e*?}, centrés en
les points de CiN(D;x {pe'?}) quand 0¢[0,27] est appelé etube de Cin(D;xaD).
Si 9N (D:xaD) est contenu dans Vetube de C;n(D,;x4D}, nous dirons que ),
est e-proche de C} sur D;xaD.

lemarquons que si e>0 est assez petit, un s-tube de CiN(D.xaD) est un
voisinage tubulaire de CinN(D;xaD).

On a alors le lemme “technique” suivant qui est fondamental pour la construe-
tion de notre champ de vecteurs.

LEMME (3.3.9): Si >0 est assez petit, il existe R, Ri (k=1,---,s~1), R,
tels que:

0. <R, <Ri<pt, p,<R,

et ;>0 (f=1, -+, 1) tels que:
1) pour tout k, tel que (a, myn)=(aj, min}), . est ¢;/2-proche de C} sur
D;xaD;
2) Les ¢;-tubes des CiN(D;xaD) sont disjoints et sont des wvoisinages tubulaires
des Cin(DyxaD);
3) powr tout j, LH1<i<liy k=0, ---,s—1 avee ly=0 et I,=1) le ¢;-tube de
Cin(D; xaD) est contenu dans 'anneau A(R:, Riv) k=0, ---, s—1 avec Ri=0).

La preuve de ce lemme est élémentaire, mais trés ennuyeuse. Aussi nous
laissons au lecteur éventuel le soin de la faire. Avec la deseription de (D;x8D)N Q)
donnée précédemment, il n’y a aucune difficulté 4 surmonter.

Maintenant nous sommes en mesure de construire le champ de vecteurs cherché.

Nous fixons alors >0 de telle sorte que les conclusions du lemme (3.3.9) soient
vérifiées.

Rappelons que nous avons donné dans (3.2.2) partie A les propriétés du champ
de vecteurs que nous cherchons 4 obtenir.

Si 8¢ C est assez petit, disons |8]<0,, PN (D;x0D), ou J), est défini par 6=4
est contenu dans les ¢/2-tubes des C;, avec g=inf (g, --+, ¢).

Cette remarque é&tant faite, nous avons:

LEMME (3.3.10): Il existe sur D;x8D un champ de vecteurs différentiable tel
que:
1) La projection de ce champ de vecteurs sur 9D est le champ de vecteurs unité
de 9D (au sens donné dans (8.2.2));
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2) La restriction de ce champ de vecteurs & {0}x8D est le champ de vecteurs
unité de {0} xXeD;

8) Le champ de vecteurs est tangent a (D;xaD)N G, pour tout 0 € C assez petit;
4)  Awucune ligne intégrale de ce champ de vecteurs autre gue {0}x6D ne s¢ re-
ferme au bout d'un tour sur oD.

PREUVE: Appelons w, le champ de vecteurs de D, x 3D extension triviale du
champ de vecteurs unité de {0} x8D.

Dans D;x {7} nous avons un champ de vecteurs tel que:

1) Dans les anneaux A(R}, R,..) (k=0, ---,5—1), c’est le champ de vecteurs qui
réalise la rotation d’angle 27:(7)2/','“1/?1{&“) (avec 1,=0), i.e. le champ de vecteur qui
en un point de A(R}, Ri4) situé & la distance » de 0 est tangent au cercle de
rayon 7, est orienté dans le sens positif et a pour norme ?'(7;17,‘“/71{,‘, 1.

2) A l'origine ce champ de vecteurs est nul.

8) Dans les zores entre les anneaux ou & Pextérieur du dernier anneau le champ
de vecteur en un point x est tangent au cercle centré en 0 et passant par .

Trés précisément soit ¢ : [0, R]-> R une fonetion C* sur I'intervalle fermé [0, ]
ol R est le rayon de D, telle que

a) ¢ soit constante sur les intervalles fermés [0, By], [(Ri, R.], ---,[Ri.,, R] avec
les valeurs respectives my,/n], mi,/ni, « -, mi/nt;

b) ¢ soit décroissante.

L’existence d’une telle fonction ¢ est assez facile, aussi nous ne le démon-
trerons pas.

Dans les anneaux fermés A(R,, Bp) (k=1, ---, s—1) le champ de vecteurs donne
en un point ¢ A(R,, R;) A la distance r de 0 tangent au cercle de rayon r centré
en 0 de direction positive et de longueur 7.(r).

On étend trivialement ce champ de vecteurs & tout D;xaD. A laide d’une
partition de I'unité convenable, on modifie ce champ de vecteurs en un champ de
vecteurs égal au précédent 4 P'extérieur des ¢;-tubes des cinxaD) (=1, -+, b
et nul A Pintérieur des ¢;/2-tubes des CiN(D;xaD). On appelle w, le champ de
vecteurs de D;xaD somme de celui-ci et de w, construit au début. Il est main-
tenant facile de construire un champ de vecteurs w,, qui, dans les &;/2-tubes des
Cin(D;xaD), soit tangent & )N (D;xaD) pour # € C assez petit, car D;xX8D coupe
), transversalement quand 6 € C est assez petit, et qui 4 P'extérieur des e¢;-tubes
des Cin(Dyx8D) (j=1, ---, 1) soit nul.

En sommant les deux champs de vecteurs w, et w, précédents on obtient le
champ de vecteurs w cherché. En effet aucune ligne intégrale 4 Pextérieur des



424 L& Donc TrANG

e;-tubes de Cin(D;%8D) ne se referme au bout d’un tour sur 8D, car cette ligne
intégrale reste sur un tore 3D,x3D (oU 9D, est le cercle de rayon r centré en 0)
et partant d’un point de 8D, {7} arrive en un point de 2D, {7} obtenu par une
rotation d’angle strictement inférieur a 2z au hout d’un tour sur D (car ¢{r}<1).
D’autre part une ligne intégrale dans un ¢;-tube n’en sort pas et évidemment ne
peut pas se refermer au bout d’un tour.

Remarquons qu’une ligne intégrale dans A(R}, Ry XéD (k=0, ---, s~1) ex-
térieure aux e;-tubes de Cin(D;xaD) se referme au bout de n{,‘ tours.

8.4) Relévement du champ de vecteurs w.

Nous sommes maintenant en mesure de réaliser la procédure B décrite dans
3.2.2).

L hypothése de récurrence nous dit que nous avons un champ de vecteurs C®
sur ({0} x4:)N{lf1=7} qui reléve le champ de veecteurs unité de {0jx&D. Comme
sur U,xaD (o0 U, est un voisinage de 0 dans D)), &={(z,, f) n’a aucun point criti-
que et est de rang maximum sur les strates du bord de U;x d,, on peut étendre
le champ de vecteurs dans ({0} x 4,)N{|fl=7 en un champ de vecteurs w’ C= de
(U 4N {1 fl=7} en utilisant le lemme (1.3.5).

De plus en tout point de (D;x4)N{|fl=7} qui n’est pas situé sur la courbe
polaire de z,=0 relativement & f, on peut localement relever ce champ de vecteurs
w sur D;xaD, ie. en tout point x de (Dix4)N{lfl=» qui n’est pas dans
(UeX 4)0 {1 f]=7n} il existe un voisinage ouvert U, de 2z dans (D;x4)N{lfl=1»l
qui ne rencontre pas ({0} x4)N{fi=7} et un champ de vecteurs w, dont I'image
par ¢ donne la champ de vecteurs restriction de w & @(U.). Remarquons que les
points de a(D.:x 4)N{1Fl=7} ne sont pas sur la courbe polaire.

1l reste 34 considérer le cas ot @ est un point de la courbe polaire de z,=0
relativement 3 f.

Pour cela nous avons besoin du lemme suivant:

LEMME (3.4.1): Soit F': (C", 0) > (C? 0) un morphisme analytique plat dont
la fibre en 0 en une singularité quadratique ordinaire, alors il existe deux germes
d’isomorphismes analytiques ¢ : (C*1, 0) — (C**, 0) et ¢ : (C% 0) — (C* 0) tels que
Fo=¢F¢~1: (C*"XC,0—(CXC,0) soit défini par la fonction f(z;, -+, %n t)= il %!
et la projection p(wy, - -, %, £)=t. De plus si 6=0 est le discriminant de F:,w on
peut choisir ¢ et ¢ de telle sorte que Uimage de d=e¢ par ¢ soit Cxie pour tout
€ C assez pelit,

PREUVE: Elle dérive immédiatement de ce que la déformation miniverselle
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d’une singularité guadratique ordinaire définie localement au voisinage de 0 dans
C" par

g= 2i=0

e

est donné par g: (C", 0) - (C,0). (ef. [12]).

Soit z un point de (D;x 4,)N{lfl=mn} situé sur la courke polaire. Le morphisme
¢ induit un germe de morphisme de (C™*,2) - {(C? é(a}) dont la fibre au-dessus
de ¢iz) a une sirgularité quadratique ordinaire en 2 d’aprés la remarque (2.2.5).
D’aprés le lemme (3.4.1) tout champ de vecteurs différentiable dars un voisinage
ouvert suffisamment petit de é{x) dans C? tangent & 0=0 se reléve par ¢ dans un
voisinage ouvert suffisamment petit de 2 dans €™ en un champ de vecteurs dif-
férentiable tangent au lieu critique de ¢. En particulier le champ de vecteurs w
de D;x8D que I'on a construit dans (3.3), au voisinage de ¢(x), est tangent & 00,
pour tout 0¢C assez petit. Quitte & imaginer qu’il est la restriction & D,xaD
d’un champ de vecteurs différentiable de C?, la restriction de ce champ de vecteurs
3 un voisinage de ¢(z) dans D,x 8D suffisamment petit se reléve en un champ de
veeteurs différentiable dans un voisinage de x dans (DX 4,)N0{|fl=7} suffisamment
petit. Ce nouveau champ de vecteurs est alors tangent a I'intersection de la courbe
polaire et de {|fl=17}.

En utilisant une technique classique de recollement (cf. [9] par exemple) 3
I'aide d'une partition de 1'unité associée i un recouvrement de (D:x )N {lfl=7n
par des ouverts ot I'on a, comme ci-dessus, construit un champ de vecteurs avec
les propriétés voulues, on obtient sur (D, x 4)N{lfl=7% un champ de vecteurs dif-
férentiable v, tangent aux strates de 3(D;x 4N {|fl=n} et qui se projette par &
sur le champ de vecteurs différentiable w.

Par conséquent toute orbite de v qui se ferme aprés un tour sur 9D se
projette sur D;xaD en une orbite de w qui se ferme aprés un tour sur 8D. Orla
seule orbite de w qui se ferme aprés un tour sur 2D est {0}x@D, par conséquent
une orbite de v qui se fermerait aprés un tour sur 8D serait dans {z,=0, | fi=7}
ce qui est exclu d’aprés ’hypothése par récurrence. Ceci montre qu’en intégrant
le champ de vecteurs v on obtient un difféomorphisme caractéristique de la fibra-
tion (D:x 4,)N{lfl=n — S$* qui n’a pas de point fixe. Ceci achéve la démonstration
de notre théoréme.

REMARQUE (3.4.2): Le difféomorphisme earactéristique de (D;x 4N {|f1=y}->8!
ainsi construit induit un difféomorphisme de ({0} x 4,)N{{fl=7} — §'. Ceeci permet
de définir la monodromie relative de f en O par rapport & z,=0. Si F est la fibre
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de Milnor de f en 0 et si F” est la fibre de Milnor de la restriction de f a 2z,=0
en 0, alors la monodromie relative de f en 0 par rapport & z,=0 est un auto-

morphisme:
h,: HF, F') — H,(F, F")
(resp. k" : H*(F, F') — H*F, F}) .
On a alors:

COROLLAIRE (3.4.3): La trace de la monodromie relative de f en 0 relative-
ment 4 2,=0 est nulle,

REMARQUE (3.4.4): La premiére paire de Puiseux non transverse du diagramme
de Cerf donne une filtration naturelle de H,(F, F’). Nous pensons qu’une investi-
gation plus poussée de la géométrie du difféomorphisme caractéristique que nous
avons construit devrait donner une démonstration topologique de la quasi-unipotence
de la monodromie relative (ef. théoréme de la monodromie). Dans le cas des
singularités isolées, B. Teissier a intreduit dans [11] des invariants (e,/m,) et de-
montré que les (m/n,) de (3.3.2) (appelés exposants de Puiseux non transverses
du diagramme de Cerf) sont égaux aux (m,/{e,+m,)) quand '’hyperplan L est assez
général. Par ailleurs quand n=1, M. Merle a montré que les (¢,/m,) de [11] sont
des invariants topologiques (cf. [8)). Des résultats récents de J. Briangon et J. P.
Speder ont montré que ceci n’est pas le cas en général.
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