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Cet article est amicalement dédié au Professeur Késaku Yo0sIba.

La présente théorie peut étre indifféremment présentée sous forme linéaire ou
non linéaire. La forme non linéaire, ot il s'agit d'espaces topologiques quelconques,
parait plus générale que la forme linéaire, ol on se restreint aux espaces vectoriels
topologiques. Mais tout espace topologique séparé peut &tre plongé dans |'espace
de ses probabilités de Radon, muni de la topologie de la convergence étroite (1),
de sorte que le cas non linéaire est aussi un cas particulier du cas linéaire. Nous
traiterons ici le cas linéaire, qui a 1’'avantage de permettre l'utilisation systématique
des propriétés des espaces vectoriels topologiques.

Nous commencons par des préliminaires, sur les espaces vectoriels quasi-normés
et les espaces bitopologiques. La nécessité de considérer les applications p-radoni-
fiantes, non seulement pour p>1, mais aussi pour p<1 (et méme pour p=:0), méne
assez rapidement 4 étendre aussi les espaces de Banach, et & considérer les quasi-
Banach, munis de p-normes ou quasi-normes, et qui ne sont plus localement con-
vexes, Nous en donnons d'abord les définitions essentielles. Nous étudions ensuite
les espaces L7, 0<p<-foo, 4 valeurs dans des quasi-Banach, pour lesquels il y a
un théoréme de FISCHER-RIESZ, proposition (0.1). Mais on aura aussi besoin
d’autre chose; si F' est un Banach, on devra utiliser I'espace des applications
p-mesurables de 2 dang o(F”, F'), dont la norme est de puissance p-iéme intégrable,
espace que nous nommons LP(2, r;; o(F’, F')); il est aussi complet, proposition (0.2).
Cela méne naturellement & introduire les espaces bitopologigues, muni d'une part
d’'une topologie, d'autre part d'une quasi-norme définissant une topologie plus fine;
et on a encore un théoréme de Fischer-Riesz, proposition (0.2 bis). Ces espaces
bitopologiques jouent constamment un réle important dans la suite; on trouvera
par exemple, si G est un quasi-Banach, des probabilités de Radon sur le bidual
o(G”, G’), pour lesquels la norme est de puissance p-iéme intégrable. Le § se
termine par I’étude analogue des espaces L° de classes de fonctions mesurables, avec
la convergence en probabilité. On parlera donc ensuite des L7, aveec 0<p< |00,

Le §1 donne le théoréme de compacité de PROXHOROV (1.1) (compacité d'un
ensemble de probabilités pour la topologie étroite), fondement de toute la théorie.
Pour bien analyser ensuite les probabilités de Radon, nous introduisons les fonetions

(1) La topologie étroite sera définie dans la démonstration du théoréme (1.1).
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poids sur I'espace “7(R,) des probabilités sur la demi-droite achevée R, :(1.1 bis).
Les principaux cxemples sont (1.3), (1.4), (1.9) (les poids J,, d'un usage constant
ensuite), (1.12) (les J-poids, trés importants aussi). Les poids plus forts ou plus
faibles que L, (1.12 his), les poids compacts, (1.13), seront fondamentaux. Les poids
homogénes, (1.14), sont les plus importants dans la pratique; il semble méme que
finalement ce soient les seuls importants, comme le montrent des résultats plus
récents d’AssouADn. Les poids servent remarquablement pour analyser les compacts
de GP(R), et la topologie des espaces L” et L°,

Aux poids sur Z2(R,), on doit associer les fonctions compactes sur des espaces
topologiques, (1.15). On définit alors un ordre d'une probabilité de Radon sur un
espace topologique X, 4 partir d’un poids et d'une fonetion >0 sur X. La proposi-
tion (1.16) est la traduction, en terme de fonctions et poids, du théoréme de PROK-
HOROV (1.1). Nous introduisons ensuite les probabilités cylindriques. Soulignons
d’abord que, sans que ce soit jamais explicitement mentionné dans la suite, tous les
espaces vectoriels topologiques, seront supposés separés par leur dual (mais non
nécessairement localement convexes). Pour les définitions et propriétés élémentaires
des probabilités cylindriques, nous renvoyons i SCHWARTZ [1] et [4]. Nous intro-
duisons ici, sur l'espace é"(E} des probabilités cylindriques sur FE, la topologie
cylindrique. La proposition (1.17.0) donne une propriété importante de econvergence
eylindrique. Le théoréme (1.17) est alors encore une fois une expression du
théoréme de compacité de PROKHOROV (1.1), il sera fondamental dans 'étude des
applications radonifiantes. A partir de (1.18), nous spécifions le poids et étudions
les probabilités de Radon d’ordre p, 0<p<-l-co, puis aussi p=0, d’oit le théoréme
(1.18 bis) traduisant encore PROKHOROV, et le corollaire (1.18 ter). On sait qu'il v a
équivalence entre probabilité eylindrique et classe d'isonomie de fonctions aléatoires
linéaires sur le dual; (1.19) donne alors les relations entre ce qui précéde et des
énoneés sur des fonctions aléatoires (fonetions aléatoires décomposées). Le théoréme
(1.20) fait pendant & (1.18 bis).

Le §2 introduit le type et les applications radonifiantes, qui seront l'objet es-
sentiel du présent travail. Le type est défini & (2.1.0). Il est lié & la concentration
sealaire des probabilités cylindriques, (2.1.00). Toutes les considérations sur le type
de (2.1) seront fondamentales ensuite, notamment le corollaire de (2.1.8.0), 'exemple
de la probabilité cylindrique de Gauss (2.1.8 bis), la proposition (2.1.10) et ses corol-
laires. A (2.2.0) nous introduisons les conditions d'approximation qui joueront un
role essentiel ensuite. En réalité ces conditions sont peut-étre superflues; en effet
une vieille conjecture de Banach exprime que tous les espaces de Banach ont la
propriété d'approximation, et dans ce cas (bien qu'il ne s’agisse pas exactement de
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la méme hypothése), toutes les précautions prises iei sont superflues; en attendant
mieux, on ne peut pas s'en passer, el elles interviendront d'un bout & l'autre de
cet article, apportant une géne et une complication dont on se passerait volontiers.
On passe a (2.3) a la définition des applications radonifiantes; une application est
(A, a’; B, f)-radonifiante, si elle transforme toute probabilité cvlindrique de tvpe
{A, «’) en une probabilité de Radon d'ordre (5, 5), définition (2.3). On est, hélas,
comme il vient d'éire dit, obligé de considérer les applications approximativement
radonifiantes, trés approximativement radonifiantes. Le théoréme (2.4) est le critére
fondamental, dérivant directement de PrOKHOROV (1.1). Dans (2.6) on introduit les
propriétés d’approximation du type de celle de Banach, qui permettront de supprimer
approximativement ou trés approximativement dans les énoncés ultéricurs. Les
définitions (2.6.3), (2.6.4), les propositions (2.7), (2.8), (2.9), sont importantes. La
proposition (2.10) permet alors de ramener “trés approximativement” & “approxima-
tivement”, d’ol le corollaire (2.11) qui combine tout ce qui précéde. Le § se termine
par (2.13) qui donne des énoncés en termes de fonetions aléatoires linéaires et
d’applications décomposantes, avee la proposition (2.14).

Le §3 traite des applications p-radonifiantes dans les Banach et leg quasi-Banach,
pour 0<p<-too, Clest iel que sont les développements les plus récents et les plus
intéressantes des derniéres années sur les probabilités eylindriques: la rencontre de
la théorie des probabilités eylindriques, avee ses applications probabilistes, avec la
théorie, déja presque achevée antérieurement, des zpplications p-sommantes. Ren-
contre double: des eritéres pour les applications p-sommanies donneront des critéres
pour les applications p-radonifiantes, avec applications probabilistes, mais aussi des
méthodes probabilistes donneront des ecritéres pour les applications p-sommantes (lois
de Gauss-Lévy). Dang tout ce §, le premier espace sera un Banach I ou un dual
sfaible ¢(F”, F) d'un quasi-Banach F, le deuxiéme espace sera un guasi-Banach G
ou un dual *-faible ¢(H’, H) d'un Banach H. A (3.1), on définit les applications
p-sommantes, la proposition (3.2) est fondamentale. Le théoréme le plus important
de cet article est alors (3.4), donnant la relation entre applications p-sommantes de
E dans G et applications approximativement p-radonifiantes de E dans o(G”, G’).
La proposition (3.6), aussi fondamentale, est V'inégalité de PIETSCH, connue pour les
applications p-sommantes, et que nous redémontrons ici, puisqu’elle servira alors
pour les applications p-radonifiantes.

Toutes les propositions suivantes sont importantes, le corollaire (8.8), la proposi-
tion (3.8.0) (une application p-radonifiantes est aussi g-radonifiante pour ¢:=p);
(3.8.2) donne des exemples courants, et notamment les opérateurs p-nucléaires
(3.8.3). On cherche ensuite & remplacer ¢(G", G’) par G lui-méme; ¢’est possible si
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G est réflexif ou si 1<p<-+w (proposition (3.9)). On cherche ensuite & supprimer
“approximativement”; on le peut si (F, E) a la propriété d’approximation métrique
ou 8i p:1 (proposition (3.10)). Tous ces résultats sont récapitulés a (3.11 bis). Et
le § se termine 4 (3.13) par le point de vue des fonctions aléatoires linéaires et des
applications déecomposantes. La proposition (3.14) donne un critére qui sera trés
utile.

Le §4 étudie le cas p—0, les applications O-radonifiantes. Elles ont été con-
nues (théoréme de MINLOS) avant les p-radonifiantes pour p>0; cependant elles sont
plus difficiles, ot leur liaison avee des O-sommantes n'existe pas vraiment. Cette
étude est aussi fondamentale pour les applications probabilistes. Le théoréeme fonda-
mental (4.1) est 'analogue de (3.4) pour p==0. Sa démonstration est assez longue,
mais importante. L’inégalité de PIETSCH est (4.5) et (4.12.1) (SUNYACH); elle est
nouvelle, puisque rien d'analogue n'existait pour des applications sommantes avee
p==0. Autre version: (4.12.7). Le théoréme de KWAPIEN (4.13) étend & p==0 un
résultat antéricur (8.8.0): une application O-radonifiante est g-radonifiante pour tout
g 0. On passe de ¢(G",G) &4 G & (4.19), on supprime “approximativement” 2
(4.20).

Le §5 donne le théoréme de dualité, le moyen pratique le plus commode pour
montrer qu'une application est radonifiante. On définit d’abord le cotype, (5.1), puis
la propriété d'interversion de Fubini pour les poids, (5.5), avec les critéres pratiques
(5.7.3) et (5.7.13), utiles pour le type et l'ordre 0. On a alors la condition de
PIETSCH généralisée (5.8), d’oit le théoréme de dualité (5.15), fondamental. Le
corollaire est une variante dans les notations, qui sera commode. La proposition
(6.17) traite le cas des poids homogénes, dont le cas p, proposition (5.19), est le
plus important. Une bonne application est donnée a (5.20.1): les applications radoni-
fiantes entre espaces de Hilbert sont les opérateurs de Hilbert-Schmidt, application
immédiate du théoréme de dualité., Si d'ailleurs le premier est hilbertien, on a aussi
un bon énoncé, proposition (5.20.4). On va maintenant se placer dans une situation
plus générale, & partir de (5.21). Cette situation est notablement plus compliquée,
et inutile dans le cas des Banach. Mais, dans la pratique, les espaces de suites sont
agréablement considérés comme sous-espaces de I'espace KV de toutes les suites, les
espaces fonetionnels comme sous-espaces de l'espace <7’ des distributions; c’est a
cette situation générale qu'on devra faire face. Une bonne figure récapitulative
est donnée des le début. Le théoréme de dualité général est alors (5.23); on élimine
les conditions d’approximation spéciale a (5.29), d’oll un théoréme général de dualité
pour des quasi-Banach & (5.32), avec le corollaire (5.84) pour le cas p. A (5.36) on
fait la liaison avec les §53 et 4, et le théoréme de dualité (5.15).
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Le §6 va donner de nombreux exemples et applizations. Les exemples (6.1)
sont en dimension finie; 1 toutes les probabilités sont de Radon, et le seul intérét
est d'obtenir des inégalités précises résultant des théorémes antérieurs. Dans
(6.1.2), nous partons d'une inégalité sur les polynomes trigonométriques, d’ou la
proposition (6.1.2; 4) par application du théoreme de dualité, avee la variante
(6.1.2; 5) en termes de suites de variables aléatoires. L'introduction des variables
aléatoires subnormales (6.1.2; 10) permet d’obtenir le théoréme de SALEM-ZYGMUND
pour les polynomes trigonométriques aléatoires, (6.1.2;155. FEnsuite 4 (6.1.3), nous
introduisons les variables trigonométriques encore une fois pour un autre théoréme
de dualité; nous en déduirons l'inégalité de MENCHOV (6.1.3;11) et (6.1.3;12). A
partir de (6.II) nous passons aux suites infinies de variables aléatoires, pour appli-
quer le théoréme de dualité en situation générale, (5.23). Les propositions (6.11.1,
puis 1bis, 1ter et 1quarto) donnent les conditions générales d'utilisation. Comme
exemples, nous donnerons d'abord un théoréme de KHINTCHINE-KOLMOGOROV,
(6.11.2; 2), un résultat sur les séries de Fourier aléatoires (6.11.3), puis les applica-
tions O-radonifiantes dans les espaces de suites, (6.I1.4), que nous ne traitons pas
completement car il fait l'objet détaillé d'un article antérieur, et nous terminons
par le théoréme de MENCHOV, (6.I1.5), un théoréme de KWAPIEN-PELCZYNSKI,
(6.11.8), et une autre application (6.I1.7). Ce montre que de nombreux exemples
usuels, déja connus ou non, peuvent 8tre déduits des théorémes de dualité.

Depuis que cet article a été écrit, de nouveaux théorémes ont été démontrés,
gu'il est impossible d'incorporer dans le texte. Signalons avant tout les applications
w-sommantes (p-sommantes pour —1<p<0), de MAUREY [2], et la résolution de la
conjecture de PIETSCH pour les Banach (toute application p-radonifiante pour un
p<1 est O-radonifiante, et méme w-sommante), par Simone CHEVET [1] et MAUREY
[3]. D'autre part PIETSCH a presque achevé 'étude des applications p-radonifiantes
dans les espaces de suites (GOULAOUIC-SCHWARTZ [1], exposés 29 et 31). Signalons
qu’une partie des résultats du présent article ont &té cxposés dans un séminaire,
4 I’Ecole polytechnique (1969-70) (SCHWARTZ [4]).

§£0. Préliminaires: Les espaces vectoriels quasi-normés et les espaces bito-
pologiques.

(0.00) On appelle p-gquasi-norme sur un espace vectoriel F sur le corps K- R
ou C, 0<p<1, une application z~— [z de £ dans R,, vérifiant les propriétés
suivantes:

a) llkzll=|klllxl pour ke K, ze F;
b) lle-+yl”<izi*+iyil®, pour x, ye E;
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e) lizli>0 pour z-0.
Une 1-quasi-norme est une norme. Une p-quasi-norme est une ¢-guasi-norme pour
¢<p. Une quasi-norme définit sur E une topologie d’espace vectoriel, pour laquelle
un systéme fondamental de voisinages de 0 est formé par les quasi-boules fermées
de centre origine; cette topologie est métrisable, car (z, ¥} flz—wuil” est une
distance qui la définit. Pour cette topologie, les quasi-boules fermées sont fermées
et la quasi-norme est continue, car ||z|”—|[y[”|<ilz—yl”>. On appellera espace
vecloriel quasi-normé un espace vectoriel muni d’une quasi-norme, et de la
topologic correspondante. L'espace L7(X, p) relatif 4 un espace topologique X et
une mesure ;¢ sur X est un espace vectoriel quasi-normé, normé pour p -1, p-quasi-
normé pour p<1l. Son dual est réduit a {0} si ¢ est diffuse et p<1; de tels espaces
veetoriels sans dual seront inutilisables pour tout ce qui suit; aussi tous les espaces
vectoriels topologiques, dans la suite, seront-ils automatiquement supposés séparés
par lewr dual, souf mention explicite du contraire; mais, bien entendu, les
espaces vectoriels topologigues qu'on formera 4 partir d’eux ne le seront pas néces-
sairement.

Un espace vectoriel quasi-normé complet sera appelé un quasi-Banach.

L’enveloppe convexe équilibrée fermée de la quasi-boule unité de £ a une
jauge, qui est une norme (c'est trivialement une semi-norme, mais c¢'est une norme
parce que F est séparé par son dual); l'espace & muni de cette norme se notera
Ey, et E— Ey est continue. Les espaces E et Ey ont le méme dual E’, qui est
un Banach pour la norme [[Z]|= f’:ﬁ-‘i“"z' a>|. Alors Ey s’envoie isométriquement
dans le bidual £, Bien entendu, la boule unité de E’ est =-faiblement compacte.
La boule unité de Ey est a(L"’, E')-dense dans celle de £’/ et faiblement fermée
dans I, mais la boule unité de & n’a aucune raison d’avoir les mémes propriétés.
Si E est un quasi-Banach, Ey n'a aucune raison de l'étre. Considérons par exemple
I'espace I°, 0<s<1, des suites e¢=(c,),cr telles que g_.‘\_lc,.l"<--{-co, avee |icl,—=

( 5 le, 09", Clest un espace vectoriel s-quasi-normé, et un quasi-Banach. La

ne N

boule unité contient tous les éléments &,=(¢,=0 pour n+m, c¢,=1), de quasi-
norme 1; l'enveloppe convexe équilibrée fermée de la quasi-boule unité est donc
I'ensemble des suites ¢€1!® dont la norme dans I! est <{1. Donc (I*)y est l'espace
I' muni de la norme induite par I'; il n'est pas complet. Le dual de I comme de
I est 1. La boule unité de [* est compacte dans l'espace K%, done slirement
fermée dans I muni de la topologie ¢(l’,1”). Dans la suite, nous supposerons
automatiquement, sauf mention expresse du contratre, que la boule unité de E
est faiblement fermée (ce qui entraine a fortiori que B soit séparé par son dual!).
L'espace vectoriel normé Ey, bien que généralement non complet, est tonnelé si K
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est complet (par exemple I, 0<s<1, est tonnelé pour la topologie induite par I').
En effet, un tonneau T pour Ey l'est a fortiori pour E, qui est de Baire, done
¢'est un voisinage de 0 dans E, donc dans Ev puisqu'il est convese. Toute partie
*-faiblement bornée de E’ est éguicontinue sur Ex et sur E, et *-fortement bornée
dans E', (Ey)" ou (Ey)’. Pour qu'un p-quasi-normé E soit complet, il faut et il
suffit que, pour toute suite (Z,)..y de E telle que X jla,[|"<+-02, la série X .
converge. Et, dans ce cas, | Rz, 0"< B ml?. T "t
Soient E, G, des espacesn;ectoriei;tduasi-normés (Si E est g-quasi-normé et
G p-quasi-normé, ils sont tous deux Min (p, ¢)-quasi-normés.). Une application
linéaire u continue de E dans G est faiblement continue; la réciprogue n'est pas
vraie. Mais, si u est faiblement continue, ‘u est toujours continue de o(G’, G) dans
o(E’, E) et de G’ dans E’; u est faiblement continue si et seulement si elle est
continue de Ey dans Gy. Par exemple l'application identique de !", muni de la
topologie induite par 1! dans [°, est faiblement continue, mais n’est pas continue.
Dans le méme ordre d’idées, une partie est faiblement bornée dans E si et seule-
ment si elle est bornée dans Ey, mais elle ne 'est pas nécessairement dans E; par
exemple, dans I*, la boule unité de la norme I' est faiblement bornée mais non
bornée. Sur SA(E;G), la fonetion u— |u|= E}llg lu(z)] est une p-quasi-norme si
G est p-quasi-normé; pour cette guasi-norme, S2(E;G) est complet si G est
complet, et alors &2(E; G) est identique 2 $2(E; G). Si u est seulement faible-
ment continue de K dans G, la quantité |lull= "S::ig llae(z)]l est infinie si % n'est pas
continue: mais ||lully, norme de u dans Z2(Ewn;Gx), est toujours finie; on a
d'ailleurs toujours llw|v<|lull. Soient E, G, des espaces quasi-normés, ainsi que
F, H, et H complet. Une application linéaire faiblement continue u de o(F”, I)
dans G (c. & d., continue de o(F’, F) dans a(G,G’) est continue de F” dans
Gy car 'image par % de la boule unité de F”, o(F”’, F)-bornée, est bornée dans
a(G, G"), donc bornée dans Gy; elle a done une norme [lully finie. Une application
linéaire faiblement continue de E dans o(H’, H) est continue de Ky dans H’, a
fortiori de E dans H’:; en effet, la boule unité de Ey est faiblement bornée,
done son image est bornée dans ¢(H’, H), donc bornée dans H’ parce que Hy est
tonnelé. Elle a done une norme || =fuly, indifféremment en tant qu'opérateur de
F dans H’ ou de Ey dans H’, car I'image de la boule unité de K est contenue
dans les mémes boules que celle de la boule unité de Ey, H’ étant normé. KEnfin,
si u est une application linéaire continue de o(F”, F') dans o(H’, H), elle est con-
tinue de F” dans H’ pour la méme raison. On peut eventuellement tout écrire
avec une formulation unique. Ayant défini Ex lorsque E est un quasi-normé, on
peut pour E=a(F, F'), F quasi-normé, appeles Ey l'espace de Banach F’. On
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notera cependant que £ est plus fin que Fv pour F quasi-normé, alors que Ex est
plus fin que £ pour F dual =-faible d’un quasi-normé.

Dautre part, st K- -o(l”, F'), F quasi-normé, ce que nous appellerons E’
sera toujours F' muni de sa quasi-norme. Alors:

PROPOSITION (0.0). Si [ est ouw un espace quasi-normé ouw wun dual *-faible
d'un quasi-normé, G un quasi-normé ou un ducl *faible d'un quasi-Banach,
une application linéaire faiblement continue u de E dans G est continue de Fy
dans Gy.

L’énoncé ainsi donné couvre d'un scul coup 4 cas différents. C'est plus com-
mode, mais il faudra souvent en fait 4 démonstrations différentes; d’un autre
¢6té, chaque fois gu’un seul énoncé couvrira les 4 cas, tous ceux qui s'appuieront
sur lui feront de méme. Parfois, il semblera plus clair de donner les 4 énoncés;
ainsi la proposition (0.0) pourra aussi s'énoncer:

(0.0 bis) Soient E un quasi-normé ou o(F, F') le dual »-faible d’un quasi-
normé, G un quast-normé ow o(H', H) le dual =faible d'un quasi-Banach, u
une application linéaire faiblement continue de E ou o(F", F) dans G ou
ao(H’, H). Alors elle est continue de Eyv ou I’ dans Gy ou H’,

Le mélange fréquent des deux types d'énoncé est en fait incorrect. Par ex-
emple, au §3, il est dit au début que F est ou bien un Banach ow bien un dual
x-faible d’un quasi-Banach F. Alors, dans un énoncé tel que celui de la pro-
position (3.5 quinto), il y a une incorrection & dire que u est continue de E ou o
dans G ou H’; il est ici sous-entendu que le 17 espace est E ou o{F”, F), mais que,
s'il est appelé E, il n'est pas un ¢(F”, F'), mais un Banach; et u ne serait évidem-
ment pas continue de E dans G si E avait le droit d'étre «(F”, F'), elle n'est pas
continue de o(F”, F') dans G mais de F” dans G. Cette incorrection ne semble pas
grave, mais aide au contraire 3 mieux comprendre!

Hspaces L”. Soit { un espace topologique séparé muni d’une mesure de Radon
-0 (finie ou non) et soit E ¢-quasi-normé. On appelle L"(2, 15 E), 0<p< o0,
I'espace vectoriel des p-classes de fonctions f sur @, & valeurs dans E, s-mesurables

(Lusin) et telles que S I flw)|dmew) < -+, et on pose
o
1/p
W ou 15l=(| 1r@itdew)” .

Pour p==-too, L2, p; E) est I'espace des p-classes de fonctions ¢-mesurables et
bornées, avec || fil.=(Sup. ess.)u)| fllg.
PROPOSITION (0.1). L7(@, i E) est Min (p, q)-quasi-normé (*) si F est q-quasi-

(3) Mais non nécessairement séparé par son dual!
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normé, et complet si E est complet (Fischer-Riesz).

DEMONSTRATION. BSoient f et g deux fonctions de L2, r; E). Supposons
d’abord 1>¢>p; c'est connu si p=1, supposons donc p<<l, et montrons que
L8, u; E) est p-quasi-normé. Comme E est aussi p-quasi-normé, on a

S | fla) -+ glan i fda(en) - E (Pt ih -+ lgla) | Py reten)
g

@

ce qui prouve le résultat |f+gil? <l fii,+=lgiii. Supposons maintenant g<p, et
montrons que L*(2, ;;; ) est g-quasi-normé. Soit d’abord p fini. Posons || f(w)|l}
=alw), |glo)|i=75w). Alors

/P ;i ) . /P
kag[m:( @)+ w)i“d/r{w)) :(SD([U(&J)HZ;i-5:g(w)ziﬁ-)"“d.~<m})

ulp X a/m
< S (a'(w))”""dy(m)) {(S (,.'3(-’»}}';’”‘d’,att((:)})J (Minkowski, avee >1]
2 2

Ii

q/p
E (a(@) -+ Ba)™ d;e(w))
o

wr /p )
=(Enfmm5mmw) 4(5ﬂMm”ﬂmw0 =171 +lght
o

qui est l'inégalité cherchée.
Pour p=-+o0, on aura simplement
(Sup. ess.)u([lf-+gl)" < (Sup. ess.)(ll£11*)+ (Sup. ess.)u(llgl)"
ou
N4l L < FlL-Nghl
et L=(2, ;; B) est encore g-quasi-normé.

Si E est complet L2, i3 E) est complet (Fischer-Riesz). Pour le wvoir, on
démontre que, 8i (f,),.~ est une suite de L™(2, y; E) telle que E._fl!f,.ll},‘""""“ < oo,
L

alors Lfn converge dans L"(2, i E). Or, si q > p, ¢'est connu pour p-=:1, donc
on peut supposer p<1 alors, par hypothésc 2.. Il | 2dw) < +eo, done, pour
;z—presque tout w, Ellf,, JIE converge, et par suite, E étant p-guasi-normé,
E f,,(ru) converge vers une limite f(w); f est mesurable comme limite d’une suite

de fonctmns mesurables 4 valeurs dans un espace métrisable;
nﬂkSanwm LSM@W@M<M%
done fe L2, y1; E); et enfin

TESFALED> menwm
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tend vers 0 pour m infini, done Ef,, converge vers f dans L™(%, i E) Supposons
ensuite g<p, et soit (f,)..~ une suite de L?(2, 4; E) telle que E I fulld < 400,
Soit d’abord p fini. De

S a/p
E(] o) <ve,
on déduit, en posant

» /
a@=[fu@)]}, que E(S (an(mnmdyrm))""<--.L-m.
n=i n

d’ou, par Fischer-Riesz appliqué a p/g>1, on déduit que E o, () converge fp-presque
partout, done, E étant g-quasi-normé, que Ef,,{cu) convergc -presque partout vers
Theay

une limite f(w); f est encore (-mesurable; en posant |f(w)|Z=a(w), on a
afw) ern(w), et

) a/n a/p
(j If @)z d.u(m)) :(E (H(L'J))"’"'dﬂ(m))
i s

/P oa /0
z3 (S (a,.(wnf’f"d,n{wi)e = E(S Mf,(w)nﬁ-drztw’)q <00,
2

n==ii nq

donc fe L™, u; B); et

17~ a2 5 (1 1nizdue)”

tend vers 0 pour m infini, donc Zf,. converge vers f dans LP(2, i E), qui est
bien complet. Pour p infini, on suppose E (Sup ess)|| fu(@)|& < +eo; done, pour
p-presque tout me!) fz., I fula)] < 420, donc Zf {w) converge vers une limite

flw), avee || flw)lif: }.. llf,.(m)E i f est p-mesurable; puis

(Sup. ess.)ull fllE- (Sup. ess.)o( 3 [ful B < ijﬂ(Sup- esS.)ull full E< o0,

done f€ L2, i; /); et en raisonnant sur ﬂgm, on voit encore que %f,, converge
vers f dans L™(f2, i; E), qui est bien complet. CQFD.
Soit ensuite E=¢(F”, F') le dual *-faible d’un quasi-normé F. Nous appellerons
L2, i, E) (%), 0<p<+20, I'espace des p-classes de fonetions g-mesurables f sur
2 a valeurs dans E=o(F’, F'), telles que S | flo)||F+ dpw)< 400, et nous poserons
Iflle= (Li] Jle)ll 2 d,u(m))m; pour p=ce, E”(Q, u#; E) est 'espace des p-classes de

fonetions p-mesurables 4 valeurs dans o(F, F), et bornées en norme, avee | f|l.=

(*) Ce n’est pas conforme i la définition courante de L2, i1; E).
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{Sup. ess.)ul fllz. Les mémes démonstrations que précédemment montrent gque
LP(Q, ;i; E) est Min (p, 1)-quasi-normé, car F’ est toujours un Banach pour sa
norme. D'autre part:

PROPOSITION (0.2}, L7(2, i; a(F”, F)) est complet; si F est un Banach véflexif
ou si FV est séparable, L2, p1; o(F", F))=L*(Q, 1; F').

DEMONSTRATION. On sait que F” est un Banach. Les démonstrations faites
antérieurement pour E quasi-normé sont encore valables pour E-=4(F", F), tant
qu’il ne s'agit que des inégalités, car on raisonne alors sur le Banach F” (on fait
done g=1 dans les calculs précédents); la seule chose & montrer est que, si les f,
sont p-mesurables, f est aussi g-mesurable. On sait toujours que f est p-presque
partout égale a4 la somme Z_f;‘. avec “ | fullpr < -Los pepresque partout. Soit K
un compact de £, et soit 5>0 Il emsl.e d'abord un compact K'CK, tel que
u(K\K')< /2, et que, toutes les fonctions f, soient continues de K’ dans o(I", F}),
puisque les f, sont p-mesurables-Lusin de £ dans o(F, F). Fnsuite, d'aprés
EGOROV, il existe un compact K"'CK’, tel que p(K\K")<d/2, et que, sur K",
la série ; | ful@)ll - converge uniformément (les fonctions | f,[, composées de f,
p-mesurables 2 —a(F’, F), et de la fonction norme, semi-continue inférieurement
sur o(F”, F), sont g-mesurables de 2 dans R.); done, sur K, la série %‘,f,, con-

verge uniformément, quand on munit F” de la structure uniforme de la norme, a
fortiori quand on le munit de la structure uniforme o(F”, F'). Donc la restriction
de f 4 K" est continue de K'” dans o(F”, F'). Comme i est arbitraire, f est bien
p-mesurable de 2 dans o(F” F), et L9, p; o(F', F)) est bien complet.

Si F' est un Banach réflexif, F” I'est aussi, et un théoréme connu de PHILIPPS
(") dit que toute fonction 4 valeurs dans l'espace F’, faiblemeni mesurable, est
aussi mesurable. Il en est de méme si F” est séparable donc polonais, car toute
application dans F”, mesurable pour une topologie séparée plus faible que la sienne,
I'est aussi pour sa topologie. Dans les deux cas, on a donc L™(2, 5 o(F”, I))=
L2, i F'). CQFD.

Espaces bitopologigues. L’exemple que nous venons d’éludier avee al F?, I7)
introduit une structure nouvelle qu'on rencontrera souvent.

On appellera espace vectoriel bitopologique E un espace vectoriel, avec:
1) une topologie vectorielle, pour laquelle il est séparé par son dual;
2) une partie B bornée équilibrée fermée, qu'on appellera la quasi-boule unité,
définissant done une jauge jg, qui, sur le sous-espace vectoriel Ey engendré par B,
soit une quasi-norme, notée aussi | [. Cette quasi-norme définit donc sur K une

(%) Voir PrrLrees [1].
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topologie plus fine que celle de 1), et quasi-normée. La quasi-norme, prolongée par
+=z en dehors de [, est semi-continue inférieurement sur E. Sauf mention ex-
presse du contraire, la topologie de E est celle de 1, qu'on appelle aussi la premiére;
d’ailleurs la deuxiéme n’existe que sur Ej; (son injection dans la premiére est
continue). Si toutefois il devait y avoir confusion (par exemple si Ez=FE), on
écrira [ et oL, Si K ot G sont deux espaces vectoriels bitopologiques, et si u
est une application linéaire de E dans G, on dira qu'elle est continue ou faiblement
continue, si elle I’est pour les premiéres topologies. Si on écrit qu'elle est 2-continue
ou continue pour les deuxiémes topologies, on voudra dire qu’elle envoie la quasi-
boule unité de & dans une quasi-boule de G.

Soient 2 un espace topologique muni d'une mesure de Radon #>0, et E un
espace vectoriel bitopologique. On appelle L”(2, s; E) I'espace des p-classes d’appli-
cations j-mesurables f de 2 dans E (done relativement 4 la premiére topologie de
E), et telles que

/2
DAll,= (j |Ff(m)\‘f”dﬂ(m)) <t s p<Ldes,
i

et
[1Fillie==(Sup. ess.)ull flw)| < +oo s p==-tca.

Si la quasi-norme de E; est une g-quasi-norme, fol|fil» est une Min (p, q)-
quasi-norme.

Notons que la fonction @ || f(w)] est r-mesurable, car la quasi-norme de E
est semi-continue inférieurement pour sa 1*¢ topologie. Notons aussi que la seule
condition || fll, < t-=> implique que f prenne /-presque toutes ses valeurs dans Ej.
Reprenons alors le cas considéré plus haut; si F' est quasi-normé, E=o(F’, F)
est un espace bitopologique, avec comme 1% topologie o(F”, F') el comme quasi-
norme sa norme de dual. Et ce que nous avons appelé L%, i1 o(F”, F)) est bien
compatible avec ce que nous venons de définir pour un espace bitopologique quel-
conque. Si E est un quasi-normé, il est aussi bitopologique, avec la topologie
o(FE, E') et sa quasi-norme (mais aussi bien slr pour sa quasi-norme et la topologie
qu'elle définit comme 1° topologie). Un cas trés important dans la suite sera
celui-ci.

Soit G un espace quasi-normé. Son dual G’ est un Banach, et admet un dual
G", bidual de G. La boule unité de G admet alors une adhérence B’/ dans (G,
G’), qui est Q’ailleurs compacte, car la boule unité de G est contenue dans celle de
Gx. Alors la topologie ¢(G”/, G’) et la quasi-boule B’/ définissent une bitopologie,
qu'on appellera la bitopologie canonique ¢(G"/, G’).
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Alors les propositions (0.1) et (0.2) admetient la généralisation suivante:

ProrosITION (0.2 bis). Si F est un espace vectoriel bitopologigue, Uespace L*(02,
s F), 0<p<+oo, est complet st Ey est complet pour la 2m¢ topologie.

DEMONSTRATION. On prendra une série 3 f,, avec 3 IF NP < 2 oo, el on
devra montrer qu'elle est convergente. On Lnrouvera ung limite s-presque partout
f, exactement comme dans la proposition (0.1), et toutes les inégalités de la
démonstration de la proposition (0.1) subsisteront; la seule difficulté consistera &
montrer que f est g-mesurable pour la 1%e-topologie de &. Pour cela, on procédera
comme dans la démonstration de la proposition (0.2), E jouant le rdle de o«(F”, F).
(On utilise seulement le fait que .E, muni de la quasi-norme, est plus fin que (F).

Enfin, pour p=0, et ¢ de masse 1, on définit L%, ;; ) comme 1'espace
vectoriel des y-classes d’applications p-mesurables de 2 dans E (pour la 1°r topologie),
prenant leurs valeurs dans E;. On le munit toujours de la topologie définic par la
famille de jauges feJ.(z, /)=Inf {M>=0; plo€ 2; || flw)>M} "o}, 0<a<l, dite
topologie de la convergence en probabilité relativement 4 la structure uniforme de
Iy définie par la quasi-norme (). Alors:

ProposITION (0.3). LY2, i1; E) est un espace vectoriel topologique métrisable,
complet s1 Ep est complet pour sa 2° topologie. En outre, si F est un Banach
réflexif, ou si I est séparable, LR, 15 a(F”, F))= LY, p; F).

DEMONSTRATION. Tout d’abord, si f et g sont deux fonctions p-mesurables et
20, on a toujours Ju.slg, f+0)<J. (e, )+ J5(p, g). En effet, f est majorée par
Jaley, ), sauf sur un ensemble de points de £ de p-mesure <a, et g majorée par
Jier, g) sauf sur un ensemble de p-mesure < 3; done f-+g est majorée par
Jolp, FY+Je(py, ), sanf sur un ensemble de p-mesure -“a-+ [, et done Jouul f4-g)
<o, F) -+ g). A fortiori, si f et g sont des fonetions sur £2, p-mesurables, &
valeurs dans £, on a J g, | f+gl) <l W FIY) 1 Jales, lgll®y. Si done nous ap-
pelons V=V{(a,e) l'ensemble des fe& L2, 11; E) telles que J.(z [|fll"):7¢, alors
W= V(a/2, ¢/2) vérifie W+ W V; on en déduit aussitét que les Ve, €), pour 0<a<1,
et £>0, forment un systéme fondamental de voisinages de 0 d'une topologie d'espace
vectoriel. Comme on en déduit immédiatement une base dénombrable, avec
a=1/m, e=1/n, L2, p; E) est métrisable. Montrons qu'il est complet si K, est
complet. Soit donc (f.)ney une suite de Cauchy. Il suffit de prouver qu'on peut
en extraire une suite partielle convergente. Or il en existe une suite partielle

(®) La convergence en probabilité est associée & une structure uniforme (voir SCHWARTZ
[1], 2¢ partie chap. 5, §1). Mais ici il g’agit de la convergence en probabilité pour la
structure uniforme de FEj, alors que les fonections ne sont pas mesurables i valeurs
dans Ea'
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(fadken telle que

It P ey -
']-41-'1-51 (f‘r "ﬁ’k-rl mp ] 21”,1 .

Posons f,,,, ~fa, =" 11 s'agit de montrer que la série }E,vf);, converge dans

LY, i1; E), avec

[

s 10

Pour tous le NV, meN,

L 7 L e T 1 P !
Jélt (p, BOL" 10T - - 2 10 ") E,A;*ém R T gremay = ot

Comme 1'ensemble

O {r,,eu..aim(w)li"-:-- Fl0sale)fi"> ;}

croit avec m, et que sa mesure reste 21/2!, il en sera de méme pour l'ensemble

réunion

--z-—»{ LR IZTC7) T SR S /I ()} R ER >—} ; posons

Q= U 2", de sorte que (2,): é“lj;
ol 2! 1

pour p-presque tout , la série % l10(@)]i" converge, a fortiori la série 2*“ #.(w) con-
verge dans Ejy; soit ((w) sa somme. Alors ¢ est une fonction définie p-presque
partout sur 2 a valeurs dans [ et on a [|f{w)-— S“ (l,,(m)]l'? <1/2" pour we 2,
et m(2,)<1/2.. Saur tout [:Ut, la série 20;, converge umformement par rapport &
la structure uniforme de .[y; définie par la quasi-norme, done a fortiori pour la
structure uniforme IF de la 1%¢ topologie; en effet pour we @, et pour tout I'>1,
done @& 2y, [H(w)-- “ (I&(u)"" <1/2". Mais, pour tout I, il existe 2,29, p(@)<
1/282, tel que les rLSLrICIIOnS des 0 & B J; soient toutes continues de U 2, dans F,
et = M0, converge uniformément vers ¢ sur [:(2;, donc la restriction de 0 a B..;
est continue de B!.h dans K, et par suite # est g-mesurable-Lusin de 2 dans E.
En outre, _‘_3]!1,.. converge vers ¢ dans LY%Q, ; E) d'aprés sa définition, puisque

Juailee, Ut"-* H,_\E")\\I/E! Done LX2, ¢; E) est bien complet. La partie relative

a F” se demontre comme la proposition (0.2). CQFD.,
REMARQUE. Si G est quasi-normé, l’espace bitopologique «(G'’, G') satisfait
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aux conditions des proposition (0.2 bis et 3); car B’/ est compacte done compléte
pour o(G', G’), done Eg~ est complet pour la quasi-norme (),

§1. Le théoréme de compacité de PROKHOROV; poids; probabilités eylindriques.

THEOREME (1.1). Soient X un espace topologique séparé, P(X) Uespace des
probabilités de Radon sur X (mesures de Radon 0 de masse 1), muni de la
topologie de la convergence étroite. Soit _Z une partiec de (X)), Une condi-
tion suffisante pour que _# soit relativement compacte dans S7(X) est la
suivante:

Quel que soit <>0, il existe un compact K, de X tel que, pour toute 1€ 4,
on ait A(K.)>=1-e.

DEMONSTRATION. La topologie de la convergence étroite, pour X compléte-
ment régulier, est la topologie de la convergence simple sur I'espace <#(X) des
fonetions continues bornées; elle est induite par la topologie vague de 'espace des
probabilités sur le compactifié de Cech X de X. Si alors J est une fonetion semi-
continue inférieurement sur X, >0 ou méme bornée inférieurement, donc enveloppe
supérieure de fonetions continues bornées, la fonction £+ A(f) est semi-continue
inférieurement pour la topologie étroite. Autrement dit, 'ensemble des 2 pour
lesquelles 2(f) < M est étroitement fermé; si des ; convergent étroitement vers 2,
lim. inf. 4,(f) = 4(f). ToPSOE (') a étendu la définition de la convergence étroite
au ::as ou X n'est plus nécessairement complétement régulier. C’est précisément
la topologie la moins fine pour laquelle 4+ 2(f) soit semi-continue inférieurement,
pour toute f semi-continue inférieurement bornée sur X; on peut se contenter,
pour des 4 de masse fixée égale a 1, de fonctions f_ 0 car, dés que f est semi-
continue inférieurement bornée, il existe un M tel que f- M soit semi-continue
inférieurement bornée™>0.

Démontrons le théoréme seulement dans le cas ot X est complétement régulier;
c'est plus simple, et cela nous suffira pour la suite. Soit X le compactifié de Cech
de X. Puisque la topologie étroite sur <7(X) est induite par la topologie étroite
(ou vague) de 9"()2'), et que 9@(}1’) est vaguement compact, il suffit de montrer
que l'adhérence _#Z de _# dans .9”(5() est dans Z7(X). Or, la fonction 2 A(K)
étant semi-continue supérieurement pour la topologie étroite, on voit que, pour tout
e>0 et toute 1€_s7, on a AK.)>1—e. Donc toule i€_s7 est portée par une
réunion dénombrable de compacts de X done par X. CQFD.

(1.1 bis) Les fonctions-poids.

(8) Voir BOURBAKI [1], démonstration du lemme 1, chap. III, §3, n°, 4.
(*) F. TorsoE [1].
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DEFINITIONS. Soit R, la demi-droite >0 achevée (sous-ensemble des éléments
20 de la droite réelle achevie R, done réunion de la demi-droite >0 et de ~cs}
avec sa topologie compacte usuelle). Une fonetion poids @ sera une application
de F(R.) dans R., ayant les propriétés suivantes:
(1) @ est eroissante pour la relation d'ordre p<v (v signifiant que, pour
tout a0, {la, + o]y~ 2(la, -+-<<))); autrement dit, si p=v, on a O - 0L);
(2) @ est semi-continue inférieurement, sur GP(R.) muni de la topologie étroite.
Autrement dit, si lim p--p pour la convergence étroite, on a lim. inf. () >D(p).
Notons que la rjelation d’ordre définie ici n’est pas la relatiim usuelle entre
mesures (qui scrail triviale pour des mesures ayant toutes la méme masse 1!).
Soit re G(R,); pour £ 0, soit M(t)- (}¢, +<=]); la relation d'ordre entre les
mesures est la relation d’ordre usuelle entre leurs fonctions de répartition M.

Notons que I'on a toujours les inégalités
(1.2) (1—M(t))’3eu; b M(8)6 4, < pe A—M(E))6 1 + M(t)d[-{-m? .

Si 1 est une probabilité sur B ou C, appelons |z| son image dans R. par I'appli-
cation £i- |t| (pas de confusion possible avec la notation habituelle de module d'une
mesure, puisque g est déja >-0); on posera alors ®(p)=0@(|y]), ce qui permet
d'étendre @ aux probabilités sur R ou C. Soient X un espace topologique séparé,
4 une probabilité de Radon sur X, f une fonction sur X & valeurs dans R ou C,
4-mesurable. Alors l'image f(7) est une probabilité de Radon sur R ou C, et on
peut caleuler @(f(7)), que nous noterons aussi ®(1, £)—®(4, | fl).

PROPOSITION (1.2 bis}. 1') Pour X, 2 donnés, st 0<f<g, on a f(A)<gli),
done P2, f).2 2, g).
2Y) Pour X, f donnés, f semi-continue inférieurement >0, lapplication
2i2@(4, f) est semi-continue inférieurement sur FP(X).

Soit en effet lim 2;==2, suivant un ultrafiltre sur Z#(X). Comme Z#(R,) est
compact parce que, R, est compact, on a Ii;n f(i.,-)=ﬂe.@’(fl+). Done pour toute
fonction continue réelle ¢ sur K., on a lim ioo fi=lim (f(1)N¢)=p(¢). Prenons
en particulier ¢ croissante et >0, alors L:f est semi-cjontinue inférieurement sur
X, de sorte que, d'aprés la définition méme de la convergence étroite des mesures,
lim.inf. 2; (pof) = (¢ f)=f(A)(¢). Done, pour ¢ continue, croissante et >0, on a
f!(s;) (f(A)e). Mais toute fonction caractéristique d’un intervalle ouvert la, 4o
est limite simple d'une suite de telles fonctions ¢, bornées par 1, done, par
Lebesgue, (Ja, +co]) = (f())(a, +-o0]) ou, pour la relation d’ordre des mesures sur
R.:p> f(3). La croissance de @ donne donec @) =®(2, ). Et la semi-continuité
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inféricure de @ sur SP(R.) donne lim.inf. ®(i;, f) > @(z), donc finalement lim.inf.
@2, £)=00, 1) CQFD.
Exemples de fonctions-poids sur GP(R.).

Ezemple (1.8).
‘ 10
e (S_ t?d,u(t)) . 0<p<tos,
R

définit un poids || |;. Pour i probabilité de Radon sur X topologique, et f i-
mesurable & valeurs dans R ou C,

1/r
||z,f|s,:(§ lf(w)l”d-»?(z)) =1 lerien s
X

cette derniére quasi-norme (c’est une norme pour p 1, non pour p<1, L” n’étant
pas localement convexe) étant supposée égale 4 - co pour fe L'(X, A).
Exemple (1.4).

|#f..=— Maximum du support de ¢

définit un poids | |l.. Pour Z de Radon sur X et f Z-mesurable, & valeurs dans
RouC,

14, fll.=(Sup. ess. ;| fl1= 1 fllL=x.0

(la derniére norme supposée égale & --co pour f& L7(X, 2)).

Ezxemple (1.5) (utile pour les variables aléatoire gaussiennes). g -vS_ explk=t?)dp(t)
R

est un poids.

FExemple (1.6). Les exemples (1.3), (1.5} sont des cas particuliers du suivant:
soit ¢ une fonction >0 sur I_f“ croissante, continue a gauche (done semi-continue
inférieurement): @(p)= Eﬁ ¢(t)ds(t) est un poids. La croissance de @ est assurée
par celle de ¢, comme on+ie voit en utilisant la formule d’intégration par parties
dans les intégrales de Stieltjes; si M(t)=p(]t, +o2]),0on a en effet

U M@de)

o

gﬁ ¢(t)dp(t)=¢(0) -+ 5

avec de>0, et la relation d’ordre pour les mesures st est exactement la relation
d’ordre habituelle pour les fonetions M correspondantes. Ensuite la semi-continuité
inférieure de ¢ est assurée par celle de ¢.

Pour X, A, comme précédemment on a

o3, f)= quf(m)ndi(x) .
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Fxemple (1.7). Prenons un poids ¢ de la forme (1.6,) avec o(+:5)< +22,
«(t)>0 pour t>0 ct tendant vers 0 pour t tendant vers 0. L’inégalité (1.2) nous
donne, pour tout #:

M) () =~ Py - (1~ Mthelt) - Mt)ye(--co) .

On en déduit aisément que (1) converge vers 0 si et sculement si /; converge
étroitement vers 4 (i.e. si, pour tout ¢>0, M,(t) tend vers 0). Alors, pour X, 2
donnés, f; fonctions Z-mesurables sur X, & valeurs finies réelles ou complexes,
‘p(Z.f,-) converge vers 0 si et seulement si f; converge vers 0 en probabilité re-
lativement & 7, ¢. & d. vers 0 dans L%X, /). Dans la pratique, on prend fréquem-
ment ¢(¢)==Inf (1, ¢).

FExemple (1.8). Pour tout a0, e M(a)=(]a, +co]) est un poids; il est de
la forme (1.6), avec ¢ fonction caractéristique de I'ouvert ]a, +oc]. Nous appel-
lerons M, ce poids.

Pour que /; € F7(R,) converge étroitement vers 6, il faut et il suffit que, poutr
tout >0, M,(#)) converge vers 0. Pour que f; converge vers 0 dans L%(X, 4), il faut
et il suffit que, pour tout a>0, M,(% f;) converge vers 0. En d’auires termes, les
ensembles (€ GP(R.); M,(1)~¢), a>0, >0, forment un systéme fondamental de
voisinages de 4 dans GP(R.), et les ensembles {fe LX, x); M,(4, f) <} un systéme
fondamental de voisinages de 0 dans L%X, 4).

Exemple (1.9). Soit «>0. Pour toute g, il existe un plus petit nombre a =0
tel que p(Ja, +o0])Za. Appelons J.(z) ce nombre; J, est un poids. Il est en effet
trivialement croissant; il est semi-continu inférieurement, car l'ensemble des H
pour lesquelles J,(#)<<b est exactement l'ensemble des z pour lesquelles «Jb, -+ e2])
““r, il est done fermé dans S#(R.). Le cas a1 est sans intérét, car .J, est
identiquement nulle. Pour a-==0, on retrouve I'exemple (1.4).

Il y a une relation évidente entre les poids M, (exemple précédent) et les poids
Jo. Pour 0<a< teo, 0<a<], I'inégalité M,(¢) ~a est équivalente & p(]a, +o0])<a,
done & J.(1) “a. (ar» M (p) et aJ, (1) sont deux fonctions réciproques l'une de
I'autre). Soit X un espace topologique séparé, 1 une probabilité de Radon sur X.
Un systéme fondamental de voisinages de 0 de LYX, 2) est donné par les homo-
thétiques des V,, 0<a<l;

Ffev. e ze X Ifmi>1h<a;
la jauge de ce voisinage V, est précisément donnée par
feoInflae Ry Hoe X | fl@)|>a}<a}=J.(2 f) .

C'est pourquoi ces poids .J, joueront un rdle essentiel pour tout ce qui concernera
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la convergence en probabilité. Iei encore, /€ 97’(1'{) converge étroilement vers
i, si et seulement si, pour tout a>0, J.(r;) tend vers 0; f; converge vers 0 dans
L'(X, 7), si et seulement si, pour tout «>0, J,(4 ) tend vers 0.

ProPoSITION (1.10). Toute constante = 0 est un poids. La somme et Uenveloppe
supérieure d'une famille quelcongue de poids sont des poids. Le produit
d'un poids par un nombre 0 est wn poids. Si @ est un poids, et st ¢ est une
fonetion 0, croissante et continue @ gauche sur R, cc® est un poids. Si S
est un espace topologique séparé muni d'une mesure p> 0, et si (@,), s est wie
famille de poids indexée par S, telle que, pour toute p€ SP(R.), s D) soit
o-mesurable, alors @ définie par @)= g D (1)do(s) est un poids.

Tout se démontre assez [acilement. ~Burn0ns-nous par exemple a montrer que,
pour ¢ =0, croissante et continue & gauche, ¢:@ est un poids; il suffit de voir
qu'elle est semi-continue inférieurement pour la topologie étroite. Soit « =0 il
existe 5 (maximum de ¢~({0, ¢])), tel que o{t) - a =oit équivalent & t< 3; alors
I'ensemble des # qui vérifient ¢(®(r)) @ est exactement l'ensemble de celles qui
vérifient @(x)< 3, il est donc fermé, d'ou le résultal.

Plusieurs des exemples précédents sont formés d'aprés ce théoréme. Prenons
par exemple les poids (1.6); d'aprés la formule de Stieltjes, ils s'écrivent
gﬂ(OH»S M.d(s), ce sont donc des intégrales de poids.

Emew;tple (1.11). En appliquant la proposition (1.10) aux M, de I’exemple (1.8},
en nous bornant & des >0, on trouve que, pour toute fonction ©>:0 sur
10, +-:.c[,"§up) o(t)M, est un poids. On peut naturellement se borner & des fone-

L+

tions ¢ croissantes (ear, pour t'>»¢, M,-<<M,, done, si ¢tV <¢(d), ot )M, < ¢(H)M,,
et par suite t’ n’intervient pas dans le calcul de Sup; on peut done toujours
remplacer ¢ par la plus petite majorante croissante).

Supposons en particulier ¢ croissante, ¢(-+oo)<-feo, @(t)>0 pour ¢>0 et
tendant vers 0 pour ¢ tendant vers 0. Les inégalités (1.2) donnent alors, pour tout
t fini >0:

@(t—0) M, (1) < D(z) ~ Max ((8), ¢(+o0)M(r)) .
Alors @{(y;) converge vers 0 si et seulement si p; tend vers ¢, el f: converge vers
0 dans L*X, 7) si et seulement si @(2, f;) tend vers 0.

Exemple (1.12). En appliquant la proposition 1.10 aux J, de 'exemple (1.9),
en nous bornant & 0<a<1, on voit que, pour toute fonetion ¢:=0 sur 10, 1f,
n§2£1 ¢(a)S, est un poids. Ici encore on peut prendre ¢ eroissante, car ar—.J, est

déeroissante. Supposons ¢(a)>0 pour a>0. Soit ¢t>0 fini, on a
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JAQ - M(EN)G 0+ M@)oe))=-0 si azM(t), tsi a<M(t);
JAL= M) 0, M(8)6 s0n) =2 81 a2 M(t), oo si a< M)
Alors les inégalités (1.2) donnent
(M) -0t D(p) 7 4o .

On peut sculement conclure que, si @(z;) tend vers 0, M(y;) tend vers 0 pour tout
>0, el ; tend vers 6; la réciproque n'est pas vraie, puisque (1—k)j o + kb s
tend vers 4 pour k>0 tendant vers 0, et que @ vaut toujours —co sur une telle
mesure. Les poids S“}}, ¢la)d., avee ¢ partout >0 et bornée, seront trés utilisés
plus tard; on les a;;lyzgliem les J-poids (la raison pour laquelle on suppose ¢ bornée
sera vue a l'exemple (2.10 bis).

(1.12 his) Poids plus forts et plus faibles que L°. Un poids @ est dit plus
fort que L' si la convergence de @(r,) vers 0 implique la convergence étroite des
#; vers d; alors pour X, 4, donnés, f;€ LYX, 7), la convergence de @(/, f,) vers 0
implique la convergence des f; vers 0 dans LYX, 1), d'ou la dénomination “plus
fort gque LY. Inversement, @ est dit plus faible que L° si la convergence des 2>
vers d implique la convergence des @(¢;) vers 0; et alors la convergence des f;
dans un LY(X, ) entraine la convergence des (4, f;) vers 0. Un poids plus fort et
plus faible que L° est dit équivalent & L°. (%)

@ est plus fort que L°, si et seulement si les ensembles {z€ GP(R.); @(1) <), e>0,
forment une base de filtre plus fine que le filtre des voisinages de 6 dans gﬂ(fu);
et plus faible si elle est moins fine, ¢. & d. si chacun de ces ensembles est un
voisinage de ¢ dans G2 (R,). © est équivalente & L°, si et seulement si ces ensembles
forment un systéme fondamental de voisinages de 6.

ProrosiTioN (1.12 ter). Un poids @ est plus fort que L°, si et seulement si
O()=0 tmplique p=—=d. Il est plus faible que L° si et seulement si ®((L—k)d
FId 4y} tend vers 0 quand £0 et k>0 tendent vers 0.

DEMONSTRATION.  8i @ est plus fort que L% bien évidemment @(;)=0 implique
p==0. Inversement, supposons cette condition réalisée; soient des p; formant un
ultrafiltre, tel que @(y;) converge vers 0; comme 9"(}‘{.5.) est compact, les z; ont
une limite étroite f; la semi-continuité inféricure de @ entraine @(¢)=0, done r=4g,
et @ est plus fort que L°.

Si @ est plus faible que L° il est certain que @((1—%)6,+%S +wy) doit tendre
vers 0 quand %k et ¢t tendent vers 0, puisque (1—%)5.,+k6 ey tend vers 4. In-

7(‘3‘)"De toﬁi‘.e faqon; si fj converge vers f dans LY(X, 2), fi(i) converge étroitement vers
F(2), done f—@(2, f) est semi-continue inférieurement de LO(X, 2) dans R..
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versement supposons cette condition réalisée. Supposons que y; tende vers 5. Soit
¢>0. Soient t>0 et k>0 tels que @{(1—k)d ) +kdsy)<e. Il existe j, tel que
ui(Jt, +ool) <k pour j>jo; alors p; <(1—-k)éw) +kd 4, done @(m;)<c pour j>j,
donc @(z,) tend vers 0, et @ est plus faible que L°.

Exzemples. Les exemples (1.3), (1.4), (1.5), (1.6) si ¢(£)>0 pour £>0, sont plus
forts que L°; les exemples (1.6) si ¢(+o0)<+ et si ¢(t) tend vers 0 quand £ tend
vers 0, sont plus faibles que L°. On retrouve ce qui est dit & "exemple (1.7) pour
I'équivalence avec L°. Les poids M, (exemple (1.8)) pour a>0, J, (exemple (1.9))
pour a>0, sont plus faibles que L° L’exemple (1.11), avee o(-+co)< oo, ¢(£)>0
pour t>0 et tendant vers 0 pour ¢ tendant vers 0, est équivalent & L°; 'exemple
(1.12) avec ¢(a)>0 pour a>0 est plus fort que L° et il est plus faible, si ¢ est
bornée et nulle au voisinage de a=0. Les .J-poids {exemple (1.12)) sont plus forts
que L°.

(1.13) Poids compacts.

DEFINITION. Un poids ® sur SP(R*) est compact si, pour tout M0 fini,
I'ensemble {z€ GP(R.); () <M} est un compact de SP(R.). Nous disons bien
GP(R,) et non FP(R.); en eflet, cet ensemble est toujours fermé a cause de la
gemi-continuité inférieure de @, et comme ZP(R.) est compact, il ost toujours
compact dans FP(R.). Done @ est compact, si et seulement si H()< 4o impli-
que 1+ soit portée par R,. Le critére de PROKHOROV (théoréme (1.1)) dit que @
est compact, si et seulement si, pour tout M0 fini et tout £>0, il existe a>=0
fini tel que @(p)<< M implique u(]a, -I-o])le.

Mais, si ¢ porte la masse k>0 a I'infini, g>(1—~k)d 0, %6, +o,, done:

PROPOSITION (1.13). @ est compact si et seulement st DU —k)d o)+ 7 1gey) = Fco
pour 0Lk,

Les exemples (1.3), (1.4), (1.5), (1.6) si ¢(-}-co)==--00, (1.11) (P=: '_“ngpmg-(t}M,, P
eroissante), si tliﬂ@(t):—!-ac, (1.12) (D= Elﬁ;jlg(a).f,,, © croissante) si ola)>0 pour
tout «, donnent des poids compacts; les J-poids de (1.12) sont compacts. Soit X un
espace topologigue séparé, et soit 2 une probabilité de Radon sur X. Un ensemble
B de LY%X, 2) est borné, si et seulement si, pour tout >0, il existe ¢ fini tel que
Hee X; | f(x)| >a) <z pour toute f€ B. Cela veut exactement dire que !'ensemble
des f(A) est relativement compact dans #(R) ou ZP(C); si donc @ est compact,
ensemble {f€ LYX, 2); @(4, f)< M} est borné dans L%X, 2), pour tout M fini.

(1.14) Poids homogenes.

DEFINITION. Pour px€ ZP(R.), et :>0 fini, soit ¢ I’image de p par I’homo-
thétie de centre origine et de rapport = (la notation pourrait faire confondre avec
le produit de ;¢ par r, ce qui serait absurde pour les mesures ayant toutes la méme
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masse 1). Alors @ est dit homogéne (sous-entendu de degré 1), si on a toujours
G(zp)=7@{p). Pour f A-mesurable sur X, on aura alors ®(2, = f)=|7|P(%, f), parce
que, pour =>0: (f(A))=:(cf)(4). Les exemples (1.3), (1.4), (1.9) (es J.), (1.12)
sont homogénes. Done (1.3), (1.4), (1.12) si ¢ est partout >0, sont homogénes
compacts; les J-poids sont homogénes compaets. Les poids homogénes joueront un
rble important i cause de l'intervention des semi-normes dans les espaces vectoriels
topologiques, qui sont elles-mémes homogénes. La notion d'homogénéité indique
le réle important que joueront les J, pour étudier 1'espace L°(X, 4).

(1.14 bis) Remarque. Nous n’avons pas donné un seul exemple de poids ¢ a
la fois plus faible que L’ et compact. C’est inévitable. Les proposition (1.12 ter)
el (1.13) 'excluent. Si @ est plus faible que L° alors, pour tout M>0 fini,
I'ensemble {#€ GP(R.); ®(;) - M} est un voisinage de 4 dans ZP(R.). Or, d'aprés
la définition d'un voisinage de 4 dans ZP(R.), il n'est jamais compact. On peut
encore le voir antrement. Pour X, 2, donnés, M -0 fini, {fe LYX, 2); @4, |f1)-- M}
devrait &tre un voisinage de 0, et borné; or, sauf dans des cas triviaux, les
voisinages de 0 dans un L%X, 7) ne sont jamais bornés.

Remarquons aussi que nous avons trouvé des poids homogeénes plus faibles que
I (exemple: les J., a>0) ou plus forts {exemple (1.12), avee ¢>>0) mais jamais
équivalents 4 L°. C'est inévitable. Sans quoi les ensembles {f € L°(X, 4); ®(3, f) < M},
M fini >0, formeraient un systéme fondamental de voisinages de 0 de L%X, 4),

et comme ils sont homothétiques, ces voisinages seraient bornés, ce qui est
impossible.

Un poids homogeéne compact est plus fort que L° (¢t évidemment pas plus
faible, sans quoi il serait homogéne et équivalent, ou compact et plus faible, ce
qui, nous venons de le voir, est exclu). En effet, soit @(¢)=0. La fonction
@ DL~ k) o -+ (a)), K fixé, est homogéne en a; pour a infini elle doit tendre
vers oo, si k>0, puisque @ est compact; done elle est 0 pour tout a>0 et tout
k>0, Or 0= @) &1 k)b +kdia)) pour k=:plla, +c0]); done plla, +o0])=0
pour tout a>0, donc e=0.

On peut aussi préciser:

PRrOPOSITION (1.14 ter).

1) Pour qu'une partie 7 de FP(R.) soit relativement compacte dans G (R,),
il faut et o suflit qu'il existe um poids compact @ tel que P{Y)<1 pour loute
ne_# . On peut méme supposer P de la forme (1.11) (avec :l_iglm elt)=-Fo0), ou
J-poids de la forme (1.12) (avec ¢ partout >0 et bornée) (donc homogéne et plus
Jort que L.

2) Pour qu'une partie B d’'un LYX, 2) soit bornée, il faut et il sufiit qu'il
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existe un poids compact @ tel que O, )21 pour toute € B; on peut en outre
choisir @ de la forme (1.11) ou J-poids (1.12).

DEMONSTRATION. Nous venons déja d'indiquer 4 la remarque précédente, que
B est borné si et seulement si l'ensemble _s## des |fi(4), f€ B, est relativement
compact dans Z7(R.). Donec 2) résultera de 1). La suffisance de la condition est
la définition méme des poids compacts. Montrons qu'elle est nécessaire. Soit done
_#" une partie relativement compacte de &P(R,). Pour tout &£>0, il existe
al_# ,¢) fini =1 tel que p(Ja, +=c]) Ze pour toute p#€ _#"; mais cela veut dire que

M;.c P c)(!l) ‘1 ou *(**%, e) J(,f) =

donc que @(x)<1, si © est le poids défini par

1 1
Sup -+ Matsa oupar Sup oy

(1.15) Fonctions >0 compactes sur un espace topologique.

DEFINITION. Une fonetion 0 sur un espace topologique séparé X est dite
compacte, s1 elle est >0 (a valeurs, comme toujours, finies ou non), et si, pour
tout a< oo, Uensemble (¢ € X; #x)-a} est compact. Cela entraine la semi-con-
tinwité inférieure de 0.

Un poids compact est une fonction compacte sur &#(R.). L'exemple le plus
important sera le suivant: si F' est un espace de Banach, la norme sur o(F”, I)
est compacte. La norme sur un Banach réflexif est compacte pour la topologie
faible. Si E est un espace vectoriel topologique, F' un sous-espace vectoriel de F,
muni d’une structure de Banach avec injection continue, et si la boule unité de ¥
est compacte dans E, la fonction sur E, égale a la norme sur F et 4 oo sur
BF, est compacte.

(1.15 bis) Owdre d'une probabilité de Radon.

DEFINITION. Soient X un espace topologique séparé, ¢ unc fonction 0 semi-
continue inférieurement sur X, @ un poinds sur Z2(R,). On dit qu'unc probabilité
de Radon 2 sur X est d’ordre (@, @), si @(4,4) (. & d. @) <1. Si 2 est d’ordre
(@, 0), elle est a fortiori d’ordre (@, ), si @< @ et §0,

Alors on a le corollaire trivial suivant du théoréme de PROKHOROV:

PROPOSITION (1.16). Sotent X un espace topologique séparé, 0 une fonction
compacte >0 sur X, @ un poids compact sur P(R.). L'ensemble _# des
probabilités de Radon 2 sur X, d’ordre (®,0), ¢. @ d. vérifiant P(4, )21, est
ecompact dans GP(X).

DEMONSTRATION, Pour tout £>0, il existe ¢, <4c<o tel que @{n):-Z1 entraine
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@, o)) “e; done @(2, 1) <1 entraine AK,)=i({x€ X;#(z)<al))>1—s et, comme
cet ensemble K. est compact, le théoréme de PROKHOROV dit que _#Z est relative-
ment compact dans GP(X). Mais la fonction Z—®(4,0) est semi-continue in-
férieurement sur G2(X), done _Z est fermé, donc il est compact. CQFD.

REMARQUE 1. L’inégalité <1 peut évidemment étre remplacée par <M, M
fini >0.

REMARQUE 2. Si @(2, 0)< +co, @ compact, #7) est portée par R., donc 4 est
portée par I'ensemble {z€ X; I(z)<--oo}.

Applications auz probabilités cylindriques sur les espaces vectoriels topologi-
ques.(")

(1.17.00) Le topologie cylindrique.

DEFINITION. Dans toute la suite, les espaces vectoriels topologiques considérés,
méme si ce n’est pas explicitement écrit, seront sur K-=R ou C, non nécessaire-
ment localement comvexres, mais séparés par leur dual (donc séparés). Soit E un
tel espace vectoriel. Appelons .?(E) I’espace des probabilités cylindriques sur E;
nous le munirons de la topologie la moins fine pour laquelle, pour toute application
linéaire continue v de E dans un espace vectoriel G de dimension finie, 'application
Ars (D) de g'v(E) dans &2(G), soit continue. En d’autres termes, des probabilités
cylindriques 2; convergent vers une probabilité eylindrique 4, si et seulement si,
pour toute v, v(1;) converge vers v(4) dans GP(G). On appellera topologie cylindri-
que cetie topologie, convergence cylindrique la convergence correspondante. Tri-
vialement l'injection G2(E) — .?(E’) est continue; et Qv"(E) est séparé, parce que
les ZP(G) sont séparées (pour G de dimension finie) et que les v:é”(E)—»g‘(G)
séparent les points de .9:"(5’), par définition méme des probabilités eylindriques.

ProrosiTION (1.17.0).

1) Si K=R, pour que des probabilités cylindriques ; converge cylindriquement
vers une probabilité cylindrigque 2, il faut et il suffit que les images de Fourier
F 4, convergent vers F i, uniformement sur tout compact contenu dans un
sous-espace vectoriel de dimension finie.

2) Pour K- R ou C, il fout et il suffit que, pour tout e FE, les images (1))
convergent vers 3(A) dans G (K).

3) Sur Pespace FP(E,) des probabilités de Radon sur E,=o(E, EN, la topologie
eylindrique n'est autre que la topologie étroite.

DEMONSTRATION. On peut toujours, dans tous les cas, supposer K=R.

1) L'image de Fourier de v(4), » application linéaire continue de £ dans un espace

(®) Les probabilités cylindriques sont définies et étudiées dans SCHWARTZ [1], 2¢ partie,
et dans SCHWARTZ [4].
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vectoriel de dimension finie, est l'image réciprogue par ‘v de ¥ 2; la 1¢¢ partie
résulte alors du théoréme de convergence de Paul LEVY.

2) Si 2; converge cylindriquement vers 4, évidemment #(4,) converge étroitement
vers £(7). Supposons inversement que, pour tout £, (4;} converge étroitement vers
£(4). Soit v 'application linéaire continue de E dans R" définie par n éléments du
dual, 3, 52 . §,. Slrement, par compacité, les »(%,) ont une limite étroite v
dans gﬂ(R""), R étant un compactifié de R. Mais les projections de » sur les
facteurs sont les images de A par &, &, ---, &, done portées par R; donc v est
portée par R". Mais alors v(4) et v sont des probabilités sur R", ayant méme
image de Fourier puisque leurs images par toute forme linéaire sur R" coincident;
done #(4)=v. Ainsi, pour toute v, les v(Z;) convergent vers w(4), et par suite Z;
converge cylindriquement vers 2.

3) Pour que la topologie cylindrique sur GP(E,), a priori moins fine que la
topologie étroite, soit la méme, il faut et il suffit que, pour toute fonction f semi-
continue inférieurement bornée sur E,, A+ A(f) soit semi-continue inférieurement
pour la topologie cylindrique. Comme la masse est toujours 1, il suffit que ce soit
vrai pour f3:0, d'olt simplement pour f=%., ou les #7 forment une base, stable
par réunions finies, de la topologie E,, car toute fonetion f>0 semi-continue in-
férieurement est enveloppe supérieure de sommes finies de %Z~. Or de tels ouverts
formant une base de K, peuvent étre définis par les v 1(#2), v:E— G linéaires
continues de E dans les espaces vectoriels de dimension finie, 2 ouverts de G. Alors
A M =(NR); 2—v(2) est continue de g:“(E) dans P((), et v—>:(2) est
semi-continue inférieurement sur Z2(G), d'ol le résultat. CQFD.

COROLLAIRE. Soient @ un poids, ¢ une fonction ~:0 semi-continue inférieure-
ment sur E,=d(E, E"). Sur Uespace ZP(E,) des probabilités de Radon sur I,,
la fonction A— ®(Z,0) est semi-continue inférieurement pour la topologie
cylindrique.

Il suffit d’appliquer la proposition précédente el la proposition (1.2 bis).

THEOREME (1.17). Soitent F un espace vectoriel topologique séparé par son
dual, 0 une fonction compacte sur E, © un poids compact. L'ensemble _# des
probabilités de Radon sur E, d'ordre (@,0), e. @ d. vérifiant @(4, 1)1, est com-
pact dans GP(E), donc fermé dans é"(E}.

En d'autres termes, toute probabilité cylindrique 4, limite cylindrique de
probabilités de Radon 2; d’ordre (@, 0), est elle-méme une probabilité de Radon,
d’ordre (@, 0).

(1.18) Exzemple fondamental: probabilités de KRadon d’ordre p sur des
Banach.
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1) Sotent E un espace vectoriel topologique, B une partie équilibrée fermée de
E. La jauge de B est la fonction 0y ou jp définie par Og(x)=Inf k-0, 2€ kB}.
Bien entendu, 0z vaut +<o sur le complémentaire du sous-espace vectoriel Ky
engendré par B. Et 0, est semi-continue inférieurement, car, pour a fini>0,
Oy(x)<a éguivaut & x€ab, qui est fermé.

2)  Soit alors © un poids homogeéne (il n'est pas intéressant de considérer les poids
non homogeénes, car les jauges sont homogénes). On dit qu'une probabilite de
Radon 2 sur E est d'ordre @, §'il existe une partie B, équilibrée fermée bornée,
telle que A soit d'ordre (D, 0p), i.e. que P(2, 0)<1. Cela implique, si @ est com-
pact, que 4 soit portée par .

3) Un ensemble _# de GP(FE) est dit uniformément d'ordre @ s'il existe une
méme partie B bornée équilibrée fermée telle que toutes les i€ _# soient d’ordre
(@, 0,).

4) En particulier, 1 est dite d’ordre p, 0<p< +oo, si elle est d'ordre | |,, poids
défini aux exemples (1.3) et (1.4).

5) Nous aurons toujours, dans la suite, a étendre les résultats relatifs aux poids
I Il & p==0. Une probabilité de Radon / sur E est dite d'ordre 0, si, pour tout
a>0, elle est d’ordre J,. Ce n'est donc pas un poids qui intervient, mais la famille
des poids J,. Muais alors toute probabilité de Radon est automatiquement d’ordre
0; en effet, il existe une partie équilibrée bornée (et méme compacte) B telle que
.2([; B) <a, ou J,(4, 55 <1, et 1 est d'ordre (J., 55).

6) Un cnsemble _# € &P(E) est alors uniformément d'ordre p, 0<p<-o0, s'il
est uniformément d'ordre || [». Il est uniformément d’ordre 0 si, pour tout a>0,
il est uniformément d'ordre .J,; bien entendu, bien que toute probabilité de Radon
soit d’ordre 0, un ensemble _# < GP(FE) n'est pas en général uniformément d’ordre
0. Si les parties bornées de E sont relativement compactes, .+ est uniformément
d’ordre 0 si et seulement 8'il est relativement compact dans Z#(E); c’est exacte-
ment 1'énoncé du théoréme de PROXHOROV (1.1).

6 bis) On peut raffiner, et se donner un ensemble % de parties bornées équilibrées
fermées de E. Alors 4 sera dite d'ordre @ (homogéne) relativement & ., ou
d’ordre (@,.F), s'il existe une partie Be & telle que 2 scit d’ordre (@, 5); on
étendra de méme toutes les notions précédentes.

7) Soit E un espace vectoriel bitopologique, de quasi-boule unité B, de quasi-
norme ¢. Alors une probabilité de Radon 2 sur E (pour sa 1¢¢ topologie!) sera
dite d'ordre @, @ poids homogéne, s’il existe M >0 fini tel que 1 soit d’ordre
(@, 0/ M), ou encore si ®(4, 0) est fini. On notera par @®{4) la quantité @4, 6). Si
21 est 'homothétique de 2 par 1'homothétie de centre origine et de rapport =,
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@(z4)=|7i{@(4), Sur l'espace des probabilités de Radon, i+ @(4) est semi-continue
inférieurement pour la {opologie étroite ou cylindrique (prop. (1.2 bis) et corollaire
de la prop. (1.17.0)).

En prenant @=| |,, 2 est d'ordre p, 0<p <+, si el seulement s'il existe
M >0 fini tel que 2 soit d'ordre (|| |,, /M), ou si [[7, 0{,, noté |[4f,, est fini; ou
encore si ¥ est dans L7(E, 4), et | 4],=={#l. 7y . Nécessairement 7 est alors portée
par Ej.

Un ensemble _# est uniformément d'ordre ¢ si et seulement si ¢(2) est borné
par un nombre M 0 fini pour A€ _4; on notera par ¢(_) la borne supéricure
de @(4) pour Z€ _#.

Puis 7 est, comme précédemment, d'ordre 0, si, pour toul a, 0<a<1, elle est
d’ordre J,; une probabilité de Radon /4 sur K est d’ordre 0 si ¢t seulement si elle
est portée par E;. Mais on peut dire plus. Pour tout a>0, il existe R{a) =1 fini
tel que la boule de rayon R(a) contienne une masse .-1—«, donc, si @ est le J-poids
(forme (1.12)) ¢:-:0§ER(IJ’R(Q))J~. Z est d'ordre @. Et un ensemble _# de pro-
babilités de Radon sur F est uniformément d’ordre 0 si et seulement s'il existe un
J-poids @ tel que les A€ _# soient uniformément d’ordre @. Cela veut exactement
dire, d’aprés ’énoncé 1 de la proposition (1.14 ter), que ’ensemble des #(2), i€ 7,
est une partie relativement compacte de Z7(R.).

Dans les exemples donnés au §6, nous aurons souvent besoin de ce fait: si 2

est une probabilité de Radon sur E, elle est concentrée 4 ¢ prés sur la quasi-boule
de rayon R, si et seulement si J()=J.(4, )< R; et 1 est d’ordre ((1/R)J,, 0).
8) Soient E un quasi-normé, Ey son espace normé associé. Une probabilité de
Radon 4 sur E, d’ordre © homogéne, l'est a fortiori sur Ky, puisque !'injeetion
E— Ey est continue de quasi-norme <1; et (P(D))g,«.(@(2)s Si L est dual
*-faible ¢(F”, F') d'un quasi-normé F, une probabilité de Radon 2 d'ordre @ sur
Ey=F" V'est a fortiori sur E, et alors (#(4))g,=(®(2))x puisque les normes sont les
mémes.

Le passage de E 4 Ey donne done lieu 4 des résultats opposés dans les deux
cas; ce n’est pas étonnant, puisque F est plus fin que Ey dans le premicr et moins
fin dans le deuxiéme.

Le théoréme (1.17) admet alors le corollaire trivial suivant:

THEOREME (1.18 his). Soient E un espace vectoriel topologique (séparé par
son dual), @ un poids homogene compact, .5~ un ensemble de parties équilibrées
compactes de E. Alors toute probabilité cylindrique 2, limite cylindrique de
probabilités de Radon Z; uniformément d'ordre @ pour 7~ (resp. uniformément
d'ordre p, 0<p< o), est elle-méme de Radon d’'ordre @ (resp. d’ordre p) pour
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G

DEMONSTRATION. Par définition, il existe une partie Be &, telle que les i;
soient d'ordre (@, #;). Alors B est compacte, donc 73 est une fonction compacte,
et on peut appliquer le théoréme (1.17).

Ce résultat s'applique automatiquement pour #={ |,, p>0. Pour le cas de
Pordre 0, c’est ce qui a été dit & 7).

Nous nous attacherons spécialement, dans la suite, au cas ou K est, soit un
espace vectoriel quasi-normé, soit un dual *=faible o(F”, F') d'un quasi-normé F.,
Dans le second cas, la boule est compacte, mais pas dans le premier.

Nous pourriong songer a prendre l'image dans «(E', E’) par ['application
canonique de E dans o(E'", E'); la boule unité de E’/ est alors compacte. Mais
nous perdons alors énormément; toute l'originalité de F par rapport & Ey dis-
parait, puisque Eyv a le méme dual et le méme bidual que &. Nous sommes donc
amenés 3 la convention suivante: dans o(F'’, E’), la fonction 7 qui interviendra
sera toujours la jauge 05 de Uadhérence B ouw B' (pour la topologie o(E", E’))
de la boule unité Bde E. On voit que B peut &tre beaucoup plus petite que la boule
unité de E', donc 05 beaucoup plus grande que la norme de E’’ (et bien slir com-
pacte pour o(E", E')). Une probabilité de Radon d’ordre @ dans K a une image
dans o(E'', E’) qui est de Radon d’ordre @, pour cette fonction 0. Et c’est par
rapport a cetle fonction 0 quw'on définira les probabilités de Radon d'ordre @
dans o(E”, E"), les ensembles uniformément d’'ordre @, d'ordre 0, ete. ---. Cela
revient (en omettant de le mentionner!) 4 prendre la conception (6 bis) de (1.18),
avee % =:ensemble des parties bornées de «(E', E’), adhérences des parties bornées
de IZ. C'est done, comme il est dit dans les préliminaires avant la proposition
(0.2 bis), U'espace bitopologique (L', E') qui intervient ici.

Rappelons que, pour E quasi-normé, on suppose toujours implicitement (pré-
liminaires, (0.00)) que la boule unité de E est faiblement fermée. Alors 03
induit sur ¥ exactement la quasi-norme 7.

Remarquons aussi que, pour E-=o(F”, F'), F quasi-Banach, on peut employer
encore o(E", E') pour désigner E lui-méme, car E’==F, conventionnellement muni
de sa quasi-norme (préliminaires, (0.00)).

COROLLAIRE (1.18 ter). Soit E un espace vectoriel quasi-normé ou un dual
x-faible d'un quasi-normé. Soit @ un poids homogéne compact. Toute pro-
babilité cylindrique 2, limite eylindrique de probabilités de Radon 2;, uniforme-
ment d'ordre @ (resp. uniformément d'ordre p, 0<p<+4c0), ¢ une image dans
l'espace bitopologique o(E”, E') qui est encore de Radon d'ordre @ (resp. d'ordre
). En outre, ®(A)< lim.’_ inf. d(2;). Enfin 2 est de Radon sur E lui-méme, st
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E est un Banach réflextf, et alors d’ordre @ (resp. d'ordre p).

Seul le cas réflexif demande une démonstration. Dans ce cas, la norme est
compacte pour ¢(E, E’), et nous savons seulement que 4 a une image dans o(E, E')
qui est de Radon. Mais, d’aprés un théoréme de Phillips, toute probabilité de
Radon sur o(F, E’') provient d'une probabilité de Radon sur I lui-méme. Done il
existe 2 de Radon sur E telle que # et 7 aient méme image dans o(E, E’); mais
g;‘o‘(E)%,_d/v?’{a(E, E”)) est toujours une bijection (*%), done i—4i, et i est bien de
Radon sur E. CQFD.

REMARQUE. Supposons F' Banach réflexif, E-=-e(F’, ). Alors 2 provient d’une
probabilité de Radon sur F” fort. Cela n'a pas de sens a priori de dire que 2 est
une probabilité de Radon sur F”, puisqu’elle est donné comme probabilité cylindri-
que sur o(F’, F'), done pas sur F’. Toutefois, puisque GO > GP(a(F, F)) est
une bijection (FY ayant pour dual F/'=F), on peut quand méme identifier g}’(F’)
et é"(a(F’, F)) par cette bijection, et il est alors correct de dire que 2, probabilité
eylindrique sur o(F”, F') done sur F”, est de Radon sur I,

Mais supposons I non réflexif, et F’ séparable. Il est alors polonais de sorte
que P(F')—> GP(F’, ') est bijective; donc 2 provient d’une probabiliié de
Radon 4 (unique) sur F’. Mais il est ici totalement incorrect de dire que # est
une probabilité de Radon sur F'; car P(F) -m)?(u(F’,F)) n'est pas injective,
et on ne peut donc pas identifier 3:"(.17 ’) 4 un sous-espace de FP(u(F', F)); on ne
peut donc pas écrire i=4x (1),

(1.19) Fonctions aléatoires linéaires, applications décomposées.

Soit E un espace vectoriel topologique séparé par son dual. Soit f une fone-
tion aléatoire linéaire sur E’, c¢. & d. une application linéaire de F’ dans un espace
L2, 1), £ espace topologique séparé, ;¢ probabilité de Radon sur £. On sait
qu’elle définit une probabilité cylindrique 4 sur X que nous noterons 4, el qu'on
établit ainsi une correspondance bijective entre ,é’(E) et P'ensemble des classes
d’isonomie de fonctions aléatoires linéaires sur E" (*%).

On dit que f est décomposée, s'il existe une application p-mesurable (au sens
de Lusin) ¢ de 2 dans E, telle que, pour tout € E’, f()€ L%, p) soit la pe-classe
de la fonetion <o, &> ou &e¢, c. & d. de la fonetion @— {¢(w), £>; s'il en est ainsi,
¢ est unigue & un ensemble négligeable prés, autrement dit la s:-classe de ¢ est
unique. Nous appellerons f, ou ¢* la fonction aléatoire &<y, £>; la probabilité

(1) D’apreés leur définition méme, les probabilités cylindriques sur E ne dépendeni gue
de la topologie affaiblie (¥, E”).

(') La probabilité cylindrique 6 construite dans ScHwaRTZ [1], 2" partie, chap. JI, §3,
exemple 2, est sur [!'; son image dans a(ll, ¢?) est nulle,

(1?) ScHEwARTZ [1], 2¢ partie, e¢hap. V, §2,
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associée qui est alors de Radon, est Z;, ou Z.x, et c'est 'image ¢(#): on pourra
aussi la noter 4.. Si f est décomposée, nous appellerons aussi ¢, 'application ¢
telle que f=f., el alors ¢ {p)—4is.

ProPoSITION (1.19.0) Pour que f soit décomposée, il est mécessaire que sa
probabilite eylindrique assoeiée ir soit de Radon (puisqu’elle n'est autre que
Uimage (1); inversement, st Ay est de Radon et portée par une réunion dé-
nombrable de compacts métrisables de E, f est décomposée (*°).

Cette condition est réalisce, pour iy de Radon, si E est souslinien ou quasi-
normé ou metrisable, ou si son dual est =faiblement séparable, ou s1 E=o(F', F),
I quasi-normé séparable ou Banach réflexif.

Voiel quelgues conséguences de cette maniére de voir.

1) Soit @ un poids sur <7(R.), et soit ¢ une fonction semi-continue inféricure-
ment 0 sur £. Soit ¢ unec application p-mesurable de 2 dans E, Z=c¢(p) sa
probabilité de Radon associée. Alors @(2, 0)==®(s, Uo¢). Donc 4 est d'ordre (@, )
si et sculement si @y, F=¢) 1.

2) Soit F un espace vectoriel bitopologique, # sa quasgi-norme, et soit @ un poids
homogéne, et toujours A:=¢(p). Alors @(2, ¥) se note @(4) (voir (1.18), 7), et vaut
@(r, ¢ll) qu'on peut aussi noter Py, ¢). Done ¢(j) est d’ordre @, si et seulement
si Dy, )< +co. Si <F est un ensemble d’applications p-mesurables de 2 dans E,
on appellera @(p, 57) la borne supérieure des O(p, ¢) pour ¢ € £%; c'est aussi
B 2., si _#» est Uensemble des ¢(1), ¢v€ F; et ., est uniformément
d’ordre @, si et seulement si @y, &) est fini.

Un ensemble <& < L"(&, p; E) est borné dans L™(2; f; I') si et seulement si
'ensemble des fs¢ correspondantes est borné dans L"(Z, p), e. & d. s’il existe un
poids @, proportionnel & || 1, (exemples (1.3 et 4)) pour p>0, ou un J-poids @
(forme (1.12)) pour p-=:0, tel que P, <& )<-Fco (prop. (1.14 ter)). On peut alors
relier les espaces L” ot les probabilités d'ordre p par ceci, d’aprés (1.18): Si ¢ est
une application j=-mesurable de 2 dans E, ¢(p) est d'ordre p, 0Sp< oo, 81 et
seulement st o€ L0, i; E); et, pour un ensemble &7F de fonctions p-mesura-
bles, Uensemble 4. des (1), ¢ € <&, est uniformément d'ordre p, si et seule-
ment 8t & est une partie bornée de L"(Q,1; E); ef on a

(1.19) Te(@llp=lelrome pour p>0.

3) Dautre part, soient f;:E’— L2, ) des fonctions aléatoires linéaires, con-

(1) SCHWARTZ {1], 2° partie, chap. V, §4, théoréme 11. Ce que nous appelons ici décom-
posée s'appelait alors mesurablement décomposée Nous ne redonnons pas ici la démon-
stration de ce théoréme.
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vergeant vers f: E' — L, ») pour la topologie de la convergence simple. Alors
les probabilités eylindriques associées 2; convergent eylindriquement vers i.

En effet, soit v une application linéaire continue de E dans K"; elle peut étre
définie comme (5, 3o, +-+, &4), 00 les S sont des éléments de E’; alors »(2)) est
I'image w;(1) de p par I'application p-mesurable w;~(f;(5), f;(3), - -+, f(£,)) de @
dans K"; puisque les f; convergent simplement vers f, les f;(%;) convergent vers
f(5) dans L2, p) pour tout %k, 1< k-<n, done les applications 2; convergent vers
P'application w==(f(%)), f(52), ---, f(5,)) de £ dans K", pour la p-convergence en
probabilité; donc les images v(2;)=-w 1) convergent étroitement dans Z7(K") vers
w(py=v(i), et les 2; convergent cylindriquement vers 4. CQFD,

Le théoréme (1.18) donne alors:

THEOREME (1.20). Soit E wun espace vectoriel quasi-normé (resp. un duwal
a(F”, F), F quasi-normé). Soit f une application linéaire de E' dans L2, p).
Supposons que [f soit limite simple d'applications f; décomposées par des
0;: 2 E, qui forment un ensemble borné dans L*(2, ;5 E). Alors la probabilité
cylindrigue A associée a f est de Radon d’ordre p dans ¢(E", E') (resp. o(F’, F)).
En outre, f est décomposée par une fonction ¢€ L2, 1; E) si E est un Banach
réflexif (resp. ¢ € LQ, p; o(F’, F)), si F est séparable, L*(Q, p; F') si I est un
Banach réflexif ouw si F’' est séparable).

DEMONSTRATION. Les seules parties non triviales sont celles de la fin. Si E
est un Banach réflexif, 2 est de Radon sur E métrisable, done f est décomposée
par une 9 € L"(2, ¢; E). Si F est un Banach réflexif, F’ I'est aussi, 4 est alors de
Radon sur F’, et ici encore f est décomposée par ¢ € L"(%, p; FV). Si F est sépar-
able, les compacts de o(F”, F) sont métrisables, done f est réalisée par ¢ € L"(&, 11;
a(F’, F')). 8i enfin F’ est séparable, donc polonais, f est décomposée par ¢ € L"(%,
i a(FY, ) qui est L2, p; F’). Mais, comme nous l'avons signalé a la remarque
qui suit le théoréme (1.18), il n'est pas correct de dire que 4 est de Radon sur I
dans ce dernier cas.

REMARQUE. Bien entendu, lorsque f est réalisable par ¢:£2— F, il n'est pas
exact que les ¢; convergent nécessairement vers ¢ dans L"(2, /; E).

§2. Le type et les applications radonifiantes.

(2.1.0) Le type d'une probabilité cylindrique. Définition.

Soit E un espace vectoriel topologique, séparé par son dual. Soient @ un
poids sur GP(R.), ' une fonction >0 quelconque sur E'. On dit qu'une
probabilité cylindrique A sur E est de type (@,0'), si, pour tout $€E', qui
définit donc une probabilité image £(i) sur K, on a:



170 Laurent SCHWARTZ

PEAN<0'(E) .

Noter la différence entre type et ordre. L’ordre (@, @) n’a été défini que pour des
probabilités de Radon, et # était une fonction sur E; le type (@, #’) est défini pour
des probabilités cylindriques, et ¢/ est une fonetion sur E’. En outre, si 7 est de
type (@, ¢), clle est a fortiori de type (@, ') si @< @ et §'=0" (alors quon devait
prendre ¢ -"f pour l'ordre). D’ailleurs, si 2, de Radon, est d’ordre (@, #), @ homo-
géne, elle est aussi d'ordre (@, (1/2)0), >0 fini; si 2, cylindrique, est de type
(b, 0"), elle est aussi de type (z@, «i!').

Enfin I'ensemble des probabilités eylindriques, de type (@, ¢’) est eylindrique-
ment fermé, puisque A+ ¢(5(7)) est semi-continue inférieurement sur ._ér*’(E' ).

(2.1.00) Les propriétés de concentration scalaire des probabilités cylindriques
sont des propriéiés de type. Soit A une partie équilibrée de E, et soit N la jauge
de A" dans E’. 8i 1 est scalairement concentrée & ¢ prés sur A, alors, pour tout
€K', £(7) est concentrée a ¢ prés sur £(A), done a fortiori sur [—N(2), +N(©)],
car £(A) est pincé entre [~N(£), +-N(8)] et [—N(£), +-N(5)]; donc 2 est de type
(J., N). Inversement, si 2 est de type (J., N), alors, pour tout &, £(2) est scalaire-
ment concentrée 3 ¢ prés sur [—N(£), +N(£)], done, sinon sur £(A4), en tout cas
sur tout (14-6)(A4), 6>0; et 2 est scalairement concentrée & ¢ prés sur tout
(14+0)A. Si A est faiblement compact, £(A) est compact donc est nécessairement
intervalle fermé [—N(2), +N(2)], et 2 est scalairement concentrée G ¢ prés sur
A, si et seulement si elle est de type (J., N).

(2.1.1) Soit ¢ un poids homogeéne, et soit © une topologie vectorielle sur E’
(non micessairement séparée). On dira qu’'une probabilité cylindrique 2 sur E
est de type @ pour la topologic K%, s'il existe un voisinage V de 0 de EY,
équilibré fermé, tel que 2 soit de type (@,0}), ow 0, est la jauge de V. Cela
revient & dire que l'ensemble (€ E’; ¢(£(1)< 1} est un voisinage de 0 dans E%; ou
encore que, lorsque : tend vers 0 dans EL, @((3) tend vers 0.

(2.1.8) Un ensemble 7 de probabilités eylindriques est alors dit uniformé-
ment de type @ pour Eg, s'il existe un méme voisinage V de 0 de E. tel que
toutes les A€ _# sotent de type (P, 00); ou encore si ]'intersectionln (e B;
®(5(2)1} est un voisinage de 0 de E%; ou encore si, quand £ tend vé;s( 0 dans
EL, ®(:(2) tend vers 0 uniformément pour 1€ _/ .

(2.1.4) 1 est dite de type p pour EL, 0<p<+oo, si elle est de type || |,;
de méme pour un ensemble _#Z uniformément de type p;

(2.1.5) 4 sera dite de type 0 pour E., si, pour tout a>0, elle est de type
J. (exemple (1.9)). Notons ici que cela ne fait pas intervenir un type déterminé,
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mais une famille de tvpes, les .J,; le type 0 nécessite done toujours un examen
spécial. Sl existe un J-poids ¢ (compact de la forme (1.12)) tel que 4 soil de type
@, elle est de type 0, mais ce n'est pas nécessaire. Comme les ensembles {r€ PR
Ju) “¢}, @>0, :>0, forment un systéme fondamental de voisinages de ¢ dans
GP(R.), on voit que 7 est de type 0, si et seulement si, lorsque & tend vers 0
dans E%, 2(3) tend vers 0 dans F(K).

Si S est une famille de parties équilibrées bornées de F, stable par homothétie,
et si E% est la topologie de la S-convergence, alors 4 est de type 0 pour L7, si et
seulement si elle est scalairement S-concentrée ('4). Cela résulte immédiatement de
(2.1.00).

(2.1.6) Bien entendu un ensemble _# € P(E) est dit uniformément de type
0, pour EL, si, pour tout a>0, il est uniformément de type J.. Cela exprime
que, quand & tend vers 0 dans E%, £() tend vers i, uniformement pour 1€ _#7.
Si S est un ensemble de parties équilibrées bornées de E, stable par homothéties
et réunions finies, dire que _# est uniformemént de type 0 pour EY, c'est dire
que les 1€ _# sont uniformément scaloirement S-concentrées, ¢. a d. que, pour
tout >0, il existe A€ S telle que, pour tout £€ E’ et toute 1€ 4", &(4) soit con-
centrées sur £(A) a ¢ prés.

(2.1.7) Souvent E! sera le dual fort de E, mais ce peut étre aussi E:, E7
(topologie de Mackey). Dans un article antérieur (%), E était l'espace a(l”, ") avee
0<s<1; alors FE’'=I°, et E' était justement la topologie quasi-normée de I’, non
localement convexe. Aux §§5 et 6, il arrivera fréguemment, E étant arbitraire,
que E soit normé ou quasi-normé: par exemple E sera V'espace ZZ'(R") des
distributions sur R®, E’ sera l'espace 2 (R") muni de la norme L* ou L”. Dans
ce cas, la quasi-norme de E% sera sous-entenduc; 4 sera de type ¢, poids homogeéne,
si et seulement s'il exist M0 fini tel que, pour tout $€E’, @A)~ Mléll; clle
sera de type p>0, si [18(A))»< M| ¢l. Nous noterons alors par ¢¥(2), pour ¢ homo-
géne et E’ quasi-normé, la borne inférieure des M0 tels que @(3(4)-" M||<, ou
encore Q*(i)= u‘lsg}lff P(5(2)).

Pour un ensemble _# de probabilités cylindriques, @*(_#") sera ﬁu;’: ¥y 4
sera de type @, _# sera uniformément de type @, si et seulement si @*(2)<-f-co,
O _# )< +oo. La fonction Ar>@*(2) est semi-continue inférieurement sur
P E).

Dans ce cas, 4 est de type 0, si et seulement si, pour tout a>0, il existe
M. >1 fini tel que JL(&(1)< M,II&ll, done s'il existe un J-poids @ (homogéne com-

(1) SCHWARTZ [1], 2° partie, chap. II, §3.
(1%) SCHWARTZ [2].
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pact de la forme (1.12)), A savoir Cﬂ'zuscug'(l/Mn)Jm tel que @(E(A)) <[]l pour tout
e E', c. ad. tel que P*A)<1. Un ens;mble M € PE) sera uniformément de
type 0, si Uon peut choisir les mémes M, donc le méme type @ de la forme (1.12),
pour toutes les 1€ _#, c. & d. s'il existe un J-poids @, tel que ¢*(_#)<1. La
proposition (1.14 ter) montre alors que _# est umiformément de type 0, si et
seulement si Uensemble des £(4), |&ll<1, 2€ _#, est relativement compact dans
F(K).

(2.1.7 bis) Soit & un espace vectoriel quasi-normé, Une probabilité cylindrique
de type @ (homogéne) sur E ou sur Ey, c'est la méme chose, puisqu’ils ont le
méme dual, et @%2) a la méme valeur dans les deux cas. Si F est un dual
(B, F), F' quasi-normé, une probabilité cylindrique sur F”, V'est a fortiori sur
E=a(F”, F), et A@*(A), < @*(A)s-.

Mais soient @ un poids homogéne, A une probabilité de Radon sur F” (F normé),
portée par un compact d'un sous-espace vectoriel de dimension finie. Alors @*(3)
a la méme valeur, qu'on considére 1 comme probabilité sur ¢(F”, F'), relativement
4 la norme donnée sur F, ou comme probabilité sur F” ou o(F”, F'’), relativement
a la norme usuelle sur F"/. En effet, soit ¢”€F”, [|&”||<1; il est limite, dans
a(F", F"), de £; de F' de norme <1. Les &; convergent vers &'/ uniformément sur
tout compact de dimension finie, done sur le support de 2, donc £,(1) converge
étroitement vers £/(2) sur K, donc @(6”(A)<lim.inf. #(¢,(2), et par suite
“ES'}IJEEI(D(E”(A)){ |Siel||1~?: @(¢£(2), done ces deux gquantités ;ont bien égales. Si F est
seulement quasi-normé, cette conclusion ne subsiste pas.

Toutes les fois que E sera un espace vectoriel quasi-normé, il sera entendu,
st rien d'autre n'est spécifié, qu'il est muni de sa quasi-norme, et que El—=E'
est son Banach dual muni de sa morme; toutes les fois que E=o(F', F), F
quasit-norme, il sera entendu que Ei=FE' est F muni de sa quasi-norme.

(2.1.8) Un autre fait montrera que l'ordre est plus fort que le type. Sup-
posons que EZL soit la topologie forte. Soit 1 une probabilité de Radon, d'ordre
@ homogene. Soit B un borné équilibré fermé, tel que &(4, 05)<1. Soit V=B Je
polaire de B, voisinage de 0 de E’; alors, pour £€ E, [K&, )| <0yx{(x)0,(%); alors la
fonction ¢ sur F est majorée en module par la fonetion 64(&)85; donc

DE())=D(2, £) <OLHD(A, 8,)<0,(2) ,
done 2 est de type 0.

Pour E quasi-normé ou dual *-faible d'un quasi-normé, pour @ homogéne, on
a toujours I'inégalité, pour 1 de Radon:

(2.1.8 bis) PR <O() ;
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En effet, pour |5 <1, @E())=0(2, £)<D(4, 0)=9(2).

(2.1.8.00) 11 y a cependant un cas ou une hypothése sur le type aboutit a une
conclusion sur l'ordre:

ProPOSITION (2.1.8.0). Soit F un quasi-Banach. Une probabilité cylindrique
2 sur olF’, F), de type oo, est de Radon d'ordre +oo, et [ [2]1s.

DEMONSTRATION. D’aprés (2.1.00), 2 est scalairement concentrée (& 0 prés) sur
la boule de ravon l|alli. (car || lli.=.J): done elle est aussi eylindriguement con-
centrée (& 0 prés) sur cette boule (1); comme celle-ci est compacte, le théoréme de
PROKHOOROY affirme que 4 est de Radon, et en outre elle est portée par cette boule,
done [12l]e= 1Al

COROLLAIRE. Si E est un Banach réflexif, une probabilité cylindrique 2 de
type +co sur E est de Radon d'ordre +co, et ||2[l..== 2]}

En effet, elle est de Radon d’ordre -oo sur ofE, E’), done sur E d'aprés le
théoréme de PHILLIPS.

REMARQUE. La conclusion ne subsiste pas si E est un Banach non réflexif.
Soit en effet @’/ un point de K’/ non dans K, de norme 1; 4., est une probabilité
de Radon sur E’/, donec cylindrique sur FE, scalairement portée par toute boule de
rayon >1, donc de type +-oo, et non de Radon sur E.

Mais, si E est un Banach, toute probabilité cylindrique de type -+oo sur E est
de Radon d'ordre +co sur o(E", E'), et |A)lso=]4]l¥x. Ce n'est plus vrai pour F
quasi-Banach, avee I'espace bitopologique ¢(E"’, E); en effet, 1 est de type oo sur
E si et seulement si elle 'est sur Ey, et alors elle est seulement de Radon d’ordre
+oo sur al(Ex)"”, (E'N)’), et non sur o(E", E'); autrement dit, 4 est bien de Radon
sur ¢(E", E’), mais elle est portée par la boule de rayon [|2|¥. de E’, non par
I’adhérence, dans o(E’, E'), de la quasi-boule de rayon [|i}. de E.

(2.1.8 bis). Exemple: la probabilité cylindrique de Gauss sur un espace
hilbertien et ses images.

Soit £ un espace hilbertien sur B. Soit y sa probabilité eylindrique de Gauss
(pour nous, ici, la probabilité normale de Gauss 7, sur R est exp (—=t%)dt). Pour tout
ce E’, £(7) est l1a loi de Gauss sur R de paramétre |i£|l, e. & d.

e""(_“ ufm )_ﬂ%i ‘

qui est aussi image de 7, par I'homothétie de rapport [|£| sur R. Soit alors @ un
poids homogéne; on a @EN=1&I®(rs); 7 est de type @ si et seulement si P(o)
< 4eo, et on a exactement O*(;)=&(r,). Par exemple

(15) SCHWARTZ [1], 2° partie, chap. II, §3, propoesition 5.
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. ) i 1 1 (pt e .
a) {ii‘ix,’fr<(gnlt!'exp(f—rt‘)dt) ;-- (;:Mnr( ‘‘‘‘‘‘ —)) . p fini >0;

b) 7 n'est pas de type i-oo;
e) 7 est de type 0, et, pour tout a, 0<a<<l, JE(;)=J.(0);

si rx“:QS exp{- =t9)dt, JiG)=R.
r

d) Considérons maintenant un poids @ non homogeéne, celui de 1'exemple (1.5).

Alors
il= s
| exp (ks <L)
| Zexe(—= A
= —__l_.__ e AT
A=k (done --co si klE)P>:1) .
Posons ”i(é):';.\,—/ﬁi”%ﬂf‘éﬂ‘ﬁ)f?' Alors 7 est de type (@4, 0%) .

Soit maintenant w une application linéaire faiblement continue de E dans un
espace vectoriel topologique G. Alors u(;) a toujours une propriété remarquable,
dés qu'elle est de Radon:

THEOREME (2.1.8 ter) (Shepp-Landaw). Sotent E un espace hilbertien sur R,
G un espace vectoriel sur R, localement convexe quasi-complet, u une application
linéwire confinue de E dans G. Soit 1 la probabilité cylindrigque de Gauss sur
E. Alors, ou bien Uimage (u())* dans R domme @ G une mesure intéricure
nulle (et une mesure nuile si o(G, G') est souslinien), ou bien u(y) est de Radon
sur o(G, G'); dans ce dernier cas, st K est un faiblement compact convexe de G
portant une masse >0 pour u(y), Uintégrale S exp (kx0%(y)d(u;)(y) est finie
pour k assez petit, 0y etant la jauge de K; en Gparticul’ier. uly) est d'ordre p
pour tout p fini, et, st G est normé, u(;) est de Radon sur G, et

Sa‘”‘p ClulHdun ()< + oo

pour k assez petit.

DEMONSTRATION. Lemme de Shepp-Landaw. (V)

1) Soit 1 la probabilité de Gauss de R". Soit C un ensemble convexe de
R", contenant l'origine, et supposons que y(C) > Y e "*dt, ¢>0. Alors, pour tout

—

() SHEPP-LANDAU [1]. On trouvera une variante dans FERNIQUE [1].
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=1, 7(zC) !.: e~ "5t

-

2) Soit (XDueny une suite gaussienne de variables aléatoires (i.e. toute
combinaison linéaire finie de ces variables aléatoires est ganssienne). Alors la
variable aléatoire S\;PIX,‘I est presque stivement finie ow presque sirement
infinie. "

Démontrons alors le théoréme.

Si, pour tout faiblement compact K de G, et pour tout ¢>>0, il existe une ap-
plication linéaire continue v de G dans un espace R*, n€ N, telle que (vu(N(e(K))
<4, alors la probabilité de Radon (u(;))¥ sur R¢ donne & K une mesure nulle,
puisque

(N (K)=Inf (u(;))" (v (o(K ))ﬁhlf (M @E)=0;

done (u(;))¥ donne & G une mesure intérieure nulle, et une mesure nulle, si on est
sir que G est Z-mesurable dans RS, en particulier si o(G, G') est souslinien.

Supposons le contraire vérifié; alors il existe un faiblement compact K et un
nombre >0 tels que, pour tout », (u(MN@(K))>4d. Soit f:G— LY%2, ) une
fonction aléatoire associée & u(;). Comme G est supposé quasi-complet, 'enveloppe
convexe équilibrée de K est faiblement compacte, nous pouvons donc supposer K
convexe équilibré faiblement compact. Montrons qu’il existe un entier » =0 tel que
u(;) soit eylindriquement concentrée sur nK a ¢ prés, ¢ donné >0. Supposons que
ce ne scit pas vrai, montrons que nous aboutissons 4 une contradiction. Pour tout
m, il existera une application linéaire continue v, de G dans un espace vectoriel H,
de dimension finie, telle que (v, (u()))(w.(nK))<1—e. Mais v,(nK) est un convexe
équilibré compact de H,, il est l'intersection filtrante des intersections finies de
demi-espaces fermés qui le contiennent; on peut passer & la limite pour de telles
intersections, de sorte qu’il existe un systéme fini de formes linéaires 7,.; sur H,,
j€J, fini, tel que, d'une part »,(nK)CQ,={h€ H,; V], |7, ;(h)|n}, et d’autre part
(U (u())Qu)<1—e. Posons 7,.;°v,=%,.;; on a d'une part [£, ;{(K)|-71, ¢. & d.
¢,.;€ K" pour tout n et tout j€J,, d'autre part

wwe 2; Sup [(fE.. Dw) >n}l>e .
jedn
Nous avons maintenant une famille dénombrable de variables aléatoires, les X, ;
=f(%,.;), j€J., ne€N, cette famille est gaussienne, et

rwe 2; Sug (X, l=~4o0} e,

jelq

D’aprés le lemme, cette probabilité est done 1. Cela implique qu’il existe un
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ensemble fini P de K° tel que plwe 2; Sup |X,.]1>1}>1-6. Soit v I'application
linéaire continue de G dans H=R" déﬁme par les £€ P; puisque PCK° I'image
v(K) est contenue dans le cube unité fermé Q de H=R'; donc (v(u(r))(Q)
Z(wlu()e(K)) »d; mais, d’autre part, ploe2; Sup [f(&)>1}>1—0d implique aussi
(wlu())) (CQ >1-d, ce qui est contradictoire. On voit done bien que u(7) est
cylindriquement concentrée & e prés sur nK pour n assez grand, donc cylindrigue-
ment concentrée sur la famille des multiples de K, done u{y) est de Radon sur
a(G, ).

Pour démontrer la 28mc partie du théoréme, ol intervient la jauge de K, le
résullat ne change pas si on remplace K par un multiple de K; on peut donc
toujours supposer que u(y) est concentrée sur K & ¢ prés, €<1/2; on peut alors
écrire s::~.§+me“‘”dt, ¢>0, Pour toute application linéaire continue v de G dans
un espace \:ectoriel de dimension finie, v« peut se factoriser sous la forme wp, ou
p est une projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel F' de £ de dimension
finie. Posons C=w"!(»(K)), convexe éguilibré de F'; on a exactement

W) K ) = (wp () @EK)) = (p(r)w  (2(K))=(p()(C) ,
et une égalité analogue en remplagant K et C par <K et =C, v2-1; de (p(i))(C)

4
> 5 ¢ ""dt et du lemme préeédent appliqué 4 F, on tire

(vu()) (K )y =(p(y))(=C) > Sm e dt

-

-+

Done u(y) est cylindriquement concentrée & | e "**di prés sur K. Appelons 0

la jauge de K (qui, rappelons-le, est infinic en dehors du sous-espace vectoriel
engendré par K). L'image v==0,{(u(y)) est une probabilité de Radon sur R., véri-
fiant

e, +ool) Sme""’dt .

Te

Si N(2)==x(]z, +09]), on sait (formule de ’exemple 1.6)) que

e (" e
(2.1.8 quarto) S et ' du(o) =1+ k N()2hkzze" = dr .
L]

0
Comme N(r)< constante e ""*‘, cette intégrale est sirement finie pour k<c'. Or
elle est égale & S e“”fx‘”’d(ur)(y). Si G est normé, le théoréme de Phillips dit que
[}

u(;) est de Radon sur G; en outre il existe une constante kb telle que || ||<hoy,
d'ou le résultat final.
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(2.1.9) Tout cela peut aussi s'exprimer en termes de fonctions aléatoires liné-
aires f: E' - L2, p). La probabilité cylindrique 2; associée @ f est alors de type
(@,0"), si et seulement si, pour tout $€E’, @y, f(£))20'(%), puisque $(4s) n'est
autre que l'image de 2 par f(5)€ L2, ). Alors, pour @ homogéine, 2 est de type
@, relativement @ E% st et seulement si, lorsque & tend vers 0 dans Eg,
D, £12) tend vers 0.

Le cas du type p vaut une proposition:

PROPOSITION (2.1.10). Pour que la probabilité cylindrique 2r associée a
fiE' - LA2, 1), soit de type p, 0 p< +oo, pour Ei, il faut et il suffit que f soit
continue de EL dans L*(2, 1); pour qu'un ensemble _# de probabilités cylindri-
ques associées i um ensemble B de fonctions [ soit uniformément de type p, Ul
faut et il suffit que U'ensemble B soit équicontinu de Eg dans L*(2, p).

DEMONSTRATION. Comme les L” sont des espaces vectoriels topologiques, la
continwité résulte de la continuité @ Uorigine. Alors c’est évident pour p>0:
dire que 1, est de type p, c’est dire que, quand £ tend vers 0 dans EL, 120
tend vers 0, ou encore que f(£) tend vers 0 dans L*(2, ). Pour p=0, dire que
2 est de type 0, ¢’est dire que, quand £ tend vers 0 dans K7, £(3) tend vers ¢ dans
P(K) ou que (f(5)p) tend vers d dans FP(K) ou que f () tend vers O dans
LR, 1. CQFD.

COROLLAIRE (2.1.11). Si © est un ensemble de parties équilibrées bornées de
E, stable par homothéties et réunions finies, et si EL est la S-topologie, 4 est
scalairement S-comcentrée, si et seulement si fi est continue de Ef dans
L9, p). (%)

11 suffit d’utiliser (2.1.5).

COROLLAIRE (2.1.12). Si E. est quasi-normé, une application linéaire f de
E’ dans L2, p) définit une probabilité cylindrique A7, qui est de type p,
0<p<+oo, 8i et seulement si f est continue de EL dans L(2, p), et alors, pour
p>0:

(2.1.12) 2,5 = E}}Ez, HSEM L2 m=IFll el LPigupm -

Un ensemble <& d'applications linéaires f donne un ensemble . de probabi-
lités eylindriques, qui est uniformément de type p, si et seulement si F est
une partie bornée de F(EL; LP(2, ), et, 81 p>0:

il./#:ﬂ“p“ SUD ”1_.""1;_' SUP Hf".{" g LT .
5]
few fe @

En effet, puisque EZ est guasi-normé, un ensemble équicontinu d'applications liné-

() ScawarTz [1], 2¢ partie, chap. V, §2, théoréme 2.
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aires de E. dans L”(%2, ¢) est exactement un ensemble borné.

(2.1.12 bis). Notation. Si f est une application linéaire de E/ dans un LY2, p),
et si 4y est la probabilité associée, @*(i,) sera aussi noté @*(y, f). Si ¢ est une
application y-mesurable de 2 dans E, on écrira indifféremment

P (1), O¥(z, fo), D¥(pt, &), O*pt, ¢) .

Pour p>0, E quasi-normé ou dual =-faible d’'un quasi-normé, ||fii = 2P0, e
sera aussi noté {Lf*; et alors |fI%=Ili/l%, et, si €L, m E), le*ii=Ir0%
=llelml*. L’inégalité (2.1.8) montre que ¢, ::[l¢*[%, de sorte que l'injection
¢ forzp* permet d'identifier L7(2, ;5 E) & un sous-espace vectoriel de &7(E";
L™, 1)), muni d’'une topologie plus fine; cette identification reste valable pour
p==0, puisque d'aprés (2.1.8), pour tout «,

Jule(p)=dalp, ¢) =J5(e(p)= |S:PR Jalt folS))

CoroLLAIRE (2.1.13). Si © est un poids homogéne plus fort que L°, et si 2
est une probabilité cylindrique sur E de type ¥ pour E%, alors &v (4) est con-
tinue de I dans F(K).

DEMONSTRATION. Nous avions vu & (2.1.5) la continuité a l'origine seulement.
Mais 4 est de type 0; alors, si =2, f est continue de E’ dans L%, 1), et comme
ensuite h— h{g) est continue de L%, p) dans &?(K), on en déduit le résultat (le
passage 4 f; nous a donné une structure vectorielle, celle de L%£2,p), et la
continuité partout résulte alors de la continuité & 'origine).

(2.0) Les probabilités cylindriques approximables.

DEFINITION. Soient E un espace vectoriel topologique séparé par son dual,
@ un poids, 0’ une fonction =0 sur E’. Une probabilité cylindrigue i sur E
est dite de type (@, 0")-approximable (resp. trés approximable), si elle est limite
cylindrique de (ow encore: cylindriquement adhérente a ['emsemble des) pro-
babilités de Radon, portées par des compacts de sous-espaces vectoriels de dimen-
ston finie (resp. portées par des ensembles finis), de type (@,0"). Cela entraine
évidemment que 2 elle aussi soit de type (@, ¢’), 1'ensemble des probabilités cylindri-
ques de type (@, ¢) étant cylindriquement fermé.

REMARQUE (2.00). Bien entendu, I’hypothése d’approximation de 4 par des #; de
type (@, ) qui sont de Radon portées par des sous-espaces de dimension finie
est essentielle; mais le fait que les 2; soient portées par des compacts peut toujours
se réaliser automatiquement, et peut done &tre supprimé dans les hypothéses. En
effet, toute 4; de Radon, de type (@, #'), est limite étroite, donc cylindrique, de
ses tronquées, c. & d. des probabilités 2;,K=x;;l,~+2,<([;K)5, K compact, et celles-ci
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sont a fortiori de type (@,#'), car, pour tout F°€FE’, I'image de 4, par
|21 s 2 |5, 2>] est majorée (pour la relation d’ordre sur &7 (R.)) par !'image de 4;,

St @ est un poids homogene, et si S est une topologie vectorielle sur E', i
sera dite de type ¢ approximable pour la topologie E%, s'il existe un woisinage
V de 0 équilibré fermé de L, tel que 1 soit de type (0, 0)) approvimable; ou
encore, si 1 est limite cylindrique de Z;, probabilités de Radon portées par des
compacts de dimension finie, uniformément de type @ pour E.. Le cas du tupe
p>0 s'en déduit. Pour p=0, nous dirons que 2 est de type 0 approximable
(resp. trés approximable) pour K, si elle est limite cylindrique de Z;, probabilités
de Radon portées par des compacts de dimension finie (resp. par des ensembles
Jinis), uniformément de type 0 pour E.L (1Y),

Si @ est un poids homogéne, E un quasi-normé ou un dual *-faible d'un quasi-
normé, nous noterons par @*°(2) (resp. ¥*°(1)), la borne inférieure des @*_2),
pour tous les ensembles _#Z de probabilités de Radon portées par des compacts
de dimension finie (resp. par des ensembles finis), auxquels 2 est cylindriquement
adhérente. On a2 évidemment:

e P <P DR (R)

Notons que 2 est cylindriquement adhérente & un ensemble .# de probabilités de
Radon portées par des compacts de dimension finie (resp. des ensembles finis) tel
que P4 )=¢**(2) (resp. ®*°(2)), si cette quantité est >0. Montrons le par
exemple pour @*(4), en supposant pour simplifier ¢**(1)=1. Pour tout >0, il
existe _#7., ensemble de probabilités de Radon portées par des compacts de dimen-
sion finie, tel que @*(_#.)<1+¢, et que Z soit cylindriquement adhérente & .#..
Soit _#7 . /(1+¢) I'image de .+, par 'homothétie de E, de centre origine, de rap-
port 1/(1+¢). Alors A/{(1-+¢) est cylindriquement adhérente & _#7./(1-+e), et
O*(_# . [(1+¢))<1. Comme 2 est limite cylindrique des /(1--€), lorsque ¢ tend vers
0, 4 est eylindriquement adhérente & la réunion _# des ._+7./(14¢) pour >0, et
# répond & la gquestion. Le résultat subsiste pour @**(2) (ou @**(1))==0, si @
est tel que, sur GP(R,), O(p)—=0 équivaut & p=d, c. 4 d. si @ est plus fort que L°,
Car alors, si @%(2)=0, on a £(4)=d pour tout &, done 4i=4, et on peut prendre
A ={3}.

(2.3) Les applications radonifiantes.

DEFINITION. Soient E, G, deux espaces vectoriels topologiques, chacun sépare
par son dual. Soient A et B deux poids, @' wune fonction >0 sur E', B une

() Attention! C’est plus fort que de dire que, pour tout a, 1 est de type J. approxi-
mable!
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Jonction semi-continue inférieurement >0 sur G. Une application linéaire
Saiblement continue w de E dans G est dite (A, a’; B, p)-radonifiante, si, pour
toute probabilité eylindrigque 1 sur E, de type (A, o), I'image u(l) est de Radon
sur G, d'ordre (B, ). On dit que w est approximativement (resp. trés ap-
prosimativement) (A, a’; B, B)-radonifiante, si, pour toute 1, de type (A,a')
approximable (resp. treés approximable), w(4) est de Radon d'ordre (B, B).

Une probabilité eylindrique de type (4, a’) trés approximable est a fortiori de
type (A4, «’) approximable, et a fortiori de type (4,¢’); donc une application u,
qui est (4, «’; B, 8)-radonifiante, est a fortiori approximativement (4, «’; B, 8)-
radonifiante et une application approximativement (A4, a’; B, f)-radonifiante l'est a
fortiori trés approximativement.

Il y aura un grand nombre de variantes de |'écriture (4,a’; B, 5). Si A et B
sont homogénes, si F% est une topologie vectorielle sur E’, si & est un ensemble
de parties équilibrées bornées fermées de G, on parlera d'applications (4, E%; B, 97 )-
radonifiantes. Si par exemple E et G sont des espaces quasi-normés ou des duals
*-faibles d'espaces quasi-normés (indépendamment I'un de I'autre), et si on prend pour
EY la quasi-norme (2.1.7 bis), et G avec sa quasi-norme, on aura des applications
(A, B)-radonifiantes, et @-radonifiantes si A=B=@. Etc...

Donnons seulement la plus importante de ces définitions. On dira que % est
p-radonifiante, si, pour toute 1 eylindrique de type p sur E, u(l) est de Radon
d'ordre p. On dira que % est approximativement (resp. trés approximativement)
p-radonifiante, si, pour toute 2 cylindrique de type p approximable (resp. trés ap-
proximable), (1) est de Radon d’ordre p.

Nous allons maintenant faire deux choses: donner un critére pour qu'une ap-
plication u soit approximativement radonifiante, et ensuite donner un critére pour
qu'une application approximativement radonifiante soit radonifiante.

THEOREME (2.4). Soient E, G, des espaces vectoriels topologiques séparés par
leurs duals. Soient A et B deux poids, «' ume fonction >0 sur E, B une
Jonction semi-continue inférieurement >0 sur G. Supposons B et B compacts.
Pour que U'application linéaire fatblement continue w: E-» G soit approximative-
ment (resp. trés approximativement) (A, «’; B, ) radonifiante, il faut et il
suffit que, pour toute probabilité X de Radon, portée par un compact de dimen-
sion finie (resp. portée par un ensemble fini) de E, de type (4, «a’), u() (qui
est nécessairement de Radon, et portée par un ensemble de méme nature) soit
d’ordre (B, B).

L’intérét de ce critére est qu'il porte uniquement sur des 1 de Radon de nature
trés simple.
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DEMONSTRATION. La condition est évidemment nécessaire. Mais sa suffisance
résulte assez trivialement de ce qui préceéde. Soit i de type (4, a’) approximable.
Elle est limite cylindrique de probabilités Z;, de Radon, portées par des compacts
de dimension finie (resp. portées par des ensembles finis), toutes de type (4, «a’);
d’aprés I'hypothése, les u(4;) sont alors d'ordre (B, #); comme B el 3 sont com-
pactes, le théoréme (1.17) dit que u(1) est aussi de Radon d’ordre (B, 5).

CQFD.

REMARQUE 1. Supposons toutes les mémes conditions réalisées, sauf la com-
pacité de la fonetion 5. La conclusion, bien entendu, ne subsiste pas. Mais, si
w est une application linéaire faiblement continue queleonque de G dans un espace
vectoriel topologique G,, séparé par son dual, et si 31 est une fonetion 0 compacte
sur G, telle que j2,ew<j3, alors la composée wsu est approximativement (resp. trés
approximativement) (4, «’; B, 3,)-radonifiante. En effet, pour les i considérées,

B(w{u(2)), 51)=Blu(4), 3ow(< B(u(d), 5)<1.

On pourra dire, dans cette situatlion, que w est approximativement (resp. {res ap-
proximativement) (A, o’; B, 8)-préradonifiante. On pourra souvent utiliser cette
remarque, mais nous préférons ne pas introduire la notion, sauf dans des cas trés
exceptionnels, et supposer la plupart du temps la compacité de 3.

On pourra introduire iei toutes les mémes variantes qu’antéricurement lorsque
A et B sont des poids homogénes. Il y a plusieurs définitions possibles, pas forcé-
ment équivalentes; il semble inutile de se donner cette peine.

REMARQUE 2. Supposons, comme dans la remarque 1, f non compacte, et u
approximativement (A, a’; B, 3)-préradonifiante. 1l y a un grand nombre de cas ol
I’on peut conclure.

A) Supposons par exemple que S soit encore semi-continue inféricurement pour la
topologie affaiblie G,=a(G, G’). Si alors 4 est de type (A, «’)-approximable, et g1
lU'on sait que wu(’) est de Radon sur G, on peut conclure que u(i) est d'ordre
(B, 8). En effet, 2 est limite cylindrique de 4; de Radon portées par des compacts
de dimension finie, de type (A, «’); donc u{4) est limite cylindrique de probabilités
de Radon d’ordre (B, 5). Mais on sait que, dans l'espace &# ((G,) des probabilités
de Radon sur G,, I’ensemble de celles qui sont d’ordre (B, 8) est étroitement fermé
(point 2 dans (1.1 bis)), done eylindriquement fermé (prop. (1.17.0), point 3), donc
u(d) est d’ordre (B, f).

B) Soit Gy une topologie plus faible que celle de G, encore séparée par son dual,
et sur laquelle S soit compacte. Alors, si 2 est de type (A, a’)-approximable, w(4)
est de Radon d’ordre (B, ) sur G,. Supposons G souslinien; alors 'image de %(d)



182 Laurent SCHWARTZ

dans G, provient d’une probabilité de Radon v sur G. Dés lors v et u(4), probabilités
eylindriques sur G, ont méme image dans G,. Si G et G, ont le méme dual, ou
si 'on sait que u(4) et v sont toutes deux concentrées sur les faiblement compacts
convexes de G, on pourra affirmer que u(4)=yv, donc que u(4) est de Radon sur G,
d'ordre (B, 5). Ce procédé a été plusieurs fois utilisé dans un article antérieur sur
les applications radonifiantes dans les espaces de suites.

(2.4 bis) Changements de topologies sur E et G.

Si une application linéaire u faiblement continue de E dans G est radonifiante,
le reste-t-elle lorsqu’on change les topologies de E et (r, de maniére bien entendu
qu'elle reste faiblement continue? Il y a seulement des résultats sur les applica-
tions approximativement radonifiantes:

PROPOSITION (2.4 ter). Soient E, G, o', 3, A, B, comme au théoréme (2.4).
1) Si u est approximativement (resp. trés approximativement) (4, a’; B, f)-
radoni fiante, elle le reste pour toute topologie plus fine de G, si u reste faible-
ment continue et § reste compacte.
2) Supposons A et B homogénes, E=v(F', F), F' Banach. Si u est faiblement
continue de o(F’, F') dans G, elle est approximativement (resp. trés approxima-
tivement) (A, B)-radonifiante de o(F', F') dans G, si et seulement si elle U'est de
F" dans G.

DEMONSTRATION. 1) 11 suffit d’appliquer le théoréme (2.4).
2) On applique le méme théoréme, et (2.1.7 bis).

REMARQUE. Les mémes résultats ne subsistent peut &tre pas si l'on supprime
“approximativement”.

Variante: théoréme (2.5):

Sotent E, G, des espaces vectoriels topologiques, séparés par leurs duals, soit
© une topologie vectorielle sur E', 77 un ensemble de parties équilibrées com-
pactes de G, et soient A et B des poids homogénes. Supposons B compact. Pour
que l'application linéaire faiblement continue w de E dans G soit approzima-
tivement (resp. ires approximativement) (A, EL; B, 97 )-radonifiante, il suffit
que, pour tout ensemble de probabilités de Radon sur E, portées par des com-
pacts de dimension finde (resp. par des ensembles finis), uniformément de type
A pour Ef, leurs images par w soient uniformément d’ordre B pour 7 . On
peut remplacer le type A et lordre B par le type et Uordre p, 0<p< +co.

DEMONSTRATION., Soit 2 de type A approximable (resp. trés approximable)
pour la topologie Ef. Elle est limite cylindrique de probabilités 1;, de Radon, por-
tées par des compacts de dimension finie (resp. par des ensembles finis), uniformément
de type A pour Ej. Alors, d’aprés I'hypothése, les u(4,) sont uniformément d’ordre
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B, et convergent-cylindriquement vers wu(4); le théoréme (1.18 bis} donne alors le
résultat, et aussi pour lindice p, 0Zp e,

REMARQUE. Iei par contre la condition n’a aucune raison d'étre néeessaire.
On trouvera au corollaire (2.9) la possibilité de supprimer le mot “approximative-
ment”.

Le cas du type et de l'ordre p, 0 p=+o0, est le plus important, on I'étudiera
plus 2 fond au §3.

(2.6) Les propriétés d approximation.

DEFINITION (2.6.1). On dil qu'un espace vectoriel topologique E a la pro-
priété d’approzimation équicontinue, si Uapplication identique est limite, pour
la topologie de la convergence simple, d'applications linéaires de rang lini
équicontinues.

On conjecture que tous les espaces vectoriels topologiques localement convexes
ont cette propriété. Bien entendu seul un espace séparé par son dual est suscep-
tible de l'avoir; car si toutes les formes linéaires continues s'annulent en a€ F, il
en est de méme de toutes les applications linéaires continues de rang fini, et de
telles applications ne peuvent donc tendre vers l'identité au poinl @ que si a=:0.
Aussi des espaces tels que L™X, 7), o1 2 est une mesure diffuse, n'ont-ils jamais
cette propriété pour 0<p<l. Mais les espaces de suites [*, méme pour 0<p<l,
ont cette propriété de facon évidente, par troncature des suites.

(2.6.2) Soit E un quasi-normé. On dit qu'il o la propriété d approxima-
tion métrique, st Uapplication identique est limite, pour la topologie de la
convergence simple, d'applications linéaires de reng fini de quasi-norme 1.
Ici encore on conjecture que tout K séparé par son dual a la propriété d’approxima-
tion métrigue; si £ est un Banach réflexif, un théoréme de Grothendieek dit que,
si E a la propriété d'approximation éguicontinue, il a la propriété d’approximation
métrique; on sait aussi que, si £’ a la propriété d'approximation métrique, K la
posséde également (*%).

Mais nous aurons besoin d'une propriété plus forte:

(2.6.3) Sotent E un espace vectoriel topologigue séparé par son dual, et soit
& une topologie vectorielle sur E’.

On dira que (E, EL) a la propriété d’approximation équicontinue, i l'ap-
plication identique de E. est limite, pour la topologie de la convergence simple,
d'applications linéairves de rang fini, équicontinues, toutes continues de a(F', E)
dans lui-méme (donc aussi de o(E’, E) dans E', puisque l'image est de dimen-
sion finie, donc que o(E’, E) induit une topologie plus fine que E! sur I'image).

(*) GROTHENDIECK [1], 2® partie, §5, n°. 2, proposition 40, page 180,
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(2.6.4) Un couple (E, EL), ou E. est quasi-normé, est dit avoir la propriété
d'approzimation métrique, si Uapplication identique de E. est limite, pour la
topologie de la convergence simple, d’applications linéaires de rang fini, de
quasi-norme <1, continues de o(E’', E) dans lui-méme (ou dans E%).

On appliquera surtout cette définition & E quasi-normé, ou dual *-faible d’un
quasi-normé, E7 étant toujours défini comme & (2.1.7 bis).

Comme une application linéaire continue de o(E’, E) dans lui-méme est a for-
tiori continue de E’ dans lui-méme, (2.6.4) implique, si E est un Banach, que E,
done K, ait la propriété d'approximation métrique; et c'est équivalent i cette
propriété si I est réflexif, puisqu'alors toute application linéaire continue pour E’
'est aussi pour a(E’, F). Pour E=o(F", F), cela veut simplement dire que F a la
propriété d’approximation métrique (mais non nécessairement F’), car toute forme
linéaire continue sur F est continue par o(F, F’). Cette propriété est satisfaite
pour tous les espaces E=L7, puisqu'ils sont réflexifs, pour 1<p<-+oo. Montrons
qu’elle I'est aussi pour L! et I.”:

PROPOSITION (2.7). Le couple (L', L=) et le couple (C, M) ont la propriété

d’approvimation métrique, ainsi que (L=, (L)), et (M, M).
1) Soit done E=L!X, ), 2 de Radon >0 sur X. Soient ¢>0, et f}, 1=1,2, -+, m,
un nombre fini de fonctions de L”. Nous devons trouver u, linéaire continue de
o(L*, L") dans L*, de norme <1 dans L=, et telle que, pour 1<i<n: luf,—fille<e.
On peut trouver un nombre fini de parties boréliennes non A-négligeables, disjointes,
X;, 1<j<N, de réunion X, telles que, sur chacune d’elles, chaque f; soit somme
d'une constante ¢; ; et d'unc fonetion A-presque partout majorée en module par ¢/2.
Soit ¢; une fonction >0 sur X, nulle ailleurs, d’intégrale 1. Posons

ur=3(\ viad)z,

ol x; est la fonction caractéristique de X,. C'est une application linéaire de rang
<N, continue de o(L”, L") dans L”, car les ¢; sont dans L' et les X, dans L”; sa
norme est <1, car, pour | fi.<1,

lefle<|Z Xllo=1.
3
Puisque, dans X;, f; est la somme de ¢, ; et d’une fonction majorée en module
par ¢/2, ¢;f:d4 est la somme de ¢, ; et d'une fonction majorée en module par
e
/2 (& cause de S ©,d2=1); alors uf, est la somme de Eo, ;4; et d’une fonction
X ;

majorée en module par Zax /2=¢/2; mais f; a la m8me proprlété done [luf,—fille
est majorée par &. CQFD.
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1 bis) Comme l'espace M des mesures de Radon sur un compact est isomorphe a
un espace L!, le couple (M, M’) a la propriété d'approximation métrique (**).

2) Soit maintenant E=C(X), espace des fonctions continues sur un espace compact
X, et soit M son dual, espace des mesures de Radon. Soient ¢>0, et g, 21,2, ---,
n, des mesures sur X. Nous devons trouver u, linfaire continue de o(M, C) dans
M, de norme <1, et telle que, pour tout 7, l|lug,~—xl:<¢ (norme dans M). Soit 2
une mesure >0 de masse 1, dominant toutes les p, de sorte gqu'on peut écrire
.= fiA f.€ LNX, ). Pour chaque Jf., on peut trouver une fonetion continue g,,
telle que |lf;—gll 1y, n<<¢/3, ou encore ||fiA—gilly<e/3; alors, si u de norme <1
vérifie, pour tout 4, [lul(g,A)—g.2ly<s/3, elle vérifie aussi llug,—pll<e. Soit alors
Q,, 1<j<N, un ensemble d'ouverts recouvrant X, tels que, dans chaque 2;, chaque
fonction g; ait une oscillation <¢/6, c. & d. différe d'une constante ¢, ; par une
fonction majorée en module par /6. Soit a;, 1:<j<<N, une partition de I'unité par
des fonctions continues, 0<a;<1, a; ayant son support dans 2, }J:.crjtl. Et dé-

finissons u par
;A -
up=2 #(aj)m (en prenant 0 si A(e;)=0).
] 3
Comme les «; sont dans C, et les ;2 dans M, w est bien linéaire, de rang <N,

continue de (M, C) dans M. Supposons |lz[<1; on a

lu.ul(a’k)/l. ]#(a )I ()(; ;) »

donec

Ala oy
)< 3 1) A ¢ 5t el < lul D=l <1 ,
J.k 1(“_,) a

done {lu|<1. Enfin u(g,) différe de
5 2 a4 =3 1,
%—- C.i (ai) —/.l—(-a) . C; %

d’une mesure dont le module est majoré par

a;d 3 €

2;1 ‘J(ag) ;( ) 2 52: —G A

done dont la norme est majorée par ¢/6; or g4 a la méme propriété, car
g,4A=3 g.a;2; done on a bien |lu(g,A)—g,Ally<e/3, done [fup,—pllyw<e. CQFD.

a
2 bis) Comme L=(X, %) est isomorphe & C(K), ou K est le spectre de l'algébre de

*) 8. KakuTanI [1].
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Banach L' (X, i), le couple (L, (L)) a aussi la propriété d’approximation méirique,

Nous allons voir maintenant que, pour des espaces ayant la propriété d'ap-
proximation, e. 4 d. sans doute tous les espaces usuels et peut-étre tous les espaces,
alors les probabilités cylindriques deviennent approximables.

PROPOSITION (2.8). Sotent E un espace vectoriel topologique séparé par son
dual, © une topologie vectorielle sur E'. Supposons que (E, EL) ait la propriété
d'approxcimation équicontinue. Alors, si @ est un poids homogéne plus fort
que L°, toute probabilité cylindrigue 1 sur E, de type ¢ pour E., est de type @
approximable pour EY; toute 1 de type p, 0<p<+co, est de type p appro-
zimable. Si I} est quasi-normé, et si (E, E%) a la propriété d’'approzimation
métrique, toute probabilité cylindrique 2, de type ©, est de type @ approximable,
et OFe(2)=Q*(1).

DEMONSTRATION. Soient =; des applications linéaires de F% dans lui-méme, de
rangs finis, éguicontinues, et continues de o(E’, F') dans Iui-méme, convergeant
simplement vers 'identité. Puisque 2 est de type =, il existe un voisinage V de 0
dans E%, tel que ®(5(2))<0{(%) pour tout £€ E’. 1l existe un voisinage W de 0
dans £ tel que =, (W)cV pour tout 7, & cause de l'équicontinuité; ou encore
Oz (EN <<, (%), Considérons alors les probabilités cylindriques images de 4 par les
‘r;, applications linéaires continues de rang fini de E dans lui-méme. Pour tout
Eell, on a 'z (A)=(&'7)(A)=(x{2)(2). Or @ est supposé plus fort que L°;
done, d'aprés le corollaire (2.1.13), lorsque 7; converge vers I'identité, et par suite
7(§) converge vers ¢ dans E’, alors (7,(%))(2) converge vers £(4) dans #(K); donc
4 est limite cylindrique des ‘x4 (prop. (1.17.0)). Comme enfin @(x(5)(2)) <Oy(=;(5))
<My(2), ces ‘z,(4) sont uniformément de type @. Nous venons donc de montrer
que 4 est eylindriquement adhérente a I’ensemble des ‘z (), probabilités de Radon
portées par des sous-espaces vectoriels de dimension finie, et toutes de type (@, 0.
Cela prouve, d’aprés la remarque (2.2.00) permettant le passage de 2, de Radon portées
par des sous-espaces de dimension finie & des 2,., de Radon portées par des com-
pacts de dimension finie, que 2 est de type (@, #{ )-approximable.

Le cas quasi-normé, avec la propriété d'approximation métrique, se rameéne a
ce qui précéde. Soit @*(A)=a. Alors 2 est de type ((1/a)®, #’), ou & est la norme;
done V est la boule unité, mais aussi W puisque les normes des =, sont <1, donc les
2;.x sont aussi de type ((1/a)@, ¢'), donc @*(4;.,)<a done @*°(2) <@P*(2), donc =P(2).

Le type p>0 se raméne &4 ce qui précéde, en prenant @={ |l;; examinons le
cas d'une 2 de type 0 pour E%. Il reste vrai que 2 est limite cylindrique des
‘zi(4); quand £ tend vers 0 dans E7, il en est de méme de 7;(¢), uniformément par
rapport & j, puisque les =, sont équicontinues, done les £(*z,(A))=(x;{(£))(3) con-
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vergent uniformément vers ¢ dans GP(K) (2.1.5), done, d'aprés (2.1.6), les '=,(%)
sont uniformément de type 0. Il en est a fortiori de méme des 4, , comme plus
haut, done 2 est encore de type 0 approximable.

COROLLAIRE (2.9). Soient E, G, des espaces vectoriels topologiques, séparés
par lewrs duals, et soit S une topologie vectorielle sur E’. Soient A, B, deuw
poids homogenes, A plus fort que L°. Supposons que (E, E.) ait la propriété
d’approzimation équicontinue. Pour qu'une application linéaire w faiblement
continue de E dans G soit (4, EL; B) radonifiante, (il faut et) il suffit qu'elle
soit approximativement (A, E%; B) radonifiante. Pour que w soit p-radonifiante
pour EL, 0<p< o0, il (faut et il) suffit qu'elle le soit approvimativement.

On voit 'intérét de ce corollaire, puisque le théoréme (2.5) donnera alors une
condition suffisante pour que % soit radonifiante.

Voici maintenant une proposition que nous ne démontrerons, pour simplifier,
que dans le cas ou E=o(F", F'), F' quasi-normé, et o E. est la topologie quasi-
normée F':

ProrosITION (2.9.1). Toute probabilité cylindrique i sur o(F', F), F quasi-
normé, de type p=1, est de type p approximable, et ||A||%e=|2|%.

Démonstration. On peut réaliser 2 comme 1;, f application lindaire continue
de F dans un espace L”(2, p), avee ||fll.=ll4)% Mais L2, 1), pour 1<p<L 40, a
la propriété d’approximation métrique; donc f est limite, pour la topologie de la
convergence simple, d’applications linéaires continues de rang fini, f;, de F dans
L™, 1), de norme <[|Aj5. Les A;=2s ; convergent cylindriquement vers 2. Une
telle application f; s’écrit comme somme finie 3 @} .&¢;.., 9,..€ L2, p), a}.. € F’;
elle est alors decomposée, réalisable par 1’;,pplication v; de 2 dans FV:wrs
F gja(wlal; done 2;=J, est la probabilité de Radon ¢;(1), portée par un sous-
e’:.space vectoriel de dimension finie de F”. Celle-ei & son tour est limite étroite de
probabilités 1;,,, portées par des compacts de ce sous-espace vectoriel de dimension
finie, pour lesquelles ||2;.:I3 < li4]%, ce qui démontre la proposition.

Nous allons maintenant passer aux probabilités de Radon portées par des
ensembles finis (¢. & d. des combinaisons linéaires finies de masses discrétes).

ProrosiTioN (2.10). Sotent E un quasi-normé (resp. un dual *faible d'un
quast-normé F) et @ un poids homogene ayant la propriété suivante:

Pour p probabilité de Radon sur R., désignons par p+e sa translatée par
la translation ¢, €>0; on a Uinégalité O(up+e)<@(p)-+kic, b), si le support
de v est dans [0,b], ot k est une fonction qui, pour tout b fini, tend vers 0
quand ¢ tend vers 0.
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Alors, si une probabilité de Radon 7 sur E (resp. F’) est de type @, elle est
de type @ trés approzimable, et O*()=-@*°(3)- d*t*(),

DEMONSTRATION. On peut toujours supposer @#(i)<1.

On peut d’abord remplacer 4 par une Ekm/“(ﬂK)erJ.—le, K compact, qui

vérifiera encore ®{5(1x)) <5 (voir remarque (2.2.00)); cela revient & supposer dé-
sormais que la probabilité donnée 7 est porie par un compact K. On peut alors
partager K en réunion finie de parties boréliennes K,, K, ---, K,, chacune de
diamétre <e¢. Soit @ choisi dans K, arbitrairement, et posons 2.— 3 AK )i, .
Montrons que, quels que soient les choix des K et des @, A. tend étroitement vers
Z pour ¢ tendant vers 0; et d'autre part majorons les ®(:(4,)), pour € E’, ||z] <1.
Soit k, 'application de K dans lui-méme, qui envoie chague K, sur le point a; choisi
dans K. Si ¢ est une fonction continue bornée sur FE, elle est uniformément
continue sur K, et par suite ¢°h. converge vers ¢ uniformément quand : tend vers
0; or A(@)==(hA))(¢)=2(w-h.) tend donc vers A¢) pour ¢ tendant vers 0, ce qui
montre bien que 2. tend étroitement vers i. Soient £€ E', et soit |2 la fonction
w (e, 63, Alors |51(A)=151(h.(2))=(&|eh.)(4). Mais la fonction |&oh.—Z|, sur le
compact K, est majorée par ¢; done |%oh.| est majorée par |2+, et par suite

1€1(A)=1goh. (D)< |EID)+e (22) .

Comme 2 a son support dans K, |£/(4) a son support dans [0, b}, b étant le maximum
de la norme sur K. Donec

G(E(A) <PE(D) +hele, b)<1+k(e, b) .

Remplacons alors 1. par son homothétique 2/ par rapport & I'origine, dans le rapport

14 j;l(_T); A, converge encore étroitement vers 1 pour ¢ tendant vers 0, et

maintenant @((4))<1 pour £€ E’, ||&]|<1, done @*(2)<1. CQFD.

(2.10 bis) EXEMPLES. On peut prendre ®@=:| ||,, pour tout p>0. Si p<-+oo,
et si Supp. #[0, 0], on a

S t"ci(,u+s)(t)-~-8 (t+2)7dptt) ;

R, R,

lorsque = tend vers 0, £~ (t+:)" tend vers ¢ uniformément sur [0, b], done le
2éme membre tend vers le ler, uniformément par rapport a p€ &#[0, b]; la racine
p-iéme aussi, donc |pz+¢l|, tend vers |p¢l, quand ¢ tend vers 0, uniformément par
rapport & y, done la propriété (2.10) est bien réalisée. Pour p=co on a triviale-

.(—2--2) Attention _au sens du dernier membre, donné dans la proposition et au sens de <,
donné i (1.1 bis)!
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ment [lpds o=l

D’autre part, si @ est un J-poids de la forme (1.12), @= ,S“F’, ¢la)J,, avee ¢>0
et bornée, la propriété est vraie aussi; car J:,(_u—%ls);-:J;Et':)\-{-s, done @(pt-:)
S IDE (_S’upl ola). Clest & cause de cette proposition que nous avons supposé,
dans la dé‘ﬁ\r:i?;ion des .J-poids (1.12), que la fonction ¢ était bornée. Enfin on peut
aussi prendre P=J,.

REMARQUE. Tl était essentiel de se ramener & 2 portée par un compact K, et
d’avoir des K, de diamétre <z. 8i Z est une probabilité de Radon sur un espace
a(F”, F), le résultat n'est plus valable; mais si on sait qu'elle portée par un sous-
espace vectoriel de dimension finie, ¢’est aussi une probabilité de Radon pour F”, et
le résultat précédent s'applique. Donc:

COROLLAIRE (2.11). Soient @ un poids homogéne vérifiant les conditions de
la proposition (2.10). Soit E un quasi-normé ou un dual »-faible d'un quasi-
ROTTE.

1) Toute probabilité cylindrique 2 sur E, de type @ approvimable, est de type
& trés approxvimable, et

(2.11) (D’Hn(A)"-Q)"""()) .

Toute probabilité cylindrique de type p approximable, 0<p< oo, est de type p
tres appromimable, et

fakte=2%® pour p>0.

Si G est un espace vectoriel topologique (séparé par son dual), et st w est une
application linéaire faiblement continue de E dans G, trés approvimativement
® ou p-radonifiante, elle est approvimativement @ ou p-radonifiante.

2) Si en outre le couple (E, E’) a la propriété d'approvimation metrique, toute
probabilité cylindrique 1 sur E, de type ® ou p, est de type @ ou p irés appro-
zimable, et on a

(2.11 quartao) @rea () =g (2)=P*(A)
flafkte=|2)ke==||Alk pour p>0.

Toute application linéaire w faiblement continue de E dans G, trés eppro-
zimativement @ ow p-radonifiante, est ® ou p-radonifiante.

Tout est évident. Le cas p=0 se traite comme suit. Si 2 est de type 0, il
existe un J-poids @, tel que A soit de type @; elle est donc de type @ approximable
pour (2.1.7), donc clle est de type @ trés approximable, a fortiori de type 0 trés
approximable.



190 Laurent SCHWARTZ

ProrosiTION (2.12).
1) Soit w une application linéaire faiblement continue (A, B)-radonifiante de
E dans G, relativement @ une topologie vectorielle EY sur E et un ensemble 7
de parties bornées équilibrées fermées de G, A et B étant des poids homogénes.
Soient v une application linéaire faiblement continue de E, dans E, w une
application linéaire continue de G dans G,. On suppose en outre que l'on se
donne sur E! une topologie vectorielle (E!)z,, et que la transposée ‘v est continue
de E. dans (E)):,; on suppose ausst qu'on se donne un ensemble .7, de bornés
équilibrés fermés de Gy, et que, pour D€ 9, w(D)€ 7, Alors la composée
wuv: By— E->G -G, est (A, B)-radonifiante relativement @ la topologie (Ef)s,
et a 9.
2) Soit w:F -G une application linéaire faiblement continue (A, B)-radonifi-
ante relativement a une topologie Ef sur E’', A et B étant des poids homogénes.
Supposons que w(E)T Gy, sous espace vectoriel de G. Alors, 81 G, est U'adhérence
de G, dans G et si G est localement convexe, w est encore (A, B)-radonifiante de
E dans G, relativement a E..
3) Soit u une application linéaire faiblement continue de E dans un quasi-
Banach G, et soient E. une topologie vectorielle sur E' et A et B des poids
homogenes. Supposons qu'il existe une application linéaire faiblement continue
v de E dans un normé C, (A, B)-radonifiante relativement o EY, et que, pour
tout x de E, |ulx)|<|lv(x)ll. Alors w est (A, B)-radonifiante relativement d E’.

Mémes énoncés avee approzimativement ou irés approximativement radoni-
fiante, et avee p-radomifiante, 0<p<L oo, approximativement ou trés appro-
mimativement p-radontfiante.
1) Soit 2 une probabilité cylindrique sur £, de type A relativement a (E7);,. Alors
2(2), probabilité cylindrique sur E, est de type A relativement & E.: si £€ E’ tend
vers 0 dans EZ, "v(g) tend vers 0 dans (E{)s, grice a4 I'hypothése sur ‘v, et alors
AE(w(2)=A(("v(5))(4) tend bien vers 0. Alors u(4) sera de Radon d'ordre B sur
G. 1l existe donc une partie bornée équilibrée fermée D€ F telle que (%) soit
d'ordre (B, 7,). Puisque w est continue (ici la seule continuité faible ne suffirait
pas), wuwr(l) est de Radon sur G,; et elle est d’ordre (B, j py), o0 Dy est I'adhérence
de w(D), car jpcw<j, Sien outre tous les espaces (EY)s, Ef, G, Gy, sont quasi-
normés, on aura des inégalités plus précises, car

A¥p(4))= FS_‘}L;: A(E(w(2))= ﬁ?ﬁ A{("v(£)(4)
<[|*oll $u§ A () =I"v[]A*4) ,
:€]|l 1
et
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Blwuwr(2)) <l Bluv(4) .

2) Soit 4 une probabilité cylindrique de type A sur K. Appelons w: 1'application
%, considérée comme opérant de E dans G,, et j l'injection canonique de G, dans
G. Nous savons que u est {4, B)-radonifiante, et nous voulons montrer que u,
'est aussi. L’image u,(1) est eylindrique sur G,; ju,()=u(d) est de Radon sur G,
mais cylindriquement concentrée (3 0 prés) sur G, done portée par G, qu'il est
faiblement fermé (**); donc il existe une probabilité de Radon v, sur G,, telle que
wl)=y(v)). Alors (4 et »; ont méme image par j; comme j est un morphisme
strict (**), »y=u.(4), qui est donc de Radon. Et comme %(i) est d'ordre B, »; I'est
aussi.

3) s'en déduit. Car w(z)— u(x) est une application linéaire bien définic, de norme
<1, de »(F)cC dans G. Donc elle se prolonge en une application linéaire continue
w de v(E) dans G; mais, d’aprés 2), v est p-radonifiante de E dans (&), done
w=wey l'est de E dans G d'aprés 1),

REMARQUE. Dans 2, on ne pourrait pas prendre G non localement convexe,
méme en appelant G, 'adhérence faible de G,. En effet, la topologie affaiblie de
él est alors plus fine que I'induite par la topologie affaiblie de G, et u, n’est plus
nécessairement faiblement continue de E dans (,. Mé&me si I'on suppose % con-
tinue, , est aussi continue, et on trouvera encore que u(4) et v, ont méme image
par j; mais 7, morphisme strict, n'est plus nécessairement un morphisme faible
strict, et cela ne prouve plus que #,(4) et v, soieni égales. Aussi, dans 3, C doit
il étre normé et pas seulement quasi-normé.

(2.13) Enoncés en termes d'applications décomposantes.

Soit f une application linéaire de E’ dans un L2, #). On dira qu'elle est de
type (4, &), A poids, a’ fonction -0 sur £’, si Ia probabilité eylindrique associée
s est de type (A, a'); cela veut dire que, pour tout £€ E/, Alp, f(&)<a’(8). On
introduira toutes les variantes antérieures (de type 4 homogéne pour une topologie
E’, de type p, ete...). On dira qu'une application g-mesurable ¢ de @ dans G est
d’'ordre (B, 3), B poids, 8 fonction >0 semi-continue inféricurement sur G, si la
probabilité image ¢(y) est d’ordre (B, ), c. 4 d. si @y, fa¢)<1; avee les mémes
variantes., On dira alors qu'une application linfaire ‘u de «(G’, G) dans o(E', K)
est (A, a'; B, ) décomposante, si, pour toute application linéaire f de E’ dans
L2, p), de type (A, a’), la composée f-'u, application linéaire de G’ dans L%2, u),
est décomposée, réalisable par une application ¢ p-mesurable de 2 dans G, d’ordre

(23) SCHWAR‘TZ {1], 2° partie, chap. II, §8, proposition 3.
(¥) ScHwaRrTz |1], 2° partie, chap. II, §3, remarque aprés '’exemple 3 de la proposition 6.
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(B, #). Par ailleurs, f sera dite de type (4, a’)-approximable, si elle est limite,
pour la topologic de la convergence simple, d’applications linéaires f; de rang fini,
continues de o(F’, E) dans LY2, 1), de tyvpe (A, a’). 8i f; est de rang fini, elle est
de la forme f;= X ¢../2a,.; (somme finie), g.,;€LY2, 1), a. ;€E; alors elle est
décomposée par t:’:‘.(u ++ 3 g {@)a,.;, application p-mesurable de 2 dans E, a
valeurs dans un sous-espa:e vectoriel de dimension finie; done Z;; est une probabilité
de Radon portée par un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, & savoir
¢,(11); d'aprés la remargue (2.2.00), cela entraine que 4, soit de type (A, @’) appro-
ximable; la réeiprogue n'est peut-étre pas vraie.

Comme il n'y a done pas équivalence exacte entre probabilités cylindriques ap-
proximables et fonctions aléatoires linéaires approximables, ni entre probabilités de
Radon et fonctions aléatoires linéaires décomposées, on ne peut pas donner de bon-
nes conditions nécessaires et suffisantes, mais on aura ceci (voir prop. (1.19.0)):

ProPoSITION (2.14). Sovient E, G, des espaces vectoriels topologiques séparés
par leurs duals, A, B, deux poids, o’ une fonction =0 sur E’, 3 une fonction
=0 semi-continue infériewrement sur G. Si une application linéaire 'u con-
tinue de o(G’, G) dans o(E', E), est (4, a'; B, f) décomposante, w est (4, a’; B, f)
radonifiante; la réciproque est vraie 81 G a ses parties compactes métrisadles
(par evemple s'il est souslinien, ou si c'est un Banach, ou un dual *-faible d’un
Banach séparable, ou 8i G’ est *-faiblement séparable). Si G wvérifie ces econdi-
tions et si u est approzimativement (A, «'; B, 8) radonifiante, ‘u est approxima-
tivement (A, «’; B, 3)-décomposante.

ReMARQUE. Certaines des démonstrations antéricures faisaient au fond usage
du point de vue des fonctions aléatoires linéaires. Supposons par exemple que le
couple (K, £7) ait la propriété d'approximation équicontinue, par des 7,. Si alors
f est linéaire de E' dans L%, 1), de type ¢ homogéne pour EZ, alors les forx;=f;
convergent simplement vers f, mais sont continues de o(&’, E) dans L%%2, z), et on
voit aisément, a causc de 'équicontinuité, que les f; sont uniformément de type @
pour E%, C'est une maniére de démontrer la proposition (2.8), peu différente
d’ailleurs de celle qui a été adoptée. La démonstration de la proposition (2.9.1)
utilise irés exactement les fonctions aléatoires. Quant i la progosition (2.10), on
aurait pu représenter la probabilité 2 de Radon sur K par I'application ¢ identique
de E=20, p-mesurable avec p=4; el approcher ¢ par des applications p étagées ¢;
de Q dans E; la probabilité image ¢;(1), pour ¢; étagée, est une combinaison
linéaire finie de masses ponctuelles. Ce serait, sous une autre forme, une transerip-
tion exacte de la démonstration qui a été donnée.
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§3. Les applications p-radonifiantes dans les quasi-Banach, 0<p < +co.

Dans ce chapitre, pour des raisons qui seront vues plus loin, F sera toujours
un Banach ou un dual x-faible d’'un quasi-Banach F'; dans ce dernier cas, E’ sera
F muni de sa quasi-norme. G sera un quasi-Banach ou un dual *-faible d'un
Banach H; dans le deuxiéme cas, ¢(G”’, G’) sera G=o(H', H) lui-méme, mais dans
le premier cas, o(G’’, G’) sera, pour le calcul de l'ordre des probabilités de Radon,
accompagné de la jauge de I'adhérence de la quasi-boule unité de G, c. a. d. muni
de sa structure bitopologique canonique (préliminairs). Comme toujours, F et G
sont séparés par leurs duals et mémes leurs boules unités sont faiblement fermées.
Chaque énoncé couvrira donc 4 cas, dans les conditions énoncé & la proposition (0.0)
des préliminaires. D’autre part, 0<p=< o0,

(3.1) Les applications p-sommantes.

1) Une suite a=(a,)..» d'éléments de E est dite scalairement 17, 0<p< +co,
si, pour tout £€ E’, la suite <a, £>=(<a., £)u.~ est dans I”. Dans ce cas, l'applica-
tion & <a, &> de E’ ou F dans I” est continue, car E’ ou F' est de Baire et elle
est limite d’une suite d’applications linéaires continues, 4 savoir les applications
tronquées: si dy est la suite (g, @1, -y @n, 0,0, <), &r>{dx, &> est continue, et
tend vers £+ <a, £y pour N infini. Donc la quantité [alii= S{ug Ka, £2ll,» est finie.
On vérifie sans peine qu'on peut la prendre comme Min (;:-, 1)-quasi-norme sur
'espace vectoriel .S 7(E) des suites scalairement I” de E. En outre, .&7”(E) est un
p-quasi-Banach; (ce ne serait plus vrai si E était seulement un quasi-Banach).
En effet, soit (2. v une suite de Cauchy dans E; pour tout n€ N, la suite (@f)k.»
est alors une suite de Cauchy pour la topologie de la convergence uniforme sur la
boule unité de E’ ou de F'; elle converge donc vers une limite @, dans K ou F”,
complets dans les cas indiqués (mais, si E est sculement un quasi-Banach, la
topologie de la convergence uniforme sur la boule unité de E’ est celle de Ey, qui
n’est pas complet). Ensuite il est trivial de voir que la suite a==(a,) .~ est scalaire-
ment I* et que a* converge vers a dans &F7(E).

Une suite scalairement 1” dans Ex I’est a fortiori dans E, done &7 "(Ey)c &7 (E),
et llal »7pp>llalls?m. Il y a coincidence des espaces et égalité des normes, si E
est un Banach, ou un dual *-faible d’un Banach, ou est dual *-faible d’un quasi-
Banach pourvu que p:>1. Ces deux derniéres affirmations sont les seules non
triviales. Soit done E=o(F", F'), F Banach.

Soit @’ une suite sealairement I? de o(F’, F'). Soit &€ F'’, de norme <1; il
existe un £€F, lui aussi de norme <1, tel que <a}, &> soit aussi voisin qu'on le
veut de <al, &'y, pour k=0,1, .-+, N (la boule unité de I est dense dans celle de
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F"’ pour la topologie o(F”/, F’)); alors, de l'inégalité [<a’, 53| ,»<lla’[l¥ pour |Zl<1
on déduit |<dly, &>l p< e’k pour tout N et tout &'’ de F’’ de norme <1; done
{a’, &> est dans 1" et sa quasi-norme dans [” est <[a’|} pour [£7/]<1. (Nous
avons déja vu a (2.1.7 bis) que ce résultat ne subsiste pas nécessairement pour
E-=o(l”, I), F quasi-Banach. Si par exemple nous prenons F=I[°, 0<s<1,
L=a(l”, "), la “base” des =,=(c,=0 pour n#=m, ¢»=1) est une suite scalairement
I* dans o(l",I"), non dans [”). Ce résultal subsiste pour E=a(F’, F), F quasi-
Banach, si p2:1. Car alors, si @’ est une suite scalairement [* de ¢(F”, F'), I'appli-
cation linéaire £+ <{a, £> de F dans 1" est continue de norme [a’[|%. Mais, I” étant
normé pour p :1, elle est alors continue de F'y dans {”, de norme |aj%, donc se
prolonge par continuité en une forme linéaire continue de Fy dans 1”, de méme
norme. Elle est donc sealairement I” dans o(F”, F‘N):«r((ﬁ'N)’,ﬁ'N), done, d'aprés
ce qui précéde, dans (]:'N)’r—-F’.

On peut appliquer ces résultats avee p=:—+oco: une suite sealairement I” ou

scalairement bornée de E est simplement une suite bornée dans Ey. On peut
résumer ces résultats en une proposition:

PROPOSITION (3.1 bis). Si a=(a,),.~ est scalatrement I”, la quantité |alt=
Ssu]ol i<a, &2li» est finie; sur Uespace SF7(E) des suites scalairement I°, a+— |al*
est une Min (p, D-quasi-norme, pour laquelle 577 est complet. L’espace 7 "(Ey)
est contenu dans S “(E) avec une norme plus grande; les espaces sont les mémes,
avec la méme norme, st I est un Banach, ou un o(F’, F) avec F Banach, ow si
p>1. Les suites scalairement I ou scalatrement bornées de E sont stmplement
les swites bornées de Ey.

2) On appellera I"(G) 'espace des suites absolument I” de . Pour une telle
suite, on posera lai,=|i(laul)a.sll,». D’aprés la proposition (0.1) des préliminaires,
on définit ainsi une Min (p, ¢)-quasi-norme sur I”(G), si G est g-quasi-normé (donc une
Min (p, 1)-quasi-norme pour G=u(H’, H), car c’est la méme chose que pour H’,
Banach, et ["(o(H’, H))=I"(H’)). En outre, [”(G) ainsi quasi-normé est un quasi-
Banach (Fischer-Riesz). On a toujours ING)c . S77(G), et || [*<|| [l». Evidemment
MG)<l(Gy) avec une norme plus grande, et il y a coincidence des espaces et
égalité des normes pour G Banach ou dual *-faible d’un Banach.

3) On dit qu'une application linéaire faiblement continue % de E dans G est
p-sommante, si, pour toute suite @ d'éléments de E, scalairement [7, la suite image
ula) est absolument 1”. (*%).

ProposiTiON (3.2). Pour que Vapplication linéaire faiblement continue u de

(‘-’5J PIETSCH [1].” C'est la qu'on trouvera les premiers théorémes fondamentaux sur les
applications p sommantes.



Probabilités eylindriques et applications radonifiantes 195

E dans G soit p-sommante, il faut et il sufit qu'il existe wne constante M0
finie telle que, pour toute suite finie a (c. @ d. toute suite dont tous les termes
sont nuls sauf un nombre fini), on ait l'inégalité:

(3.8) lu(@)l, < Mlial% .

DEMONSTRATION. Supposons d'abord (3.3) vérifiée. Alors, pour toute suite a
d’éléments de E, scalairement I”, le second membre est majoré par Mo/}, pour
toutes les suites tronquées ay de a, done le 1% membre aussi, donc la suite
(lu{a) e~ est dans I”, et u est p-sommante. Inversement, soit w p-sommante;
I'application qu'elle définit de S "(EF) dans I*(E), & savoir a— u(a), ost lindaire et
continue, comme limite simple de ses tronquées a+ (u(a))7 continues (SZ.(E) est de
Baire); donc il existe bien M >0 fini tel que l'on ait, pour toute a€ .&¥*(E),
I'inégalité (3.3). (Le résultat ne subsisterait plus nécessatrement pour E quasi-
Banach, car nous avons vu qu'alors &77(E)=.9""(Ey) n'est plus complet donc
plus de Baire. Omn woit pourquoi nous avions absolument besoin que ¢ 7(E) soit
complet). Le plus petit M >0 ayant la propriété ci-dessus se note =,(u) et se
nomme quasi-norme p-sommante de #. On voit aussitdt que, sur l'espace vectoriel
/1(E;G) des applications p-sommantes, c’est une Min (p, ¢)-quasi-norme si G est
g-quasi-normé (donc une Min (p, 1)-quasi-norme si G=o(H’, H), car H’' est un
Banach).

REMARQUE (3.3 bis). 1) Il résulte de ce que nous avons vu que, si % est
faiblement continue de E dans G, done continue de Fy dans Gy, et si elle est p-
sommante de E dans G, elle I'est de Ey dans Gy, avee une quasi-norme p-sommante
au plus égale; en effet, une suite scalairement I de Evy l'est dans E, donc son
image par u est absolument p-sommante dans G, donc dans Gy.

2) Si maintenant % est continue de Ky dans Gy, elle n'est méme pas nécssaire-
ment faiblement continue de E dans G. Si on la suppose faiblement continue de &
dans G et p-sommante de Ey dans Gy, elle n'est pas nécessairement p-sommante
de E dans G; elle I'est cependant, pourvu que, d’une part, % soit un Banach ou
un dual *faible d’un Banach ou que p>1, et d’autre part que G soit un Banach
ou un dual *-faible d’un Banach. En effet, dans ce cas, les suites scalairement 1"
sont les mémes dans E et dans Ey, et les suites absolument [? sont les mémes
dans G et dans Gy.

3) Pour les applications p-radonifiantes, la situation est plus compliquée. Une ap-
plication linéaire % faiblement continue de E dans G, p-radonifiante, ne 1'est plus
nécessairement de Ey dans Gy. On peut seulement dire qu'elle ['est sGrement de
Ey dans G car une probabilité cylindrique de type p dans Ey l'est dans F; elle
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n'est sirement p-radonifiante de Ey dans Gy que pour G quasi-Banach, puisqu’alors
G -Gy est continue. Nous allons voir que, pour les applications approximative-
ment p-radonifiantes, on peut avoir un résultat meilleur (voir prop. (3.5 ter)).
REMARQUE 4. Soient E, G, des espaces vectoriels comme précédemment, sur
le corps C; on peut affaiblir leur structure et les considérer comme espaces
vectoriels sur R; nous les noterons respectivement E¢, Ex, G¢, Gr. 1l est facile
de voir que u est p-sommante sur C si et seulement clle I'est sur R, mais (7.(u))c
et (7 (w))r ne sont pas égaux. Par exemple, pour des espaces hilbertiens, =, est
la norme de Hilbert-Schmidt | ., et il est bien connu que (Jlull)e=~"2 (lulls)c.
Nous nec chercherons pas & obtenir la meilleure relation possible, mais & donner
une majoration rapide. Si { est une forme C-linéaire continue sur E, on sait que
£=Rel est une forme R-linéaire continue, de méme norme: [§[|={Cil, et que
d’ailleurs on a &(z)=&(x)--i5(ix) (le fait que la norme soit la méme résulte de ce
que trivialement (4] <|lZ|, mais que, pour tout &, il existe un a de norme <1 tel
que <5, el 1Sl -¢, et qu'on peut le choisir de facon que <, @> soit réel. On
peul aussi dire que, pour tout % de norme <1, €'’z est aussi de norme <1, et
qu'alors <&, ¢*?x)|==| cos OKE, x>+ sin 05, 1a)|, doit étre <[|£]|; ceci étant vrai pour
tout ¢, v/ 12, e P |8, deplF< £, done IKC, 2di=|5x)—isCum) < [i§l, et HCH<IED).
Soit alors @==(a,),.s une suite de points de E. Pour tout £€(Er), é=Rel, avec
£e(E), on a aussitdt |[{a, £ »< i<, Dli,», done (laflf)e<(lali?)e. Alors

(mp(w)e= Sup lule)lp< Sup Jul@)],=(zx(u)x .
i e (il ;) g
Il nous faut une majoration dans l'autre sens. 8i a=(@.)acw, 1@=(iG@n)n.~ ON 2
toujours |ia)%=:]als sur C comme sur R (Sur C c'est trivial. Mais, si &€ (En)’
~Rel, et si nous posons E=Iml, ou Ew)=—£(x), on a [i&[=2l; comme
S, E=={a, £, on en déduit l'égalité sur R.).
On a toujours:
a) pour p<l: [Ka, Olp<(Ka, 215+ IKda, £51%2)Y".  Done, avee IS{<1, et par
suite [IE1<1: (lallP) <2 al s
b) pour p>1: (Ka, ODlip< ke, Ollp-Hia, i dou (laifc<20lal?)n.
Alors, en posant J=Min (p, 1):
(o= Sup [w@i,<27" Sup lw@l,=2"(=su). .
(o Jigs tisl 3 gs1
Finalement
(3.3 ter) (7o) e < (zp)r< (7 p(u)) 2!/ MM P1

THEOREME (3.4). Soit w:E - G linéaire faiblement continue. Les propriétés
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suivantes sont equivalentes:

1) u est p-sommante,

2) w est approximativement p-radonifiante de E dans +(G”, G');

3) w est trés approximativement p-radonifiante de E dans o(G", G');

4) Il existe une constante M >0 finie telle que, pour toute probabilité de Radon
} sur E, combinaison finie de masses ponctuelles, on ait Uinégalité

(3.5) Nl o< M2IE ;

en outre, st ces propriétés sont réalisées, la meilleure constante M de (3.6) est
ausst =p(u), et Uon a, pour toute probabilite cylindrique 2 sur F, de type p ap-
proximable, Uinégalité

(3.5 bis) la(2)l < M |2

ia
g .

DEMONSTRATION. A) Montrons que 3) implique trivialement 1). Soit a une
suite d'éléments de E. Faisons correspondre a la suite @ la probabilité de Radon

1

= 0t/ Pq,) .

A==
azo 20t

Elle est de type p, si et seulement si o est scalairement I". En effet,

. . ) S— -
E(iy)= 2 —— {0 gm+1/pg,)= 2 Ogatn+1/ Pt ayn »
nzo 2771 neo 27

et l£(4,)], est exactement la norme dans [I* de la suite <a, &>; donc on a exacte-
ment |2, %=lal¥, et 2, est de type p si et seulement si @ est scalairement [*. Con-
sidérons alors la probabilité image

w(d,)= 3

i)

_—2“” Optnt1/ Pyta,n »

Alors {u(i)il,, dans G ou dans ¢(G', G"), est exactement la norme de la suite
(ll(@a)Dne v dans 17, c. & d. la norme |u(a)l, de u(a) dans I"(G). Par ailleurs la
probabilité de Radon Z,, si elle est de type p, est de type p trés approximable;
car, si nous appelons @y la suite tronquée, la probabilité 47 tend vers la probabilité
1, étroitement done cylindriquement, et on a toujours [l@xli<lalf. Si donc u est
trés approximativement p-radonifiante, et si @ est scalairement I”, 4, est de type p
trés approximable, donc %(2,) de Radon d’ordre p, donc u(e) est absolument I”, et
% est bien p-sommante. En outre, si 'on a une inégalité (3.5), son application 2
1, donne =x(u)< M.

B) Maintenant 1) implique 4). Soit en effet 7 une combinaison linéaire finic de

masses ponctuelles, i= 3 cuba,, €,>0, X ¢,=1. Considérons dans E la suite
I€ns N
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finic a:, dont le m-iéme terme est ¢Y”a, pour n<N, 0 pour n>N. Pour tout
EEE, on a &)= I cudran, et [EA=[<as sl de sorte que [AlF=lail}.
no N

Ensuite u{a) est la suite de n-iéme terme c¢¥/?ula,) pour n<N, 0 pour n>N;

Hu(;) ”1’1:-' ;E(Hc!l’pu{aﬂ)}:)n [ \'\Ehp: ”u{ant)”p »

1 e

Mais, puisque u est supposée p-sommante, on a jjula;)i, <=,(wila.l%, donc (3.5)
avee M< 7u(u).

C) Ensuite 4) implique 3); c'est le théoréme (2.5); c’est pourquoi nous rem-
plagons G par ¢(G”/, G’), dont les parties bornées sont relativement compactes.

En combinant A, B, C, on voit que 1, 3, 4, sont équivalentes. En outre, en
appliquant le théoréme (2.4) & A=| |{,, «’=norme, B=1/M| |,, 7=norme, on voit
que l'inégalité (3.5 bis) s'en déduit. A) et B) montrent bien que la meilleure
constante M est mu(u).

D) Le corollaire (2.11) montre 1'éguivalence de 2) et 3).

REMARQUE 1. Supposons que E soit un quasi-Banach, G étant toujours un
Banach ou dual *-faible d’'un Banach. Le théoréme ne subsiste plus, parce que
G E) n'est plus complet. Mais il resie vrai que 4) implique 2) et 3), qui sont
toujours éguivalents, et que 2) ou 3) implique 1); ce qui ne subsiste pas, c'est que
1) implique 4). (Bien entendu, on pourrait conserver l'implication 1—4, en
changeant la définition de p-sommante, et en appelant p-sommante une application w
telle qu'il existe M>0 fini vérifiant, pour toute suite finie a d'éléments de E,
lula)l|l,< Mila|%. Mais alors c’est 'implication 3=>1 qui disparaitrait, & moins de
changer aussi la définition de p-radonifiante en y incluant une inégalité (3.5)).

REMARQUE 2. 8i donc u est p-sommante, elle est, dans un certain sens (pré-
cisé par l'inégalité (3.5 bis)), uniformément approximativement p-radonifiante de
E dans ¢(G”,G’). On peut méme dire, en supprimant G/, qu’elle est uniformément
approximativement p-préradonifiante de E dans G, au sens de la remarque 2 qui
suit le théoréme (2.4): elle est en effet approximativement (| [, | Il =)l |l
i Il;)-préradonifiante. On en déduit toutes les conséquences indiquées & ce moment.
Par exemple, si Go est une topologie vectorielle sur G, moins fine que celle de G,
séparée par son dual, et telle que les quasi-boules de G soient compactes dans G,
alors u sera approximativement p-radonifiante de E dans G, muni de la topologie
G, et de ses propres quasi-boules. Mais G devient, en fait, un espace bitopologique,
pour la topologie Go et la quasi-norme initiale sur G; et, bien entendu, on peut
toujours remplacer o(G"/, G') par n'importe quel espace bitopologique dont les quasi-
boules sont compacies pour la 1é topologie.

COROLLAIRE (3.5 ter). Supposons que E soit un dual *faible o(F’, F} d'un
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Banach F, ou un dual *-faible d'un quasi-Banach F si p>1. Sott u une ap-
plication linéatre faiblement continue de E dans G. Alors u est approzimative-
ment (resp. trés approvimativement) p-radonifiante de o(F’, F) dans s(G", G'),
si et seulement si elle U'est de F' dans o(G", G').

En effet, on se raméne aux applications u, faiblement continues de E dans G,
p-sommantes de o(F”, F) dans G ou de F’ dans G; et alors cela résulte de ce que
PP a(F!, F))=.5"(F") dans les cas indiqués, voir proposition (3.1 bis).

PROPOSITION (3.5 quinto). 1) L’application identique de o(F’, F'), F quasi-
Banach, est co>-radonifiante, de norme =.. égale a 1 (sauf st F'={0}).

9) Pour que w soit co-radonifiante de E ou o(F', I) dans o(G"”, G') on o(H', H),
il faut et il sufiit que l'image de la boule (ou de toute partie bornée) soit bornee,
ou encore que u soit continue de E ou F’ dans G ouw H’', et =.(u)=ilul (*).

3) Pour que w soit co-radonifiante de E ou o(F', F') dans a(G, G") (G si c'est
un Banach, par Phillips) ow o(H’, H), il faut et il suffit que Uimage de la
boule unité soit bornée et fatblement relativement compacte (velativement com-
pacte dans o(G, G") ou o(H', H)). (*')

DEMONSTRATION. 1) Résulte de (2.1.8.0).

2) Supposons que le 1¢r espace soit o(F”, F) et que w soit continue de F’ dans
G ou H’. Si 1 est une probabilité cylindrique de type +oo sur o(F’, F), elle
est de Radon, portée par la boule de rayon ||2)|%., d'aprés 1, donc u(4) est de Radon
sur G ou ¢(H’, H), portée par 'image de cette boule, donc par la boule de rayon
lwl 141%.. On a donc =.(u)<!lu/. Si le 1¢r espace est E, I'application E— (G ou
o(H', H)) - (6{G", G') ou o(H', H)) se factorise par E-> a(E”, E') - (v(G"”, G') ou
o(H’, H)); 'image de 2 dans o(E”’, E’), d’aprés 1), est de Radon portée par la boule
de rayon ||2ji*, donc son image dans o(G",G’) ou ¢(H’, H) par "u est de Radon
portée par la boule de rayon [“ull 4]T,,; mais la boule unité de I/, adhérence
(pour o(E’’, E") de la boule unité de E, a pour image par t'y 1'adhérence (dans
o(G’", G') ou a(H’, H)) de la boule de rayon |ju| de G ou H’, donc e )l==llell, et
u(?) est de Radon sur ¢(G", G') ou o(H’, H), portée par la boule de rayvon jul |2]i%..,
done encore =.(u)<|l#!. Inversement, si % est co-radonifiante, 'inégalité (3.5) ap-
pliquée & une seule masse ponctuelle donne mo(u) > |u]l, done % est conlinue de &
ou F’ dans G ou H’, et =.(u)=lul.

REMARQUE. Pour p quelcongue, st u est p-sommante, on @ aussi toujours

(2®) E et G sont toujours des espaces bitopologiques, et la propriété énoncée ici dit que
u est continue pour les deuxié¢mes topologies de E et G.

(*") Si G est un quasi-Banach, une partie faiblement compacte est faiblement bornée,
mais pas nécessairement bornée.



200 Laurent SCHWARTZ

Tplu)> lull, et w est nécessairement continue de E ou F' dans G ou H', et I'image
de la boule unité est borneé.

3) Si le 2¢me espace est o(H’, H), tout est déja démontré, puisque la boule de
o(H’, H) est compacte. Supposons donc qu'il soit un quasi-Banach G. Supposons
que l'image par u de la boule unité de E ou de F” soit dans un faiblement compact
K. Alors I'image par “u de la boule unité de E’’ ou F” est dans K lui-méme, ot
2 montre que % est ~-radonifiante de F ou o(F”, F) dans o(G, G’), avee =.(u)=lul.
Montrons la réciproque, toujours pour G quasi-Banach. Elle est évidente d'aprés 2,
si le 1¢7 espace est «(F”, F'), car la boule unité de «(F”, F') est compacte et que u
est supposée continue de ¢(F”, I') dans (G, G’). Supposons donc que le 1°r espace
soit. #/ Banach, et que u soit co-radonifiante de E dams G. Soit a’’ un point de
E"; alors i, est une probabilité eylindrique sur E, de type ¢, Donc son
image est de Radon sur «(G,G’); or c'est Aty ; done "ula’)EG, ‘% applique
E” dans G lui-méme. Comme elle est continue de «(E’, E') dans o(G*, G’), elle
I'est de o(E", E’) dans «((, G'), et I'image par "u de la boule unité de E'/ est un
compact de o(G, G).

REMARQUE. dy', est méme de type -+co trés approximable, il suffit donc que
u soit trés approximativement co-radonifiante de E dans o(G, G’) pour que la con-
clusion subsiste.

PROPOSITION (3.6). Inégalité de Pietsch. (%%

Pour que wu soit p-sommante, ouw approximativement p-radonifiante de E

dans oG, G"), 0<p<-tco, il faut et il suffit qu'elle vérifie la condition de
Pietsch, ¢. a d. V'une des 2 conditions équivalentes suivantes:
) 1l ewiste un espace topologique séparé X, une probabilité v sur X, une
constante M0, et une application linéaire continue » de Ey (¢. a d. E ou F")
dans L7(X,v) de norme 1, telle, en outre, st E=a(F', F), F quasi-Banach, que
‘v envoie la boule unité de (L") dans U'adhérence, B'', dans o(F", F"), de la
quasi-boule unité B de I, avee

(3.7 luleMl < Mivell.»x.., , pour eckE.

Dans ce cas, on peut choisir X=—boule unité de a(E', E) si E est un Banach,
X=B" si E=o(F’, F), prendre pour v 'application canonique qui a e€ E Fait
correspondre la fonetion é:5 e, &> sur X, et le plus petit M possible est 7 o(u).
2) Il existe X, v, v comme ci-dessus, et un sous-espace vectoriel fermé L de
LAX, v), tels que l'on ait le diagramme commutatif:

(*%) PiETscH [1].
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7 e
By L' (X5 = LX)
\ ///‘.l
wy ‘\_"“-; L .EJ, R G ou H,
s

ol j est l'injection canonique de L~ dans L”, j* l'injection canonique de L dans
LAX, ») (L est munt de la topologie induite par L°(X,v)), u, et u. sont con-
tinues, w=uz°u;; dans ce cas, on peut choisir la factorisation de maniére que
sl <1, flugfi===5(u).

DEMONSTRATION. Comme il s’agit d'une extension de l'inégalité de Pietsch a
des cas plus larges (p éventuellement <1, el quasi-Banach au lieu de Banach), nous
redémontrerons succinetement cette inégalité.

Supposons que u vérifie (3.7). Montrons qu'elle est p-sommante. Soit {(@.)a. v
une suite finie de . On a

-

lula)b< M” 3 (@) ()17du(E) .
X

En remplagant éventuellement X par le speetre de ’algébre de Banach L°, on
peut toujours supposer qu’en fait L°(X, v)=C(X) avec la méme norme; alors
(L™)=M(X). L’application e+ »(e)(¢), pour £ fixé, est linéaire continue sur Ey,
done définit un élément du dual (Ey)’, qui n’est autre que l'image par ‘v de la mesure
0, €M, il est donc dans la boule unité de B’ si E est un Banach, dans B’ si
E=¢(F’, F). On a donc

lu@li= = llula)l}<M” Sup 3 Ka. pI"<(lal}?.
AE re &lpi<y EN
ou nefi”

Donc w est bien p-sommante, et =u(u)< M,

Inversement, supposons % p-sommante. Considérons le compaet X, boule unité
de E’ si E est un Banach, et B" si E=a(F', F'). Considérons, comme Pietsch, la
quantité:

Inf Mt_aix (@) +KKa, £17(7 o))" llul@)ll}) ,

ol a parcourt 'ensemble des suites finies d'éléments de IV, et ¢ est dans l'espace
C(X) des fonctions continues réelles sur le compact X. Elle est comprise entre
Min ¢ et Max ¢, sous-additive et positivement homogéne, done il existe une pro-
babilité de Radon » sur X qui minore cette fonction, et on vérifie que v répond a

la question.
La deuxiéme partie du théoréme est une conséquence de la premiére. Si la
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condition est réalisée on a s@rement [lu(z) < lux)] <lu.l (@)l 2., done u est
p-sommante, ot =.(u)7lu.]. Inversement supposons u p-sommante, et X, v, ¥,
comme dans la 1¢r¢ partie. Alors ju(x) — u(x) est une application linéaire bien définie,
et de norme <7,(u), de Ju(E), muni de la topologie induite par L’(X,v), dans G;
elle se prolonge de maniére unigue en ., de L=7uv(E) dans G (complet), avec la
méme quasi-norme.

COROLLAIRE (3.8). St u est p-sommante, p fini, de E dans G ow ¢(H’, H),
U'image par w de la boule unité est relativement compacte dans o(G,G') ou
o(H', H'').

DEMONSTRATION. Reprenons la factorisation du théoréme de Pietsch. On peut
toujours supposer p>1, car, si # est p-sommante elle est aussi g-sommante pour
tout g=p.(**) L’'image de la boule unité de E par u, est alors une partie bornée
de L, fermé de LP(X,v) done réflexif, done elle est faiblement compacte dans L.
Ensuite % est continue de L dans G ou H’, donc de o(L, L”) dans (G, G') ou
o(H’, H'"), d'ou le résultat.

ProposITION (8.8.0). 1) Supposons que u, linéaire faiblement comtinue de
E dans G, soit approzimativement p-radonifiante de E dans o(G"”, G'). Alors
elle est aussi approximativement g-radontfiante, powr tout q=p, et wolu)< 7p(u).
2) Si maintenant u est approrvimativement p-radonifiante de E dans G lui-
méme, elle est aussi approvimativement g-radonifiante pour q=p.

3) Si u est p-radonifiante de I dans G, elle est qussi ¢-radonifiante pour ¢ p,
si G a ses parties compactes métrisables (par exemple si G esl un quasi-Banach,
ou un dual #faible d’'un Banach séparable).

DEMONSTRATION. 1) résulte du théoréme correspondant pour les applications

sommantes. Comme toutefois celui-ei n'a pas de démonstiration publiée dans le cas
ol il intervient des quasi-Banach, donnens-1a de nouveau. Seoit donc w p-sommante
de F dans G. Soit a une suite scalairement !’ dans F, ¢>p. Soit r défini par
r==1/p-1jq. Alors, si ¢ est une suite positive 1", la suite multipliée ca=(c,a,).-n
est scalairement !”; done u(ca) est absolument I”. Mais alors (ful{@,))n:~ est une
suite de nombres 0 dont le produit par toute suite positive I” est I”, done elle est
A CQFD.
2) résulte de 1, si G est un dual #-faible de Banach {(ear alors G=a(G"", G")), ou
si ¢’est un Banach, car, si 4 est une probabilité cylindrique de type ¢ approximable
sur E, 1) montrera que u(i) est de Radon d'ordre ¢ sur o{(G’/, G'), mais en méme
temps on sait déja gu'elle est de Radon sur G (d’ordre p), donc elle est de Radon
sur G d’ordre ¢, puisque la jauge de B’/ induit sur G sa quasi-norme.

-(2_9-)_0-%;1;_;1—11— fait connu. Nous le redémontrerons a la prop. (3.8.0).
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3) Soit u p-radonifiante, soit 2 une probabilité cylindrique de type g sur K, donc
de type p. On peut la réaliser comme une Z,, f application linéaire continue de £’
dans un L2, ). Son image u(2) est alors réalisée par f-'u; comme G a ses
parties compactes métrisables, on sait que f>'u est décomposée, par une fonction
¢:2 -G, p-mesurable, appartenant a L7(2, G), puisqu'on sait que wu(2) est de
Radon d’ordre p (prop. (1.19.0)). Soit ensuite a une fonction 0 sur £, appartenant
3 L7(2, m, 1/r=1/p—1/q. Alors af est linéaire continue de E’ dans L™(2, 1), done
définit une probabilité cylindrique de type p sur E; son image par u est donc une
probabilité de Radon d'ordre p sur G. Mais cette image est réalisée par afilu=
a(f-'u), et elle est alors décomposée par a¢. Donc ap € L7(2, 1r; G) pour toute
ae L7(2, 1) et =0, donc ¢ € LYQ, ; G); done u(4)=¢(y) est de Radon d'ordre g sur
G.

PROPOSITION (3.8.2). 1) Soit X un espace topologigue séparé ef soit v une
probabilité de Radon sur X. Abrégeoms par L" Uespace L'(X,v). Alors Uingec-
tion canonigue 7 de o(L”, L) dans L", pour 1<p<-teo, dans o(L", L') pour
p=-+cs, dans o((L7), (L")") pour p=1 ou pour p<l si v est atomique, est p-
radonifiante, et sa quasi-norme 7y est 1.

2) Soit maintenant X wn espace topologique séparé, v une mesure de Radon
>0 quelconque sur X. Soit « une fonction de L*. Alors la multiplication
fraf, de o(L”, L") dans L” pour 1<p<+co, dans o(L”, L?) pour p=-oo, dans
(L), (L")’y pour p=1 ou pour p<1l si v est atomique, est p-radonifiante, et sa
norme 7, est [afr.

2 bis) Soit X un espace topologique, v une mesure de Radon =0 sur X, 0 une
fonction v-mesurable réelle partout >0 sur X. Appelons 0-L7(X, v) Uespace des
fonctions ¢ sur X, telles que ¢/0€ L(X,v) avee la norme ¢~ [p/0f =5 4l
est le dual de Uespace 1/0-LYX,v), défini de manicre analogue. Alors, st
ge L'X,v), Uinjection canonigue de o(0 L™(X,v), 1j0-LMX, v)) dans lui-méme
pour p=-+co, dans L'(X,v) pour 1<p<-oo, dans «((L°(X, )", (L"(X,v))) si
p=1, ou si p<l et v est atomique, est p-radonifiante, et sa quasi-norme 7. est
8]l Lrex. 2.

3) Soit a=(a,),.~ une swite de nombres de K. Supposons a€l”. L’'application
diagonale (Ca)next (@aCu)ac v €8t p-radonifiante, de o(l”, ') dans " pour 1-Ip<
+oo, de o=, I1) dans lui-méme pour p=-tco, de ol l”) dans 1" pour 0<p-1,
et sa morme 7 est llalp. Si acc®, Vapplication est co-radonifiante de o(l”, I*)
dans c°, et sa norme 7. est |aj.o.

1) Tout d’'abord, I'injection canonique de o(L~, L') dans L” est bien faiblement
continue; c’est trivial si p>1, mais, si p<l et v atomique, cela résulte de ce
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qu'elle est faiblement continue de o(L”, L) dans L' et de ce que L'— L7 est con-
tinue done faiblement continue. Comme les suites scalairement [® de L” ou de
o(L", L') sont les mémes, on peut remplacer o(L”, L') par L~ pour montrer que
I'injection canonique j est p-sommante. On peut ensuite, en considérant le spectre
de 'algébre de Banach L”, changer d’espace, ce qui revient & supposer X compact,
et a remplacer L™ par C(X)=C, de dual M. Alors ‘> d.,, est une application
continue de X dans o(M,C), et Vimapge de v par cette application est une
probabilité de Radon & sur «(M, C). Pour toute f€C, on a

(1, veraa) ([ ks orea)”,

el la proposition (3.6) montre alors que j est p-sommante. On en déduit qu’elle est
approximativement p-radonifiante de o(L”, LY) dans o((L"}"’, (L*)’), toutes les fois que
L” est séparé par son dual (condition gui est intervenue dés le début comme hypo-
thése implicite partout, et faute de laquelle toutes les notions éerites perdent tout
leur sens), ce qui est le cas pour p=1, ou pour p<l si v est atomique. On peut
supprimer “approximativement”, parce que L' a la propriété d’approximation mé-
trique (voir (2.6.4)). On peut remplacer le bidual =faible de L” par L lui-méme
pour 1<p<-co, parce que LP est réflexif, et que les probabilités de Radon sur
o(L”, L") ct sur L” sont les mémes d'aprés PHILLIPS. On a =,(5)<1, mais || j}=1
done =,(7)=:1.

2) Supposons, pour simplifier, flafl,»=1. La multiplication par « est bien faible-
ment continue de o(L”, L') dans L” pour p fini, dans lui-méme pour p infini: lais-
sons de c6té ce cas trivial et supposons p fini. L’application se factorise par

o(LAX, v), LMX, v)) — o(L7(X, la|™), LMX, |a}?y)) — LY(X, la|™) = L"(X, v) .

La 1o application est faiblement continue, de transposée (la multiplication par
lal):  LUX, ja|) = LMX, »), continuc de norme 1. La 2tme¢ ost faiblement
continue de o(L(X, [a’), LM(X, |a|’v)) dans L*(X, la]”y), p-sommante d'aprés 1
(la]"v est une probabilité), de norme r,=1. La 3%m¢, la multiplication par a, est
linéaire continue de L™(X, la|’y) dans L"(X, ), de norme 1. Done, d'aprés la pro-
position (2.12), I'application composée est p-radonifiante de norme =,<1; mais sa
norme est 1, done sa quasi-norme 7, est 1.

2 bis) 1l suffit de remarquer que l'application identique considérée est composée de
la multiplication par 1/f, isomorphisme de 6L*(X,») sur L7(X,v) (de transposé
I'isomorphisme muitiplication par 1/§ de LMX,v) sur (1/8)LY(X, ), et de la mul-
tiplication par ¢, application p-radonifiante, d'aprés 2, de o(L=(X, »), LY(X, v)) dans
lui-méme pour p=+-co, dans L*(X, v) pour 1< p< +co, dans o((L*(X, )", (L*(X, v))’)
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pour p=1, ou pour p<1 et v atomique, et de =,-quasi-norme [4],».

3) Pour p>1, en prenant X=XN, u-':‘}:‘_o[,,,, on applique 2), et on trouve que
I’application donnée est p-sommante de #(l°, ') dans I” pour p fini, dans luji-méme
pour p=-0c0. Soit maintenant p<I1. La multiplication par a est continue de
(1*)’=1~ dans [”, done, par transposition, faiblement continue de o(l", {*) dans [,
Cherchons & appliquer la proposition (3.6), en supposant fjal,»=-1. Nous prendrons
sur le dual I” de 4(l”,1”) la probabilité de Radon, portée par la boule unité,
v= E la,,l Jieyy n €tant (c;=0 pour k+mn,e¢,=1)€l”. Si alors ¢ est une suite de

I”, on a, pour la suite ac de 1”:

anilfp:(j e, 17 d«('-)) ,
l

4 d. (3.7, avee M=1. Donc l'application est p-sommante de (!, l") dans 1°,
avec mp<1l; comme sa norme est 1, 7,=1.

On en déduit dans tous les cas que la multiplication par a est p-préradonifiante
(I'espace 1" ayant la propriété d’approximation métrique). Nons allons démontrer,
comme le dit I'énoncé, qu’elle est méme radonifiante; c'est évident pour p=-+oo,
prenons p fini. On peut en effet (du Bois-Reymond) exprimer la suite @ comme
produit de deux suites, a=3yr, avec Fe€l”, |5l »<lell,pie, >0 arbitrairement
choisi a I'avance, et r€¢® [yllo<<l. Le résultat préeédent dit que la multiplication
par /3 est p-préradonifiante de ¢(I=, I”) (5=DMin (p, 1)) dans 1", de norme T < || 8,5,
et alors la multiplication par y est compacte de !” dans lui-méme, de norme <1.
Donc 1a multiplication par a est bien p-radonifiante (remarque 1 suivant le théoréme
(2.4), avee 3=quasi-norme de I”, 3,=jauge de !'image compacte de la quasi-boule
unité par la multiplication par ;, w=multiplication par y), avec un =, jaf »-}z, ot
ceci pour tout £>0, d'ou le résultat cherché. Le résultat relalif a ¢® pour p==-f-co
se démontre de la méme maniére.

REMARQUE. Le probléme des multiplications ¢+rac qui sont p-radonifianies
d’un espace de suites I* dans un autre n’est pas encore résolu. (*®) Bornons-nous simple-
ment au probléme suivant: pour quelles suites a=(a,)..~ la multiplication ¢+ ac
est-elle p-radonifiante de o(1, I'), pour s>1, de o(", 1" pour s:71, dans I", pour s
fini, dans ¢(I, ') si s=+oo? Méme ici je ne connais pas la réponse. Mais sup-
posons s<.1. Alors la condition nécessaire et suffisante est:

Evla,.l'< +co, si pzs;

= lﬂfni‘(1+ |10g o ')<+m si p<s.

nelN

(**) PieTscH a trouvé récemment une solution presque compléte de ce probléme. Veir

GOULAOUIC-SCHWARTZ [1], exposé n° 31.
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Supposons en effet p s, Si X |a,|*< oo, 'application est s-radonifiante, donc a
ne XN

fortiori p-radonifiante. Par ailleurs cette condition est déja nécessaire pour que la

mulliplication opére de [” dans I°. Supposons maintenant p<s. Si

3, Jeal* (14 log =) <0,

ne I lag]
les résultats d’un article antérieur (*") montrent que l'application est méme 0-radoni-
fiante; le corollaire (4.17) de la proposition (4.13) montrera donc qu’elle est p-radoni-
fiante pour tout p -0. Supposons au contraire cette condition non réalisée. Considérons
une suite de variables aléatoires indépendantes (Z,),.s, suivant la loi stable d’ex-
posant s. Alors }_‘,‘cnz,” pour une suite finie ¢ (tous les ¢, nuls sauf un nombre
fini) suit la loi ;téble d'exposant s, de paramétre l|ici;s; alors (Esp. h,%:\'c,,z,,i")“"
est proportionnel a |lells, parce que la loi stable d’exposant s a un mome;lt d’ordre
p<s fini. Donc la suite (Z,),.~ définit une probabilité cylindrique sur o(l”, 1*), de
type p. Or, si

5, layl* (14 log =) = +oo
neN P el
son image par la multiplication @ n'est méme pas de Radon dans I°, la série
ﬂ@\_[ct’,‘Z,J' est presque slrement divergente; ce qui prouve que la multiplication
par a n'est pas p-radonifiante pour p<s, de a(I”, I*) dans I".

Ceci mous donne un exemple d'une application qui est p-radonifiante pour
p>=s mats pas pour p<s: la multiplication e¢— ae de (1%, I°) dans I°, 0<s<1, si
-.-‘.\‘:"\-|ﬂ'.,|'< oo, et

p¥ iﬂ‘,;l”(1+ '10g-1-— ') =400,

neh la,|
Applications aux opérateurs p-nucléaires.
Nous allons en déduire une application aux opérateurs p-nucléaires. Soient E,
G, des espaces vectoriels topologiques séparés par leurs duals, % une application
linéaire faiblement continue de E dans G. Nous dirons que % est p-nucléaire &
gauche, relativement & une topologie, vectorielle K% sur E’, 0<p< +- oo, si elle se
factorise par des applications linéaires faiblement continues:

(3.8.3) w:E-Do(,1)51-5G (), avee: p=Min(p, 1), 0<p< +oo;

v transposée d'une application linéaire continue de 1* dans E’ (nous prendrons

(30) SCHWARTZ [2].
(*") Un opérateur p-nucléaire a droite corresponglrait a une factorisation
E—1" ou a(l™, I7) selon que p;>1 ou p<l —=I? -G.
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E'=FE’ si E est un Banach, F si E=o(F", F'), F quasi-Banach); a=application
diagonale, e—ae, (¢)nerr(C,a,), v, avee X la,|P<4e0 si p<+20, lim a,=0 si
p=-2c; w continue. e "

Essayons de voir la forme de telles applications u.

1) Soit v ayant les propriétés indiquées. Posons v(e)==({e%, €)),. +EL"; alors chaque
¢’ est une forme linéaire sur F, continue car v est faiblement continue, donc
e.e E’'. La transposée de v est cr—'“}_‘.\c,,e‘;. qui doit étre une application linéaire
continue de [” dans E%; cela signifie éxactement, si F est un Banach ou un dual
#-faible d’un guasi-Banach F, qu’il existe un M =0 fini tel que, pour loute suite
finie ¢, | nE“]"c:,.eflih_-'(,.‘1 r<Mlells, et le plus petit nombre M possible est
vl pur; g aukp;; cela signifie aussi exactement, par le théoréme de Banach-Steinhaus
(E’ ou F &tant de Baire), que, pour toute suite c€1?, la séric X c,el, est convergente
dans E’ ou IF'; enfin, si E est un Banach ou le dual *-faibl::E(;'un Banach F, cela
signifie exactement que la suite (e4).ev est bornée, car alors e 3 p o.‘e., est bien
continue de !, donc, de I¥, dans E’ ou F, mais ceci ne subsiste plus pom E=u(F', I},
F quasi-Banach, car, si (eh),cv est bornée dans F, cela entraine seulement que
va ¢hel soit continue de I' ou I” dans Fy, non dans F.

2) w est définie par une suite (g,).ev de G, ayant des propriétés znalogues: si G
est un quasi-Banach ou un dual *-faible d'un Banach, il existe M0 fini tel que,
pour toute suite finie ¢, | X = Cululla<Mlcll,», et le plus petit nombre M possible
est |w] =ur.»; ou bien, pour toute c€l?, la série 'ljvc,.g.g est convergente dans G.
Cela équivaut & dire que la suite (¢,),e~ est scalairement ¥, p'=p/lp—1), si p=1,
p'=-+c0 si p<1 (et scalairement bornée veut dire bornée) et si G est un Banach
ou un dual =-faible d'un Banach, mais cette équivalence ne subsiste pas nécessaire-
ment si G est un guasi-Banach.

3) La factorisation exprime done que % est de la forme e 2 \‘ a,,(e;, e>d,, les suites
(l)ney de B/, (@)nen de K, (9.),ev de G ayant les proprxétes indiquées.

Le prototype d’une application p-nucléaire & gauche est done une multiplication
aa(l”, Py 17, avec E. la,|?< oo, pour p ﬁm, hm a,==0 pour p infini. Si p—1,
E ¢t G étant des Banaeh % est exactement une apphcauon nucléaire.

La quasi-norme p-nucléaire de u est la borne inférieure des quantités
Woll wup mllalirlwl zu®e, pour toutes les factorisations possibles de u. Alors la
propasition (3.8.2), point 3, a le corollaire trivial suivant, compte tenu de la pro-
position (2.12), point 1:

COROLLAIRE (3.8.4). Soient E, G, des espaces vectoriels topologiques séparés
par leurs duals, et soit E. ume topologie vectorielle sur E'. Un opérateur
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linéaire faiblement continu u de E dans G, p-nucléaire o gauche de E dans G
relativement a L%, est p-radonifiant, 0<p<<+co. Si E et G vérifient les condi-
tions générales indiquées au début du §, =,(u) est majoré par la morme p-
nucléatire de u.

(3.9) Remplacement de v(G", G') par G lui-méme.

Prorosrrion (3.9). Supposons que 4 soit une application linéaire foiblement
continue p-sommante de E dans G.

Alors u est approvimativement p-radonifiante de E dans G lui-méme dans
chacun des cas suivants:
0) G=o(H’, H), H Banach;
1) G est un Banach réflexif,
2) p<oo; G oest un dual fort séparable de Banach; E est un Banach, ou un
dual »-faible de Banach, ou un dual »faible de quasi-Banach st p=1;
3) 1<p< oo, K est un Banach;
4) p=:1, E est un Banach réflexif ou un Banach de dual séparable;
5) pi=-teo, I est un Banach réflexif ou un o(F', F), F' quasi-Banach.

Kn outre, dans les cas 3), 4) et 5) on peut supprimer approrimativement.

DEMONSTRATION. 1) est évident puisqu'alors o(G’, G')=G.
1) Le cas 1) résulte du théoréme de PHILLIPS: toute probabilité de Radon sur
(G, G') 'est aussi sur G.
2) Supposons (G=H’, H Banach, G séparable, et p< 4o, Soit 4 une probabilité
cylindrique sur £, de type p (resp. de type p approximable). On sait que % est p-
sommante de E dans H', donc dans «(H’, H), donc wu(%), probabilité cylindrigue
sur H’, a une image de Radon d'ordre p dans o(H’, H). Mais H’ est polonais,
done il existe une probabilité de Radon v sur H' de méme image que (/) dans
o(H’, H), Mais v est concentrée sur les compacts de H’, done a fortiori sur les
convexes o(H', H'')-compacts, Puis 4 est sealairement concentrée sur les boules
de K (corollaire (2.1.5 ou 11)), car Z est de type 0, soit si £ est un Banach, soit si
E-=s(F", F), F Banach, soit si E=¢(F', F), F quasi-Banach, et p>1, car alors
fi est continue de F dans L"(2, p1) localement convexe, done de Fy dans L2, p).
Or on sait que l'image par w d'une boule de E est relativement compacte dans
(H’, H') pour p fini (corollaire (3.8)). Donc u(4) est scalairement concentrée sur
la famille des parties o(H’, H'')-compactes convexes. Donc v et %(4) coincident. (%)

REMARQUE. Dans ce cas 2), supposons que E soit de la forme ¢(F”, ). Nous
avons supposé u faiblement continue, donc continue de o(F’, F) dans o(H’, H").

() ScuwarTz [1], 2° partie, chap. 1I, §3, proposition 6.

e i S A
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Et alors la conclusion précédente est valable. Mais supposons seulement u continue
de o(F', F) dans o(H’, H); si 2 est une probabilité cylindrique de type p approxi-
mable sur F”, alors, comme u est continue de F’ dans H’ et encore p-sommante,
il reste vrai que u(4) est de Radon sur H’; mais si 2 est seulement de type p ap-
proximable sur o(F”, F’), la conclusion ne subsiste pas; en effet, u(4) est de Radon
sur a(H’, H), done provient d'une probabilité de Radon » sur H’: mais cela n’a
aucun sens de dire que u{d)=v, car u{4) n’est pas définie comme probabilité cylin-
drique sur H’ (voir remarque aprés le corollaire (1.18 ter)).

REMARQUE. Le résultat 2) ne subsiste pas pour p=+co. Si en effet on prend
I'application  identique de H’ dans lui-méme, on peut trouver une probabilité
eylindrique sur H’, de type oo, (dont 'image dans o(H', H) est forcément de
Radon) mais qui n'est pas de Radon.

Exemple: H non réflexif, i=d, avec a’"€H'"" et ¢ H'<H"'. Elle est

cylindrique sur H’, de type 4o, mais non de Radon; son image dans o(H’, H) est
digh, ou o est I'image de a’’’ par o(H', H")—»o(H’, H); a’'€ H est la forme
linéaire sur H, restriction &8 HC H'" de a’", forme linéaire sur H”,
3) Supposons 1<p<+eo, K Banach. Utilisons la factorisation de (3.6), point 2.
D’aprés la proposition (3.8.2), j:L=(X, ) — L™X, ) est déjd p-radonifiante; done
aussi jv. Alors u, est p-radonifiante de E dans L?(X,v), mais envoie E dans le
sous-espace fermé L: elle est done p-radonifiante de E dans L d’aprés la proposition
(2.12), 2); et alors u est p-radonifiante de E dans G. (La vérification des normes
pas & pas montre en outre que l'on a linégalité [u(d)|, <zp(w)|i¥, pour toute
probabilité cylindrique 4 de FE, de type p, approximable ou non.)

REMARQUE. Si E=c(F’, F'), u est slirement p-radonifiante de I dans G lui-
méme, peut-étre pas de ¢(F’, F') dans G; dans la factorisation de Piersci, 2 du
théoréme (3.6), v est continue de ¥ dans I”, mais n’a aucune continuité & partir
de o(F”, F'), méme pour F' Banach.

4) Supposons p=1. Alors on a Ia factorisation de (3.6). L’application j: L™(X, v) -»
LX,v) est intégrale; si alors E est un Banach réflexif, E— L=(X, v) est faible-
ment compacte, et un théoréme de GROTHENDIECK dit que j-# est nucléaire de F
dans le bidual fort de L'. De méme, si E est un Banach et si E’ est séparable,
un autre théoréme de GROTHENDIECK (%) dit que la composée de jv avec l'injection
canonique de L' X, v) dans son bidual fort est nucléaire. De toute facon, L est
un sous-espace vectoriel fermé du bidual fort M de L*. Alors u;, comme applica-
tion de F dans M, est 1-radonifiante {(corollaire (3.8.4)); et alors la proposition (2.12),

(3) GROTHENDIECK [1], 1¢r¢ partie, §4, n° 3, corollaire 2 et corollaire 3, p. 134.
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2), dit que u, est l-radonifiante de F dans L, donc w de E dans G. CQFD.

5) Supposons p=--co. Si E est un Banach réflexif ou un o(F’, F'), sa boule unité
est faiblement compacte, donc son image par u faiblement continue I'est aussi.
Mais % est déja supposée r~-sommante, donc par la remarque dans la démonstration
de point 2 de (3.6 quinto), I'image par « de la boule unité est bornée. Donc le
point 3 de (3.5 quinto) donne le résultat.

COROLLAIRE (3.9.1). Soit u:E >G p-sommante. Soit w:G—G, linéaire
continue, telle que l'image de la boule unité soit faiblement compacte, Gy
Banach, ow dual =-faible de Banach, ou quasi-Banach séparable. Sotit v: E, > E,
linéaire faiblement continue, telle que U'image de la boule unité soit faiblement
compacte. Alors wou est approrimativement p-radonifiante de E dans Gy lui-
méme; usv est p-radonifiante de E, dans G lui-méme (indépendamment de tous
les cas qui pourraient résulter de l'application @ wev de la prop. (3.9), si p=1,
E et E; Banach, ow s1 p=-+os, E Banach.

DEMONSTRATION. 1) Considérons weu. Soit 2 cylindrique de type p appoxi-

mable sur &) w(i) est de Radon d’'ordre p sur «(G”, G’). Si G est un o(H’, H),
o(G, G')==G, et alors wu(l) sera de Radon d’ordre p sur G,. Soit done G quasi-
Banach. Si G, est un o(H{, H,), c’est aussi vrai, car “w est continue de o(G'’, G')
dans Gy, et wu(d) est de Radon d'ordre p sur G,. Soit donc G, guasi-Banach.
Alors, puisque I'image par w de la boule unité de G est faiblement compacte dans
G, w est continue de ¢(G”, G') dans a(G,, G}); done wu(?), probabilité cylindrique
sur (7, a une image de Radon dans o(G,, G{). Cette image provient alors d’une
probabilité de Radon v sur G lui-méme, soit si G, est un Banach par PHILLIPS, soit
s'il est séparable, car il cst alors polonais; et comme ,9:’(61) - PGy, G)) est in-
jective, wu(4) et v, ayant méme image dans o(G,, G{), coincident, et wu(l) est de
Radon sur G,.
2} Considérons wu<v. Soit d'abord p=1, E et E, Banach. On introduit, comme
dans le 4 de la proposition précédente, le diagramme de PIETSCH. On voit de la méme
maniére que u°v est nucléaire de £, dans le bidual fort de L'(X,v), et on termine
de la méme maniére. Supposons maintenant p=--co. Si 2 est cylindrique de type
+vo sur E, elle est de Radon, portée par une boule sur ¢(E!, E{). Comme '*u est
supposée continue de v(E{’, E}) dans o(E, E"), v(2) est de Radon sur #(E, E'), portée
par une boule donc de Radon sur E parce que E est un Banach, & cause du
théoréme de PHILLIPS. Comme ensuite # est supposée co-sommante, elle est con-
tinue de K dans G ou H’ par le 2 de (3.5 quinto), donc uu(2) est une probabilité
de Radon sur G ou H’, portée par une boule.

(3.10) Suppression des conditions d'approximation.
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PRroPOSITION (3.10). Sozt u linéaive faiblement continue p-sommante de E
dans G. Alors u est p-radonifiante de E dans o(G”, G’), dans chacun des cas
suivants:

1) Le couple (E, E') a la propriété d'approximation métrique;
2) p=l.

Si en outre U'une des conditions de la proposition (3.9) est réalisée, u est

p-radoni fiante de E dans G lui-méme. Dans tous les cas précédents, on a

(3.11) (D, <z (w215,

pour # cylindrigue de type p.

DEMONSTRATION. 1) résulte du corollaire (2.11), partie 2), puisqu’alors toute
probabilité cylindrigue de type p sur E est de type p approximable, avee
Al = A1
2) Le cas 1<p<-+= a été traité & la proposition (3.10), cas 3, si & est un
Banach. Supposons maintenant p=1, E Banach. En reprenant la démonstration du
cas 1<p< 4o, on peut maintenant seulement dire que j est p-radonifiante de
L7(X,v) dans o(d", A), A=L'(X,v), donc aussi jv de E dans (4", 4). Mais elle
envoie E dans L, elle sera donc p-radonifiante de ¥ dans 'adhérence de L dans
a(A””, A", muni de la topologie induite, ¢. a d. dans o(L", L'); et alors u=usou;
sera p-radonifiante de E dans o(G”,G'). Supposons ensuite p=-+-oo, E Banach.
L’application identique de E dans o(E", E') est co-radonifiante par (3.5 quinto), et
» est continue de o(E”, E’) dans ¢(G”’,G’) puisqu'elle est continue de E dans G
(voir (3.5 quinto)), d’'ou le résultat. Le cas E Banach est donc réglé; le cas
E=o(F’, F), F quasi-Banach, est toujours réglé par la proposition (2.9.1).

CQFD.

(3.11 bis) Récapitulation.

Récapitulons les résultats obtenus. Soient E un Banach ou un dual *-faible
d'un quasi-Banach F, G un quasi-Banach ou un dual »faible d’un Banach H.
Soit w liméaire faiblement continue p-sommante de E dans G. Alors elle est
approvimativement p-radonifiante de E dans oG, G') (ce qui signifie G st
G=ae(H', H)). Eun outre:

1) Si p=-tco, elle est p-radonifiante de E dans o(G",G’), et dans G si I ou
G est un Banach réflexif;

2) Si 1<p<+co, u est p-radonifiante de E dans (G, G'), et dans G 8i G est
un Banach réflexif ou un dual séparable de Banach, ou si E est un Banach;
3) Si p=1, u est p-radonifiante de E dans o(G”,G'), et dans G st G est un
Banach réflexif, ou un dual séparable de Banach, ow si E est un Banach re-
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Hexif ow de dual séparable;

4) Si 0<p<l, u est seulement approzimativement p-radonifiante de E dans
#(G"”, G'); on peut remplacer o(G”, @) par G si G est un Banach réflezif, ou
st G est un dual séparable de Banach et E un Banach ow un dual *-faible de
Banach; on peut supprimer approximativement si le couple (E, E') a la pro-
priété d’approximation meétrique.

COROLLAIRE (3.12). (*%) Soit E un Banach véflexif (resp. séparable), et soit 2
un espace topologique muni d'une probabilité de Radon p. Toute application
w0 > B, appartenant a L2, i1 E') (resp. L™(2, p; o(E', E)) définit une appli-
cation linéaire ¢* de E dans L™(2, 1), d savoir x— <y, x>. L'application g—o*
aingt définie est une bijection linéaire isométrique de L™(%2, i E) (resp. L7(2,
w;o(E', B)) sur 2 (B, L9, 1) (qui est ausst Uespace des formes bilinéaires con-
tinues sur B LN2, 1), ou le duael de LY, p; E)).

DEMONSTRATION. Les affirmations de la derniére parenthése sont bien connues.
De méme il est trivial que ¢~ ¢* est linaire continue avee [p*|<[lo]l. In-
versement, soit f une application linéaire continue de E dans L7(2, x). Elle
définit une probabilité cylindrique i, de type +oo sur o(E’, E), avee l|4/X=| 1l
{(corollaire {2.1.12)). Mais alors celle-ci est de Radon d'ordre +co sur o(F’, E),
avee ||4l..={4||X, d’aprés le corollaire précédent; done, si E est réflexif, de Radon
sur E’ par le théoréme de PHILLIPS. Si E est réflexif ou séparable, il résulte
du début de (1.19.0) que f est alors décomposable, ¢. & d. réalisable (f=¢*) par une
application ¢ : 2 E’, p-mesurable pour E réflexif, g-mesurable de 2 dans o(F’, E)
pour F séparable; et alors, d’'aprés (1.19.0),

”f”.wr:: pein = A slle=lle(@)ile=Hlelli<g.m ,

done ¢ ¢* esl une surjection. Par ailleurs, si ¢*=0, comme ¢(u)=2.%, on a
Jex=0 done ¢=0; donc elle est injective, et isométrique par les derniéres égalités.

REMARQUE. Si pz, au lieu d’étre une probabilité, est une mesure de Radon >0
arbitraire sur 2, un concassage de 2(**) raméene aussitét 4 des mesures de masses
finies, et le résultat subsiste.

(3.13) Point de vue des applications décomposantes.

La proposition (2.14) donne toujours tous les résultats voulus. Il est néanmoins
intéressant de se placer dans une situation autonome, non dualisée. Nous nous
bornerons alors au cas ou F' et H sont des Banach. Nous considérerons des ap-

(_3;) C’est une version du théoréme de Dunford-Pettis, n'exigeant pas le théoréme de
relevement de L™, mais faisant sur E des hypothéses particuliéres.
() Voir SCHWARTZ [1], chap. I, définition 13.
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plications linéaire continues f de F dans L™(%, i), done de type p pour E==u(F’, I);
éventuellement nous supposerons f limite simple d’applications linéaires continues
f; de rang fini, bornées dans LR LP(2, 1), c. a d. fde type p approximable. Et
nous chercherons quand une application linéaire continue v de H dans F est telle
que, pour toute f, fev soit décomposée, par une application ¢ appartenant a
L2, s H'y ou L2, p;0(H’, H)), c. a d. p-décomposée relativement 2 H’ ou
s(H', H). Nous aurons donc la notion d'application v p-décomposante, ou appro-
ximativement p-décomposante, de H dans F, relativement & H' ou o(H’, H).

PROPOSITION (3.13). Nous supposons ici exceptionnellement p>0.

1) Si v est p-décomposante de H dans F, relativement ¢ o«(H', H), alors w-="»
est p-radonifiante de o(F’, F) dans ¢(H', H).

9) Si v est p-décomposante de H dans F, relativement a H', alors u="'v est
p-radonifiante de F' dans H', et de o(F', F) dans H' si elle est continue de
o(F’, F)y dans o(H’, H").

3) Si w='v est p-radonmifiante (resp. approzimativement p-radomifiante) de
o(F', F) dans o(H', H), alors, st H est séparable ou reflexif, v est p-décompo-
sante (resp. approximativement p-décomposante) de H dans F, relativement &
olH', H); elle U'est méme relativement a H’, si H est réflexif ou H' séparable.
4) Soit u une application linéaire faiblement continue de K dans G, p-radoni-
fiante (resp. approzimativement p-radonifiante). Alors, st f est une application
linéaire continue de E’ dans un L2, p) (resp. continue approvimable), f+'u est
décomposée, par une fomction de L7(2, p; G), dans les cas suivants: G est un
Banach, ouw G=o(H’, H), H Banach séparable ou réflexif.

DEMONSTRATION. 1) Soit 4 eylindrique de type p sur L=o(l”, F'). Alors clle
peut g'éerire 4;, ou f est une application linéaire continue de I" dans un L"(%, ).
Alors fov est réalisée par ¢€ L2, p;6(H', H)), et w(i) est la probabilité de
Radon image ¢(), d’ordre p sur o(H', H).

92) Cela n’aurait aucun sens de dire que u est p-radonifiante de g(I, Iy dans H’,
car elle n'est pas faiblement continue. Mais elle est continue de F’ dans ' et la
démonstration est la méme que pour 1); et elle est aussi p-radonifiante, si elle est
faiblement continue de o(F”, F') dans H’.

3) Soit fe &2 (F; L%, 1)), éventuellement approximable. Alors 4, est cylindrique
de type p sur E=a(F", F'), éventuellement de type p approximable. Done, suivant
les hypothéses faites sur =, () est de Radon d'ordre p sur o(H’, H). BSi alors
H est séparable ou réflexif, vef est forcément réalisée par w€ LY, 1 o(H', H)),
d’aprés le théoréme (1.20). Celui-ci montre aussi, que, s H est réflexif ou H’
séparable, ¢ est pg-mesurable de 2 dans H'.
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4) résulte de la proposition (1.19.0).

REMARQUE. Soit u:FE —G. Soit ¢ une application de 2 dans F, scalaire-
ment L"; autrement dit, pour tout € E’, la fonction <o, &> est dans L7(2, p).
Alors p*:12m={e, £> est continue de E' dans L"(2, /). En effet, son graphe est
fermé; si (£,)..+ est une suite de E convergeant vers £€ £’ et si les {¢, &,> con-
vergent vers une limite g dans L”(€, p), on peut, quitte a extraire une suite par-
tielle, supposer aussi que les {¢, &,> convergent vers g, p-presque partout; mais,
pour tout w€ 2, {¢(w), £, converge vers {¢lw), £>; done g=<¢, &>, et le graphe est
bien fermé: et le théoréme du graphe fermé est applicable, car £’ et L7(2, p)
sont tous deux métrisables et complets. Alors la composée u=¢ définit la fonction
aléatoire ¢otu: G'—> L2, 11); et donc elle est décomposée 81 u est p-radonifiante,
(car rien ne dit que ¢* soit approximable) et si G est un Banach ou un o(H’, H),
H Banach réflexif ou séparable. Cela ne prowve pas que uo¢ soit dans L2, u; G),
mais seulement qu'elle est scalairement p-presque partout égale @ unme fonction
de L2, 1 ()5 elle sera elle-méme dans LY(2, 1, G) dans les cas suivants: G est
un Banach séparable ou G=o(H', H), H Banach séparable, car alors une fonction
scalairement presque partout nulle & valeurs dans G est presque partout nulle.

PRroposITION (3.14), Maintenant de nouveau p>0. Soit u une application
linéaire faiblement continue de E dans G. Pour gue u soit approximativement
p-radont fiante de E dans o(G”, G'), il est:

a) mécessaire gu'il existe une constante M 0 telle que, pour tout espace topologi-
que 2 muni d'une probabilité de Radom p et toute application ¢ p-mesurable de
2 dans Ev, appartenant @ L"(2, 1 Ey), on ait Uinégalité

(3.15) lpmollirg e QM‘SPE) I<e, Ellrra.m

b) suflisant qu'on ait la méme inegalité pour auw moins un espuce £ et une
probabilité r non réduite @ un nombre fini de masses ponctuelles, et les fonc-
tions ¢ p-étagées de L2, 5 Ey). Dans ce cas, la meillewre constante M est
mu(ut).

REMARQUE. L’inégalité (3.15) exprime que o use de LY@, i Ey), muni
de la topologie moins fine induite par SZ(E'; L"Q, ), dans L"(2, p1; G), est
continue.

DEMONSTRATION. a) Supposons % approximativement p-radonifiante de FE
dans ¢(G”’, G’). La probabilité image «(y) est de Radon sur Ey, donc elle est de
type p approximable sur Ey (prop. (2.10)); done (%) est de Radon d’ordre p sur
G, parce que, d'aprés la remarque de la démonstration du point 2 de (3.5 quinto),
2 est continue de Ey dans G. Or w{)=ul¢(y); alors on peut appliquer (3.5 bis),
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et comme {e(p)!i= SUE i<e, v et que Julel),=Nw-cl.7 0. 0.0, on a bien
(3.15), avec M<m(u).
b) Supposons (3.15) réalisée pour un {2 el une ¢ non réduite & un nombre fini de
masses discrétes, et seulement pour des ¢ w-étagées a valeurs dans Ey. Si
a=(a,),: v est une suite finie de points £, et si I'on partage @ en réunion de parties
2, d:s;|o1ntes de mesures ¢,, E_‘,c,ﬁ 1, on peut considérer la fonetion ¢, p-étagée qui
sur 2, prend la valeur constante (1/cY")a,. Alors, pour £€ B, <{¢,, & est la fonc-
tion > pY S %o, (1/el/ ") <5, a,>, dont la norme dans L™(2, ) est [[<Z, a>|li», de sorte que la
bome supérieure de ces bornes pour }2!<1 est llali}f. Ensuite n-v, est la fonction
'_%?Zgﬂ(lfc,."’)u{ a,), dont la norme dans L7(2, 1 G) est l[ula)irg=lula)>; alors
(3.15) appliquée & ¢, donne (3.3), done u est bien p-sommante, et =,(u)<M.
REMARQUE. On pourra, dans b, se borner & prendre O=N, p=2 1/(2"")d.,
on 2=[0,1], p#=dx. i

§4. Applications O-radonifiantes dans les espaces de Banach.

Dans tout ce paragraphe, E est un Banach ou un dual x-faible d'un quasi-
Ranach, G un quasi-Banach ou un dual *-faible d’'un Banach; pour tous les quasi-
Banach, la boule unité est comme toujours supposée faiblement fermée. Les appli-
cations O-radonifiantes sont celles que j'avais appelées antérieurement radonifianies:
u est O-radonifiante de E dans G, si pour toute probabilité cylindrique 4, de type
0 sur E (c. a d. scalairement concentrée sur les parties bornées si E est un Banach
ou un dual #-faible de Banach), u(4) est une probabilité de Radon sur G (qui est
automatiquement d'ordre 0). Lorsque G est un guasi-Banach, il faut faire plus
attention aux applications O-radonifiantes de I dans a(G", G"); une probabilité de
Radon sur ¢(G’, G’) n'est plus automatiquement d'ordre 0 au sens de l'espace
bitopologique ¢(G’’, G’); elle ne 'est que si, dans a(G", G’), elle est portée par le
sous-espace vectoriel engendré par l'adhérence B’ de la boule unité B de G, car
alors, pour tout £>0, il existera un E(e) fini tel que la masse de E(e)B’ soit
=21l-—s,

THEORBME (4.1). Soit u wne application linéaire faiblement continue de K
dans G. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1) wu est approzimativement O-radonifiante de E dans oG, G');

9) w est trés approvimativement O-radonifiante de E dans a(G", G');

3) Quel que soit 8, 0< <1, il existe a, O<a<l, et M =0 fini tels que, pour
toute probabilité de Radon A sur E, combinaison lineaire finie de masses ponc-
tuelles, on att U'inégalité:
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(4.2) JAulD) < MJEHL) (voir exemple (1.9) .

Dans ce cas, pour toute probabilité 7 de Radon sur Ey, u(l) est de Radon sur
G, et on a les mémes inégalités; pour toute probabilité cylindrique 2 sur E, de
type O approximable, u(i) est de Radon sur «(G”,G"), et on a les mémes in-
égalités, on J¥(2) est remplacé par JE2(2).

4)  Pour tout J-poids A, de la forme (1.12) il existe un J-poids B, de la forme
(1.12), tel que, pour toute probabilité de Radon 7 sur E. combinaison linéaire
finde de masses ponctuelles, on ait

(4.3) Blu(2)< A*(2) ;

dans ce cas, pour toute probabilité cylindrique i sur E, de type 0 approxzimable,
u(A) est de Radon sur (G, G"), et on a:

(4.4) Blu(2))< A**(2) ;

5) Quels que soient U'espace topologique 2 et la probabilité de Radon p sur 2,
Uapplication linéaire continue ¢ v uo¢ de LY, p; Ey) dans LYUQ, 1; Gy) envoie
LYY, i Ey) dans L8, 15 G), et reste continue de LYR2, m Ey) dans LYQ, 11 G)
quand on munit L2, p; Ey) de la topologie induite par som imjection o f
(ot fo==9* est la fonction aléatoire linéaire & — <o, &> de E' dans L2, 1)) dans
(I LN, ).
6) La méme application linéaire est contimue, pour au moins un espace
topologique £ et une probabilité de Radon g sur 02, diffuse, et lorsqu'on se
restreint aunx ¢ p-étagées.

DEMONSTRATION. A) Supposons une inégalité (4.2) vérifiée, avec un a, un 3,
#n M, pour des 4 combinaisons finies de masses ponctuelles; montrons qu’elle est
vérifiée pour toute 2 de Radon sur Ey. Tout d’abord, en 'appliquant 4 une seule
masse ponctuelle, on trouve aussitdt que |[u(z)] <M2|l, ou lull< M: » est continue
de Ey (c. 4 d. de K ou F’) dans G ou H’, donc toujours dans G, ce qui étend &
p=0 la remarque de la démonstration du 2 de (3.5 quinto). Soit 2 une probabilité
de Radon sur F.. FElle est limite étroite, sur Ey, de probabilités de Radon A,
portées par des ensembles finis, avec J¥1,)<J*(2) (prop. (2.10)). Done u(1) est
limite étroite, sur G, de probabilités w(2;), qui vérifient Ji(u(2;) < MI*(2).
D'aprés la propriété 2’ du (1.2 bis), on en déduit que Ji(u(d))<MJ*(3). Par
contre, il n'est évidemment pas actuellement démontrable que, si une inégalité
(4.2) est vérifiée, avec un 5, un o, un M, la méme inégalité soit vérifiée pour
toute probabilité cylindrique 2, de type O approximable, avec J*%(2) au second
membre; car (1) n’a au stade actuel aucune raison d’étre de Radon. Mais, quand
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tout le reste de la démonstration sera terminé, il sera vrai que si, pour fout 3,
il existe un a et un M tels que (4.2) soit vrai, alors, pour toute . cylindrique de
type 0 approximable, w(Z) est de Radon, et on aura l¢ systéme des mimes
inégalités, avec J5(7) au second membre et c'est tout a fait évident. En effet,
pour tout 6>>0, i est limite cylindrique de probabilités 2, portées par des ensembles
finis, avee Ji(2)<JE()-+-d; les u(/;) convergent evlindriquement vers wu(4); mais
on saura que u(?) est de Radon sur (G, '), done les u(#)) convergent vers ul()
étroitement sur o(G’, G') (prop. (1.17.0)). Alors on aura Ji{u(4)) MJE(2) <
M(J#2(3)-+8), donc aussi Jy(w(A))<M(JE*(2)-1-6), et par suite ZMJE" ().

En réalité on peut dire plus. Si l'on a une inégalité (4.2), avec un 3, un a,
wn M, si 2 est une probabilité eylindrique de type J, approximable, et si on sait
que u()) est de Radon, elle vérifiera la méme inégalité avec J#(i) au second
membre. Ceci donnera plus tard une trés bonne amélioration du résultat actuel:
voir corollaire (4.12.5).

A’) Montrons maintenant que la proposition 3 de I'énoncé entraine le propriété
5. Soit ¢ une application #-mesurable de 2 dans Ey (c. & d. E muni de la topologie
de la norme). Alors 2=¢(z) est une probabilité de Radon sur Ey. Le poids J,
définit dans L°(2, ) une jauge, et la jauge correspondante de f. dans (B,
L2, 1)) est Sug? J(u, <o, DYy=J¥2). Ensuite w{H=(uo¢)() est une probabilité de
Radon sur G et wse est p-mesurable de 2 dans G; sa jauge associée au poids Ja
dans LU0, 1 G), est Jip, wew)==Js(u(2)). Alors l'inégalité (4.2), pour des pro-
babilités de Radon sur Ey, prouve bien que Iapplication ¢ ue¢ est continue,
de L2, u; Ey) muni de la topologie induite par .27 (E’; L2, 1), dans L2, 15 G)
(et méme en fait dans L2, y; H') si G=0(H’, H)).

B) 5 entraine trivialement 6).

C) Montrons que 6) entraine I'inégalité (4.2) pour des combinaisons finies de mas-
ses ponctuelles, e¢. 2 d. 3). La continuité supposée par 6) entraine, pour tout 3,
I'existence d'un a(2)=a et d'un M(3)=M, tels que, pour toute ¢ p-btagée: ¢~ I,
on ait J:{y, uop)i:M%g;? J.(1t, <o, £5). Soit 2 une probabilité de Radon de la forme
S eaftg, ) cOmme ft est supposée diffuse, il existe une partition finie 2+ l;'J 2.,
;vec m(2,)=c¢,; prenons alors la fonction -étagée ¢, égale 2 a, sur 0,. Alors
olz) est 4, et V'inégalité ci-dessus est exactement (4.2).

Nous avons donc montré Uéyuwivalence de 3, 5 et 6.

D) Montrons maintenant que 3) entraine (4.3). Soit A un poids de la E‘orme
(1.12), A= G%EiEIQ(a}J,‘, ©>0 bornée. Appelons B(A):==B le poids Sup‘ SE%;%‘)EJ{"
ot montrons que l'on a (4.3). Soit 2 une combinaison finie de masses ponctuclles.
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Pour tout 5, on a (4.2); done -E(ﬂ-%(-f))—)ef,;(u(i)}<¢(a{,‘3))J‘,’i",ﬁ;(2J<;A*(i); cecl étant
vrai pour tout 5, on a bien (4.3). 6eci en réalité ne fait aucune hypothése sur
¢. Mais nous voulons en déduire d’autres conclusions qui exigeront les restric-
tions indiquées sur ¢ dans I’énoncé: ¢ est partout >0 et bornée.

E) Mais (4.3), pour toutes les probahilités combinaisons linéaires finies de masses
ponctuelles, entraine gue u soit trés approximativement (A, B)-radonifiante, de
FE dans o(G''G’"), d’aprés le théoréme (2.5), parce que, ¢ étant partout >0, B est
un poids compact. Soit alors 2 une probabilité cylindrique de type 0 trés ap-
proximable. D’aprés (2.1.7), il existe un J-poids A tel que 2 soit de type A trés
approximable; alors u(4) est de Radon d’ordre B(A). Donc u est trés approxima-
tivement O-radonifiante de £ dans o(G”/, G’), done approximativement O-radonifiante,
car 1) et 2) sont équivalentes d'aprés (2.11). Donc les inégalités (4.3) entrainent
2). En outre, pour tout couple (A, B) tel que I'on ait (4.3), on a encore, pour
toute 4 cylindrique de type A trés approximable, l'inégalité B(u(d))<A*!2(2).
Comme la fonetion a= ¢(a) définissant A est supposée bornée, nous avons vu aux
exemples suivant la proposition (2.10), que toute probabilité eylindrique de type A
approximable est aussi trés approximable et que A*'?(4)=A**(2), donc on a bien
(4.4). En conclusion de D et E, 3 entraine 4, et 4 entraine les propriétés équi-
valentes 1) et 2). En conclusion de A, B, C, D, E: 3, 5, et 6 sont équivalentes;
1 et 2 sont équivalentes; et 8-5-6 entraine 1-2 et 4.

¥) Montrons maintenant que 4 entraine 6. Comme G2 (E’; LY{2, ) est métris-
able, il suffit, pour montrer que ¢*+ uep est continue, de montrer qu'elle trans-
forme toute partie bornée en une partie bornée., Soit donc <& une partie bornée
de (L' LMY, 1), formée de fonclions ¢¥, ¢ p-étagées sur 2 a valeurs dans E.
D'aprés le corollaire (2.1.12), l'ensemble des ¢(y), ¢€ &&F, est uniformément de
type 0; done, par (2.1.7), il existe un J-poids A tel que <Z soit uniformément
de type 4, A Z#)<1. Par (4.3), on en déduira que, pour le poids B corres-
pondant, B(u(£#))<1. Ce qui signifie exactement, B étant un poids homogéne
compact, que u(<% ) est borné dans L@, i &), ce qui démontre 6). En conclusion

de A, B, C, D, E, F: 1 et 2 sont équivalentes; 3, 4, 5, 6, sont éguivalentes;
et 3-4-5-6 entrainent 1-2.

G) Pour terminer, nous allons montrer que 1) entraine 6), en utilisant le théoréme
du graphe fermé. Supposons d’abord G=v¢(H’, H), H Banach séparable. Soit %
I'espace vectoriel des applications linéaires continues de E’ dans L%, x), qui sont
décomposées, réalisées par des applications p-étagées de 2 dans E. Soit % son
adhérence dans &2 (E’; L2, 11)); nous munirons % de la topologie induite par
LB L2, ). Soit f€ 7, limite d’une suite (f,),.v de .. La fonction f
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définit une probabilité cylindrique 2, de type 0 (prop.(2.1.10)). En outre, les f
sont bornées dans G2 (E’, L2, 1)), done les 2/, sont uniformément de type 0; et
les f, convergent simplement vers f, donec les 2;, eylindriquement vers is: 2y est
de type 0 approximable. Done, d'aprés les hypothéses, u(i;) est de Radon sur
a(G”, G'y=G=0(H’, H). Alors f-'u définit une probabilité de Radon sur «(H’, H),
H Banach séparable; donc (prop. (1.19.0)) elle est décomposée, par ;€ LY, 1
o(H’, H)). Nous avons donc défini une application linéaire fr ¢, de .97 dans
LY@, 1; G). Soient f, des éléments de . tendant vers f dans .57, et telles que
les ¢y,= ¢ aient une limite ¢ dans L2, g; G); nous allons montrer que ¢'=¢, ce
qui prouvera que le graphe de cette application est fermé. D'un c6té les fi conver-
gent vers fdans S2(E"; LYQ, ), done les fi<'u vers fo'u dans SZ(H; L2, 1)) (*%).
De P'autre les ¢ convergent vers ¢ dans L%2, #; G), done a fortiori les ¢F
convergent vers ¢* dans ZP(H; L2, ); de ¢f=fie'u on déduit alors bien ¢*
=fo'u donc ¢=¢, donc le graphe est fermé.

Si alors le théoréme du graphe fermé est applicable, on en déduira que fr ¢y
est continue; si en particulier f€.%, alors f=¢*, o€ LY%2, y; Ey), et on aura
exactement prouvé 6). Or SZ(E’; L2, p)) est métrisable et complet, donc aussi
&7 et LR, p; o(H', H)) est métrisable et complet (prop. (0.3)). Donc la démon-
stration est achevée si G==0(H’, H), H Banach séparable.

Supposons maintenant G=o(H’, H), H Banach quelconque. Comme .&7(F’;
L2, 1)) est métrisable, on pourra démontrer la continuité cherchée en montrant
que toute suite convergente est transformée en une suite convergente.

Soit donc (¢,),.n une suite de fonctions étagées sur £ i valeurs dans E,
convergeant vers 0 dans &7 (E”; L, 11)). Chaque ¢, prend ses valeurs dans un
sous-espace vectoriel E, de dimension finie de E, donc uop, dans un sous-espace
vectoriel G, de dimension finie de G; si G4=H, est son polaire dans I, G, est
aussi le dual du quotient H/H,; comme il est de dimension finie, la norme d'un
point de G, est la borne supérieure du module de son produit scalaire avec les
éléments d'une partie dénombrable de la boule unité de H/H,, ou aussi, en les
relevant, d'une partie dénombrable N, de la boule unité de H. Pour tout point
@ de 2, la norme de n’importe quel ¢,(w) est donc aussi Sup [<g,{w), &> lorsque &
parcourt N =k'.‘JN,,; ou encore il existe un sous-espace de Banach séparable H de

H tel que, pour tout @ et tout n, la norme de ¢,(w) soit égale & la borne supérieure

(3) ty applique H dans E’, mais n'est peut étre pas continue, par exemple pour Fi==o(Ff",
F), E'=F, od on sait seulement qu’elle est continue de H dans Fy. C’est pourguoi
nous écrivons Z(H; L2, 1), c’est 'espace & muni de la topologie de la convergence
simple sur H.
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des modules de ses produits scalaires avec les éléments de la boule unité de H 3
ou encore la norme de ¢,(w) est celle de son image dans ﬁ’, dual de H, quotient
de H’ par le polaire de H. On est donc ramené a remplacer u: E —o(H’, H) par
la composée w: E-»a(H’, H)—)u(H’. H); comme H est un Banach séparable, le
résultat est démontré.

Soit maintenant G un Banach. On suppose seulement que % est approximative-
ment O-radonifiante de & dans «(G'/, G'); cela entriine la continuité de ¢ ws=p,
lorsque 'on prend pour #-¢ la convergence dans L°(%2, ¢; G'* fort); mais comme les
%o prennent leurs valeurs dans (7, cela revient 4 leur convergence dans
L2, 11; (), d’ou le résultat.

Il ne reste plus que le cas ot G est un quasi-Banach. Avant d’y venir, re-
marquons un fait général. Nous n'avons montré ’existence d'une correspondance
f—¢ de .7 dans L9, gy a(H', H)) que pour H Banach séparable. Mais nous
pouvons maintenant dire qu’elle existe pour H queleconque et qu’elle est méme
continue de .& dans L2, ;; H’). En effet, a posteriori, si % est approximative-
ment O-radonifiante de FE dans o(H’, H), ¢*r»usp est linéaire continue de
& F(E, LND, 1)) dans L2, p; H'); elle se prolonge done de maniére unique,
LY@, 11; H') étant complet, en une application linéaire continue de . dans
LN, pr; H'); Dégalité %= fo'y étant vraie pour f€.% est vraie pour f€.%7
par continuité, les deux membres dépendant continuement de f€ .97 i valeurs
dans SA(H'; L2, 11)). De la méme maniére, pour G Banach, il existe une appli-
cation ¥ — L2, 15 G”') done S — L2, 15 G), avec la méme propriété. Dans
tous les cas, si 4, est la probabilité cylindrique associée 3 f, celle qui est associée
a ¢y e ad Agtu=y¢g(n), est u(2s); en effet, c'est vrai pour f€.57, et les deux
membres dépendent continuement de fE._Q? 4 valeurs dans

GPe(H', H) ou PG, G)).

Passons alors au dernier cas, G quasi-Banach. Nous allons appliquer les cas an-
térieurs, et appliquer encore une fois le théoréme du graphe fermé. Supposons %
approximativement O-radonifiante de E dans ¢(G’’, G’). Elle est a fortiori appro-
ximativement O-radonifiante de E dans o((Gx)”, (Gx)'); done & tout fe€S on
peut associer ¢',€ LY2, GN), avee ¢'F=fo'u, wll)=0¢p), et f— ¢, est linéaire
continue. Mais nous savons que 2; est de type 0 trés approximable; done u(iy)
est de Radon sur o(G", G'), et portée par le sous-espace vectoriel I” engendré par
V'adhérence B’ de la boule unité B de G; donc ¢, prend ses valeurs dans cet
espace I'. Donc ¢r€ LY2, u; o(G', G")), pour I'espace bitopologique o(G'', G*).
L'espace 'y est complet, pour sa quasi-norme, puisque sa boule unité B
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est compacte donc compléte dans /. Donc la proposition (0.3) dit que L2, z;
o', G") est complet. Or fr—.'; est lindaire de . dans L9, 1 o(G", G") et
son graphe est fermé, puisqu'elle est continue de .97 dans L2, 1 (Gx)"") moins
fin que LY2, »; 6(G"’, G')). Donc fr> &, est continue de 7 dans L2, i1 a(G", G'))
et a fortiori continue de . dans L2, 1 G), ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE (4.4 bis) (extension a p=0 du corollaire (3.5 ter)).

Soit u une application linéaire feiblement continue de o(F’, F), ¥ Banach,
dans G. Elle est approxvimativement 0-radonifiante de o(F, F) dans «(G"', G"),
st ef seulement si elle l'est de F' dans (G, G').

DEMONSTRATION. Soit 4 une combinaison linéaire finie de masses ponctuelles,
J= el 2 ca=1, @, € F/. On sait, par (Z.1.7 bis), que

f=ns N n

(4.4 ter) Sup J.(E(A) = Sup - J(E7A).

FEF et

Cela signifie que J*(1) a la méme valeur, qu'on considére 1 comme probabilité
cylindrique sur I ou sur o(F’, F'). La condition (4.2) est alors la méme dans les
deux cas, ce qui démontre le corollaire, d'aprés le théoréme (4.1).

(4.5) La condition de Pietsch.

PROPOSITION (4.6). Soif u une application linéaire faiblement continue de
E dans G. Supposons qu'il existe une probabiliié v sur un espace topologique X,
et une application linéaire comtinue v de norme <1 de Ey=(E ou F') dans
L=(X, ), telle que, dans le cas ou E=o(F', F), ‘v envoie lu boule wunité de
(L2(X, v)) dans Uadhérence, dans o(F', F"), de la boule unité de F, et que
d’autre part, la convergence de vle), e€ E, vers 0 dans L(X,v) entraine la
convergence de ule) vers 0 dans G ow H’. Alers w est approvimativement 0-
radonifiante de E dans a(G'',G’). La condition de l'énoncé signifie qu'il exviste
an ag, 0<a, <1, et un R>0 fine tels que

(4.7) lu(e)ll = BJ. (v, vie)) ;
alors la condition (4.2) est réalisée comme swit: pour tout 5, 0< <1, on a
(4.8) Ju(D) < RT% 42) .

DEMONSTRATION. Il suffit naturellement de démontrer la derniére propriété;
en effet, (4.7) traduit exactement la propriété de convergence antérieure, compte
tenu de la définition des voisinages de 0 dans L%X,v), et (4.8) cntrainera (4.2),
avee M=R, a=a,8, d’ou le résultat par le théoréme fondamental (4.1). 11 est
numériquement intéressant de constater que les quantités a, M, ont une forme
trés spéeialle; M=R est indépendant de j, et a=a,} est proportionnel a 3. On
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procéde d'abord comme dans le cas p>>0, proposition (3.6), avec les mémes nota-
tions: X est compact, v envoie E dans C(X), et ‘v envoie la boule unité de M(X)
dans la boule unité de E” ou I'adhérence, dans o(F"’, F’), de la boule unité de F.
Soit 4 une combinaison finie de masses ponctuelles, i=3] ¢,d,,,, sur E; cherchons
a quelle condition J:(u(2)< R, ou "

(4.9) Me€ E; lu(B)I>R)= 3 e, <3.

SUla iR

D’aprés I'inégalité (4.7), |ule)|>R implique J,,(v, v(e))>1; donc (4.9) sera sfire-
ment réalisée si I'on a

(4.10) Ne€ B Jo,v, ve) >1}< 5 ,
ou

(4.11) Hee E;vize X; [(vle))a)| >1) >a} <A .

11 est facile d'utiliser le théoréme de Fubini. Nous avons une probabilité »
sur X, une probabilité 1 discréte sur E, et nous considérons sur X E la mesure
v@2; soit Y I'ensemble des (z, ¢} tels que l(v(e))(x)1>1 ou I{'u(z), &3 >1. L’appli-
cation de Fubini ne pose pas de probléme, la fonction (e, x)— (v(e))(x) étant con-
tinue. Alors (4.11) s'écrit, en designant par Y, 'ensemble {z€ X; (z,e)€ Y}:

(4.12) Hee B, u(Y,)>al <8 .
Mais alors (4.12) sera slirement vraie si
(Y ) < a8 .

Et 2 son tour cette inégalité sera sirement vraie si A Y,)<a,8 pour tout xz€ X,
ol Y.=le€ li;(x,e)€ Y}. Mais AY.)=He€ E; [{'v(x), e>|>1} est la mesure, pour
(I'e@)IND<C GP(R,), de |1, +eo]; done AY,)<apf équivaut 2 Jag sl C0(2))(2) < 1.
Comme ‘v(x) est dans la boule unité de E’ ou I'adhérence dans o(F"/, F’) de Ia
boule unité de #, (4.14) sera sfirement réalisé si

Sup , Jagsl8(2) ou J¥ A<,

€ekl’ ou
&<t

ce qui donne bien (4.8). CQFD.

RECIPROQUE (4.12.1) (SUNYACH). (*%)

Soit u une application linéaire faiblement continue O-radonifiante de E
dans o(G", G'). Alors il existe un espace X, une probabilité v sur X, et une
application linéaire continue v de E dans L™(X,v) vérifiant toutes les condi-
tions énoncées dans (4.6). Si, pour 0<aj<l, 0<8I<1, M}, on a U'inégalité (4.2)
(37) SunvacH (1]
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pour des 2 combinaisons finies de masses ponctuelles, alors on peut prendre
pour X la boule unité de E' ou U'adhérence, dans o(F”', F"), de la boule unité
de F, pour v lapplication canonique définie par (v(e))(f)=<e, 2>, et trourver
une probabilité v pour laquelle on ait (4.7) avec un R=M,, nombre donné >Mj,
et un a, donneé <ap(®9).

DEMONSTRATION. Supposons done (4.2) réalisée. Alors J;(u(4))> M entraine

(4.12.2) Sup Jo(&()>1, o Sup (ZANAL, +eol)>ai .

Bl

Nous aurons besoin, pour trouver une probabilité sur 'espace X décrit ci-dessus,
d’introduire des fonctions continues; il faut donc remplacer la fonction caractéris-
tique de ]1, --co] par une fonetion continue. Soit donc h une fonction continue
sur R, 0<h<1, égale & 0 dans [—a, 4-a], 0<a<1, et & 1 dans le complémentaire
de 1—1, +1[. Alore Js(u(2)>M; entraine

(4.12.3) SEtup (E(A))h)>ai ou ‘Sup M2, endile) >af .
a1 st Jp
Sur l'espace C(X) des fonctions réelles continues sur X (X est muni de la topologie
o(E!, E) ou o(F", F')), considérons alors les deux ensembles suivants:

1) Tl'ouvert U formé des g€ C(X) telles que Max g<ay,
2) l'ensemble K des g€ C(X) de la forme

ar= hce o), avec > (@20,

L'ouvert U est convexe. L’ensemble K est aussi convexe; en effet, 1’ensemble
des 2 vérifiant J5(u(2)>M} est convexe, car cette inégalité équivaut & dire que
la A-mesure de I’ensemble {¢€ E; [lule)]|>M;} est > 5, et la fonction

A S Rz, e)dale)

est affine, donc K, image d’un convexe par une application affine, est convexe.

Enfin U et K sont disjoints & cause de (4.12.3). Donc ils peuvent étre séparés
par une forme linéaire continue (Hahn-Banach), soit »€ M(X), vérifiant v(y)<ay
pour toute g€ U, et v(g)>af pour toute g€ K. La premidre inégalité montre que
v>0, car, si g<0, tous ses multiples sont dans U, donc »(g)}<<0; en outre, en
faisant g=constante <af, on voit que ¥(1)<1. La deuxiéme inégalité donne, pour
toute 1, combinaison finie de masses ponctuelles telle que J; (u(2))>M{:

(38) Pour M, et ap fixés on peut trouver v; v dépend de M et ap, et n'a pas de raison
d’étre unique.
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S db‘(f)g h{(<E, e)dile) 2 aq
x E
donc a fortiori
S dué)ec E; | <8, 6> >a) ey .
A

En particulier, prenons 2A=:d:,, ¥ €K, donc Jr;a(u(ﬁy))':é%u(y)?!. Alors, pour §£
donné, 4e€L; [, exl>a)l vaut 0 ou 1 selon que [{ yrl<a ou >a. Done
fu(w)il > Mj entraine

S dug)>al, done e,
€. 05l >a

pour n'importe quel ay<aj, ou J.(y{v)>a.
Alors J, (y(¥))<a impliquera [lu(y)|<M;, et on aura l'inégalité

(4
(1.12.0 o< 22 e

ce qui est exactement (4.7), avec R=M{/a=DM,, nombre arbitraire >M;, et «a,
nombre arbitraire <af. (On ne peut pas nécessairement remplacer M, par Mj,
ni @, par aj, car a— J,(y(»)), pour ¥ et v donnés, peut étre discontinue 3 gauche
au point «f, et d’'autre part la probabilité v trouvée dépendait du choix de la fone-
tion h done de a<1.)

COROLLAIRE (4.125). Si on a wune inégalité (4.2), powr un systéme par-
ticulier of, 5§, M, pour toutes les £ combindisons finies de masses ponctuelles,
alors u est approvimativement O-radonifiante de E dans o(G”, G'); alors on a
la méme inegalité (4.2), avee J :‘: () auw liew de J’:E‘(X) au 2° membre, pour toute
A eylindrique de type O approzimable, et, pour toui B, on aura une inégalité
analogue, avec M=M;, a=—a,f, a, nombre arbitraire <af.

Ceci est évidemment une amélioration considérable, et d’ailleurs assez sur-
prenante, de I'implication 3==>1 du théoréme (4.1). Noter que, pour 5 quelcon-
que, le M gu’on trouve est indépendant de 5, et le a est proportionnel & /5: la
valeur de 5; n'intervient pas.

DEMONSTRATION. A partir du systéme af, §f, M/, on trouve une probabilité
v sur X suivant la proposition (4.12.1), donc une inégalité (4.7), avec R=M,>M;,
et a<a,. Alors (4.8) donne, pour 7 quelconque, Ji{u(i)<M, wps(4); ceci étant
vrai pour tout M;>M{, on a aussi

(4.12.6) () < MiJ 5, (%) .
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Par contre, on ne peut sans doute pas remplacer @, par «;. Assez curieusement,
(4.12.6) ne redonne pas l'inégalité de départ pour 5= 2;; elle remplace aj par a3.
Par contre, si 4 est cylindrique de type 0 approximable, elle vérifie slirement
Vinégalité J,:(u{&))éMéJfg(ﬁ), puisqu’on sait maintenant que w«(4) est de Radon
(voir fin de la partie A de la démonstration du théoréme (4.1)).

PROPOSITION (4.12.7). Pour gue u soit approximativement O-radonifiante de
E dans oG, G"), 4l faut et il suffit qu'elle admette une factorisation

B —— Lo(X, v) —— LUX, v)
\ (y-’
L
U2

*Gou H

ot v a les propriétés émoncées dans la proposition (4.6), ou j est linjection
canonique, j° Uimjection canonique, dans L°(X,v), d'un sous-espace vectoriel
fermé L muni de la topologie induite, u, et u, sont continues.

Méme démonstration que pour le 2) de la proposition (3.6), en utilisant les
propositions (4.6) et (4.12.1).

PROPOSITION (4.13) (KWAPIEN) (*).  Soit u une application linéaire faiblement
continue de E dans G. Supposons que, pour toute probabilité cylindrique 2 sur
E, de type p approzimable, p>0, ul(l) soit de Radon sur G (resp. o(G”,G")
(sams qu'on la suppose d'ordre p). Alors u est approximativement p-radoni-
Jiante de E dans G (resp. olG'', G')).

DEMONSTRATION. En utilisant la méme méthode que dans la partie T) de la
démonstration du théoréme (4.1), on prouvera, par le théoréme du graphe fermé,
que la condition de I'énoncé entraine ceei: Uapplication ¥ e At continug de
S, dans LMD, »; G, ol .57, est Vespacc des applicationa p-fiagtes de { dans K,
muni de la topologie induite par 5Z2(E% L74, 1),

Puisque cette application est continue, si D est un poids gueleongue {568
nécessairement homogéne) plus faible gue LP (voir (112 biz), i existe =0 {ini
tel que e, <R entraine Big, ueyi<1/2. Prenons en particulicr pour poids celui
de Vexemple (1.7}, ¢. & 4. le poids

e _ . -
B %_ Inf {1, tidu{t) .
JE.

(%3 Kwariey {1
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Montrons maintenant que u est p-sommante. Soit (@,),-»-~ une suite finie de
points de E, avec [lal¥<R. On peut toujours supposer tous les u(a,)0; nous
allons montrer que [lu(a)|»,<1/2. Soit (c,)o-n<cy une suite quelconque de nombres
>0, de somme 1, et 2= gﬁ.ﬁ’,, une partition de 2 en parties p-mesurables 2, de
mesures ¢,, ¢e qui est tonujours possible puisque g est diffuse. Soit ¢ la fonction
étagée, égale & (1/¢¥™)-a, sur 2,. On aura

o) p= fy}zg i<a, &xlhe==llallt <R .

On en déduira donc

(4.19) S Inf (1, lulp(o) i) < 5 ,
Q
c. a d.
1 1
(4.15) 2, e Int (1, T J]u(aﬂ);l) s
Cette inégalité est valable quels que soient les c,, avee ¢,>0, . Eﬂc,.=1.
R
Prenons
llul@)l”
4.16) o= e Gedll
: ¢ llut@) |72z,
Alors

L Jutal=lu@l, .
C’l

Alors (4.15) devient simplement, puisque 3 ¢,=1:

Tnf (1, lu@l) < 5, done fu@l < L.
On en déduit bien gue u est p-sommante, avee =,(x)<1/2R.

On déduit alors du théoréme (3.4) que u est approximativement p-radonifiante
de E dans o(G"”, G’). Si donc 2 est une probabilité cylindrique de type p approxi-
mable, u(2) est de Radon d’ordre p dans o(G", G’); si en outre on ait déji qu'elle
est de Radon dans G, u est approximativement p-radonifiante de E dans G.

CQFD.

COROLLAIRE (4.17). Soit w une application linéaire faiblement comtimue de
E dans G, approzimativement O-radonifiante de E dans o(G',G'). Elle est
approzimativement g-radonifiante de E dans o(G", G’) pour tout ¢>0; en outre
elle est continue de E ou F' dans G ou H’, et 'image de la boule unité est
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relativement compacte dans o(G, G') ou o(H', H"). 8i u est approzimatirement
O-radonifiante de E dans G lui-méme, elle est approximativement q-radonifiante
de E dans G pour tout q=0.

DEMONSTRATION. L’application « transformera toute probabilité cylindrique
de type ¢ approximable en une probabilité de Radon sur G ou o(G”,G"), le
théoréeme de Kwapien précédent dit donc qu’elle la transforme en une probabilité de
Radon d’ordre ¢. La propriété de compacité et de continuité est alors ((3.5 quinto),
remarque & la démonstration de 2) la conséquence du théoréme de PIETSCH (3.6).

(4.18) Absence d'intérét des applications (p, ¢)-radonifianies.

Une application u: E-> G est dite (p, ¢)-sommante, si I'image par u de toute
suite scalairement I? de E est une suite absolument !’ dans G; p>0, ¢>0 (*).
Une telle application est foreément nulle si ¢<p; soit en effet a€ E; pour toute
suite (c.),enED7, la suite (@c.)nex est I” done scalairement I°; on en déduira que
la suite (u{@)e.)..~ est absolument [?; comme une suite (c.),.n qui est [ n'est
pas nécessairement 17 si ¢<p, on a u(a)=0. Mais, pour p>g, il existe une théorie
fructueuse des applications (p, g)-sommantes.

Au contraire, il n'y a aucune théorie intéressante des applications (p, q)-radoni-
fiantes. Une telle application est nulle cette fois si ¢>p; en effet, prenons pour
2 T'image, par l'application t—ta de R dans E, de la probabilité p sur R, avec
lzlls< +co. Alors 2 est de Radon d'ordre p donc a fortiori de type p; on en
déduira que u(d) est d’ordre g, ¢. & d. que [u(a)] lplls<-+co; comme une probabilité
d’ordre p sur R n'est pas nécessairement d’ordre g, on a u{a)=0. 1l ne reste
done & étudier que les applications (9, ¢)-radonifiantes, pour ¢<p; mais la proposi-
tion (4.13) dit qu'une telle application est approximativement p-radonifiante, ¢. &
d. approximativement (p, p)-radonifiante.

Cette différence tient i la différence essentielle entre les espaces {”, qui sont
des L” par rapport & la mesure discréte infinie 22 5rn) sur N, et les L” par rap-
port 4 des mesures de masse 1. S8i 'on mtredummt des espaces L" par rapport &
des mesures de masse infinie et diffuses, on trouverait que toute application
“(p, q)-intégrante” est nulle. Seuls les ! donnent donc une étude intéressante pour
g+Dp.

COROLLAIRE (4.18 bis). Soit u une application linéaire faiblement continue
de E dans G, approzimativement O-radonifiante de E dams o(G", ). Alors
elle est approvimativement q-radonifiante pour tout g0, et en outre, si Von
a 47, on a

(403 KwarPIEN [2].
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(4.18 ter) ,—_,f(u)-tﬁ(ml—)m.

@y

DEMONSTRATION. Reprenons les notations de la proposition (4.5). Pour tout ¢
fini >0, et tout e€ K, ¢=0:

(4.18 quarto) S Hvlen(z)|"dviz) ze"viz € X; [(ve))(z)| >¢} .
X

Prenons ¢<J,(v, vle)), alors
vix € X; [(vle))(x)] >e} >aq ,
donc on a
S () () ") > ety
x
ceci Gtait vrai pour tout e<J(y, v(e)), on aura
(4.18 quinto) S Hwle) (@) "du(z) = ao(Tuplz, (€))7 .
X
Alors, de (4.7) on déduira
PR YL
llv

(4.18 sexto) lule)l < R(;‘} )

0

(e) “LQL'X. vl

qui reste évidemment vrai pour ¢ infini. Alors le théoréme (3.6) montre que u
est approximativement g-radonifiante (ce qui est donc une autre démonstration du
corollaire (4.17)), et l'inégalité (3.7) avec m(u)< M montre que

a

PROPOSITION (4.19). Soit w une application linéaire faiblement continue de
E dans G. Si elle est approximativement 0-radonifiante de E dans o(G”, G"),
elle Uest de E dans G lui-méme, si G est un Banach réflexif, ou si G est un
Banach séparable, dual d'un Banach.

La démonstration est la méme que celle de la proposition (3.9).

PropPosiTION (4.20). Soit u: E— G, approximativement O-radonifiante de E
dans G. Alors, si le couple (E, E') a la propriéié d'approximation métrique,
elle est O-radonifiante de E dans G.

En effet, toute probabilité eylindrique de type 0 est alors de type 0 approxi-

(#) Un résultat récent de MAUREY [3] montre que, si u est approximativement O-radoni-
fiante de E dans o(G”, G"), =»(%) tend toujours vers une limite finie quand p tend vers 0.
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mable (corollaire (2.11), partie 2)).

(4.21) Quelques contre-exemples et problémes ouverts.
1) En général nous avons pu montrer que u était “approximativement radoni-
fiante”, et non “radonifiante”, sauf avec des hypothéses d'approximation. Comme
personne ne sait si ces hypothéses d’approximation sont toujours vérifiées ou non,
on ne peut évidemment pas montrer, par des contre-exemples, que ces hypothéses

sont indispensables. Il serait quand méme intéressant de s’'en débarrasser; je
doute qu'on y parvienne simplement.

2) En général nous avons did mettre ¢(G"/, G’), au lieu de G lui-méme (sauf dans
des cas signalés aux propositions (3.9) et (4.19)). Si p=- oo, il est trivial que ¢’est en
général inévitable; nous l'avons indiqué & la remarque aprés la démonstration du
point 2) de la proposition (3.9). Si p=1, on ne peut pas non plus en général mettre G
3 la place de o(G’", G’). Considérons par exemple 'application canonique de C(X)
dans LYX, v), ou X est un compact et v une probabilité de Radon sur X; elle est
1-sommante, montrons qu'elle n'est pas l-radonifiante, si v n'est pas atomique.

Pour abréger, écrivons C, L', au lien de C(X), L'(X,v). Il existe un homéo-
morphisme canonique d:x+ d», de X sur un compact X du dual a(M, C) de C.
L’image par ¢ de la probabilité » est une probabilité & sur X done sur (M, C);
on l'appelle la probabilité canonique de o(M, C) définie par v. On peut la définir
par la méthode des fonctions aléatoires. Prenons 2=X, u=v. Alors d:ad.,,
est une application continue donc p-mesurable de 2 dans ¢(M, C), et on a juste-
ment £=¢(¢). On introduira alors l'application ¢*=f, de C (dual de o(M, C))
dans L=(2, ), qui est £+ (¢, &; si §€C, {¢, £ n'est autre que £ elle-méme, ou
plus exactement son image & dans L°CL° Bien entendu, » est d’ordre - oo,
puisqu'elle est portée par la boule unité, et ||5l,.—=1.

Mais alors ¢* se “prolonge” trivialement 2 M; pour toute mesure me€ M, ap-
pelons m/v la densité de la partie absolument continue de m par rapport & »; alors
F:m—m/v est une application linéaire continue de M dans L}, ¢), qui “prolonge”
©* au sens évident suivant: sa composée avec l'application canonique de C dans
M (c. & d. &+ £v; ce n'est pas nécessairement une injection, done le mot prolonger
est abusif, ¢’est pourquoi nous 'avons mis entre guillemets) est ¢* (car &v/v--classe
¢ de £ dans L'). Elle définit donc une fonction aléatoire F sur le dual M de C,
done une probabilité cylindrique ip=2 sur C, qui sera appeléc probabilité cylindri-
que canonique de C définie par v. Et puisque F' prolonge ¢*, cela signifie que 2 a
pour image © par l’application canonique autotransposée C—a(M, C), &-réu. 1l
n’est d’ailleurs pas étonnant que I'image de F' par C—a(M, C) soit de Radon, car

fik+fy

cette application, qui se factorise par C T, S0 a(M, C), est 1-sommante, Ai==/p
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est évidemment de type 1, avee [A1F=|F| -t =1, et L' G a(M, C) est faible-
ment compacte, Si alors C— L;, £~ £, était radonifiante, déja 'image de 2 dans
L' devrait étre de Radon; son image ¥ dans M serait alors portée par vL' (image
de L! dans M). Donc ¢ devrait prendre p-presque toutes ses valeurs dans vL?,
ou encore v-presque tout X devrait &tre dans »I'. Or diz n'est dans «L' que si
v posséde une masse au point z: done v-presque tout point 2 de X devrait porter
une masse pour v, qui serait atomique, contrairement & 'hypothése. Donc il est
bien prouvé que C—> L, 1-sommante, n’est pas 1-radonifiante, si v n’est pas atomique.

REMARQUE. A fortiori, I'image de A par il L?, p>1, n'est pas de Radon.
On sait que € — L” est p-radonifiante, mais 2 n'est pas de type p>1. La fonction
aléatoire associée 4 I'image de 2 dans L” est l’application identique de L”" dans
L' ; elle est continue de L”" dans L”', de norme 1; donc I'image de 2, probabilité
cylindrique de type 1, est une probabilité cylindrique de type p” dans L7, avec
l21%.==1 dans L”, C’est encore vrai pour p=1 ou +c¢; et son image dans o(M, C)
est de Radon, d'ordre -+-co. On peut aussi dire que, pour v non atomique, 1’appli-
cation canonique de L} dans L n'est jamais décomposée, pour p>:1; alors que
I'application canonigue de C dans L™ est décomposée par .
3) Pour tout p>:1, on connait des applications qui sont p-radonifiantes, et ne sont
pas g-radonifiantes pour g<p. Des exemples ont été donnés par PIETSCH pour p>1.
Pour p=1, on remarquera que tout opérateur nucléaire est 1-radonifiant; (corollaire
(3.8.4); mais si I'on considére 'application diagonale (x,), .~ (@,)n.~ de ¢ dans
I}, qui est nucléaire pour E ja,| <+oo, on démontre (*?) qu'elle n'est pas g-radoni-
fiante pour q<1 si ¥ |a,|logl/la,]=-+o0. D'autre part on connait des applica-
tions O-radonifiantes. Mais, si £ est un Banach ou un dual *faible de Banach, il
n'existe pas d'application linéaire faiblement continue, qui soit p-radonifiante pour
un p<1, sans étre O-radonifiante, donc g-radonifiante pour tout ¢>0. C'est un
résultat qui vient d'étre trouvé par Simone CHEVET (1] et MAUREY [3].

Si E est un dual =-faible ¢(F’, ') d'un quasi-Banach F, alors on a facilement
des exemples (voir remarque aprés la prop. (3.8.2)).
4) Soilent K, G des Banach, et supposons que w:E — G soit approximativement
p-radonifiante de E dans ¢(G'", G). Alors, si l'on part de p>:1, elle est toujours
approximativement g¢-radonifiante de E dans G lui-m&me pour tout ¢>p; cela
résulte de la proposition (3.9), 3). Le méme résultat subsiste-t-il si I'on part de
P quelconque? Dans ce cas, on en déduirait en fait, en négligeant les cas in-
existants de 0<p<1, que, si » est approximativement O-radonifiante de E dans

(%) ScHWARTZ [2].
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a(G”,3), elle est toujours approximativement g-radonifiante de E dans G lui-
méme, pour tout g>0. C’est ce que vérifient, semble-t-il, tous les exemples eon-
nus, avec méme q>0!

5) L’application p+>=,(u) est continue sur ]0, -], si w est un opérateur de
Hilbert-Sehmidt entre deux espaces hilbertiens (Voir plus loin, prop. (5.20.1)).
Plus généralement, si E et G sont par exemple des Banach, et si u est p,som-
mante de E dans G, p+— my(u) est-elle continue sur [p, - c0]? (%)

§5. Le théoréme de dualité.

(6.1). Le cotype.

Soient E un espace vectoriel topologique séparé par son dual, ¢ wun poids,
0" une fonetion =0 sur E’, finie ou non. On dit qu'une probabilité cylindri-
que 2 sur E est de cotype (P,0’) (on devrait plutdt dire antitype ou type inverse,
plutét que cotype qui invogue une dualité inexistante avee le type; mais I'un
sonne mal et l'autre est trop long, et j'ai & contre-coeur adopté antérieurement
cotype), st, pour tout £€ E’,

(5.2) (5 <P(2(D) .

Elle est alors a fortiori de cotype (@, 07), si @@ et §7<#’. On peut alors diversifier
cette notion comme on I'a fait pour le type, en inversant toutes les propriétés.

Si @ est un poids homogéne, et si F’, est une topologie vectorielle sur E,
1 sera de cotype @, si, quel que soit le voisinage fermé V de 0 dans EZ, 2l
existe M>0 fini tel que 64(2)< MO(E(2) pour tout S€E’: ou encore, si, lorsque
D(2(2)) tend vers 0, & tend vers 0 dans K.

On adapte immédiatement au cas &= |, p>0. On dira ensuite que A est
de cotype 0, relativement @ K., si, lorsque £(2) tend vers i dans P (K), ¢ tend
vers 0 dans E.; ¢. & d. 83, pour tout voisinage de 0 fermé V dans F, il existe
un M=0 et un a, 0<a<l, tel que 04(3)< MJ(3(4).

En termes de fonctions aléatoires linéaires, si 2=1,, f application linéaire de
E’' dans L9, 1), 1 est de cotype @ homogéne, si et seulement si la convergence
de @y, f(£)) vers 0 entraine la convergence de ¢ vers 0 dans EL; 2 est de cotype
p, 0<p< +oo, si la convergence de f(5) vers 0 dans L"(2, p) entraine la conver-
gence de & vers 0 dans E.

Si E! est quasi-normé, i est de cotype @, poids homogéne, §'il existe une
fonetion @’ proportionnelle & ]a quasi-norme telle que 2 soit de cotype (@,6"). On
posera alors:

(43) Des résultats partiels ont été obtenus pas MAUREY et SUNYACH {non publiés).
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(5.3) “Wl2)=( Inf Plz())1,
£ =1

c. 3 d. le plus petit nombre M 0 tel que, pour tout =€ £’, on ait
(5.4) tel L MO(E(R) .
On remarquera alors que, si 74 est 'homothétique de Z dans le rapport <, on a

e -
|
Cette définition est naturelle du point de vue suivant: on désire que, dans les
cas les plus avantageux, *@(2) soit le plus faible. En particulier, 4 est de cotype
@ si et seulement si *P(2) < oo,

(5.4 bis) Nous donnerons des exemples plus tard, mais on peut les consulter
dés maintenant au §6; Ils sont naturellement bien plus difficiles & fournir que
les exemples pour le type, et dans bien des ¢as il n'en existe pas. Une probabilité
eylindrique choisie n’importe comment sur E n’a aucun cotype intéressant (). Par
exemple, si 2 est une combinaison finie de masses ponctuelles sur E Banach de
dimension infinie, 1== }]N Ca0ia,p, il existe toujours un £+#0 tel que tous les <%, a,>
soient nuls; alors £(4)==d, et comme les poids homogénes sont généralement nuls
sur d, *@(2):=4 oo, 1 n'est pas de cotype @; une probabilité eylindrique i ne peut
étre de colype & homogéne que si elle est assez “grosse”. Dans le méme ordre
d’idées, si u est application linéaire continue de E dans G, et si A est de cotype
® homogeéne, u(2) n'est pas en général de cotype @, comme le montre 'exemple
de =0, o w(d)—=d. Par contre, si 2 est de cotype (@,0"), u(i) est de cotype
(@, 072'w), car, pour € G,

Dlr(u(2) = & ulp)(A) <0 (Culy)) =@ u)y) .

Voici toutefois des exemples élémentaires.
a) Si K est de dimension finie, une probabilité de Radon 2 sur E est de co-
type p, 02p-too, si et seulement si elle n’est portée par aucun sous-espace
vectoriel propre de E. En effet, 2 1 on peut associer une fonction aléatoire
linéaire sur E’, avee Q-=FK, p=3, f(%) étant la variable aléatoire x— <z, 5>: 2 > K,
L’image par f de E’ est un sous-espace vectoriel de LY, ;). Tout d’abord i ne
peut étre de cotype p que si f est injective; sans quoi la convergence de f(£)
vers 0 dans L"(2, 1) n'entrainera pas celle de £ dans E’. Mais alors f(¢) ne peut
converger vers 0 dans L"(2, ;) que si f(5) est dans f(E")N L7(2, 1) et y converge

(#) En fait, si @ est un poids quelconque, et si #'(5)=@(3(1)), alors + est de type et de
cotype (@, #’); mais c'est en général un résultat inutilisable.
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vers 0; la restriction de f' & ce sous-espace de dimension finie étant forcément
continue, cela entraine bien la convergence de 5 vers 0 dans E’. Donc i est de
cotype p si et seulement si f est injective, ¢. &4 d. si #(/)=d implique 5:=0, ¢. & d.
si /4 n'est portée par aucun hyperplan de FE.

by} Soit ; la probabilité cylindrique de Gauss sur un espace hilbertien X sur R.
D’aprés (2.1.8 bis), pour tout poids @ homogéne, ®{5(2)=|z{d(;y). Donc 7 est de
cotype @ si et seulement si @(;y)>0; et alors *@(;)==(D(;,)) *. On a donc toujours
() =(P¥ (7Nt Si 0<D@(;)<+oo, 7 est & la fois de type et de cotype @; clle est
de type et de cotype p, pour 0<p<+=oz, et de cotype oo, avee *|il,.=0. Si
@ est le poids inhomogéne de 'exemple (1.5), et si ¢’ est la fonection

5 B
YA B L

1y

7 est de type et cotype (@,0').

(56.5) La propriété d interversion de Fubini.

Soient A, B, deux poids, ¢ une probabilité de Radon sur un espace topologique
X et v une probabilité de Radon sur un espace topologique Y. Si f est une fone-
tion >0 sur Xx 7V, (z&v)-mesurable, on peut faire le caleul suivant; fixer z€ X,
et calculer la valeur de B sur la probabilité v et la fonction f.:y— flz, ¥); cette
quantité est définie quand f, est p-mesurable, done pour p-presque toutes les
valeurs de z. Nous la noterons.

(5.5 bis) B{dw(y), flx, ¥)).

C’est une fonction de z€ X. Elle est p-mesurable. En effet, f étant (¢&v)-
mesurable, x> f, est ;~mesurable de X dans LYY, +); puis g Bly, g)=B(g()) est
semi-continue inférieurement sur LY, v), donc universellement mesurable, donc
2+ By, f.) est pg-mesurable. On peut calculer la valeur de A sur p et cette
fonetion; il sera naturel de la noter

(5.8) A(dp(z), Bldv(y), flz, 1)) .

Soient maintenant C, D, deux autres poids. On dira que (C, D)<(A, B) si, quels
que soient X, Y, g, v, f, on a l'inégalité

(5.7) Cldu(y), D(dp(x), flz, ¥)) < Aldpdx), Bldv(y), flx, 1)) .

Erxemples.

Exemple (5.7.1). Pour p>0 fini, on peut prendre 4, B, C, D=|| ||,. L’inégalité
devient une égalité, c'est le théoréme de Fubini.

Ezemple (5.7.2). On peut aussi prendre || [l... pour A, B, C, D. C'est une
égalité facile a démontrer:
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(Sup. ess.) e, f=(Sup. €ss.)su s ((Sup. ess.)g, 1 (f(2, ¥)) .

Exemple-PROPOSITION (5.7.3). Omn a (J;, J,)<(J,, J;), toutes les fois que 7o a
+f—ap (@ fortiori toutes les fois que 70>a-+f).
DEMONSTRATION. 1) Supposons

(5.7.4) JAdp(z), Jlduv(y), flx, M) <a .
(5.7.4) éguivaut a
{5.7.5) Hze X; Ji(du(y), flz, M) >al<a;

qui lui-méme équivaut 2
(65.7.6) ree X;vye Y, flz, y)>a) > fi<a.

Si alors on considére l'’ensemble A des (z, %) pour lesquels f(z,%)>a, qui est
(1#9v)-mesurable, on voit que, sauf pour des  d’un ensemble X’ de p-mesure <z,
on a viye€Y; (x, y)€ A} < 5; done, par Fubini, (¢®v)(4)<a-+(1—a)f. Donc:

(6.7.7) (1Rv){(@, Y)e XX Y; fla, y)>al<at+1—a)f,
ou encore
(5.7.8) rri-ap(t®vy, f)<a .

Ceci étant vrai pour tout a, on a l'inégalité
(5.7-9) Ja+ﬁ—a,€(f1®vs f){Ja(dp(x)s Jﬁ(d“('y). f(xr il))} .

2) Supposons maintenant

(5.7.10) I (1@, ) <b
c. ad.
(5.7.11) (&), YWEXXY; flz, y) >bi<p .

L'ensemble des y€ Y pour lesquels p{x€ X; f(z, ¥) >b} >6 a alors nécessairement,
par Fubini, une v-mesure <g/d, ou

(5.7.12) vye Y; sre X; flo, y)>b>dp< % ;
par le caleul inverse de celui de 1), c’est équivalent &
(6.7.13) Jora(do(y), Jy(dplz), flw, ¥))<b .

Comme b est arbitraire on a

(5.7.14) Jo5(dv(y), J,(dpx), flz, )< T (R, f) ,
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et a fortiori
(5.7.15) JAduly), Jo(delz), flo, y)<JolegSe, f) pour 6o

La combinaison de (5.7.9) et (5.7.15) donne le résultat, en faisant p=a- j5—aj.

Exemple-PROPOSITION (5.7.16). Soit 4, 0<<d<1. Quels que soient les J-poids
A, B, homogénes compacts de le forme (1.12), il existe un J-poids homogine
compact C de la forme (1.12), tel que

(5.7.17) (C, J;)<(A, B).

DEMONSTRATION. Soit 7, 0</'<1, D'aprés (5.7.3), (Jy, Js)<(Jiymy sy Jismrs).
Supposons A:Eup ala)J,, B= 0%12 b(3)/:. Alors on a toujours

(5.7.18) (a(?‘-g—>b(7‘%)'],, Jﬁ) <(4, B).

Si alors on pose

C= Sup a (:

0y <l

hle}

)b(}’ )J,,

ProposiTION (5.8). (Condition de Pietsch géneralisée). Soient E, G, des
espaces vectoriels topologiques séparés par leurs duals. Soit u une application
linéaire faiblement continue de E dans G. Supposons qu’il existe une pro-
babilité de Radon v sur o(E', E), de cotype (B, pou), d'ordre (A, o), 0wt A, B,
sont des poids, B est une fonction >0 semi-continue inférieurement sur G, o’
une fonction =0 semi-continue inférieurement sur o(E', E). Si A et B sont
des poids vérifiant la condition d'interversion de Fubini

0o |

il répond a la question.

(5.9) (B, B)<(4, A),

B compact, alors Uapplication w est approximativement (4, «'; B, p)-préradoni-
fiante de E dans G, radonifiante st 8 est compact.

DEMONSTRATION, Nous allons appliquer le théoréme (2.4) et la remarque qui
le suit (& propos du “préradonifiante”). Soit A une probabilité de Radon sur F,
portée par un compact de dimension finie, de type (4, @’). Son image u(2) est de
Radon sur G, portée par un compact de dimension finie. Majorons Blu(z), f):

(5.10) B(u(2), 8)=B({(feu)(A))=B(4, fou)=Bl{diz), (F-u)(z)) .
L’hypothése du cotype s'écrit
(5.11) (Bou)(@) < B(z(v))= B(dv(2), 1<z, 1) .
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Donc (5.10) est majoré par

(5.12) Bldx(w), (Bldu(8), <z, 1))
Jui-méme majoré, d’aprés (5.9), par

(5.13) A(dA2), (Aldix), [z, £310)=Aldu(3), AZ(A)) .
Mais 4 est de type (A4, a’), done c'est majoré par

(5.14) Alduz), a'(3))=Al, ') <1,

puisque v est d'ordre (A, ).

La régle de Fubini était applicable parce que (z, £)— |{xz, 53| est continue sur
B o(E, E), lorsqu'on la restreint & un sous espace de dimension finie de E, donc
(Av)-mesurable. Le théoréme (2.4) prouve alors le théoréme.

REMARQUE 1. Pour la définition du type (4, a’) pour 4, a’ doit seulement étre
=0 sur 1, sans condition de semi-continuité; c’est pour l'ordre (4,a’) de v que
la semi-continuité de «’ intervient. On peut affaiblir un peu les hypothéses sur a’,
qui interviennent i cause de v; supposons qu’il existe un sous-espace U de F’, a
injection continue dans «(E’, F), tel que v soit portée par U et de Radon sur U,
et que o', >0 arbitraire sur E’, soit semi-continue inférieurement sur U; alors le
résultat subsiste. En effet, on considére d'abord v comme probabilité de Radon
sur o(L’, E), et rien n'est & modifier jusqu'a (5.13) inclus. Ensuite on a toujours
A(2(2))<<a’(¢), sans hypothése sur o/>:0. Mais, puisque « est semi-continue in-
férieurement sur U sur lequel v est de Radon, on a la majoration (5.14), sur U,
d'ou le résultat.

REMARQUE 1 bis. Supposons que ni B ni 3 ne soient compacts. Il reste vrai
que, si 4 est une probabilité de Radon sur E, de type (4, ') sur E, alors u(2)
est (slirement de Radon) d'ordre (B, 3) sur G, pourvu qu'on puisse appliquer
Fubini (5.9), et que (z, &) — {x, &, application de Exo(E’, E) dans K, soit (ARw)-
mesurable. Cela sera sfirement vrai si cette forme bilinéaire est universellement
mesurable, ce qui est vrai si F est souslinien, ainsi que o(E’, E), car elle est
séparément continue (**); ce sera aussi vrai sans hypothése sur E, E’, si 1 est
portée par un sous-espace de dimension finie.

REMARQUE 2. On voit comment il s'agit d’'une généralisation du théoréme de
PIETSCH. Supposons pour simplifier le cas ot A=A=B=B=| |, p>0. Sup-
posons qu'il existe, comme dans le théoréme de PIETSCH, une probabilité de Radon
v sur la boule unité de o(%’, E), E et B Banach, et que

(#5) ScHWARTZ [1], 1¢7¢ partie, chap. II, proposition.
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T (§ e, £ si'dsts))” .

Cela veut exactement dire que v est de cotype (B, 3ou) od 3 est la norme; et
bien évidemment, v étant portée par la boule unité, elle est d'ordre (il',a’),
o« =norme. Ce que nous venons de montrer prouve de nouveau que u% est alors
approximativement p-préradonifiante de E dans G, avee 7,(u)<1. La partie du
théoréme de PIETSCH est bien entendu la partie la plus facile; mais je ne pense pas
qu'il existe de réciproque dans le cas général. (*) D'autre part, dans cette partie
facile du théoréme de PIETSCH, l'interversion de Fubini était inapparente, pour
p>0, parce que c’était une interversion d'un signe X fini et d’une intégrale, pour
les applications p-sommantes; de toute facon, pour les applications p-radonifiantes,
le théoréme était moins trivial et reposait aussi sur le théoréme (2.4); d’autre
part, la régle d'interversion de Fubini a été trés apparente dans le théoréme de
PIETSCH pour p=0, proposition (4.6) (cette proposition (4.6) résulte bien entendu
de celle que nous venons de démontrer). Finalement, dans tous les cas, on utilise
exactement 1'arsenal utilisé ici.

COROLLAIRE (5.15) (théoréme de dualité). Faisonssur E, G, w, o/, f, A, B,
A, B, les mémes hypothéses qu'aw théoréme précédent. S’il existe une proba-
bilité cylindrique p sur o(G’, @), de cotype (B, B), telle que v="ulo) soit de Radon
sur a(E', E), d'ordre (A,a’). Alors u est approximativement (A, o’; B, f)-pré-
radonifiante de E dans G, radonifiante st f est compacie.

En effet, v="u(p) est de cotype (B, f-u) et il suffira d’appliquer le théoréme:

(Bou)z) < Bllul))e)= Bl(x="u)(p))= B(z(»)) .

Changement de notations.

Remarquons d'abord qu'on peut retenir 4 peu prés correctement les hypothéses
qui interviennent. La compacité est supposée pour B, f#, ce qui est normal pour
obtenir des probabilités de Radon sur G. Dans l'inégalité de Fubini, on se sou-
viendra simplement que le poids le plus important est B, puisqu’il sera relalif aux
probabilités de Radon obtenues sur G; on le place a I'extréme gauche, et le reste
en découle de fagon rapide: (B, B)<(A, A) par des régles d'interversion.

Mais il est souvent commode de changer les notations. Les espaces les plus
importants sont en fait E’, sur laguelle *u(0) est de Radon (pour la topologie
o(E', E)) et G, sur laquelle on obtiendra des probabilités de Radon (si 4 est
cylindriqgue sur E, de type (A, a’)-approximable, u{2) est de Radon sur G). On
les appellera V et U, alors que E et G’ s'appelleront V' et U’. On remplacera
alors o’ par @. Pour », qui est cylindrique sur o(V’, V), de cotype (B, B), on dira
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plutot qu’elle est de cotype (B, 3, V) (5 est une fonection sur V, et le cotype fait
intervenir les images de » par les éléments de V); pour “u(s), qui est de Radon
sur U, d’ordre (A, «), on dira qu'elle est d’ordre (A, «, U). Si 2 est une proba-
bilité eylindrique sur «(U’, U), de type (A, «)-approximable, on dira qu’elle est de
type (A, «, U)-approximable (¢ est une fonction sur U, et le type fait intervenir
les images de 7 par les éléments de U), tandis que pour u(/), de Radon d’ordre
(B, 5) sur V, on dira qu’elle est de Radon d’ordre (B, 35, V).

On aura alors la variante suivante du corollaire précédent,

CoroLLAIRE (5.15), variante. Soient U, V, deuwx espaces vectoriels topologi-
ques, separés par lewrs duals. Soit v une application linéaire continue de
o( V7, V) dans olU, U’), de transposée "v—=u continue de o«(U", U) dans o(V, V7).
Soient A, B, A, B, 4 poids, satisfaisant a la régle d'interversion de Fubini
(5.9) (B, BY=(A, A). On suppose en outre B compact. Soient a une fonction
0 semi-continue inférieurement sur U, 5 une fonction =0 semi-continue in-
Jerieurement sur V. Supposons qu’il existe une probabilité cylindrique o de co-
tupe (B, 5, V), dont 'image v(o) soit de Radon d'ordre (A, a, U). Alors u est
approvimativement (A, a; B, B)-radonifiante de o(U', U) dans V, radonifiante
8t B est compacte; dans ce dernier cas, si A est une probabilité eylindrique de
type (A, a, U)-approximable, u(i) est de Radon d’ordre (B, 3, V).

Il suffit en effet d'appliquer l2 remarque 1 qui suit la proposition (5.8): U est
plus fine que o(U, U’), mais a est supposée semi-continue inférieurement sur U.

'U(p) Urr JAJA <v_ V’ e

w
AU ""_‘"V,a.ﬁ.n u(4)

Figure

REMARQUE. On peut refaire la remarque (1 bis) de la proposition (5.8).

(5.17) Cas de poids homogénes et de quasi-Banach.

Supposons, comme partout aux deux paragraphes précédents, que E soit un
Banach ou un dual *faible «(F”, F') d’'un quasi-Banach F'; dans ce dernier cas,
L'==F sera muni de la quasi-norme donnée sur F. Supposons ensuite que G soit
un quasi-Banach, ou un dual *-faible ¢(H’, H) d’un Banach H; on sait que dans
ce cas (G, ') est muni de la jauge de I'adhérence de la quasi-boule unité de G
(structure bitopologique canonique). Enfin soit w une application linéaire faible-
ment continue de £ dans G: u est continue de o(E, E') ou o{F’, F') dans ¢(G, G)
ou o(H’, H). Par transposition, nous avons une situation exactement analogue: le
1er espace devient ¢(G’, ), dual =-faible du quasi-Banach G, oit le Banach H; le
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deuxiéme espace devient le dual =-faible de Banach «(£’, I¥), ou le quasi-Banach
F; et v="'u est faiblement continue du 1¢" dans le 2'm¢, de ¢{G’, G) ou u(H, H')
dans o(E’, E) ou o(F, F'). Par application du théoréme de dualité, on va se de-
mander si u est approximativement (A, B)-radonifiante de E ou o(F, F') dans
#(G",G’) ou o(H', H), dont les quasi-boules sont toujours compactes.

Nous me le répéterons plus: E, F, G, H, vérifient les mémes propriétés
qu'aux §33 et 4. (Bien entendu, dans les applications, on aura souvent a inter-
vertir les différents espaces, la situation étant autoduale!)

ProrosITION (5.17). Soient A, B, A, B, 4 poids homogénes sotisfaisant @
I'inégalité de Fubini, (B, By<(A, A), B étant compact. Supposons qu'il existe
une probabilité eylindrique o sur o(G’, G) ou H, de cotype B, dont l'image v(s)
soit de Radon sur o(E', E) ou o(F"', F'), d’ordre A. Alors u est approximative-
ment (A, B)-radonifiante de E ouw o F', F) dans «(G"”,G") ou o(H', H). En
outre, si A est une probabilité cylindrique sur E ow o(F', F') de type A appro-
atmable, on a Uinégalité:

(5.18) Bu{) <*Blo) A(u(p) A*e(4)

DEMONSTRATION. Supposons d’abord 2(») de Radon sur «(E', E) ou F. 1l
suffit alors d’appliquer le théoréme général (5.15), avec a’=: (1/A{u(0))) > quasi-norme,
5=(1/*B(p)) % quasi-norme. Soit Z cylindrique, et supposons que A*"(d) 1A ()
alors elle est de type (A, (1/A(»(0))) ¥ quasi-norme)-approximable. On en déduira que
() est de Radon d'ordre (B, 1/*B(0) < quasi-norme), done d’ordre B, avec B(u(4))
<*B(0). Par homothétie, on en déduira I'inégalité (5.18), 2 condition évidemment
de remplacer G par o(G”,G’), sur lequel la norme est compacte. Supposons
maintenant que v(0) soit seulement de Radon d’ordre A sur o(F,F’). On en
déduit seulement, a priori, que la conclusion subsiste pour 1 ecylindrique swr
a(F’, I"), de type 4 approximable, le type étant calculé avec la jauge de (1.18
bis) sur F’'. Mais soit 4 de Radon sur o(F’, '), portée par un compact de di-
mension finie. Comme o(F’, F"’} et o(F, F') induisent la méme topologie sur un
sous-espace vectoriel de dimension finie, elle est aussi de Radon portée par un
compact de dimension finie dans o(F’, F*’). 8i &€ F' esl dans la quasi-boule
unité, il est limite de ¢, de la quasi-boule unité de F, pour la convergence simple
sur F”, done aussi pour la convergence uniforme sur tout compact de dimension
finie; alors les £,(4) convergent étroitement vers I'/(2). Si done A*(4)-—M, mesuré
pour 1 sur a(F, F'), on a A(%(2)< M, donc aussi A(E""(3)) <M, et encore A*(%) "M,
mesuré pour A sur o(F”, F’); autrement dit, A*(2) est le méme dans les deux cas.
Alors, il restera vrai que B(u(d)<*B(p)A(v(p)) A*(4), 1 considérée sur o(F", F),
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et u sera encore approximativement radonifiante & partir de o(F”, F"), CQFD.

REMARQUE 1. L’homogénéité de la formule (5.18) est correcte; si 'on rem-
place Z par son homothétique =4, B(u(1)) et A**(1) sont multipliés par |z|; si l'on
remplace p par tp, A(v(0)) est multiplié par |ci, mais *B(s) par 1/jz|. Les cas
“avantageux”, ceux qui donnent & B(u(Z)) de petites valeurs, sont bien ceux pour
lesquels *B(s), A(v(p)), A**(2) sont petits.

Prorosition (5.19). S'4l existe une probabilité cylindrique p sur o(G’, G) ou
H, de cotype p, 0p< +wo, dont Uimage v(o) soit de Radon dordre p sur
aolE', ) ou o(F", '), u est approzimativement p-radonifiante de E ou o(F’, F)
dans (G, G') ou o(H', H), et on a, pour p>0:

(5.20) =) <*lpl v,

DEMONSTRATION. Pour p>0, c'est la proposition précédente, avec les poids
I I,. Prenons donc p=:0. Puisque p est de cotype 0, il existe un d>0 tel qu’elle
soit de cotype I?r:.f,;. Ensuite v(v) est de Radon sur o(E’’, E’), done il existe un
J-poids A (homogéne compact de la forme (1.12), tel qu’elle soit d’ordre A (voir
(1.18), point 7). Si 1 est une probabilité eylindrique sur o(}”, ') ou E, de type
0 approximable, il existe un J-poids A, tel que 2 soit de type A approximable,
d’aprés (2.1.7). Alors, d’aprés (5.7.16), 6, A, A, étant donnés, il existe un J-poids
B de la forme (1.12), tel que l'on ait la propriété d’interversion de Fubini (B, J,)
<(A, A). On en déduit que » est approximativement (4, B)-radonifiante de E ou
o(F', F') dans o(H', H) ou ¢(G",G’), par la proposition (5.17). Donc (i) est de
Radon et u est bien approximativement O-radonifiante.

Donnons quelques applications immédiates du théoréme de dualité.

PROPOSITION (5.20.1). Soient E, G, deux espaces hilberticns, u une applica-
tion linéaire continue de E dans G. Alors les 3 propriétés suivantes sont
équrralentes:
a) wu est de Hilbert-Schmidt;
b) w est p-radonifiante, pour un p=0 fini;
b’) w est p-radonifiante, pour tout p>0;
c) Uimage par u de la probabilité cylindrigue de Gauss y de Er est de Radon
dans G.

En outre, pour w de Hilbert-Schmidt, et st K=R, pour tout p>0, on e
Uégalité:

(5.20.2) mp(w)=ap( w) =mp(u*) = 7o 3 lutr)ll» ,
oit 7y est la probabilité de Gauss normale sur R, e **dt; la fonction p— mp{u)
est continue décroissante sur 10, +oo], et tend vers une limité finie mo(u) pour
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p tendant vers 0, et la fonction pi— |7, l.=.(u) est croissante; on a done
(5.20.3) m(w) < relstiroilsmalu) . 0<p<+on,

DEMONSTRATION., On peut toujours supposer K=R (voir (3.3 ter)).

A) Supposons u de Hilbert-Sehmidt. Elle admet une factorisation u=: E‘rrﬂe;'.@g,,,
ou 3|, |3} +oo, (@)..v et (fu)..v étant des systémes orthonormés“;.- done elle
est 2-nucléaire & gauche, done 2-radonifiante par (3.8.2), 3. Done a entraine b.
En outre, (uz\la,,iﬂ)”ziiu}!g. norme de Hilbert-Sehmidt de », done la norme Nj(u)
2-nucléaire de u est majorée par sa norme de Hilbert-Schmidt, et =.(u)-IN.(u)
<lulls (plus loin, Végalité =:(u)=|ul. entrainera alors aussi leur égalité avec la
norme 2-nucléaire de u).

B) La probabilité eylindrique de Gauss ; est de type p, pour tout p fini (d'aprés
(2.1.8 bis)); donc b entraine c.

C) Supposons maintenant que u(y) soit de Radon. Comme o=; est de cotype p
(p>0 arbitraire) (par (5.4 bis)), le théoréme de dualité (5.19) dit que 'u est appro-
ximativement p-radonifiante de G’ dans o(E", E), donc p-radonifiante de G’ dans
E' par (3.9), 1, et (4.19 et 20). Mais alors, comme la probabilité eylindrique de
Gauss ;" de G’ est de type p, ‘u(;’) est de Radon; et la méme démonstration
montre alors que u est p-radonifiante de E dans G, pour tout p>0 fini. Donc ¢
implique b’.

D) Montrons enfin que b’ implique a. On peut prendre p=:2. Alors u est en
particulier 2-sommante. Si (e,).. v est une base hilbertienne de £, elle est scalaire-
ment 12, et e )aenliF=1; done (ule)).c~ est 12, et [i(ule.)ncsllo<malu). Cela veut
exactement dire que wu est de Hilbert-Schmidt, et sa norme de Hilbert-Schmidt
lulls est “ma(w). On a ainsi démontré 'équivalence des 4 conditions, et I'égalité
mo(u)=llully done aussi =|'ul=m(*u).

E) 1l reste & montrer les diverses propriétés métriques.

Tout d'abord, il existe des applications linéaires continues » et w, de norme
<1, telles que w=wve(w*u)?, (w¥u)* *=w-u, donc =n*ew*; done mp(u) <z {(w*u)'*)
<x(u¥). Par symétrie, on en déduit que mp(w)=rmp(u*)=m((w*u)"?)=m((un*)*),
égaux aussi 2 7,(‘u) parce que ‘u est isomorphe & w*.

La probabilité de Gauss est de type et de cotype p, 0<p<-oo; d'une part,
d’aprés la définition méme de 7p(u):

N, <7 (wlirlE==(lirll» »
d’autre part, par le théoréme de dualité:

mp(u)=m, (") <HMrllslull, =17l 5 )iz -
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La comparaison des deux inégalités donne I'égalité (5.20.2), pour 0<p< oo,
Cette formule montre bien que p— ||lyoll,7(u) est continue croissante sur ]0, +<<[;
et on sait déja que pr z,(u) est décroissante. Lorsque p tend vers 0, [y,l,=,(u)
=={lulj)l, a une limite finie, puisqu'elle est une fonction croissante; mais llj,ll,
tend vers unc limite finie et non nulle ly¢ls, & savoir la moyenne géométrique

T
=i

exp(sr e logftldt). Done z,u) a une limite finie (et non nulle puisque

=t

p—x(u) est décroissante!), et on a bien (5.20.3). Reste a2 montrer que, quand p
tend vers too, mu(u) tend vers = {u)—={lul (nous savons déja que mp(u)=7.(u)).
Quittes 4 remplacer « par (u*u)"%, nous pouvons supposer E--G et u hermitien
positif. Supposons d’abord E=-R", et w diagonale de valeurs propres oy, @, -,
ey, 07 Hull,  Alors

e [:;g; g’:'idtk i u(r):: I'é\j 57'"3:-"“1 %- ;
k=1 k=1 (143
n ¢ Wi yr
()= (S (84854 - 122)"2exp (~ ) t’,i/n-i) ‘“L_ﬁ)
A" Pyt a .-,

"

1/p
3= (S (aftdt - -+ +adtd)” *exp(—rL ti)fltl dtw)
R‘ﬂ

< [lull (L,mpe"m'idt)w

00 " /P
(5. o)
a

(S, =aire de la sphére unité de R

S’n 1 p‘i’ " He
=tull (gt " (222

Alors

Sn fW ( p"_ n ) /e
ST Lol LT ki 2

ol 2 r(zly)

2Pt /2 2

qui tend vers [[ull pour p infini.

Si maintenant ¥ est de dimension infinie, et % hermitien >0, on peut écrire
E=E®E, u=u,®u:, avec llu,|=lull, et 7olus)=lu.l.<c. On a done, pour p>2:
(@) = 7, ((u, B0) -+ (0@ u2)) < (2, B0) + 7 (0D us) Lmp(u)4-¢ .

Done lim 7p(w) < {nll + ¢ done =|ul. CQFD.
Ppostoon
REMARQUES. 1) Bien entendu, (5.20.3) est bien meilleur que (4.18 ter).
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2) Puisque u est O-radonifiante dés qu'elle est p-radonifiante pour un p>0, on
doit pouvoir obtenir des inégalités (4.2) & partir de =.(u). Soit Z une probabilité
sur (7, portée par un ensemble fini. On peut appliquer les inégalités (5.18), en
tenant compte de la remarque 1 bis aprés la proposition (5.8). On prendra A-J,,
B=.J., de sorte qu'on aura Fubini (B, B)<(4, A) avec A=J,, B=J,, pourvu que

’ sur G/, on a

¢6>0-+%, par (5.7.3). Pour la probabilité cylindrique de Gauss 7

#J.7=J 7 (o), et Jy(‘u(y’)) peut étre majoré a partir de =,{'u)=x.u=]ul:. Posons

ty=v. Om a [v(;"),=1yels=p(v); done, pour M>0 fini arbitraire,
;w:-ﬂac:xﬁtw);aM"See g ARG ;

§ 2N

R o « o liells mhla) o
ensuite 7,(#)=m,(u), de sorte que, si =~ ST on a J(v(7")) <M. Alors (5.18)
donnera

oo || P D

6203 bis) T GEIMIID pour sy TIEEH)

Nous sommes amenés & poser
a=2§"’°°3~-=*2dz>1-2c ,

done J4(ip)=¢, puis MJ;'(7y)=R.

On en déduit que I'on a

(5.20.3 ter) JAu() < RJH(4) ,
s'il existe un p>0 et un ¢>0 tels que

(5.20.3 quarto) 3 - 1 *(7;—.1*

~ irallp rﬂ(u)_)
(1—2¢)" '

¢"R*

Aux notations prés (e, », R, au lieu de 5, «, M), c'est une inégalité (4.2), et
alors le corollaire (4.12.5) nous dit que, si 4 est une probabilité cylindrique de
type 0 sur E, u(1) est de Radon sur G et vérifie l]a méme inégalité. Cette in-
égalité signifie que, si A est scalairement concentrée a 7 prés sur la boule unité
de E (donc J%(2)<1), alors u(4) est concentrée & ¢ prés sur la boule de rayon [
de G (J.(w(A))<R). Pour 7 et |ul donnés, on peut trouver R assez grand pour

qu’on puisse prendre ¢=y’ donné >y. Déterminons en effet d'abord ¢>0 tel que
14 2¢

(1—2¢) <x'. Alors (5.20.3 quarto) est sirement vérifiée, avee p—2, si

1 Irall3llaelif .
. (1—2c)+( T R )
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“f !izluhz -
o,
RZ 2
done pour e=y’.

ensuite, pour R assez grand, et l'inégalité sera alors slirement
k2
(1—2e)*
Il n’est pas facile, pour |jui:, R et » donnés, d'estimer le minimum du 2°

réalisée si &=

membre de (5.20.3 quarto) suivant le choix de p et c.
On peut toutefois trouver des estimations raisonnables. Posons p—2¢+1,

done / '(Z.’j{l, =:q!, et appliquons la formule de Stirling, pour ¢ tendant vers

Vinfini (avee =.(u)<m(u)=|ul.):

l i : LUED +1 ‘| 2941 q+1 —
& R RDREC NORE

~const. (ag)'V' q , —_— lfl.

Choisissons g=-1/ae, d'ol ag:=1/e, et on trouve:

212
—=constante x (exp(w:: 'R ))—CBM

laallz // lulls

1
constantexe /¢
v a

Si done = est n'importe quelle constante <r, on voit qu'il existe une constante
C.-=C telle que (5.20.3 quarto) soit slirement vérifié g'il existe ¢>0 tel que

(5.20.3 quinto) &> (.1_12_0)7( rcexp(___, ﬁ:))

{(Les calculs précédents n'étaient valable que pour ¢ assez grand, donc ——-- >k

Il

2
constante convenable; mais le 2° membre de linégalité est =>C exp<wr’ g R )

flae!

o'l <l si C est assez grand, done (5.20.3 quinto) est valable sans

done -1 pour -
IEA
restriction.)

Il reste encore le choix de ¢ pour rendre cette inégalité aussi bonne que pos-
sible. Nous voulons que, pour |%|. donné, si 7 tend vers 0, et B vers l'infini,
ausst peu que possible, ¢ tende vers 0 @ pew prés comme 1. Nous choisirons ¢ de

maniére que

R ; [%lle

et alors on aura, maintenant I'inégalité

. (L+Cp)y

(1- 218 Joro 1)

(5.20.3 sexto) g
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On voit que, pour [ui, donné, si v tend vers 0, on pourra prendre un &, certes
>7, mais tel que =/y tende vers 1, en choisissant simplement R tel que P-Em_
\rxlog'ﬁ'

tende ver -+oo.

On peut conclure:

COROLLAIRE (5.20.3 septimo).
1) Pour tout n>0, et tout <>, il existe ¢ assez petit pour que l'on ait lu
propriété suivante: si K et G sont des espaces hilbertiens, si w est une ap-
plication linéaire de Hilbert-Schmidt de E dans G, avec |ul/R <o, st 4 est une
probabilité cylindrique sur E, de type 0, scalairement concentrée a n pris sur
la boule unité, alors u(?) est de Radon, concentrée ¢ < prés sur la boule de
rayon I.
2) Il eziste des constantes universelles, A, B, ayant la propriétés suivante.
Si u est une application de Hilbert-Schmidt d'un Hilbert E dans un Hilbert
G, si % est une probabilité cylindrique de type 0 sur E, scalairement concentrée
a n prés sur E, alors u(l) est une probabilité de Radon sur G, concenirée a ¢
prés sur la boule de rayon R, avec

_ n{1-4-An) =
(1-BBE figI)

Ces inézalités sont bien meilleures que celles de SCHWARTZ [1], 2° partie, chap. 1II,
§2, lemme 1. A ce moment, nous avions une majoration en Max (7, S), S=[u|l./R;
pout obtenir une quantité = de l'ordre de 7, on devait faire S de l'ordre de 7.
Maintenant pour obtenir ¢ de 'ordre de 7, on doit simplement faire S petit devant
1/~/log1/7; et on peut en outre, comme nous venons de le voir, obtenir ¢>y

(5.20.3 septimo)

arbitraire, pourvu que S soit assez petit.

PROPOSITION (5.20.4). Soit w une applicatioon linéaire comtinue d'un Hil-
bert E dans un Banach G. Les propriétés sutvantes sont équivalentes:
a) w est 2-radonifiante;
b) wu est p-radonifiante pour tout p=0;
e) wu admet une factorisation E— L—G, on les applications sont coniinues,
L est un Hilbert, et E-— L est de Hilbert-Schmidt;
d) pour toute base hilbertienne (e.)i-s de E, = fluledll*< -co;
e) ‘u se factorise par G' — L' — E', ou les applications sont continues, I est
un Hilbert, et L' — E’ est de Hilbert-Schmidt.

St ces propriétés sont réalisées, 'u est p-radonifiante de o(G’', G) dans L’
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pour tout p=0. Plus généralement, si U'image u(y) par uw de la probabilité
eylindrique de Gauss 7 de Ey est de Radon dans o(G”, '), alors 'u est appro-
ximativement p-radontfiante de o(G’, G) dans E', pour tout p=0.

On « enfin, si u est 2-radonifiante, ¢t si K=R, les inégalités suivantes,
pour p2:

(5.20.5) 7p(u) 7 1!::!"111”0‘2--(%) » mllw) < el z lvelloma(u)

7o etant la probabilité de Gauss normale sur R. En particulier, quand p tend
wers O, =.(w) et m,('u) ont des limites finies, =,(u), =('u), avee

(5.20.6) Tolw) T lyoliat Miolloma(ae) o mol'w) Zilroll lrolfomalu)

DEMONSTRATION. On peut toujours supposer K==R (voir (3.3 ter)).
A) Supposons a. Alors u admet une factorisation de Pietsch (3.6), 2. Alors
E »ClX) > L*X,v) est de Hilbert-Schmidt, done aussi E-» L. Done a implique c.
B} Un opérateur de Hilbert-Schmidt est p-radonifiant pour tout p=0, d’aprés la
proposition précédente, donc ¢ implique b, qui implique trivialement a. Donc a, b,
e, sont égquivalentes.
C) Ensuite ¢ implique trivialement d. L'implication d == a est un théoréme de
SEOWIKOWSKL (*); donc d est équivalente 3 a, b, c.
D) Bien évidemment ¢ implique e par transposition. Inversement supposons e.
Par transposition, on en déduit une factorisation de '*u: E - L->G”. Mais, si
L, est I'image de I par la premiére application, son image dans G’/ est nécessaire-
ment dans G, donc % admet la factorisation K > L, »G, donc e implique ¢, et
toutes les propriétés sont bien équivalentes.
E) 8i les propriétés précédentes sont réalisées, L’ »E’ est p-radonifiante pour
tout p>0, et w{G’, G)-» L’ est transposée de L— G continue, done le 1) de (2.12)
dit que 'u ost p-radonifiante de o(G’, G) dans E’.
F) Supposons que I'image u(;) de la probabilité cylindrique de Gauss de E soit
de Radon dans «(G”, G’). Le théoréme de dualité (5.19) dit, puisque ;7 est de co-
type p par (5.4 bis), que 'u est approximativement p-radonifiante de ¢(G’, G) dans
a(E’, K), donc dans K’ par PHILLIPS.
G) Supposons u 2-radonifiante. La factorisation de Pietsch, utilisée dans la partie
A de la démonstration, donne une E - L de Hilbert-Schmidt, de norme Hilbert-
Schmidt -"1; comme L —>G est de norme [ << zu{n), les résultats de la proposi-
tion (5.20.1) donnent les inégalités (5.20.5) relatives & =,(u). L’utilisation de I'ap-
plication de Hilbert-Sechmidt L’ > E’, de norme Hilbert-Schmidt <1, donne pour

(4%) Srowikowsky {1].
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Y. G’Eﬁb’ — E’ les inégalités (5.20.5) relatives & = ('z). Et (5.20.6) résulte de
(5.20.5) en faisant tendre p vers 0.

REMARQUE 1. Sans supposer % 2-radonifiante, supposons seulement que 'image
u(y) de la probabilité cylindrique de Gauss ; de K soit de Radon dans o(G'’, G').
Il résulte en tout cas du théoréme de SHEPP-LANDAU (2.1.8 ter) que u(;) est de
tout ordre fini, done Ju(;)l:<-+=c. Alors le théoréme de dualité appliqué a l'indice
p, 0<p<2, et la formule (5.20), montrent en tout cas que, pour tout p2:

=l w) < Hyoliz ue):
Il en résulte encore que z,{'x) a une limite finie quand p tend vers 0. (*")

REMARQUE 2. Si l'on suppose seulement qu'il existe une base hilbertienne
(e)ic; de E telle que \_‘ llu(e)|*<42o, cela entraine une décomposition
= 2, @,e,03¢,, avee |“ui < +-co, (eh). .~ scalairement !°, (¢.)..~ bornée, done
‘u est ‘2-nuc1éa1re a gauche de o(G’, G) dans E’, done, (par (3.8.4)), 2-radonifiante
de o(G’, G) dans E’, avee ma(u)- [ “‘ e 2=( 3 ‘“ flule )=

(5.21) Le théoréme de duahte en sztuatwn genemie

v

E+——@G S Y
N r n
a U V i
@ M
& o) & Z o AE—2 @ wn §
Figure

Les théorémes de dualité (5,15), (5,17), (5,19), ne sont pas tout-a-fait assez
généraux pour les applications. On doit souvent se placer dans une situation
plus compliquée.

Soient E, G, &, &, des espaces vectoriels topologiques, séparés par leurs duals,
On suppose E contenu dans &, avec une injection lindaire continue et dense, et
de méme G dans %°. Alors, par transposition, on 2 aussi 2/C E’, avec injection
linéaire continuestet dense pour les topologies *-faibles, et de méme pour &/ et G'.
Supposons alors v linéaire faiblement continue de % dans &, opérant aussi, par
restriction, comme application linéaire faiblement continue de G dans K. Alors
w="2 aura les mémes propriétés: o(E’, E) > (G, G), et o &', &)~ a( L, ).

Soient maintenant & et § des fonetions >0 semi-continues inféricurement sur

(#7y Un résultat récent de MAUREY [1] montre que, dans tous les cas, si =(v)< 4= pour
un p<l, il tend vers une limite finie quand p tend vers 0.
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7

&, ¢(G’, G), respectivement. On supposera 5 compacte. Soit » une probabilité
eylindrigue sur %7, de cotype (B, 7), dont I'image w(p) dans % soit de Radon,
d'ordre (A4, @). D’'aprés le théoréme de dualité (5.17), si les poids 4, B, A4, B,
vérifient la régle de Fubini (B, B)< (4, A), et si B est compact, Iapplication u,
de o( &/, ) dans o &/, &F), est approximativement (A4, @&; B, 5)-radonifiante.
Mais, dans la pratique, & et % seront de trés gros espaces, done &/ et &/
trés petits, et ce résultat est done trés insuffisant. On voudrait que u, qui opére
aussi de o(K’, I?) dans #(G’, G), soit radonifiante; or E et G sont trés petits, done
E’ et G’ trés gros, ce qui donnera done un bon résultat.

Introduisons un sous-espace vectoriel topologique U, contenu dans % et con-
tenant IV, avee des injections linéaires continues ESUC &, E non nécessairement
dense dans U. On remplacera & par a, fonction >0 définie et semi-continue in-
férieurcment sur U seulement. Mais on supposera que wv(g), probabilité de Radon
sur &, provient d'une probabilité de Radon, nécessairement unique, v sur U,
d’ordre (A, @) sur U.

Enfin V sera un sous-espace de G’ contenant %7’, avec injection continue de
V dans «(G'G), rien n'étant supposé sur l'injection de & dans V. Et j sera
seulement une fonction >0 définie et compacte sur V. On introduira alors les
définitions:

DEFINITIONS (5.22). 1) Une probabilité cylindrique 2 sur o(F', E) est dite

de tupe (&', U)-(A, a)-approzimable, si elle est limite cylindrique de pro-
babilités de Radon 2; sur o(E', E), portees par des compacts de dimension finie
de &7, et vérifiant, pour tout ec U (Uc &) : Ale(2)) < ale).
2) L'application linéaire u est dite approzimativement ( &7, U)-(4, a; B, p)-
radoni fiante, si, pour toute 1 cylindrique sur o(E’, E), de type ( £, U)-(A, a)-
approvimable, u(2) est une probabilité de Radon sur oG/, G), provenant d'une
probabilité de Radon (nécessaivement unique) A sur V, d'ordre (B, f).

N.B. On doit dire que wu(4) provient de A et non qu'eclle est une probabilité
de Radon A sur V, car » n'est pas une application linéaire faiblement continue de
o(E’, E) dans V (voir remarque aprés corollaire (1.18 ter)). Aussi notre dénomina-
tion “radonifiante dans V" est-elle abusive; mais il n'y a pas de confusion possible,
car eclle est relative au diagramme complet avee E, G, &, & et leurs duals,
UetV.

Exemple simple. Prenons E=G= 5 (R"), espace des fonctions C” sur R" &
support compact; & = &=57'(R"), espace des distributions, muni de la
topologie ¢(=Z', &¥). On pourra, pour U et V, prendre L?, avec sa topologie
hilbertienne, aussi bien que L™ avec sa topologie normée ou sa topologie o(L”, LY).
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Dans le cas de L~ fort, E n’est pas dense dans U, %'/ n'est pas dense dans V'
dans le cas de L* ou L” forts, o( &/, & )->V n'est pas continue.

Le théoréme de dualité général s'énonce alors:

THEOREME DE DUALITE GENERAL (5.23). Soient E, G, &, <&, U, V, des es-
paces vectoriels topologiques séparés par leurs duals. On suppose que G &
avec une injection continue dense, EcUc % quec des injections continues, K
dense dans &, &' VG, avec une injection continue VG o(G', G). On sup-
pose que v est wne application linéaire faiblement continue de & dans &,
ainsi que de G dans E. Soient A, B, A, B, des poids satisfaisant @ la régle
d'interversion de Fubini (5,9): (B, BY<(A, A); on suppose B compact. Soit B
une fonction =0 compacte sur V, a une fonction >0 semi-continue inférienre-
ment sur U. Supposons qu'il existe une probabilité cylindrique p sur %, de
cotype (B, ), d’image v(p) dans &, provenant d'une probabilité de Radom v
dordre (A, a) sur U. Alors u est approvimativement ( ', U)-(A, a; B, p)-
radontfiante de «(E', E) dans V.

DEMONSTRATION. 1) Soit 4 une probabilité de Radon sur %/, portée par un
compact de dimension finie, telle que, pour tout e€ U, Ale(A)<ale). Alors u(d)
est forcément de Radon sur %/, portée par un compact de dimension finie; mon-
trons que B(A{u(4))<1. Le calcul est exactement le méme que pour la proposition
(5.8), nous ne le donnerons que succinctement.

(5.24) Blu{d), f)= B(2, Bou)=B(de'), flule)) ,

ou ¢’ parcourt &/, qui porte A.
Pour ¢'€ &/, donc ule’)e &'

(5.25)  fSlule”) < Bl(ue’)0))= Ble'(v(p)) = Ble'(v))— Bldule), I<e’, e} ,
o e parcourt &, et ¢’€ &’. Donc:
(5.26) B(u(4), B)< Bld(e"), Bldue), I<e’, e>])) .

Mais (e’,e)— |{e’, e>| est continue sur le produit d'un sous espace vectoriel de
dimension finie de £’ par &, done (Ai¢dv)-mesurable, donc:

(5.27) B(u(2), By<Aldule), AldXe’), e/, 1)) =A(dv(e), Ale(d))) .
Mais v est portée par U, de Radon sur U, et, pour e€ U, A(e())< n(e). Alors
(5.28) Blu(2), <A, @) <1 .

2) Soit maintenant 2 cylindrique sur o(E’, E), de type ( &/, U)-(A, a)-approxi-
mable. Soient 2; des probabilités de Radon convergeant cylindriguement vers 2,
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et vérifiant les conditions de 1). Alors toutes les u(/;) sont de Radon, et pro-
viennent de probabilités de Radon A; sur V, d’ordre (B, 5). Puisque B est com-
pact, et que ;5 est compacte sur V, I'ensemble des probabilités de Radon d’ordre
(B, 5) sur V est un compact pour la topologie eylindrique sur ._67}(1/) (théoréme
(1.17)). Quitte & remplacer les 4, par un filtre plus fin, on peut donc supposer
que les /4; ont une limite /1 dans é"(V), A de Radon d’ordre (B, 5) sur V. Alors
I'image de J dans #(G’, G) est nécessairement la limite eylindrique des u(4;), done
w(2), et u(4) provient bien de 4, probabilité de Radon sur V, d’ordre (B, j).
CQFD.

REMARQUE. Bien entendu, si G= % ==a(V’, V), £ & ==, on retrouve ex-
actement le théoréme (5.15).

(5.29) Elimination des propriétés spéciales d’approximation.

La propriété de ( &/, U)-approximation est évidemment trés compliquée. 1l
importe de 1'éliminer, et de se ramener 4 la propriété d’approximation ordinaire
déja utilisée, et que I'on sait elle-méme éliminer dans les cas usuels.

PROPOSITION (5.29). Soient «, @, semi-continues wnférieurement >0 sur U.
Supposons qu’il existe des applications linéaires faiblement continues =; de &
dans I, telles que, pour e€E, ¢’ € E', lim<{x;e, &'>=<e, e"> (autrement dit, les
7, convergent vers l'identité sur E powrj la convergence simple faible), et que,
pour tout ¢€ U, a(ze))<dle). Alors toute probabilité cylindrique sur o(E', E),
de type (A, a)-approzimable, est de type ( &', U)-(A, &)-approvimable.

DEMONSTRATION. Il suffit évidlemment de montrer que, si 42 est une probabi-
lité de Radon sur E’, portée par un compact de dimension finie, de type (4, «),
elle est de type ( &/, U)-(A, @)-approximable. Or posons 2;="7,(4); puisque =z, est
faiblement continue de & dans K, 'z, est continue de o(E’, E) dans o &'/, &),
done A, est une probabilité de Radon portée par un compact d'un sous-espace de
dimension finie de &’’. Pour ¢€ U, = (e) est dans E; on a done, puisque 2 est de
type (4, a):

Ale(2,)= Atel'= () =Al(= () () < al= (&) <le) .

Done Z; est de type ( &/, U)-(A, a@). 1l reste & voir que les 4; convergent vers 4,
eylindriqguement dans o(E’, E). Or elles convergent méme étroitement. En effet,

les *

7, convergent vers l'identité sur ¢(E’, E), simplement donc uniformément sur
tout compact de dimension finie, donc uniformément sur le support de 1; on sait
qu'alors les ‘= ,(3) convergent étroitement vers 2.

(5.30) Supposons désormais que A, B, A, B, soient des poids homogénes. Change-

ons les notations, comme nous I'avons fait pour la variante du corollaire (5.15). Sup-
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posons que U et V soient des espaces bitopologiques. Nous dirons que o est de
cotype (B, V), pour dire qu'elle est de cotype B sur & relativement & la topologie
induite sur %/ par la quasi-norme de V, et que A est de type (4, U)-approxi-
mable, pour dire qu'elle est de type A approximable, sur o(L’, E'), relativement
3 la topologie induite sur E par la quasi-norme de U. Cela permettre d'introduire
des quantités Af*(4), *B.(0). Si alors v(0) provient d’une probabilité de Radoen v
sur U, nous appellerons A(»(0)) la quantité A(v, | fl.c}; et, si u(2) provient d'une
probabilité de Radon 4 sur V, nous appellerons By(u(4)) la quantité B(1, [| [l.).
Plus précisément:

*B;»(P):(IgfB(g’(p)))“. pour ¢’'€ &', lig'llv>1;
A wEe)=A(, | )

Aﬁ(i}:(SgpA(e(R})), pour e€FE, leln,<1;
Bow)=B(4, | 1.

(5.31)

Alors on aura le théoréeme suivant, dont les applications s’avéreront trés auto-
matiques:

THEOREME DE DUALITE GENERAL POUR LES QUASI-BANACH (5.32). Soient E,
@, G, &, comme an théoréme (5.23). Soit U un espace bitopologique, ECU
c &2, les injections étant continues. On suppose qu'il existe des applications
linéaires faiblement continues =, de & dans E, convergeant vers lidentité
dans E pour la convergence simple faible, et un ¢>0 tel que ||z (e)lly <clelly pour
tout ecU. Soit V un espace vectoriel bitopologique, &'c Vca(G, G), la 2me
injection étant comtinue; on suppose la quasi-norme de V compacte pour sa
zére topologie. Soient A, B, A, B, des poids vérifiant Uinégalité de Fubini
(B, BY<(A, A). Supposons qu'il existe une probabilité cylindrique p sur %7,
de cotype (B,V), dont U'image v(p) soit de Radom sur &, provenant d'une
probabilité de Radon v swr U, dordre A. Alors, pour toute probabilité
cylindrique A sur o(E', E), de type (A, U)-approzimable, U'image u(2) est de
Radon sur o(G’,G), et provient d'une probabilité de Radon A sur V, d’ordre
B. Ewn outre, on a l'inégalité:

(5.33) By(u(D)< e *Bylp)Ay(v(e) AF*(4) .
Tout a maintenant été démontré; la proposition (5.29) s'applique avec da=ca.
L'inégalité (5.33) se démontre comme (5.18). En particulier:

COROLLAIRE (5.34). Dans les mémes conditions que powr (5.32), s'il existe
une probabilité cylindrique p sur %, de cotype (p, V), 0<p<+oc, dont I'image
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v(p) provienne d'une probabilité de Radon d'ordre p sur U, alors, pour toute
probabilité cylindrique i sur o(E’, E), de type (p, U)-approximable, u(J) pro-
vient d'une probabilité de Radon d’ordre p sur V. En outre, pour p>0;:

(5.35) luldYin.v e *ola viivlo) o 1415% .

DEMONSTRATION. Le cas p>0 résulte du théoréme précédent avee A= B=4A
=B=| |, Supposons p=0. Puisque g est de cotype (0,V), il existe un >0 tel
qu’elle soit de cotype (J7;,V). Ensuite v est de Radon sur U, donc il existe un
J-poids A de la forme (1.12), tel que v soit d’ordre A. Soit enfin 7 eylindrigue
sur «(l’, I), de type (0, U)-approximable; il existe un J-poids A4, tel que 4 soit
de type (A, U)-approximable. D’aprés la proposition (5.7.16), il existe alors un
J-poids B, tel gue l'on ait Fubini (5.9): (B, J;) (4, A). On applique alors le
théoréme précédent: w(4) provient d’une probabilité de Radon d’ordre B sur U,
done en particulier de Radon sur U.

(6.36) Retour aux applications radonifiantes usuelles.

Supposons réalisées toutes les conditions du théoréme (5.32). On serait heureux
de pouvoeir maintenant dire que, d'une certaine maniére, u est radonifiante au sens
des §Y antérieurs, en supprimant tout le complexe E, &, etc..., qui aura simple-
ment servi 4 le prouver.

A partir de U nous consltruirons d'abord U,, adhérence de E dans .U (2ime
topologie!), gue nous munirons de la topologie quasi-normée induite par .U (on
devra supposer l'injection E'C.U continue); nous supposerons ,U complet, done U,
est un quasi-Banach; et c’est son dual U qui interviendra, comme premier espace,
soit avee la topologic Uj de Banach, soit avec la topologie (U7, U,) de dual
*-faible de quasi-Banach U,; U; jouera le réle de E, ou o(U?, U,) le réle de alF’, F)
du §3. Le deuxiéme espace est tantdt .V, muni de sa quasi-norme, qui est com-
plet puisque la quasi-boule de .V est compacte dans V=V, tantdt M=V
C’est lui qui sera l'espace G du §3 (qui pourra étre un o(H’, H) dans le cas de
1V). On aura besoin de savoir que u="'v envoie UJ dans V, et qu'elle est faible-
ment continue, soit de Uj dans .V ou V, soit de (U}, U,) dans .V ou V.

PROPOSITION (5.36). Supposées réalisées toutes les conditions du théoréme
(5.32), et en outre Uinjection de E dans .U continue, .U complet, et le poids
A plus fori que L. Soit U, 'adhérence de E dans .U, gu'on munira de la
topologie quasi-normée induite par U.

1) L'injection canonique o(U, U,,)-i»a(E’ , B) definit une bijection j‘ 1i i, de
Uensemble des probabilités cylindriques sur o(Ui, U,) de type A, sur l'ensemble
des probabilités cylindriques sur o(E', E), de type (A, U) et
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(5.37) A¥(G)= ARG

2) Si U, a la propriete d'approrimation metrigue, toute probabilite cylindri-
que 4 sur olE', E), de type (A, U), est de type (A, U) approvimable, et Af*(J)
= A}(2).

3) L'application w envoie le sous-espace Uy de I dans V; elle est ltoujours
continue de Ul (muni de sa topologie normée de dual), dans .V, muni de sa
a2ime topologie (de quasi-Banach); elle est aussi continue de o(Uf, U,) dans
cV, VYY) ou dans oV, V'), si .U est un Banach »éflexif.

4) L'application wu est approvimativement (A, B)-radonifiante de U] dans
dLVY, VYY) (dens .V s8i c'est un Banach réflexif); de o(Uf, U, dans
GV, VY)Y (dans .V si c’est un Banach réflexif) ou dans V, si elle est
faiblement continue de o(Ul, Uy dans »V ouw V. Dans ce cas, pour toute 2
cylindrique de type A-approvimadle sur Ui ow o(Us, Uy), suivant le cas con-

sidéré, on a
(5.38) Blu(Z) <e *Bu(o)Au(w(p) A* () .

5) Ces résultats sont valables si on remplace partout A, B, A, B, par p, 0<p
< 4oo; et, pour p>0:

(5.38 bis) Nul e <e *lollo.vilvto) . 125" .

DEMONSTRATION. 1) Tout d’abord, les injections continues denses E— U, — &
donnent des injections continues #faiblement denses &’/ — Ul -~»E’, qui permettent
d’identifier U/ 4 un sous-espace de ‘. Alors on a bien une injection (U}, Uy)
-im(E’. E), donc une application correspondante J:iv4 pour les probabilités
eylindriques; et il est évident que l'image d’une probabilité cylindriques i de
(U, U, de type A, est de type (A, U) dans o(E’, F), et que Afi(2) " A*(%): car
ces deux quantités sont les bornes supérieures de A(e(4)), pour e€ £, flefl, 1 8'il
s'agit de la premiére, pour e¢€ Uy, |lelly <1 ¢'il s'agit de la deuxiéme. Nous devons
montrer que 7 est bijective entre les ensembles indiqués. Montrons d’abord qu’elle
est injective. Soient Z,, i, des probabilités cylindriques sur (U}, U,), de méme
image dans o(E’, E); cela veut dire que e(7,)=elis) pour tout e€ . Mais, A étant
plus fort que L, (2.1.1) et (2.1.5) montrent que e e(4,) et errelis) sont continues
de U, dans Z7(K), donc elles coincident sur U,, dans lequel E est dense; donc
11::29.

Montrons qu'elle est surjective. Soit done 2 une probabilité cylindrique sur
o(E’, E), de type (A, U). Elle peut s'écrire comme une 4, ot f est une applica-
tion linéaire de E dans un L%, z), continue sur Ey,, E muni de la topologie de
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la quasi-norme de U, puisque A est plus fort que L°. Mais alors, K étant dense
dang U, elle se prolonge en une application lindaire continue f de U, dans
L2, p1); celle-ei définit une probabilité eylindrique =417 sur o(Uj, Uy), ayant pré-
cisément pour image j(2)=4. Soit e€ U,; soit (e.),. » une suite de & tendant vers
dans U,. Les fle,) convergent vers fle) dans L%, ); donc les e (D =(fle.)()
vers e(f.)-—'(f(e))(ﬂ) dans &7 (K); la semi-continuité inférieure du poids A donne

Ale(£))~lim. inf. Ale,(#))=lim. inf. A(en(ﬂ.)}-.:-flim:‘inf. AfDlel=Ak(Dlel .

Done « est de type A sur o(Uj, Up), et A*(2)<A¥(2), ce qui démontre la
partie 1).

REMARQUE. Si Z est une probabilité cylindrique sur o(U}, U,), de type A ap-
proximable, alors 4==7 1 est eylindrique sur (£, £), de type (A, U) approximable.
La réciproque ne me semble pas slire; méme si elle est vraie, la démonstration
semble trop compliquée pour I'intérét du résultat.

2) Supposons que Us ait la propriété d’approximation métrique. Soit 2 de type
(A, U) sur o(E’, E); elle provient d'une 4, de type A sur o(U}, U,). Mais alors
4 est de type A approximable, d'aprés la proposition (2.8), car (a(U3, Up), Uy) 2 1a
propriété d'approximation métrique, voir (2.6.4). Donc 1 est de type (A4, U) ap-
proximable.

3) Soit e’e Uj; alors d.., est de type (0, U), car, si ¢ tend vers 0 dans Egy,,
e(d()=0(<s.c:>) tend vers 5. Done son image u(d,) provient d’une probabilité de
Radon sur V, done u(e’)€ V. Comme u est continue pour les topologies (&', I),
a(G’, ), moins fines que celles de ,V et U}, le théoréme du graphe fermé assure
que u est continue de Uj dans ,V. Mais elle n’est pas nécessairement continue
de o(U3, Uy dans .V, .V)) ou o(V, V'); elle l'est slirement si »UJ est un Banach
réflexif, car alors U, I'est aussi, et la continuité de U} dans .V entraine la con-
tinuité de o(U3, Uy) dans o(V, (:VY), a fortiori dans a(V, V7).

REMARQUE. Dans la pratique, ce résultat 3) ne peut pas étre une belle dé-

couverte; il est slirement toujours visible que % envoie U7 dans V, bien avant
qu'on ait toutes les propriétés des mesures p ou 1! De méme, le fait que u Soit
ou non continue de o(U3, Uy) dans o(.V, (.V)) ou a(V, V’), doit &tre visible &
I’'ceil nu tout de suite.
4) Soit 1 une probabilité de Radon sur o(U3, Us), portée par un compact de di-
mension finie, de type A; identifions-l2 4 son image dans o(E’, E). Alors u{?) est
de Radon d'ordre B dans V, done aussi dans .V puisque portée par un sous-espace
de dimension finie, et I'on a 1'inégalité tirée de (5.33) et de (5.37);
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(5.39) Bu(i))< ¢ *By(p) A (v(0)) A*(3) .

Dans cette inégalité, A*(Z) est Sup Afle(Z)) pour e dans la boule unité de U,; si
on prend le Sup pour e dans la boule unité du Banach U}, elle est plus grande, et
I'inégalité est a fortiori vraie, ce qui permet de considérer 7 indifféremment com-
me eylindrique sur o(U, U,) ou sur U,

1l suffit d’appliquer le théoreme (2.4) pour aboutir aux conclusions désirées,

compte tenu de ce que la quasi-boule de o((, V)", (.V)") est compacte dans cette
espace, ou de ce gue celle de »V est compacte dans V=,V. 8i, dans ’énoncé, nous
devons supposer la continuité faible de % de o(U7, U;) dans .V ou V, c¢'est parce
que cela ne semble pas automatique, et que, sans continuité faible, cela n’a méme
pas de sens de dire que l'application est radonifiante.
5) Le cas p>0 se déduit immédiatement de ce qui précéde. Pour p=0, on re-
marquera, comme pour le corollaire (5.34), que o est d’un cotype (J;, V) et d’'un
ordre (4, U), A J-poids (compact homogéne de la forme (1.12)). Soit alors A un
J-poids. 1l existe alors un J-poids B, vérifiant Fubini (5.9): (B, J,;)<(4, 4)
d’'aprés la proposition (5.7.16). On peut alors appliquer le 4) préeédent, A étant
plus fort que L°; donc % est approximativement (A, B)-radonifiante avec une
inégalité (5.38), ot B est remplacé par J ;- Alors la condition 4) du théoréme (4.1)
donne le résultat.

REMARQUE. Ce n'est, apparemment, pas un triomphe; on a seulement obtenu
le méme résultat qu'au théoréme (5.15) ou (5.17), au prix d’échafaudages bien plus
compliqués. Mais, comme on le verra par des exemples, c¢'est ainsi que les choses
se présentent souvent en pratique, et non dans la situation simple du théoréme
(5.17). En outre, comme nous I'avons déji signalé, et comme les exemples du §6
le montreront, 'application des précédents théorémes est remarquablement auto-
matique.

§6. Exemples et applications.

(6.I) Cas d'espaces vectoriels de dimension finie.

Ces cas sont forcément trés élémentaires. Comme toutes les probabilités
eylindriques sont de Radon, les hypothéses d’approximation sont toujours réalisées;
en outre, la compacité de B et 5 n’est jamais nécessaire (voir remarque 1 bis
apreés la proposition (5.8)). Le théoréme de PROKHOROV (1.1) n’a pas non plus
a étre utilisé. La seule chose qui interviendra sera la formule d’interversion de
Fubini (6.9). En définitive tout devrait étre trivial; les exemples (6.2) et (6.3)

montreront néanmoins qu'on obtient des applications intéressantes, ce qui prouve
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gue leur caractere trivial n’était pas toujours apparu!

Fremple (6.1.2) Un théoréme de SALEM-ZYGMUND: Polynomes trigonométri-
ques aléatoires.

Nous prendrons E—=G=: & == %7 =:C*¥*!, u=Identité. Nous appliquerons (5.15)

ou {5.8). Nous choisirons » d'une maniére qui va nous rapprocher des espaces
de suites qui seroul traités en (6.11).
1) Considérons la suite Z=(Z,),.. v de variables aléatoires, définie par Z,(t)=—e> =" -
elles sont relatives & I'espace probabilisé (T, dt), oi T est le tore, et dt sa pro-
babilité de Haar. Elles définissent une fonction aléatoire f sur C*¥*', & savoir
c:-(c,,,)\-r,:}.,,vm”ENC,,ZM donce une probabilité g sur C*¥*!, & savoir o; au sens du
n? (1.19); f est aécomposée (dimension finie!), et ¢ est aussi I'image Z(dt) de dt
par l'application Z:t (e*™),.x de T dans C*V*!, etll%;‘_.yc,Z,‘ est la variable
aléatoire f(c) ou {Z, 5.

LeMME (6.1.2;1). Seit P un polynome trigonométrique de degré <N, P(t)=
tuch,.ezf‘“’. S'il est majoré en module par M souf sur un ensemble de
valeurs de t de mesure <1/(N+2)(*), il est majoré en module par 2M partout.

DEMONSTRATION DU LEMME. Ecartons le cas trivial N=0. Soit 2M’=M?.;r< | P(t)].
On sait (BERNSTEIN) que !'on a alors [P’(¢t)| <2M’N. Alors, si It—-tOI%IIZN, on
aura |P(t)—P(@t,)| <M, donc [P(t)|=|P(t))|—M’'. Or il existe un ¢, tel que
| P(t,){==2M’, done, sur tout un intervalle de centre t, et de rayon 1/2N, donc de
mesure 1/N, on aura [P(t)i>M'. Si done I'ensemble des t pour lesquels | P(t)|>M
est de mesure <{1/(N--2) donc <1/N, on a nécessairement M’ <M, ce qui démontre
le lemme.

Revenons alors 4 ce qui précéde. Si on suppose

Jrraa(dt, <Z, e)=dJanldt, fle) <M,

c. ad. si
1
Mes{t€ T;| 3 c,e ™ |>M}< ———
s8 Imwce > M} N-+2

le lemme nous dit que
Max | 3 e,e® " <2M.

teT [ImaN

Soit 3 la norme sur C*¥*! définie par:

(61.2, 2_) ;S(c}.—_— % Max I ‘ E"\. cneh‘:mi :

teT

(#%) On peut remplacer N+2 par N, sauf pour N=0 ou 1, ou par N+1, sauf pour N=0.
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c’est la demi-norme de V=_5L" (parce que c’est la demi-norme, dans L7(T, dt),

du polyndéme trigonométrique & ¢, image par Fourier de la suite finie c€ C2V*1);
le lemme nous dit donc que

;"3((?) < Jif“-‘\-'f-ia‘(dt: f(c})"_JL‘"\'-p:f{c(ﬂ)} ’

done que p est de cotype (Jy inio, 5).
Par ailleurs on a |Z,(t)|=1, donc ¢(t) est p-presque sfirement dans la boule
unité de C*¥*' pour la norme I°, e¢. & d. la norme «, a(e)—=Maxlc,|, de U--1",
TR

Donc p est d'ordre (|| [l., ) ou encore (J;, @) (le poids J, est aussi le poids || ||.).
Nous avons donc trouvé une probabilité o sur C*¥*!, de cotype (B, 5), d'ordre
(4, @), aveec B=Jy/ix10, A=Jy0u | |, 5=demi-norme % L~, a=norme !”. Done

Papplication identique de C*V*! est (A4, a; B, 8)-radonifiante, si 'on a I'inégalité de
Fubini (5.9); celle-ci est vérifiée, d'aprés (5.7.3), si I'on a

(6.1.2;3) B=J, A:J;‘., m‘l)@

On a donec démontré:

PROPOSITION (6.1.2;4) L'application identique de C2¥*' est (J,, a; J., f)-
radonifiante, ol B est la moitié de la norme F L°, a la norme 1°, pourvu
que > (N--2).

En d'autres termes, en remplacant a par Ra, B par S/R, si A est une pro-
babilité sur C***', scalairement concentrée @ v prés sur la 1*-boule

B={ze C*¥*'; 3} |z,|<R},

nieN
elle est concentrée d e prés sur la S L>-boule

By,={2€ C*¥*'; Max [I > 2,e® M < 2R} .
nisly

2) Soit X=(X,)w<y une suite de variables aléatoires réelles ou complexes,
X,:2—- C. Elle définit une fonction aléatoire linéaire g sur C* ', i gavoir
c n}_‘:ﬁc‘,XM et donc une probabilité A, sur C**1; g ou 2, ou X est de type
(J,,,ld) si et seulement si, pour tout c€ C*¥*!, tel que |ef,=<1, on a J, (g, gle)) <1.
D’'autre part les X, définissent une application s-mesurable ¢ de 2 dans CN41,
et I'on a g(c)==<o, ¢>, et 2, sera d'ordre (J,, ) si et seulement si J, (g, foe)<1.
On aura donc, en remplagant «, 8, par Ra, B/R, 0<R<+4oo:

COROLLAIRE (6.1.2;5). Soit R>0. Soit X=(X,)n<x une suite de variables
aléatoires, verifiant:

(6.1.2;5) Hoe ;| wﬁs'.ﬂcsx l@)i>Ri<y
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pour ¢€ C¥W*H lielli=<1; alors elle vérifie
(6.1.2;6) tlwm€ 2; Max | 2‘ X, (e ™| > 2R} <(N-+2)y .
ted LY
(6.1.2:10) Variables aléatoires subnormeles:

Convenons de dire qu'une variable aléatoire complexe U est A-subnormale,
A0 fini, si, pour tout (£, 7)€ R? on a

(6.1.2;11) & (exp ((Re U + 7 Im U))<exp (AHE%+72)) . (99

C'est le cas si U(*®) est gaussienne normale, avec A==1/4x, car

+o 2
S exp(Et-—:rt*’]dtzexp( 3 )

S 4x®

C'est aussi le eas si U est la variable du jeu de pile ou face, égale & +1 avee la
probabilité 1/2, avee A=1/+/2:

g(expsUJzé—(eS-i— ) <e xp(l )

Supposons que (U,),..y soit une famille finie de variables aléatoires indépendantes
A-subnormales. Alors, si les «, sont des nombres complexes,‘ > la,|*=82, la
variable 2 a,U, est AS-subnormale. En effet, les variables étaﬁrit:‘gi;dépendantes,
lespérance du produit est le produit des espéranees, donc

(6.1.2;12) & (exp (¢ 2 Rea,U,+7 3 Ima,U,))

Inis, <N

= I &(exp(ERea,U,+2Ima,U,))

lule M
= “[‘_I’\r & (exp ((¢ Re (a,)+71Im (a,) Re U,
+(n Re (a,)~¢Im (a,)) Im U,))
< ;u'v exp (A% +7)|a,|®) <exp (A®S2(&2+-77) .

Si U est A-subnormale, on a l'inégalité:

(6.1.2;12 bis) & (exp k|UN<K & (exp kIRe Ul exp k|Im U
< & ((exp(k Re U)+exp(—k Re U))explk Im U)+exp(—k Im U)))
= &(exp (kRe U+kIm U))+ & (exp(kRe U~k Im U))
+ &lexp(—kRe U+kIm U))+ &£ (exp(—kRe U—kIm U))
<dexp (2k2A?) .

(49 ¢ veux dire: 'espérance mathématique.
(") Le A de A-subnormale n'a aucun rapport avec le poids A antérieur, et la variable
aléatoire U n'a aucun rapport avec l'espace U antérieur!!!
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En particulier, U est de tout ordre p fini >0, et
(6.1.2;12 ter) Z (UM< & (exp (plU) <4 exp (2p°A4%) .
Si U est A-subnormale et symétrique, on a des inégalités meilleures, car
& ((Re U)Y)= & ((Im U)")=0

pour 7 impair;

ET & ((Re U)")< & (exp (kRe U))<exp (A% ,

d’ou, en faisant A**=n:

% ((Re U™ < (2n)1 LA~

et
(6.1.2;12 quarto) Z (U <2" & ((Re U)*™)+ & ((Im U)™™)
<{(2n)! ( 23;:12 )n <C' 2" n 27" AY n "

<Cnl(84Y)",

€ constante universelle; ce qui est meilleur que 4¢°4* donné par (6.1.2;12 ter).
On en déduit aussitdt, toujours pour U symétrique et A-subnormale:

(61212 quinto) & (exp IV IN= T g’( |U|“)
- N ___ JA = . 1
xﬁcg (BkA>)"= 18k A <4oo 8l k< ——— AT -

Ceci posé, soient U,, |n|<N, des variables aléatoires indépendantes A-subnor-
males. Cherchons A réaliser (6.1.2;5), avee X,=a,U,, ,_, (er,)*=8%  Utilisons

EEE

(6.1.2;12), et (6.1.2;12 bis) avec AS au licu de A; il vient, pour el sl
(6.1.2;13) Hoe ;| 3 ea,U,(0)|>R}
it A

<exp (—kR) & (exp (k[m% eattn Unl))
<4exp(—kR+2k*A%S?) .

Ceci est vrai pour tout £>0. Faisons k= 1A’S? :

2
(6.1.2;14) Hwe€2;| 5 e, U (w)I>R}”4eX?(8Af§z )

(Donc 6.1.2;5) sera réalisée, si
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; ig . . C e
(6.1.2;14 bis) 4exp(-— BAS ) 7 ou Rz —é-AS\/Iog (1rm ,

C constante universelle convenable. I] restera a transporter cette valeur de R dans
(6.1.2;6). Raisonnons sur le polyndéme trigonométrique aléatoire P— L P

COROLLAIRE (6.1.2;15). Soit P un polynome trigonométrigue mﬁeatewe de
degré <N, P(t)-: L et ol les X, sont des variables aléatoires indépen-

dantes, subnormaleb avec des inégalités:

Xu""-‘”u[]lu 2 l{r“{2:__S2' Z"(exp (»f Re U"’S’ 7 Im Uﬂ})fe’ﬂ‘sz""ﬂ;
o

s !
pour |niN, (£, 7)€ R*.
Alors la variable aléatoire I‘»:Ig}x |P(t)] est magjorée par CSA ~log (1/y) avec
une probabilité >1—(N-+2), C étant une constante universelle convenable.

On prend souvent 7=1/N?, alors (N-+2)3~1/N, et vlog (1/5)~+'21log N.
C’est un théoréme de SALEM-ZYGMUND (%) ; naturellement la démonstration clas-

sique est essentiellement la méme qu'ici; elle est “plus courte” puisgu'elle ne
nécessite pas les dizaines de pages qui ont précédé le présent corollaire, mais,
comme nous l'avons dit au début de (6.I), en dimension finie, tout ce qui précéde
est trivial. L'intérét des présentes méthodes est que 'on peut, en partant prati-
quement de n'importe quelle étude d'une probabilité p, comme celle qui précéde
le lemme (6.1.2;1), obtenir un théoréme!

Exemple (6.1.3). L'inégalité de MexcHOV.

Prenons toujours E=G= & = & =CV. Considérons la suite finie de variables
aléatoires Z=(Z,), ..y, sur le tore T, muni de sa mesure de Haar dt, définie par:

6.1.3;1) Z(t)=(e 0t BTNt Lol g gmeny f(g) |

ol f est une fonction >0 que nous préciserons plus loin, qui actuellement doit
simplement &tre intégrable.
Pour toute suite ¢=(¢,),., <y complexe, on a

N N
(6.1.3;2) {e, Z>= gl Cudy=( 'g"l C.e¥ ") f(t) ,
avec
(6.1.3;3) C.=ci¥cs+ v +e,:

c'est pour obtenir les sommes partielles C, que nous introduisons cette sorte de
variables aléatoires Z,.

(') Voir J. P. KAHANE [1), chap. VI, page 54.
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Supposons qu'on ait l'inégalité [{c, Z>i.7 7.4 <1, pour un p>=1. Si 1/f€
i
L‘”(T,dt), avec Hlffi‘fr.”'«'r.m;:l, on en déduira. _:!§,1_,C,,quz"”i!,[,l(r.m:‘:lr done
[T |
Sup |C,|<1.

tgnt N

Si donc nous appelons V I'espace C~¥ muni de la norme
(6.1.3;4) llells :l_Supﬂ_!Cnl '
on voit que la suite (Z,),c..y est de cotype (p, V), donc définit une probabilité

p sur €% muni de la norme de dual de V, de cotype p, avee *|p|, <1,
Nous prendrons pour f la fonction

Jetti?’ pour “Iif <t
N fty=
1P’
k(i’—) " pour 0<t< ;i,r

k étant choisi pour que |1/f].? (r.an=1. Comme

Y dt L[N "

K E G S Ndt=k~(log N-+1) ,
/N 1]

on doit prendre k=(log N+1)'/"".

[Le motif du choix de cette fonction f apparaitra mieux ensuite. C'est au
voisinage de 0 qu'il est intéressant que f tende vers 0; nous voulons que 1/f*
soit intégrable; le “cas limite” est obtenu par 1/f” =const.1/¢, qui n’est pas
intégrable, mais qui, remplacée par une constante dans l'intervalle [0, 1/N] le de-
vient; le choix de 1/N viendra du fait que la variable Nt va intervenir].

Soit a@=(@,),-,y une suite de nombres complexes, et prenons pour # l'appli-
cation a: (C,) cnen (@G, chcy de CV dans lui-méme. La suite aZ=(a,Z, ) cncn
est dans [ (i.e. C¥ muni de la norme "), done définit une probabilité de Radon
sur l”; est-elle d'ordre p? Nous avons & majorer

1/p
(6.1.3;6) NaZ lp. ;7= () . cp= (SJ b |anZﬂ(t)[p)dt) .

Comme |e**™+ -.- +¢¥"¥t| < Min (2/¢, N), on aura
(6.1.3; 8) [ePémmeq ... 4giT Ny |f(t)l

2 i/p’ _1y1/p 2 Loy/e’ _1_. & .
; t 7 (log N4-1)VP = i/ (log N-+1) pour N <t
<

i ol IR0 N SV _1\ife’ - /l
N(N) (log N+ 1)"" =N (log N+1) pour 0---\-tr-=N.



262 Laurent SCHWARTZ

D'ot
Si” S la Zu(t)Pdt <2’ |a, ) log Nilog N+1)/*",
E:’"§ (@0 Z,(8)17dt < (5 lay ) llog N+,

d’od

' 1/p
(6.1.3:9) ilw(p)np:(s Eia,.zn(tn’*dt)
<( 2 (a7 (log N+1)%(2" log N+1)V> .

T,
La formule (5.20) donne alors

(6.1.3:10) To("0) < C( S [a, ") ?(log N+1) ,

ot C est une constante universelle; *» est ici considérée comme application linéaire
de CV, muni de la norme [”", dans CV, muni de la norme de V. Les calculs ont
été faits pour p fini, mais subsistent pour p=-+co.

D'ou:

PROPOSITION (6.1.3;11) (Imégalité de Menchov généralisée).

Soit a=(a,)cncy une suite finie. L'application «:(z,) (a,x,), de CV
dans lui-méme, est p-radonifiante, 1<p<+oo0, de C¥ muni de la norme 17,
dans C¥ muni de la norme (6.1.3;4), et 'on a 'inégalité:

A <CA+log N)( S a,1?)7
1€ng.Y

ot C est une constante wniverselle.
St X=(X,)cncn €8t une suite de variables aléatoires sur un (2, p), de type
p, on a l'inegalité

s
(S ( Sup o X\(o)+ +a,,xﬂ(m)wdp.r<m))’ ’

(R T

< E el ?)*(1-+Hog N)

TEug

% Sup (S | S X, o)l dslo)) "

Efﬂ‘lrﬂgl

C’est l'inégalité de MENCHOV généralisée. Pour p=2, on obtient 1'inégalité de
MENCHOV, relative 4 une suite orthonormée X=(X,) cn<yv; les X, sont supposées
deux a deux orthogonales, de norme quadratique 1, de sorte que X est de type
2, avee | X|I¥=1. Alors
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COROLLAIRE (6.1.3;12) (Inégalité de MENCHOV) (). Soit X = (X)) we v une suite
finie de variables aléatoires orthonormées. Alors on a l'inégalité:

(S (Sup layXy()+ -+ -{-a,,Xn((:;)I)ed;:(m))wg

p 1EnaN

<C( X layPY(1-+log N) ,

la.ni,

oit C est une constante universelle.

De la on déduit classiquement le théoréme de MENCHOV, qui dit que, si
X=(X,),.~ est une suite infinie orthonormée de variables aléatoires, et si
Ela [*logn< +c=, alors la série ,Z a, X, converge presque slirement. Mais
:1::‘115 le retrouverons plus loin, par a;phcatmn directe du théoréme de dualité.

Bien entendu la proposition (6.1.3;11) n'est pas forcément intéressante pour

toutes les valeurs de p. Prenons p=1 ou méme <1. L'inégalité [|X|%<1 s'éerit
S IS e Xo(@)Pduto) < S 16,17
ﬂ £/ "

elle entraine

S | X (@) P dpelew) <1
2
pour tout m, qui & son tour entraine l'inégalité antérieure. Et alors

S ( SUD\ laey Xi(@)+ -+ Hap X (o)) dpw)

o ==

S 2 laa || X ()| "d (o) < Eia >,

B n
ce qui est une inégalité meilleure que (6.1.3;10), sans terme en logN. On peut
en dire antant pour p=-+co. Dire que [[X|f.<1, c'est dire gue EE ¢, X,| reste
bornée par 1 sur 2 si Sup fc,1=1. Alors bien évidemment

(6.1.3;13) Sup Sup [y Xi(@)+ -+ - A, X, ()] <Sup |a,] ,

wEL lsn

sans terme en log N. 1l est possible que 2 soit la seule valeur de p pour laguelle
I'inégalité obtenue soit intéressante.

Exemples: (6.11): suites infinies de variables aléatoires.

Considérons I'espace K" des suites de nombres (réels ou complexes, suivant que
K=R ou C; fréquemment nous remplacerons K" par K#), muni de sa topologie
produit. Son dual K est l'espace des suites finies; la topologie =-forte sur ee

(%2) Voir Doos [1], théoréme 4.2 (chap. IV, §4).
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dual est la topologie fine de K'Y, limite inductive de celles des sous-espaces de
dimension finie K®.4.2-~." oy aussi de tous les sous-espaces vectoriels de dimen-
sion finie. K" et K'V' sont réflexifs, chacun est le dual de l'autre, et ils sont
tous deux nucléaires ct conucléaires, et tonnelés. Toute probabilité cylindrique
sur K est de Radon, comme limite projective dénombrable de ses projections sur
les quotients de dimension finic K"t~

Nous nous placerons alors dans les conditions du théoréme (5.32). Les grands
espaces %, 77, seront «(K*, K'"'), les petits E, G, seront K'Y, les injections
E— 2, G-> %, élant Vinjection continue naturelle K%' — o(K", K'¥')., Fréquem-
ment » sera l'identité; autrement, elle devra appliquer continuement K“ dans lui-
méme (ou «(K", K'V), c’est la méme chose), et appliquer K%' dans lui-méme
(auquel cas elle sera sirement continue, toute fonetion lindaire sur K'V' étant
continue). L'espace V' sera un espace bitopologique KV Vog(KY, K'Y, la 2¢me
injection étant continue (la premiére l'est aussi automatiquement, mais on ne
s'en sert pas). L'espace U sera lui bitopologique KV Uco(KY, K'Y'), avee des
injections continues. I devra en outre posséder une certaine propriété d'approxi-
mation sur laquelle nous reviendrons.

Soit 2 une probabilité de Radon sur KV. Elle définit une suite de variables
aléatoires (X,)uen, X, :(2, ) K, ou 2 est K, p=2, X,=rx,, projection de K¥
sur son n-iéme facteur K. Inversement toute suite de variables aléatoires (X,), . »,
X, r-mesurable 2> K, 2 et p queleconques, définit une telle probabilité 2; car
elle définit une fonction aléatoire linéaire f sur KV, avee flc)—- ug\chﬂ, d'ol une
probabilité cylindrique 4,=1, qui est de Radon; d’ailleurs f est décromposée, S=o*,
ol ¢ est l'application fe-mesurable w— (X, (@), v de 2 dans K", de sorte que l'on
a aussi 2=0(p).  On sait qu'il y a ainsi correspondance bijective entre les pro-
babilités (cylindriques ou de Radon) sur KV, et les classes d'isonomie de suites de
variables aléatoives (X,)..y. Si alors A est un poids homogéne, la probabilité 2
est de type (A, U), si et seulement si (définition (5.30)) elle est de type A relative-
ment 3 la topologie (K*Y'),: induite par ,U sur le dual K%' de KV; cela exprime
exactement que, si ¢€ K'Y converge vers 0 dans KV’ pour la topologie induite
par U, A(p, X e,X,) converge vers 0; et alors A=  Sup A(y,ngvc“X,,).

e N fEK(V)-f'}"—‘]

De méme, 4 est de type (p, U), 0<p<+eo, si et sculement si ¢+— > ¢,X, est

wE N
continue de K'Y', muni de la topologie induite par .U, dans L?(2, 1); et aussi si,
pour |lel), borné, ce K™, 2 e, X, est borné en moyenne d'ordre p.

ne N

De méme, ¢ est de cotype (B, V), si et seulement si, pour c€ KV, la conver-
gence de B(y, 3 ¢,X,) vers 0 entraine la convergence de ¢ vers 0 dans K*¥' pour
”

nu N
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Ja topologie de la quasi-norme de V; et *Bu(o)== Inf By, 3 ¢, X)) et o
rh”‘.r;-_l REN
est de cotvpe (p,V), 0<p<+oo, si et seulement si, pour c€ K'Y, la conver-

gence de "‘ »L‘,Jf.'u vers 0 dans L”(”, 1) entraine la convergence de ¢ vers {0 dans
K pcurlla topologie de la quasi-norme de V.

ProposiTioN (6.11.1) Soit (X,), .+ une suite de variables aléatoires, associce
¢ une probabilité 7 sur KO, et soit U complet, normal par tronzatures (*).
Pour qu‘elle soit de tupe (p, U), il faut et il suffit que, pour toute suite c€ U,
la série > , Cn X, converge en moyenne d'ordre p (en probabilité si p- -0

Ce!a msulte de ce que .U/ est de Baire (voir démonstration de SCuwarTz [2]).

PROPOSITION (6.I1.1 bis) Si .V est complet, et si les X, sont des variables
aléatoires réelles, symétriques et indépendantes, non nulles, lo swite (X,),.
(’St de cotype (p, V), st et seulement si, pour ¢€ K", la convergence de la serie
L ¢, X, en moyenne d ordre p (en probabilité pour p:==0) entraine ¢c V.

La démonstration est la méme que celle de la proposition (2.0) du §2 de
Schwartz [2] (La démonstration pour p quelconque est a peine différente de ce
qu’clle est pour p==0: si u et v sont deux variables aléatoires réelles indépendantes
symétriques, on a toujours Esp. (|ul”) <2 Esp. (lu+v(7).)

Regardons maintenant les propriétés d’approximation.

TuEorRBME (8.I1.1 ter) Supposons réalisées les hypothises de la proposition
(5.29), avec E=G—=K'", &= %" =K" Supposons en oulre que les = ; convergent
vers Uidentité dans LK™, K'Y). Alors toute probabilité sur K*, de type
(A, ), est de type (K'Y, U)-(A, a)-approzimable.

L'intérét de cet énoncé est que non seulement il raméne la propriété spéeiale
d’approximation & la propriété usuelle, comme la proposition (5.29), mais qu’il
permet de supprimer toute hypothése d’approximation.

DEMONSTRATION. Soit done 2 de Radon sur K%, de type (A, «). Considérons
les 2,='n;(). Chaque 'z; applique continuement K" dans K™, donc un Fréchet
dans un dual de Fréchet, donc elle est “bornée”, autrement dit il existe un ouvert
d’image bornée; comme les bornés de K'™ sont de dimension finie, I'image ta (K™)
est de dimension finie. Donc i; est une probabilité de Radon portée par un sous-
espace vectoriel de dimension finie. Le calcul fait dans la démonstration de la
proposition (5.29) montre que 2; est de type (A, &. 1l reste & montrer que 4 est
limite cylindrique des i;. Par transposition, et compte tenu de ce que les parties
équicontinues de (K'¥)’ (resp. K)’ sont les parties relativement eompactes de K"
(resp. K™Y, les ‘x; convergent vers l'identité dans <2 (K", K*). BSoit alors w une

(3% Veoir ScewarTz [2], page 45.
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application linéaire continue de K" dans un espace vectoriel de dimension finie.
Les w«'x; convergent vers w, uniformément sur tout compact de K"; d’aprés le
théoréme 2 du chap. 2, § 3, de la 2¢me partie de SCHWARTZ [1], les w<'7 (2) convergent
étroitement vers w(i), 4 étant scalairement concentrée sur les compacts puisque
de Radon. Donc les Z; convergent cylindriquement vers 4. CQFD.

CoroLLAIRE (6.IL.1 quarto). Supposons que les quasi-boules de U soient
stables par troncature. Alors toute probabilité i sur U, de type (A, U), A
homogine, est de type (K'Y, U)-(A, U)-approximable, et les conditions du théo-
reme (5.82) sont réalisées, avec c=1, et A}*(A)=A*(2).

Rappelons que la j-iéme troncature est l'application ¢—¢,, ot (¢,,~¢, pour
n<j, 0 pour n>j); alors ces troncatures sont les applications #;. Puisque U
a ses boules stables par troncature, on a, pour tout e€ U, l= (e)lly<lielly dou
(5.32) avee ¢=1.

1l nous reste maintenant & donner une suite d’exemples.

Ezemple (6.11.2;1). Un théoréme de KHINTCHINE et KOLMOCOROV,

Prenons pour p la probabilité associée & la suite Z=(Z,),.r de variables aléa-
toires indépendantes du jeu de pile ou face, égales 4 #+1 avec la probabilité 1/2.

Cette suite de variables aléatoires est de eotype (p, I?), pour tout p>0, et de
type (p, I*), pour tout p=0 fini. Pour »=0, on peut en effet appliquer les proposition
(6.1I1.1 et 1 bis): la série :E:‘:oan,, est convergente en probabilité, si et seulement si
¢€l*(**). Puisqu’alors elle est de cotype (0,12, elle est a fortiori de cotype (p,{?)
pour tout p>0. Montrons qu'elle est de type (p, %), pour tout p fini >0, sans
utiliser la proposition (6.11.1). Les Z, sont (1/2)-subnormales et indépendantes, alors
?}f"z’“ pour ¢ € K''', est une variable subnormale vérifiant une inégalité analogue
a (6.1.2;12) avee S=|el2; si c€ K converge vers 0 dans I*, on déduit aussitét
de (6.1.2; 12 ter) que <Z, ¢> converge vers 0 en moyenne d’ordre p, pour tout p
fini, en probabilité pour p=0. Ieci : V=17, Banach, V=a4(l? {?). Les Z, sont bornées
en module par 1, donc elles définissent une application & valeurs dans {*c K®, mais
qui n'est mesurable que pour la topologie «(I”, I*) (cet espace est lusinien, et 1'ap-
plication est mesurable pour la topologie plus faible induite par K") et non pour
la topologie normée !®. Nous devons donc prendre V=0(l", (') les quasi-boules
étant les boules de I™; et alors o provient d’une probabilité de Radon sur V,
d’ordre p pour tout »=0. Donc p est de cotype (p,1*) et dordre (p,s(l™, 1Y),
0<p<-too, En appliquant le théoréme (5.32), on en déduit que, si 1 est de
Radon sur KY, de type (p, o(l™, 1Y), elle provient d'une probabilité de Radon

(54) ScawarTZ [2], page 45.
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sur I, d’ordre p. Si 2 est définie a partir d'une suite (X,),.y de variables aléa-
toires: 22— K, le type (p, o(l”, ")) se vérifiera comme suit: si c€ K™ converge
vers 0 dans K, pour la topologie induite par I” (ou par ¢, 2 ¢, X, converge
vers 0 en moyenne d’ordre p; ou encore, d'aprés la propositiox:‘:(%.li.l), si, pour
tout c€c’, la série ﬂ%vc,,Xﬁ est convergente en moyenne d’ordre ». Le fait que
1 provienne d’une probabilité de Radon sur I* s'exprime alors en disant que I'ap-
plication définie par (X,),.x: 2— K", est presque sfirement & valeurs dans I2, et
mesurable 4 valeurs dans [*; comme [* est polonais, cela veut simplement dire que
(Xa)ne v est presque sfrement dans [°. D’autre part on peut appliquer la pro-
position (5.36), avee Uy=¢c® o(Uj, Uy)=a(l!, ¢°); I'application identique de o(l%, c%)
dans [* est faiblement continue. On aura donc:

PROPOSITION (6.11.2;2) (KHINTCHINE et KOLMOGOROV) (%), Soit 0<p<-+oo. Soit
(Xa)nen une suite de variables aléatoires, telle que, pour toute suite c€c® (i.e.
tendant vers 0 @ U'infini), la série E c,LX converge en moyenne d'ordre p (°°).
Alors la série }_". | X2 converge presque sirement, et en outre la variable
aléatoire (E !X Ii)”2 est d'ordre p (moyenne d'ordre p finie). L'application
identique de a(i‘, ¢®) dans I? est p-radonifiante, pour tout p=0. Pour p>0, on
e Uinegalité

(6.11.2;3) (g((z‘”lXﬂl’)’/z))""’ézp Sup (%“(IENG..X,J”))”’

c e €N jeligeL

ot Tp, norme p-sommanie de l'injection ' —1?, décroit avec p.

En fait, seuls les cas 0<p<2 ont de I'intérét, ear, pour p>2, la proposition
(6.11.3;1) donnera des résultats plus avantageux.

REMARQUE. Comme I'a remarqué KWAPIEN, un opérateur de Hilbert-Schmidt
entre deux espaces hilbertiens se factorise par I*->1%, ol « est une application
diagonale (ca)nen—(@uC)usy, avee X |a,|*<+co; alors elle se factorise par
12501 — 12, la 28me gpplication étang i'injection canonique, et alors la proposition
(6.11.2; 2) montre qu’elle est O-radonifiante, nouvelle démonstration de la proposition
(5.20.1).

FExemple (6.11.3) Séries de Fourier aléatoires.

Soit T le tore muni de sa probabilité de Haar dt, et considérons la suite de
variables aléatoires de Fourier (£+ e¥*%!),.,. Elle définit une probabilité de Radon
p sur C?. 1l est bien évident que, pour p>1, elle est de cotype et type (p, 57 L?);

car c€ C'® converge vers 0 dans & L* si et seulement si Z,c e¥ "t converge
"€

(%) Voir KHINTCHINE et KoLMogorov [1].
(%8) On sait alors qu’il en est de méme pour ¢€i”, si p<+co. Voir ScHwaARTZ [3].
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vers 0 dans L”, d’aprés la définition méme de l'espace de suites & L*. On peut
done prendre V=% L?, si p>1, avec ,V=o(F L, F L*); et *lol;.,=1.
D'autre part, |e""!|==1, de sorte, que, comme dans I'exemple précédent, o provient
d’'une probabilité de Radon sur U=o(l=,1!) (il s'agit ici de [*(Z), {(Z), et non de
(N}, IMN), comme dans les exemples antérieurs). En outre, [pl,.;,=1. Pour
p=1, il faut remplacer L' par M=C’, espace des mesures de Radon sur T, avec
sa norme et sa topologie ¢(M, C), de facon que sa boule unité soit faiblement
compacte. Alors, par le théoréme de dualité, si Z est une probabilité sur C%, de
type (p,1"), elle provient d'une probabilité de Radon sur % L* (remplacé par
o F L7, & L) pour p=-+oo, ¢(M, C) pour p=1). Ici encore on peut appliquer
la proposition (5.36) avec o(U}, Up=0a(l', ¢").

On observera que les résultats acquis ici sont moins bons que ceux de la pro-
position précédente pour p<2, les mémes pour p=2, meilleurs pour p>2. En
effet, l*c: # L* pour p<2, & LPcCIl® pour p>2. Aussi pouvons-nous, méme
pour p==1, conserver ici &% IL! au lieu de & M, puisqu'on peut méme prendre
I*== g L2 Alors:

ProrosITION (6.I1.3;1) Soit p=1. Soit (X,)uez une suite de variables aléa-
toires: 2-»C, telle que, pour toute suite c€c"Z), la sérieﬂ.}; cnX, s0tt conver-
gente en moyenne d'ordre p. Alors (X,).ez est presque siirement dans & L7,
pour 1< p< +oo; autrement dit, pour p-presque tout o€ 8, (X, (0)),cz est une
suite de coefficients de Fourier d'une fonction F, de L°(T,dt). En outre, la
variable aléatoire [(X,)aezli o7 est d’ordre p:

i/p i/p

(6.11.3;2) (S d;t(w)g iFw(t)l’dt) < Sup (S P c,.X,,(m}I”dp(m))

o T cEO0UW) il st \ o nEL
L’application identique de o(, ¢)) dans F L*, pour p<-+co, dans o( F L7,
F LY pour p=-+oo, est p-radonifiante, de norme wp<1.

REMARQUE. Le caractére semi-trivial du résultat obtenu saute aux yeux. Ce
n'est pas étonnant; les propriétés de p sont triviales, et, comme sur C* toutes les
probabilités eylindriques sont de Radon, et que les troncatures €% — C'“ donnent
des approximations immédiates, le théoréme de dualité ne peut se résumer ici qu'en
Fubini et la compacité faible des boules de % L* (pour 1<p<+-occ). Donnons
effectivement une démonstration élémentaire du résultat ci-dessus, pour p fini
pour simplifier. Pour N fini, on a de toute évidence, par Fubini:

(6.11.3,3) S d].t(m)s l 2 X"(m)eﬂzullpdt
2 T <N
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:g dtS I 2 X, (e | *du(w)
T o msN

< Sup SIEqﬂX,.(w)l"dﬂ(w)':fM(M:(Nii’?)”)-

ceCl®) el uz1 Jp MY

Mais la faible compacité de la boule de L” entraine ceci: si ¢=(¢,),., est une
suite, ou bien

N~too

T, inf.S | 3 caot ™| Pdt< 400,
T ey

auquel cas ¢ est la suite des coefficients de Fourier d'une fonction G. de L*(T, d¢),
et alors

im | 1 = c,.e2“-"""’i”dt=-'-§ IG.(8)\7dt ;
T

Notm ST s N

ou bien

N=+4 o0 [E

lim. inf.g | 30 cae® " |°dt==+o0
i BIEe
et dans ce cas nous écrirons, de maniére purement formelle,
g |G.(t)|Pdt= oo .
T

(C’est purement formel, en ce sens que G. n'existe méme pas!). Le théoréme de
Fatou donne alors, si nous abrégeons par ¥, la fonction G., ot c=(X,(®))nez:

alaN

(6.11.3; 4) § dp(cu)i IF.(0)|7dt < lim. inf.g dp(m)s | 3 X.(o)eti=Pds< M.
7] o+ T D ¢ T

Cela redonne linégalité (6.11.3;2), et le fait que, pour p-presque tout o,
(X.(@), .z est dans F# L*. Donc la proposition (6.11.3;1) est en fait triviale, et
ne mérite d’étre retenue que parce que, pour p>2, elle donne un résultat meilleur
que la proposition (6.11.2;2). J'ignore d’ailleurs tout-a-fait si 'on pourrait obtenir
d’autre résultats meilleurs, méme par d’autres applications du théoréme de dualité!

CoroLLAIRE (6.11.83;5). Soit (a,)... une suite de I%(Z). Soit (U,)n.r une
suite de variables aléatoires indépendantes: (2, p) — C, A-subnormales, e. i d.
vérifiant une inégalité (6.1.2;11). Alors, pour p-presque tout w€2, la suite
(a Unl@))sez est sutie de coefficients de Fourier d'une fonction de L*(T,dt),
pour tout v fini (°7).

DEMONSTRATION. En effet, nous avons vu que la suite de variables aléatoires

(*"y Voir J. P. Kanane (1], preposition 10, page 44.
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X,=a,U, est alors de type {p,l"), voir (6.1.2;12 ter). On peut obtenir mieux,
avec des variables aléatoires indépendantes subnormales symétriques.
ProrosiTION (6.11.3;6). Supposons que les U, soient des variables aléatoires
2->C, ndependantes symétriques A-subnormales (inégalité (6.1.2;11)). Soit
(an)ncr une sutte de nombres complexes, 7§Z|a,12233<+m. Alors, pour r-pres-
que tout w€ D, (X (w)=—a,Uw), ez est suwite des coefficients de Fourier d'une
fonction F, :tF (L), telle que exp (k|F, 1% € LMT, dt), st k<1/85%24% et on a
U'inégalite
(6.11.3;6 bis) Ld,u(m)gre.‘:p (k| F(8)15)dt < 1—8#4; ,
C constante universelle. (°%)

DEMONSTRATION. Prenons toujours E=G=C%, ¥ = & ==C% y=v=identité.
Prenons pour B le poids

(6.11.3:6 ter) B)= Sexp(f-‘.s’*)dy(s), ve PR, .

Comment alors choisir 5 pour que p, définie par les variables aléatoires (£ e**""), .5,
soit de cotype (B, B)? On a, pour c€ C'*:

6.11.8:7) Bdt, 3 0,27 E exp (k] 3 .6 [)d
neZ T ne

Nous prendrons donc pour V l'espace C* lui-méme. Nous prendrons pour 5 la
fonction égale & 4o aux points de €4 qui ne sont pas des suites de Fourier de
fonctions, et, pour ¢=_% G., G.€ L:T, dt), définie par la formule

Ble)= Lexp K1) DAL <+ o0 .

On a bien Blele))=Flc), ¢€ C*. Montrons que S est compacte sur C%. Comme

so= 3 L i6.orar,
m. Jr

n={

il suffit de montrer que chacune des fonctions c»——ig |G.(t)|?>"dt est compacte; en
T

effet, dans ce cas, S sera semi-continue inférieurement comme somme de fonctions

semi-continues inférieurement >0, et minorée par une fonction compacte, donc
compacte elle-méme.

Or I'ensemble des ¢ pour lesquels E IG.(t)|1*"dt< M n’est autre qu'une boule
T

de L2*(T,dt) munie de la topologie o(L*", C'*') de la convergence simple des
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coefficients de Fourier; cette boule est faiblement compacte dans L*", donc a for-
tiori dans o(L?", C'#).

Ensuite o provient d'une probabilité de Radon sur la boule unité de o(l”, 1Y),
Portee par la sphére unité. Elle est donc d'ordre (4,a), si 4 est le poids

ML‘ iy @ la fonction egale a M sur cette boule et &4 -+co en dehors, car
a(p):u@_.u,e.?(RF , et EJ-[IEH_,;,“-—:I; nous choisirons M plus loin.
D'autre part, si nous prenons A=B, B=A, la formule de Fubini est réalisée,

S dvly)

T Sem (kl 22, y))dple) = S dl{ﬂ’) Se‘cp (k| f* (e, w)Dde(y) .

Done, si 2 est une probabilité de Radon sur C% de type (A,w), elle est une
probabilité de Radon d'ordre (B, 3).

Partons donc d'une suite (U,),.z de variables aléatoire 2-» C, indépendantes
symétriques A-subnormales, et de X,=a,U,, 2 la,1*=82  Alors on sait que

nesd

pour ¢c€C¥ I ¢, X,= Ec,la U. est AS-subnormale, également symétrique

nez

(inégalité (6.1.2;12)). Alors (6 1.2;12 quinto) montre que, pour [le|=<1:

(6.11.3; 8) Alp, Ezc,.Xﬁ)"—“ & (exp k| ‘EZOnXalz)

= _g_________ 1 55

S 1osEsrar PO A< g ®
done (X,)..z est de type (A4,aq) si I—BIGCEE\M nous choisirons donc
Mz—c-——. Alors elle sera d'ordre (B, £), ce qui signifie exactement que,

1—8kAS?
pour s-presque tout @, (X,(w)),., est dans 'ensemble des points ol 5 est finie, c.
i d. suite de Fourier d'une fonction F, sur T, avec exp (k|F.,|*€ LYT;dt), et
qu'on a 'inégalité (6.I1.3;6 bis).
Exemple (6.11.4). Applications radonifiantes dans les espaces de suites ',
Soit (Z,)sc~ une suite de variables aléatoires, indépendantes, réelles, suivant
la loi stable d’indice 5, 0<8<2, de fonction caractéristique £+ exp (—It|%) ().
Elles définissent une probabilité p sur RY, dont nous allons chercher les
propriétés. Pour ¢€ R'™, la variable E ¢.Z, suit une loi analogue, mais de para-

nenN

métre ¢l e. & d. de fonction caractéristique ¢+ exp (—|lell%1£®). Done, pour

(*%) Dans ces formules, A est employée avec deux significations différentes: dans (4, a),
c'est un poids, égal a B, défini 2 (6.11.3;6 ter); dans C/(1—8kS2A42), ¢’est un nombre,
les variables aléatoires X, étant supposées A-subnormales. Le lecteur, espérons-le, s’y
retrouvera!

(%) Pour s=2, ce n’est donc pas la loi de Gauss normale exp (—zz?dz, d’image de Fourier
tr—exp (—atd).
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c€ C™M) si 12\0,,2’,, converge vers 0 en probabilité, ¢ converge vers 0 dans I°, et
p est de co‘égri)e (0, I*), a fortiori de cotype (p,!") pour tout p>0. Pour le théo-
réme de dualité, son type n’est pas intéressant, mais il sera utile de le connaitre.
La loi stable d’indice s est de la forme 4.(z)dz, ol ¢ est continue >0, et se com-
porte & l'infini comme |z|**! pour $+#2; alors son moment d’ordre p est fini pour
p<s, infini pour p>s. Pour s==2, c’est une loi de Gauss, et tous ses moments
d’ordre fini sont finis. Done, si ¢€ C'V converge vers O dans l', nsE\c,Z,; converge
vers 0 en moyenne d’ordre p pour p<s, si 72, pour tout p ﬁnli”si §=2; autre-
ment dit o est de type (p, 1"}, avee p<s, si s#2, et p fini quelconque si s=2.
Soit ensuite a-—=(a,),.v une suile de nombres réels. On considérera l'application
diagonale, que nous noterons a, de RY dans RY et de R'™ dans R™M:(c,),.x
> (@,6,).-v. C'est elle qui sera l'application » du théoréme (5.29). Les espaces
[" ont tous la propriété d’approximation par troncature, permettant d'appliquer la
proposition (6.I1.1 ter) et de supprimer toute hypothése d’approximation,

L’espace bitopologique V' sera iei: pour 1<s<2, l'espace o(I',1"), avec la
norme I"; pour s=1, l'espace o(l!, ¢") avec la norme !'; pour 0<s<1, D'espace
a(l®, K*V) (topologie induite par KV) avee la quasi-norme I°; il est bien ainsi tou-
jours vérifié que la quasi-boule est compacte pour la 1%¢ topologie de V. L'espace
U sera 1", avee sa quasi-norme et sa topologie, si ¢<+4=¢, et o(l” ') avec la
norme I” gi g=--cc. L'image u(o) proviendra alors d’une probabilité de Radon v
sur U, si et seulement si la suite (a,Z,),c~ est u-presque sirement dans Y. En
utilisant le théoréme des 3 séries de KOLMOGOROV, nous avons montré dans un
article antérieur le résultat suivant:

LEMME (6.11.4.0). On a presjue sirement (a.Z,),.~€1l’, autrement dit v(p)
provient d'une probabilité de Radon sur U, st ef seulement si:

a€Mintean - pour s#£q, s$<2Z;

1y
logi‘)<+m, pour $=q*2;

wel, c. i d. S m,.|°(1+
v |a,l

nou ¥

x€l', pour s=2, q fini.

On pourra alors appliquer le 5 de la proposition (5.36), pour p=0. Ici U, sera I’
lui-méme si g<+oo, ¢® si g=-+oco. Alors Ul sera 1%, si 1<g<+oo, [ 51 ¢g<1. On
gardera U} (Banach réflexif) comme espace de départ pour 1<¢<+oco, on partira de
a(Ut, U,) dans les autres cas, ¢. & d. o(l', ¢ pour g=-+co, o(% [I%) pour ¢g<1.
Comme espace d’arrivée, on aura ,V=[‘, ;V défini comme ci-dessus.

ProposITION (6.11.4.1). Considérons Uapplication diagonale a:(cplaen—
(@ C)ncy, de K dans K et soit 0<a, b<{2. Les conditions suivantes soit
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équivalentes:

1) «a est p-radonifiante, pour tout p=0, de I" pour 1<a<2, de o(l,1*) pour
o<1, dans I*;

9) a est p-radonifiante pour auw moins un p, 0<p<a pour a<2, p fini pour
a=23

3) a€lMned pour ab ou a=b=2, a€l®" pour a=b+2.

REMARQUE. Pour 1<a<2, il est équivalent de prendre 1* ou o(l®’, [®} comme
premier espace; on peut dome toujours prendre (l*’,1%), en convenant de poser
a'=+cc pour a<l.

DEMONSTRATION. Bien évidemment 1 implique 2.

Supposons 2 réalisée. Considérons la probabilité eylindrique p définie antéri-
eurement, pour l'indice s=a. Nous avons vu qu’elle est de type p, p<a si 2 <2,
p fini si =2, en tant que probabilité (cylindrique ou de Radon) sur K, pour la
quasi-norme | |[l; sur K'; elle est associée a I'application linéaire continue définie
par (Z.)ucy, de K'Y, munie de la topologie induite par [%, dans L*(%2, p). Mais
cette application se prolonge en une application linéaire continue de [* dans
L?{2, 1), autrement dit p peut aussi se définir comme probabilité cylindrique de
type p sur o(*’,1%) lui-méme. Son image w(p) par « doit donc étre de Radon
dans !, donc en particulier provenir d'une probabilité de Radon v dans l'espace U
antérieur, correspondant & l'indice ¢=b. Done, d'aprés le lemme (6.11.4.0),
w€ M pour a#b ou a=b=2, a€i®" pour a=b+2. Donc 2 implique 3.

Supposons maintenant 3 réalisée. Alors si nous considérons cette fois la pro-
babilité o sur K" correspondant & s=b, elle est de cotype (0,['); et son image
v(p) par a provient, on I'a vu au lemme, d’une probabilité de Radon v sur l'espace
U7 correspondant & I'indice g=a, c. & d. 1°>. On peut donc appliquer le théoréme
de dualité (5.36), compte tenu de ce qu'ici »='v, qui est la méme application a,
est trivialement faiblement continue de o(U’, 7J;) dans ,V. On en déduit que «
est approximativement p-radonifiante, pour tout p>0, de eo(l*’,1%) dans o((I*)",
{I"". Comme l* vérifie la propriété d’approximation métrigque par troncatures,
on peut supprimer approximativement. On peut remplacer o((1*)”/, (1)) par I’, a
priori seulement pour 6>>1. Mais on remarque que a peut toujours s'écrire a=fr, ot
5 a les mémes propriétés que a, et ou y€c°; y définit alors une application com-
pacte de I’ dans [°, et le corollaire (3.9.1) montre alors, [ étant séparable, que «
est p-radonifiante de ¢(1?7,1®) dans I* lui-méme (le corollaire (3.9.1) a été démontré
pour p>0, mais s'étend évidemment & p=0). CQFD.

REMARQUE. C’est & partir de ce théoréme gque, dans un article antérieur, (°°)

(%0) SCEWARTZ [2].
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nous avons caractérisé les applications diagonales 0-radonifiantes entre les espaces
de suites. Pour les applications p-radonifiantes, p>0, le résultat général n’est
pas encore connu. Voir un résultat partie]l a Ia remarque suivant (3.8.2). (°!)

FExemple (6.11.5): le théoreme de Mencrov.

On pourrait démontrer simplement ce théoréme & partir de l'inégalité de
Menchov (6.1.3;12). Mais, méme au prix de complications formelles, nous pré-
férons le déduire du théoréme de dualité, car le passage des variables aléatoires Z,
de l'exemple (6.1.3) & celles du présent exemple est instructif. Nous prendrons un
espace topologique T= '%’_‘,‘_T,-iﬂ T, ot 3 et -+ désignent la somme topologique.
Pour le munir d'une probébilité, nous appellerons dt,, df les mesures de Haar de
T,, T, puis nous choisirons des ,, ¢ tels que ?2;‘ ¢,4&=1, et nous prendrons la
probabilité dt sur T définie de maniére évidente par P} ¢.dt,+dt. Nous étudie-
rons une suite (Z,),., de variables aléatoires sur (T, dt); N.={1,2,3,---}. Soit
2"<n<2, & N. Nous définirons la variable aléatoire Z, sur T comme suit.
Sur T, elle vaut (2" r-he2intttep ... porizarti-tiy~12f (4 ol f, est la fone-
tion définie & la formule (6.1.3;5), pour p=2 et N=2" (nombre des termes de la
suite 27, 2"+1, -+ -, 27*'—1), soit:

jt‘,’z(r log 2-+1)**  pour %; Ll g
(6.11.5;1) Jit)=
l§§,—z(r log 2412 pour 0<t< 2,
de sorte que
11 fellzoran =1,
Sur T, nous prendrons
Z,=e® V2 1) |

Sur tous les T, s#7, Z,=0.

Montrons que cette suite Z=(Z,)..y de variables aléatoires est de cotype 2,
par rapport & un certain espace VcC™. Soit done e=(e,), .y, une suite finie
€ C¥n, et supposons que

(6.1L5;2) S | S caZalPdt<l .

T ne;\l

Nous poserons

(51) PIETSCH a presque complétement trouvé le résultat général. Vois GOULAOUIC-SCHWARTZ
1], exposés 29 et 31.
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1/2
(6.11.5; 3) (S | = G,,Z,;IEE,dt> —
T,. nE \'1

1/2
(S__l > an..l"'Edt) =7, avee X ri472<1.

T mEN rsd
On peut alors refaire le calcul de 'exemple (6.1.3), avee p=2 et N=2". Et on
trouve, pour l'intégration sur T, :

(6.J1.5; 4) MAe)= Sup leyrter,+ -+ +e,l

argnca’ +1

1/2

A S 2T
Pour !'intégration sur T, on trouve, si on pose:

(6.11.5; 5) SHe)=1 =2 e,

wrgncuTtl
'inégalité
T 7
(6.11.5;8) ( EY (r+1)283(e)2< (E | GZ‘ ('r'—i-l)S,-(c)ea””‘Izdt)
re! T oreN
- ANeo
=(5‘| s c,.Z,,(t)|2Edt) =7
T neh
Alors, de V'inégalité Eﬂri%—?”él. on déduit que, si
r:
" E ann"L"(T.Ngl 1
ne Ny

on a:

(6.11.5; 8) (3 ((r-+128%e)+Mi(e))Vi<1 .

r=0
Ceci va nous donner trés exactement un bon cotype pour la suite Z. Appelons
V le sous-espace de C™ formé des suites pour lesquelles le premier membre de
{6.I1.5;8) est fini, et prenons ce premier membre cornme norme. Alors V esl un
Banach, 4 injection continue dans €Y. Il apparait comme un espace de la forme
B(V,),.n; V., est 'espace vectoriel (de dimension finie) des suites (e,)eroncartt,

muni de la norme
lellv,=((r+1)2S% () + M3 (e)'/* ;
et [2({V,)rcn) est U'espace des suites (v,),.ny ».€ V, pour tout r, telles que

(2 o502 < o0,

avec
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Hwo)r e mllizew .. ,\1:(74?” [ A

Le dual de ((V,),.~) est B{(V%),.s), et ces espaces sont réflexifs (les V., étant
de dimension finie, done réflexifs!); en outre, V et V' contiennent C'™ et sont
contenus dans CV!, avec des injections continues denses. (On remarquera (ce qui
n’est pas utile ici) que V n'est pas normal par troncatures, mais qu'il est normal
par les troncatures de rang 27, € N, les boules étant stables par ces troncatures;
done en particulier qu’il est normal (voir début de (6.1I)).)

Alors Vinégalité (6.11.5;8) s’écrit, pour c¢€ C'™) (suite finie!):

(6.11.5; 8 bls) h’cﬁl'{\ H E c‘ﬂZﬂHLE’:T'- vl g
W Ny

autrement dit la suite Z=(Z,)..~, est de cotype (2, V), ou encore définit une
probabilité cylindrigue (ou de Radon) p sur C* de cotype (2, V).

Nous allons maintenant montrer que, si a=(a,),.y, est une suite telle que
?:?‘_f\_xla,,lzlogzn(%w, I'application diagonale v ou @:(Cn)nen F (@a€r)ncx donne
une suite aZ=(a,Z,),., qui est 2-presque slrement dans U=I*(N,); ou encore
que v(¢) provient d'une probabilité de Radon d’ordre 2 sur I* (car v(p) est porté
par 12, donc provient d'une probabilité de Radon sur [* muni de la topologie in-
duite par €™, donc aussi pour sa topologie, qui est polonaise). Nous voulons
montrer que

S S lanZa(t)Pdt < +o0 .
T

u--&.a\l
D’abord, sur T, nous avons, pour 2" <n <2

(6.11.5;9) (Z,(t)] << Min (% 2’) ool 211 25 8

En faisant le calcul (6.1.3;9), avee N=2", p=2, on trouve

(6.11.5:10) 5 S lawZalt)le,dt,
Tyt

yFamgard

= 3 la.?(rlog2-+1) (4rlog 2-+1)

aropgartl
<econst. ( 2 e?) (r+1)
argaCiTTl
< const. > lanFdogn+1)%.
ar sngiTtl

Possons maintenant & T. Toutes les |Z,| sont &V/2(r+1) sur T, pour 2" <n <27,
done
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(6.11.5;11) S‘ > lanZalt)|22dE

T ey

<X (r+1)? X lagl*<const. 3 |a,l? (log n+-1)2.
rgf T .\1

Wen<ir+l

Et finalement on a bien

1/2
(6.11.5:12) (S E!au.Z,.(t)lzdt) <eonst. ( 3 |a, |2 (log n+1)H1/2 .
n'\l

T RE ='\'1
On a donc les inégalités

(6.11.5;13)  *lpl..r <1, llv(p)f..2<const. ( 2 leal® (log n-+- 1))V
m™E Y]

Le théoréme de dualité est donc applicable. Il montre que ‘v, qui n’est autre
que #», est 2-radonifiante de I* dans V (Banach réflexif!), avec

2 )< C( Z la,|? (log n+1)3)12
ne Ny

Remarquons que I'espace S des séries convergentes, ¢. & d. des suites ¢:=(¢,)n. N1

telles que 3 ¢, converge (non absolument!), muni de la norme
n=1

(6.11.5;14) lells= Sup les+eot -+ +eul

ﬂt_\l
est un Banach, et que VCS avec une injection continue. S est normal par
troncatures, et ses boules sont stables par troncature. En effet, pour 2°<2 <
<27 on a
leargteiras,+ oo - Feal< I S(e)+M.(e)

TG=8 <r

) 1 172
<A @SN ( 3 —he) H S M

e N (S 'I‘ 1)?' B2y
<eonst. ( X ((s+1)*Si(e)+ M) .

Si done ¢€ V, la derniére parenthése tend vers 0 pour r, tendant vers A0,
donc la série 3 e, converge. En outre, en faisant r,=0:

nENy

iclls<const. llclly .

On pourra done énoncer le résultat suivant:
PRroPOSITION (6.11.5;:15) (Théoréme de Mencuov). (%) Pour toute suite ¢€ C™,
posons
S.e)=]1 X el

sren<g” ]

(%) Voir DooB (1], chap. IV, §4, théoréme (4.2). Les présents résultats sont notablement
plus forts que celui de MENCHOV.
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Mr[c): Sup Ic3'+c37.; 1+ s 'J;"ﬂni 4

ropgyrti

appelons V Uespace des suites c€ CY pour lesquelles
fledly =( Z\. (r+1)2S%(c)+ Mi(e))'/?

est fini; normons-le par c— [clly; c'est un Beanach réflexif. Si S est l'espace
(-3

des séries convergentes, c. & d. des suites c€C™ telles que 3 c. converge,
n--1

normeé par

liclls==Sup le;+eo + -+ +¢al ,
wil

¢'est un Banach. Alors VS, avec une injection continue. Si a est une suite
(@n)ne v, telle que = |, )? (log m--1)? converge, Uapplication diagonale

e Ny

as (Cn)n en (ancn)ﬂ €Ny

est O-radonifiante de 1* dans V, a fortiori dans S. En outre, sa morme =,,
pour tous les p=0, est majorée par C(ﬂ%jla..\2 (log n-+1)2)2, ou C est une con-
stante universelle.

CorOLLAIRE (6.11.5;16). Si X=(X,).., est une suite orthonormée de vari-
ables aléatoires complexes (done de type (2,1%), et si ne};.vlla,‘lz (log n+1)* com-

verge, la série 3 a.X, converge presque siirement, et en outre

=1

1/2
(6.11.5;17) (S (Sup lay Xy (w)+ --- -Fanxn(w)lz)d#(w))

n nal

< C( _Em laa|? (log n-+1)¥)42,

oit C est unc constante universelle.

On peut ensuite réappliquer le théoréme de dualité ou encore le théoréme
(5.20.4), I* étant un Hilbert. Remarquons que le dual S’ de S est (par la méthode
d’Abel) 'espace des suites ¢ & variation bornée, avee la norme

”0”3': 2 Icﬂ—cﬂ+1|+ lim icnt ’
nz0 9% oo

équivalente a la norme
leyd+ Eoicm--cn[ 2

L'espace S, isomorphe 3 un espace [ (norme définie par un Sup) n’est pas réflexif;
il est donc intéressant de garder o(S’,S) au lieu de S’. D’'autre part, pour les
suites X=(X.)u.~, de type (p, S), on pourra appliquer la proposition (6.II1.1).
Alors:

COROLLAIRE (6.11.5;17 bis). Si X la.i? log n+1)2<+oo, l'application a est p-

ne Ny
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radonifiante de I* dans V et dans S, et de V' et o(S", S) dans 12, pour tout p=0.
Si X=(X.)ncn, est une suite de variables aléatoires sur (2, p), telle que, pour
toute c€®, lu série “2”_10“)( . converge en probabilité (resp. en moyenne d'ordre
p>0), si

EIani (log n+1P< oo |

n=1

lg série E_]I a, X, eonverge presque stirement (%) (resp. et en outve:
(6.11.5;18) |l Sup ly Xy 4 Xot + o0 +a. X700
/C( 2 laal® (log +1)%)' Sup 12 caXallr.m
cllyp=t
pour p>0, C étant une constante universelle). Si maintenant X=(X,)uey, est
une suite de variables aléatoires telle que, pour toute suite ¢€C" telle que

la série ch converge, la série Ec X. converge en probabilité (resp. en

=l

moyenne d ardfre »>0), 51
2 la.l? (log n+1)*< +co ,

7 e ¥y

la série 2 |, X1t converge presque siitrement (resp. et en outre

ﬂvel

®.10519) I X laaXallr@.m

ne Ny

<CZX |aal® (log n+-1)5)172 Sug]HE enXallram ,
liel g

pour p>0, o C est une constante universelle).

(6.11.6) Les suites sommables d’un espace L.

Reprenons des variables aléatoires analogues & celles de 'exemple (6.1.3), mais
pour une suite infinie et pour p=1. Autrement dit, T sera le tore muni de sa
mesure de Haar di, et Z sera la suite (Z,).cn de variables aléatoires définie par

(6.11.6;1) VARGl o it S L
Montrons qu’elle est de cotype (1,S), S étant 1'espace des séries convergentes,

défini & 'exemple précédent. On a exactement, pour une suite finie c€ C™™M':

(6.11.6; 2) 2 CaZ,(t)= 2 C.e¥™ ™, Cuo==cntCns1FCniet "o+

ne Ny

(%) Comparer (6.11.4;1) et (6.I1.5;17 bis). Si la convergence de 3] |c.|® entraine la con-
vergence en probabilité de I ¢.X., alors: "
1) Si 3 lanl<+00, % aaXal converge presque sirement (par (6.I1L4:1);
2) 8i j%[a,;iﬂ Iog2n<n+oo, %an}fﬂ, converge presque sGrement (par (6.11.5:17 bis)).
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(Comme ¢ est une suite finie, cette formule ne nécessite aucune hypothése de con-
vergence). Alors:

(6.11.6:3) Suptcmg B> c,,em"fldt=5 IS e Zat)ldt .
T B&Ny

" Ny T 'uf:r\‘l
Or, sur S, la norme

e Sup le;Feat -+ - eal

ne.‘\l
est équivalente a la norme

e Sup leaFeppt oo0 |,
nE.‘\‘,

donc on voit bien que Z=(Z,)a. v, est de cotype (1, S) (ou définit sur C*1 une pro-
babilité ¢ de cotype (1,S), et *|p{l;.s<2). Ensuite on suppose que a={(a)..y, €st
une suite de nombres complexes, vérifiant une majoration |a,| <const. (log n+1)"17,
¢>0. Montrons qu'alors la suite aZ=(a,Z,),. v, est l-presque slrement dans [~
On a les majorations:

(6.11.6; 4) | Z.(8)] gMin(%, n) .
Soit —L—<i<L, N>1. Alors
N+1 N’
ot Bl EOMEE:

(log n-+1)t+

pour n<N, soit

N
ﬂ.Zn i‘:-. R R T
loe, £ (t)| < const (log N+ 1)1+

D'autre part

()L __EQESE_-___ ._1.‘_ = ;
land, () Toznt 1) 3 pour nm=N-+1
soit, puisque % <N-+1,
2] < const. NV )
|, Z,.(t)] Tog N+ 1)+
Finalement
N
6.11.6; aln e
(6.11.6; 5) §B£ laxZn(t) < const (log N1+
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1 1
—— <t . Alo
pour T SES N s

(6.11.6: 6) S (Sup la Z,(6) it
T wEN;

5 (V¥ = N 11
< <comst, 3 —— Y -
-‘gﬂlgmmu on -’"El (log N+1)t ( )

= 1
—=const. 2 <Aoo,
2 Qog N+ @+ -
Cette inégalité prouve done bien que aZ est l-presque slirement dans I*. Comme
la boule unité de I~ est compacte dans C™, cela prouve que v(p), ou v est 1'appli-

cation diagonale «, provient d'une probabilité de Radon sur I muni de la

topologie induite par C“, ou encore sur (I, !!), qui est lusinien. U sera donc
I’espace bitopologique (o(I,1%), || ,=). Appliquons le théoréme de dualité. L’es-
pace S n'est pas réflexif. Mais nous pouvons le munir de la topologie induite
par C™, pour laquelle sa boule unité est compacte; notons-le ainsi S,; nous
raisonnerons sur 1’espace bitopologique V=(S,, | |ls). La proposition (5.36) s’appli-
que, avee U,=¢c® done (U}, Uy=0c(lt, c®. 1l est trivial que a="'v est continue de
a(l!, ¢°) dans ¢(S,S’). Mais le théoréme de dualité nous donnera une probabilité
de Radon sur S, ou sur ¢(S”,S’), non sur S. On écrira a,=pf.r., la suite 8
ayant des propriétés analogues 4 @, et i étant une suite >0 déecroissante et
tendant vers 0, Alors ;y opére de S dans S, par le théoréme d’Abel, et comme
un opérateur compact; en effet, si 7, est la suite tronguée de y au n-iéme
terme, 7. est un opérateur de rang fini, et, pour c€S, Abel donne:

76— Tnc=(0,0, -+ 0, ¥n41Cnr1s In42Cnrzy =)

re—Tacl <TnerSUp lensit -+ Fensnl <Zraalicls -

Le corollaire (3.9.1) donnera alors une probabilité de Radon sur S (nous avons
fait la méme chose pour démontrer (6.I1.4;1)). Alors,

PROPOSITION (6.11.6;7) (Kwarien, Perczynskl). (%) Soit a=(ay)n.y, une suile
telle que |a.| <const. (log mn+1)"1", ¢>0. L'application diagonale « est 1-radoni-
fiante de o', c®) dans Uespace S des séries comvergentes. St X=(X,)n.n est
une suite de variables aléatoires scalairement I' dans L2, 11), ¢. a d. telle que,

pour toute suite ¢ €, % . X, converge dans L2, 1), alors la série ‘?;v a, X,
ne Ny nE N

est presque sirement convergente et

E Sup lo, X (@) +a. Xo(w) « - - +a, Xa(w)ldpe)<+oo .
o nal

(¢) KwAPIEN-PELCZYNSKI [1].
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La derniére affirmation résulte de ce qu'une suite X=(X.).cw, dans un
Banach B est scalairement (!, si et seulement si (¢a)nconr ilc,.X“ est continue de
C'"™, muni de la topologie induite par ¢° dans B; c. ﬁ“d”‘, pour B=LY2, p), si
X est de type (1, ¢%).

Ezemple (6.J1.7). 1l est difficile de dire, parmi tous les exemples que l'on
peut trouver, lesquels sont bons et lesquels médiocres ou inutiles. En voici un,
dont j'ignore la valeur.

Reprenons les Z, de 'exemple précédent, données par (6.11.6;1). Nous avons
vu que Z=(Z,)n.y, est de cotype (1,S), avec *||Z|; s<2. Appelons maintenant
D V'cspace des suites ¢=(¢.).cn, telles que §u€ len—eu—y] <-+co (en posant c¢,=0),
et posons flc]l,= §3‘€!cu—cndll. D est un Banach, aveec C"vcDcCY, les injee-
tions étant continues. Or Z est l-presque slirement dans D; en effet,

S Sup | Z.(8)— Z-(t)ldt =1 .

T BE Ny

On peut done appliquer le théoréme de dualité.

Nous prendrons pour U l'espace bitopologique D, la topologie étant induite
par C", la norme étant | |l,. 11 faut toutefois que la propriété d’approximation
du théordme (5.32) suit vérifiée.

On ne pourra pas ici prendre pour =; une troncature; en effet, D contient
des suites dont le terme général tend vers -+oo, exemple (%)..n;; les troncatures
ne sont pas des opérations équicontinues! Mais définissons =; comme suit; z(c)=¢/,
avee ¢h=¢, pour n<J; eji=c;:{l1—k/7), pour 0<k<7; ch=0 pour n>2;5. Alors
x; est continue de C'' dans C'™'; en outre, pour c€D, on a, pour tout =,
feul<nllelln, alors

, 1
‘C;‘§k+1"—C;+k| (o8 Ecj+k+1_'cj'§-k‘ + 7 |C;+]:Ié3“c”ﬂ ’

done
(et p<Bllells .

On prendra pour V 'espace hitopologique S, la topologie étant induite par ch,
la norme étant {| |s; la boule unité est alors compacte pour la topologie. On en
déduit, avee 2x1x3=6: _

ProposITION (6.I1.7;1). Soit X=(X,)aen, une suite de variables aléatoires
telle que

(6.11.7;2) IX1%. = Sup || 2 eaXalliiogm<+oo.

es CINU jleiper e M
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Alors la série X X, converge presque surement, et en outre

el

6.11.7:8) S Sup | 3 X (@)ldu() = 61X 1%, .

NeNy a=1
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Index terminologique et index des notations.

Cet index pouvant €tre rapidement parcouru, nous avons rassemblé les notions voisines,
plutét que de faire un classement par ordre alphabétique.

p-quasi-norme, espace quasi-normé, quasi-Banach, Ey : (0.00).
Lr(2, 1y E): (0.0 bis) et (0.2).
Espace bitopologique, 1F, :E: (0.2).

ProkHoROV : (1.1).

Poids @ : (1.1bis). i lp | ll+e: (1.3), (1.4).
Poids M. : (1.8), Ja:(1.9). J-poids: (1.12).

Poids plus fort ou plus faible que L°:(1.12 bis).
Poids compact : (1.13). Poids homogéne : (1.14),
Fonction compacte : (1.15).

Ordre d'une probabilité de Radon, ordre (@, &) ou @ : (1.15 bis), (1.18).
Ensemble uniformément d'ordre ¢ : (1.18).
@(2), Jal2), ordre p, ordre 0, ||)p: (1.18).

Probabilité cylindrique, topologie eylindrique, é‘?(E) $(1.17).
Fonction aléatoire décomposée (1.19).

Type d’une probabilité cylindrique (2.1.0),

Type (@, 0"), type ¢ :(2.1.1). Ensemble uniformément de type @:(2.1.3).
Type p, type 0:(2.1.4), (2.1.5).

@A), TR, 1A1¥ : (2.1.7).

Probabilité cylindrique de Gauss : (2.1.8 bis).

Probabilité cylindrique de type (@, #') ou ¢-approximable ou trés approximable : (2.2.0).
@¥a(d), o*tn(2): (2.2.0).

Application (4, a'; B, p)-radonifiante, approximativement ou tr2s approximativement
radonifiante, p-radonifiante : (2.3), (2.4).

Propriété d’approximation équicontinue : (2.6.3), d’approximation métrique : (2.6.4).
Application décomposante : (2.13).

Application p-sommante : (3.1 big). Suite scalairement I”, #?(E):(3.1). Norme /7,(xu):
(3.3).



Probabilités cylindriques et applications radonifiantes

Inégalité de PIETSCH : (3.6).
Opérateur p-nucléaire : (3.8.3).

Cotype : (6.1). *@(a), *|ilp: (5.3).

Inégalité de Fusmi (C, D)<(4, B): (5.9).

Ordre, type, cotype (4, e, U) ou (B, 8, V): (5.15),
Probabilité cylindrique (', U)—(4, a)-approximable : (5.22).

Variable aléatoire subnormale : (6.1.2.11).
(Recu le 8 aclt 1970)
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