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Sur la théorie d’espaces d’interpolation
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Introduction,

0.1. Nous allons généraliser la notion d’espaces de moyenne au cas de
plusieurs espaces de Banach. Cette généralisation se fera par une analogie des
définitions au cas de deux espaces, et nous étudierons de certaines propriétés
de ces espaces généralisés. Dans l'article [3] paru dans la Publication Mathéma-
tique de 'I.H.E.S., MM. Lions et Peetre ont introduit une notion d’espaces de
moyenne pour deux espaces de Banach E, et E, contenus dans un méme espace
vectoriel topologique séparé et munis des injections continues. Plus précisément,
ils ont defini un espace S(p, &, Eo; D1, &1, E)) pour 15 po, pis oo, &, & réels avee
£, <0. Rappelons la définition de cet espace. S(pq, &, Eo 4, &1, E\) est 'espace
de tous les éléments ac E,+E, tels que

0.1) a:S wxidz
R

od u(x) est une fonction définie sur 1’espace euclidien R* de dimension 1 &
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valeurs dans F,n E,, fortement mesurable, et telle que
{0.2) ek Wzl € LY(Ry, 1=0,1.

L’espace S(ps, &, Eu; py, &, E)) est un espace de Banach pour la norme

(03} a > inf {H 8&11 ” u(ﬂ’:\) ;!ru ;EL”O(/g;y H 8512 H u(x) H 1 HLWJ(I;-}}

ol linfinimum est pris sur toutes les fonctions u(x) telles que l’on ait les con-
ditions (0.1) et (0.2).

Notons que l'intégrale (0.1) a un sens grice aux conditions (0.2) au fait
&&:<0. En effet, posons

Go={ze R'; (6,—&)x20),

G;“—ﬁ{:}?G R (So—fx)x?—“O} .

7y et G, donnent une division de l’espace R!' et nous pouvons lui faire corre-
spondre deux espaces F, et E,. Clest 3 dire,

i i ‘
| g wx)dz | gg () 1] g,y
i et FByt B, gt

Zconst. j g
U-g,

| u(e) ssggdx+§ e Hﬁlda:} .
.

Comme §w=0 pour x€G;, 1=0, 1, ce dernier membre est fini d’aprés I'inégalité
de Hélder et les conditions (0.2).

Par un procédé analogue, sil’on est donné n+1 espaces de Banach E, ---, E,
contenus dans un méme espace vectoriel topologique séparé et munis des injec-
tions continues, et si 'on peut faire correspondre 2 ces n+1 espaces de Banach
une division 2 n+1 de ’espace euclidien R* & n dimension on pourra définir un
espace de moyenne de n+1 espaces de Banach. C’est ce que nous allons faire.
Pour cela, solent &, &, ---, &, € R* qui satisfont une certaine condition que nous
préciserons dans la section 1 {(I’hypothése sur £ (1.3)). Posons

Gj:{a"e Rn; (5&‘—“5))(\50\5:';0) k:‘tjy k:O; Tty ’ﬂ} ] .?:01 e, N,
oul
;‘(Q’)i‘fxwm“ M '+‘€nxn
poul' xiff(f{,'l, Tty ib'n), S:KSI; tt Y Sn)e Rn'

Alors les G; donnent une division de I’espace R, £;(a)<0 pour xe Gy, et
I’intégrale
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(0.4 S wiaidx

s
a un sens pour toutes les fonections u(z), définies sur R* & valeurs dans
E.,nEn---nE, fortement mesurables, et telles que Pon ait, pour 7=0,1, ---, n,
0.5 efi® [l u(w) {p; € LPi(R™), 1Sp;Soo.
Ainsi pouvons-nous définir un espace de moyenne de n+1 espaces de Banach
E,, -+, E\ comme ’espace de tous les éléments ac E,+ ...+ E, tels que
(0.4 azg w@)da

R'Il

pour une fonctions w(z) avec (0.5). Nous le désignons par S(F; & E) ot p=
(Poy =7y Pu)s §:<Eo, e, 8 et o (Fy, + -+, E,). Nous pouvons le munir d’une norme
qui en fait un espace de Banach d’une facon analogue au cas n=1 (Définition 1.2).

0.2. D’autre part, MM. Lions et Peetre ont introduit un autre espace de
moyenne S(po, &, Eo; 01, &1, B)) pour deux espaces de Banach E, et E, (K p:,
&, 1=0,1, étant comme dans le numéro précédent). Cet espace est ’espace de
tous les éléments ac Ey+ E, tels qu’il existe deux fonctions »4(z) et v,(x) définies
sur R' & valeurs respectivement dans E, et E,, fortement mesurables, et que

Pon ait

(0.6) a=v,(x)+v,(x) presque partout dans R’
avec

0.7 eti® || vi(x) || g; € LP3(RY),  §=0,1.

L’espace S(ps, &0, Es; 1, €1, E) est un espace de Banach pour la norme
(0.8) a — inf {|} eb® || vo(2) ||, H2Po0en, || 8% | oa() Hoy 1Mo} s

olt infinimum est pris sur toutes les fonctions v.(z) et v(x) telles que les con-
ditions (0.6) et (0.7) aient lieu.

Nous pouvons généraliser cette définition au cas de n+1 espaces de Banach
E,, ---, E,, et nous obtenons l’espace S(“ﬁ;g;ﬁ) (Définition 1.3). MM. Lions et
Peetre ont montré que les espaces S(po, &, Eo; p1, &1, Er) et S(po, &0, Eo; p1, &1, EY)
coincident. Mais lorsque #=2, cela n’a pas lieu en général. Nous donnerons
un contre-exemple dans la section 5. Pour le moment, nous ne connaissons pas
de conditions pour que ces deux espaces coincident. Néanmoins dans la section
6 nous donnerons un exemple oll ces deux espaces se réduisent 4 un méme

espace.
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0.3. Parmi les propriétés de l’espace de moyenne de MM. Lions et Peetre,
il y a donc les propriétés généralisables et celles non-généralisables. Nous
énumérons un peu de propriétés des espaces de moyenne de n-+1 espaces de
Banach. D’abord nous avons

0.9 Esn - nEc 83 & E)c S5 & B)cEot -+ B

avec toutes les injections continues. Nous avons aussi, topologiquement et
algébriquement,

(0.10) SHEEcSg & E)

et

(0.10") S35 E)eSG 5 E)

pour p=(Po, *+, Pu)r G=(Qo, *+*, @u)y PiZ=qs, ©=0,---,m. Aussi pouvons-nous

généraliser la proprlete d’interpolation: supposons que l'on soit donné 2n+42
espaces de Banach E,, ---, E,, Fo, -+, F,, avec E.c &, F,c %, i=0,---, 7,
topologiquement et algébriquement, pour deux espaces vectoriels topologiques
séparés & et . Si une application linéaire L de ’espace ¢ dans 'espace &
est une application linéaire continue de ’espace E; dans ’espace F’ pour chaque
i=0, ---,n, I Vest aussi de ’espace S(p; ;5;1?7) dans l'espace sqs;E;F‘) et de
I'espace S(p; £ E) dans lespace S(}S;Zl:; F) (Propositions 2.2 et 2.4).

Les propriétés ci-dessus seront étudiées dans les sections 1 et 2.

0.4. Dans la section 3, nous donnerons explicitement les espaces S(p; & E)
et S(p; & ? E) lorsque E;=LI(Fy), =0, -+, n, c’est-d-dire, quand D’espace L est
I’espace de toutes les fonctions u(x) définies sur I'espace euclidien R* 3 valeurs
dans Vespace de Banach F%:, fortement mesurables, et telles que I'on ait

tp;
{S Huw)lh‘c,(v)”id:c} "o, 1 pig oo
LJR?

ol ¢«(x) est une fonction positive et mesurable sur E». Alors nous avons

S(p; & E)=LYS®; & F)
S E & FY)

S(®; & E)=L¥S(p; &
pour un choix eonvenable de p et ¢.

En utilisant ceci nous pourrons étudier, dans la section 4, la relation entre
les espaces de moyenne de n+1 espaces et ceux de n espaces de Banach. En
particulier, si les espaces S@;?;E) et S(7; % E) coincident, nous verrons que
’espace de moyenne S(i)':,?;E) de n-+1 espaces est obtenu comme ’espace de
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moyenne de deux espaces qui sont respectivement les espaces de moyenne de n
espaces (Propositions 4.1-4.3).

Nous verrons aussi que, si n+1 espaces de Banach sont en fait m espaces
distincts, par exemple, si E,=FE,, alors les espaces de moyenne S\},S;;?;E) et
Sip; :5, E) se réduisent aux espaces de moyenne correspondants de n espaces de
Banach E;, E,, «--, E, (Propositions 4.4 et 4.5). Comme une application de cette
propriété nous donnerons une démonstration du théoréme de réitération de MM.
Lions et Peetre pour quelques cas particuliers (Propositions 4.7 et 4.8).

0.5. Dans la section 6, nous calculerons les espaces S(p: & ) et Sip; B Jf)

lorsque E; est un espace de Banach E et que E; i=1,---, %, sont respective-
ment les domaines de n opérateurs A;, i=1, ---, n, non-bornés dans 'espace E.
Plus précisément, si —A;, 1=1, - -, n, sont respectivement “presque” les généra-

teurs infinitésimaux de » semigroupes permutables fortement continus d’opéra-
teurs bornés dans 'espace E, les espaces S(p; e E} et Sp; ?, E) coincident ainsi
que lorsque E;, t=1, -+, n, sont respectivement les domaines des puissances des
opérateurs A;. Dans ce cas, nous pouvons nous ramener en certain sens au cas
n=1. Par conséquent, en employant les résultats obtenus par MM. Lions et
Peetre, Grisvard, Komatsu, etc., nous pouvons déduire de nombreuses propriétés
de cet espace. Par exemple, dans la section 7, nous traiterons la propriété
d’immersion, et dans la section 8, nous signalerons une espece de théorémes de
trace. Dans la derniére section, section 9, nous signalerons comment on peut
formuler des problémes dans le cadre de l'espace introduit dans la section 6.

1. Préliminaires,

1.1. Soient £, ---, &€ R®, £;=(Z;, -+, &), 7=0, -+, n. Nous emploierons
souvent l’abréviation &=(&, .-+, £,) pour simplifier D’écriture. Posons, pour
k=0, -, n,

Gilo, -+, EN=GuE)=(w e R" (5—E)@)20, j=0, - -, m, j#£k} .
Nous écrirons simplement G; au lieu de Gk(g) si les £; sont fixés et entendus.
Les G. forment une division de ’espace euclidien R”, c¢’est 4 dire que nous

avons la proposition suivante.
ProposiTioN 1.1.

U Gi=R".
=0

k

DEMONSTRATION. Soit ze R*. 11 suffit de considérer le cas ol tous les &;{(x)
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sont distinets. Soit k l'indice qui correspond au maximum des &;{x). AlorszeG,,
a fortiori,

ka3
ze U G .
Lo

0

L’inclusion en sens inverse étant claire, la proposition est démontrée.
Nous désignons, pour =0, ---, n,

foz "'fcm }
| i
50, - or, &)= (E) = (—1)4d) | (exclure la (j+1)-ieme ligne)
IEEERREEPR |
!
e 11 - fnn
et
f o orr&on 1
¢ |
Ao, -, E)=A(E)=]
e i
)
&m0 Gan 1|
Notons que
ki3 — —
(1. 2 di(&)=42) .

=0

Nous écrirons 4; ou 4 au lieu de 4,() ou AE) si les &; considérés sont fixés et
entendus. Nous supposons, dans la suite, que Z{f) soit distinet de zéro.

Nous montrons que les quantités Aj(_é)/d(?) sont invariantes par une trans-
formation linéaire des coordonnés dans R” si les Aj(:‘-‘.)#:O.

PrOPOSITION 1.2. Soient u,, -+-,m,€ B". Pour quw'il existe un nombre réel
c+0 tel quwon ait

(1.2) di(&e, » v, E)=cdi(ne, -+, 1) #0 pour tout j=0,---,n,
it faut et il suffit quil existe une matrice

AeGL(n, R)
telle que

dét A=c¢

et que
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iy

i=An;, pour tout =0, --- n .

DEMONSTRATION. La suffisance étant claire, nous allons démontrer la néces-
sité par récurrence sur n.

Le cas n=1 est évident. Dans le cas général, choisissons deux matrices Ay
et B,e GL(n, R) telles que

(17 Oy R O):AXS\):BH?O .

Posons, pour j=0, ---, n,

dypp

i=Aig), et ;=B .

D’apres la relation (1.2), nous avons, pour j=1, ---, #n,

1 F = :
L S12 Stn
5 ]
! (exclure la j-i2me ligne)
‘; --------- ;
= £
| Sneg San |
i e Tin \
AT i . .
=c¢ dét A,/dét By !(exclure la j-iéme ligne)
[ enennenns )
?1,_712 77?:71. ‘
#0.

D’aprés 'hypothése de récurrence, il existe une matrice 4;¢ GL(n—1, R) telle que
dét Ag =¢ dét Aljdét B; s

‘ !
,’laﬁAg?},{;, kﬁl, R (A

Ut

oll
ét’i:(gk29 Tty Ekn)r et ;7/;’1:(:;171{2; thty 7,7/:12,) .
Posons
10---0
0 GLin R
A3: . A:l € im, k).
0

Comme
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;{m1)7€JO(A3§Uy Tty AQE'N\}

:(“‘1)" dét Aaﬂo<§o, Tt 511)
(=1 dét Ay dét Aido(Zy, - -+, &0

Lf:(f‘].}”(‘ dét A:; dét Aldn(ﬁo. ey, 7}»,;)
—(1ye dét Ay dét A Jdét Budy(7o, -+, 72)

it i

Viat * = Yian

nous pouvons écrire, en choisissant convenablement a;, j=2, ---, n,

9
En =T+ 2 e, k=1, -, n.
it
Done, en posant
Az =0 @y,
0
Al.: . .
I &
0

nous trouvons que la matrice
A=A"AB,

a toute la propriété cherchée. ¢.q.f. d.
L’HYPOTHESE SUR £ Pour &, -+, &, € R*, nous supposons, dans la suite,

que les relations

(1‘3\ ?('yj‘—“jj(g\\x Tt 57'\'5{41&50v ] "En>>0

atent lienw pour j=0, -+, n.

Pour définir un espace de moyenne d’une famille finie d’espaces de Banach,
nous avons besoin de la

ProrositioN 1.3. Sous ['hypothese faite sur &, nous avons, pour tout p,

-

1sp=goo,

R . i - j“»l ) 1ip
1.4 [\ e ditx---darn] <o, k=0, 7n.
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Pour p=co, nous interpriétons (1.4) comme le vrai mazimum.
DEMONSTRATION. Pour simplifier D'éeriture, posons, pour i=0,---,n, j=
1’ R

sy

5;&;)_{ boiy pour k+i<n,
3 Ty A .
Spiione,; DOUT K+1>n

et

Atks A =Ry =k}
ik "'"A\Eu s "ty S .

Nous désignons les cofacteurs de ce dernier par 6%, =0, -+, n, r=1, -+«, n+1,
k=0, ---,n. Nous avons

(k) Alky a4 sty =ik kY g
O'Liu"{/l‘::di "dikg(‘t y "ty Sn ,:’uz'i' -‘-1\" .
Comme
dik;:(wl)k()ﬁrl»ktd
’
et comme

_/}m__{(~1)"'”“""‘*“’111;-:-5_,1_1 pour k+i>n,
el T N . .
(.__l)k(n+1~k)_,_1k+é poul‘ k“i"?;é'n

d’aprés les propriétés élémentaires de déterminants, nous avons

SO £ k+i>n
w;k :{ k 11 3 ’ }>0
Wi ktizgn

Soit la transformation des coordonnés:
(k) __ g (alk) __ all) :
Xj ‘—L\bt’w —Gj?)mr: .7:1»"':"-
vl

Alors nous avons

ioatk) alk) alk} (ky
P TTE Tt Sim TTwm :
(kY (k) ........ st e s e
DIXy7y - X7 ;
D(ml,...’xﬁ) R AR .....%
| ety etk k) alky
1 S01 TGel T Qon TTSan |
k 1k f
! ,((n) 558 1|
| %
Eeeennn . | -
=| =A% 0
IERRERREERY e i
|
ki (k)
5711 * 57”: 1 |

P 3 .
Comme, nous avons, en désignant par D)7, j, r=1,.--,n, les cofacteurs de
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D(lek\,l Ty X;lk})/D(xly STy xn);

o wik)  alk) slky  miky
Pger TS Tt Sen TS |
DX = (—1)r, | (exclure la j-iéme colonne et r-idme ligne)

Dokl el SE] Atk |
L0l TSkl " Son T Snn |
C otk k)
fm’ fén' 1

= (1) | (exclure la j-idme colonne et la (r+1)-iéme ligne)
% k 23] l
i? é‘.iu) s:‘nn 1 i

(k)
FE=0r7

il s’ensuit que
7
" kY yrik
gz B D.(,j‘X,i !
et
L stk v (8 .
:Z__Q‘,J‘k}ul 210;',7 Xr , ]=1, e, M,
b

d’olt nous avons

& £ e < it < ““‘.35 X
,).1w%*>_.l i _k.-lor: kj jhr
i = I
& , & stk alh) | Ak k) - Yy _ <, k) vk
T‘E {“d‘m"l<2 Ors 501’ +0ru 41 “}"Orn%-ld(k) 1 Xr :220,- Xr T
Pl 7=1 r=1

Par conséquent,

n
=p 5L &gy gk
[S e ik Jd:r;]
Gy

i
¢ o B k) SR i/p
ZMIUWU S ¢ R T g xie ]
xF g0 x ki z

e Y(k)j.{k) B 1V o ,(k)X(k) ifp
;;;141,1/,;[-8 e puy i XmxM] [g e Py A dX,ik)] < oo, €. q. f. d.

4 0

1.2, Maintenant nous pouvons définir 'espace de moyenne d’une famille
finie d’espaces de Banach. Nous commencons par la définition suivante.

DEFINITION 1.1. Soient € R* et pell, ©]. Nous désignons par LPE)
Uespace de fonctions u défintes sur R* ¢ valeurs dans un espace de Banach E,
Jortement mesurables telles que

{1.5) 1 et || w(x) g | lzpmm < .
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-

Soient %, ---, &, € B satisfaisant I’hypothése sur & Soient po, ---, pn €1, ool
Nous avons la proposition fondamentale:

ProposiTiON 1.4. Si E;, =0, .-+, n, sont n+1 espaces de Banach contenus
dans un méme espace vectoriel topologique séparé &, alors 'application:

(1.6) N Lrrti(E) dulx) - g ww)dze Byt - +B,

Jrn

est lindaire continue. L'intégrale a droite est celle de Bochner.

DEMONSTRATION., D’abord, comme u est fortement mesurable dans tous les
espaces Ej, il est évident que % l'est aussi 4 valeurs dans 'espace Ey+ -+ +E,.
Ceci dit, nous avons ’estimation suivante:

S Hullpyeosn,de=3] S Hullgyern, dusconst. 3 S Hulleda .
R® i=0)¢; =t} ’
Or, d’aprés I’inégalité de Holder et la proposition 1.3, nous avons que

[, ullsda=] etimesoinisde
i 9j

o, \pj - o Up;
<[{ etionide etiovi|| HE’,d:v] <o,
G; ¢; ’

2 J

olt pi=p;/(p;—1). Done,

| ) .
S udw i é\ [l u HFJQ+---+Lvnd37
L JRr® UEgt--e+E, JER®
n o, tp} . tpj
<const. 3 [g e‘*fy‘fz’ﬂid-:c] ’U PAFRES Y HZ’,d:c] ,
i=0LJe; @ !

ce qui démontre cette proposition.

DEFINITION 1.2. Nous désignons par  S(po, -+, Das o, » vy Ens oy =+ o, Ea
Vespace d’images de Uapplication (1.6), muni de la topologie la plus fine qui
rende Uapplication (1.6) continue. Nous Uécrivons trés souvent S(P; BN POUT
simplifier Uécriture.

De cette définition, nous voyons que pour a € S(p; :5; E’) il existe une fonction

{1.7) UE ?\ LAH(ES)
Jut
telle que

(1.8) a= Smu(x}d:c .
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I’espace S(p; & I) est un espace de Banach pour la norme

(1.9) Hallsgzz=inf max [{wlle?idim
i

(55N

oll Vinfinimum est pris sur toutes les u satisfaisant (1.7) et (1.8).
REMARQUE 1.1. Le cas mn=1 a été traité par MM. Lions et Peetre [3],

c’est-a-dire,
S(po, D1 Eor 15 Fo, Eyy=8S(po, &, Eo; D1, &1, Ey,

le deuxiéme membre étant le notation de MM. Lions et Peetre. Cet espace est
aussi désigné de plusieurs facons, notamment (K, Ee,, ol 0=§/(5%—&) et
p=(1—0)pa+0fp; grace & un théoréme de M. Peetre, cf. [4], [6]. Des proposi-
tions 1.2, 1.3, 1.4, et de la définition 1.2, nous avons les propositions suivantes
faciles 4 voir.

PRrOPOSITION 1.5. Soient &, ---, £, € R* et n,, -+, pn € R*. Supposons que la

relation (1.2) ait liew. Alors nous avons

Par exemple, en posant

Wl):(u)ly Wy o7,y wn) ]
Wi=(w—1, wy, -+, W),

.........................

nous voyons que
S#: & E)=8% W: E) .
PRrROPOSITION 1.6. Soit = une permutation de (0, ---,n). Posons
::ﬁz(p:.cm, s Prem)
7E=(Exo, 7y Brm)

et
2l =(Erws, ooy Eey)
Alors nous avons

—

Sp; 5 E)=8(p; =5 =E) .
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1.3. Nous introduisons la deuxiéme définition de 'espace de movenne qui

~

correspond 4 Despace S(po, &, Ey; 11, &, E) de MM. Lions et Peetre. Soient

&, + -, £n€ B* satisfaisant 'hypothése sur £. Soient K, ---, B, n+1 espaces de
Banach contenus dans un méme espace vectoriel topologique séparé avec les
injections continues.

DEFINITION 1.8. Nous désignons par S(pe, -+, Pai 50,0+, &t By, -+, BV Des-
pace de tous les éléments ac Ey+ --- +E,, pour lequel 1l existe des fonctions

v;€ L?P5(E)) telles que Uon ait
(1.10) a=73 v;{x)
jab

presque partout dans R".

Nous munirons cet espace de la norme suivante:

(11D lalisees =inf max {lo; {1795,

tgr8n

ot Vinfinimum est pris sur toutes les fonctions v;€ L""*(E,) qui donnent la
relation (1.10). Nous pouvons munir cet espace de la norme suivante qui est

N

équivalente & celle donnée par (1.11):
(1.119) Ha | |§=‘;;?:73‘;:in 20 vy H).pj‘ejwj\,
=

ot infinimum est pris sur toutes les fonctions w»; avec (1.10). Il est évident
que Vespace S(p; ;5, E) ainsi défini est un espace de Banach pour la norme (1.11).
REMARQUE 1.2. Le cas n=1 a été traité par MM. Lions et Peetre [3];

S(po, pi; &, & Eo, ED=8(p., &, Es; p1, &, E),

le deuxiéme membre étant la notation de MM. Lions et Peetre.

Nous avons les propositions analogues aux propositions 1.5 et 1.6 pour 'espace
S@ & E):

PROPOSITION 1.7. Soient &, -+, . € R* et no, -+, 7. € R*. Supposons que la
relation (1.2) ait lieu. Alors nous avons

S B E)y=Sm;m E) .
PROPOSITION 1.8. Soit = une permutation de (0, ---, n). Alors nous qvons
S(7; & B)=Si=p; 75 =E) .

Nous avons aussi la proposition suivante.
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PROPOSITION 1.9. Nous ne changeons pas l’espace Sip; E’, E) {resp. S(p; ;T, E))
81 nous supposons que u (resp. v;) satisfait a

Deue L3t E)

quelque soit «, D“:(f )ll- . (:7 ) n(resp.
1

ULy
-?EA'
D'”Uj S LPJ '](Ej)

quel que soit «).

DEMONSTRATION. Il suffit de remplacer u (resp. v;) par u*p (resp. v/p) ol
o est une fonction indéfiniment différentiable sur E* 3 support compact et 3
valeurs scalaires, telle que o{x)dz=1. Le signe * désigne la convolution en z.

1.4. Nous généralisons, S;.r la méthode diseréte, les définitions d’espaces de
moyenne, qui correspondent aux espaces 8(pq, &, Eo; 1, &1, E1) et 8(po, &0, Es; 01, 81, Ey)
de MM. Lions et Peetre [3]. Comme dans le cas considéré par MM. Lions et
Peetre, nous verrons que ces définitions donnent les mémes espaces de moyenne
définis par les définitions 1.2 et 1.3, mais ces nouvelles définitions seront utiles
au moins pour déduire quelques propriétés d’espaces de moyenne.

Nous commencons par la définition suivante.

DEFINITION 1.4. Soit £e R*. Nous désignons par /?HE) pour 1=p=<oco, et
pour un espace de Banach E, I'espace des éléments u=1{u.},cz» tels que on ait

tp
1.12) 2 il/P,g”!):{:czzuef(f)ﬂ [} % H:«} <o,

Cet espace #"4EK) est un espace de Banach pour la norme donnée par la
Sormule (1.12).

Soient &, -+-, & ¢ R*.  Si nous posons Gi=Gi(%, -+, &)=Gu&, -+-, &N 2",
nous voyons, d’aprés la proposition 1.1, que

2

(1.13) UGi=2Z".
Si nous supposons, en outre, que &, ---, &, satisfont & la relation (1.3), nous
avons la proposition suivante d’aprés la proposition 1.3.

ProrosiTiON 1.10. Nous avons

(1.14) [ 5

wipizip |HP o=
t,‘/”e < oo, =0,---,n,

quel que soit p, 1S psco.
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DEMONSTRATION. D’aprés la démonstration de la proposition 1.8, nous avons
p e“gk(z}pﬁﬁ o e“i’xs;k?}::.k\
zeG] =l pikiny

i
3

tiA

M_.;,z:i.(!s"“\‘s}:‘, ik e
H ¢TE AR X <o
Xﬁ)awh'w\k

i
To g

n =

ott ZHF = S (& —e¥z,, et w sont ceux de la démonstration de la proposition
1.

De cette proposition, nous tirons la proposition analogue & la proposition 1.4
avec la méme démonstration.

ProrosiTiON 1.11. Si E;, =0, ---, n, sont n+1 espaces de Banach contenus
dans un méme espace vectoriel topologique séparé 5 algébriquement et topologi-
quement, alors l'application:

(1.15) N Pt E) 3 u={tehee > 5 e € Bot -+ +E,
j==0 zexn

o
est linéaire et continue.

Maintenant nous pouvons donner une définition d’espaces de moyenne dis-
créte.

DEFINITION 1.5. Nous désignons par s(Pe, -+, Du} oy **» &ny Eo, -+ -, En) Ues-
pace image de Vapplication (1.15) muni de la topologie la plus fine qui rende
Vapplication (1.15) continue. Nous Uéerivons trés souvent s(p; E; E) pour
simplifier Uéeriture.

De cette définition, nous voyons que pour a € s(p; & E’) il existe une suite

(1.16) w={ue _F%O/vf.sj(‘E,-)
telle que
(117 =S u .

L’espace s(p; &; E) est un espace de Banach pour la norme
(1.18) Hellezs=Iinf max [{ull #iti,,
tsisn
olt Pinfinimum est pris sur toutes les u satisfaisant (1.16) et (1.17).
REMARQUE 1.8. Le cas n=1 a été traité par MM. Lions et Peetre [3],

c’est-a-dire,
8(po, P13 €0, £15 Eo, Evy=38(po, &0, Bos P, &1 B)

le deuxi®me membre étant la notation de MM. Lions et Peetre.
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Nous désignons par s(pe, *++, Pui Fo, **
+E,., pour lesguels 1l existe n+1 suites

DEFINITION 1.6.
pace de tous les éléments ac Fo+

v (v € L7 telles que Don ait
CL:?}: Vjz
iZo

pour tout ze Z" .
Nous éerivons cet espace trés souvent s(p; & E). Nous munirons cet espace de

7

(1.19)

relation (1.19).

la norme suivante:
(1.20) Hallgyw7=inf max |} v; [l y7itie
0Sisn
ot Uinfinimum est pris sur toutes les suites v; € ?i8(E;) qui satisfont la
Nous pouvons munir cet espace de la norme suivante qui est équivalente

2 celle donnée par (1.20):
a > inf Z ilv; il/”j’gj{lij)
F

(1.20"
olt Vinfinimum est pris sur toutes les suites qui donnent la relation (1.19).
1l est évident que l’espace s(p; & E) ainsi défini est un espace de Banach

Le cas n=1 a été traité par MM. Lions et Peetre [3], c’est-

pour la norme (1.20).

REMARQUE 1.4.
Nous avons les

a-dire,

s(py, P13 &0, &15 K, E ) =3(ps, &, Ey; p1, &L B,
le deuxiéme membre étant la notation de MM. Lions et Peetre.
propositions analogues aux propositions 1.5, 1.6, 1.7 et 1.8 pour les espaces

8P & B et sip; 5 B,
Nous montrons ici que les définitions 1.2 et 1.5 et les définitions 1.3 et
Nous examinerons aussi quelques

1.5.
1.6 donnent respectivement les mémes espaces.
yé6n€ B qui satisfont Dhypothise sur £

ProprosSITION 1.12. Sofent
Nous avons

topologique séparé, munis des injections continues.

relations entre les définitions 1.2 et 1.3.
50, e
Sotent E,, L E. n+1 espaces de Banach, contenus dans un espace vectoriel
S(ps & E)=s(p; & B)

quels que sotent p;, 1Sp;jsco, =20, -, n.
Pour simplifier I’écriture, nous désignons par S (resp. s)

DEMONSTRATION.
Vespace Sip; 5 B) (resp. s(p; &3 E)).
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i) Soit a€S. Il existe une fonction ué€ n LritiEp) telle que Q:S ul{x)dx.
F=0 r®
Posons
uzzg w()dx pour z£ 2",
I
ol
Izy={re Ry z;z2;=2;+1, =1, - -, 0} .

Alors nous avons

k3
u. € N 708 ESY .
ji=8

En effet,
IR p; ?; - D N .
k973 || u, H;}.gcyg ) |2 53,
I'{z)
oll c?j:max {1, exp(—p; 3 &i)}, ce qui entraine que
5]';;(0

s, e [ e | o | (o) |7 de

zezm 7 Jpn J
Comme

z2eZ®

N u;,:g wzide=a ,
R"

nous avons a<s, et

Halls £ max{c, ---,c)llalls .

S u.=a. Posons
P

264

ii) Soit acs. Il existe une suite u. € 5/”1'51(15’,-) telle que
j =)

;-
w(x)=u. pour xzel(z).

Nous avons

S W (@) 113 e =Pidm < ciPieti i || w |17,
Iz J ’
ol ¢/Pi=max {1, exp{p; 3 | & )}, donc il g’ensuit que
2w )
Uuen Lﬂ7'€j<Ej> .
j=o

Comme
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nous avons a €S, et

Nalls=max(ci, - -, cn) @l

ProroSITION 1.13.

Soient
Soient E,, ---

~ & n
G, 7, &eR

~

satisfaisant U hypothése sur £,
VE, n+1 espaces de Banach contenus dans un méme espace
vectoriel topologique séparé, munis des injections continues.

Nous avons
S3; & Ey=s3;5 E),
quels que soient p;, 1Sp;Sco, §=0,--, 0

DEMONSTRATION. Pour simplifier Péeriture, nous désignons par S (resp. g)
Vespace S(7; & E) (vesp. s(p; & £)).

i) Soit aeS. Il existe n+1 fonctions v;e L77"Y(E;) telles que a=3 v,(x)
Pt
presque partout.

Comme nous pouvons supposer, grice a la proposition 1.9, que

Do e LY H(E), ae po=I(0)n Z™ ,
nous pouvons définir v;(z), z€ Z".
utilisant le fait que

Alors, par la méthode élémentaire, en
"z

1dz=1, nous avons que

C(E;’O

Hv.i(zﬂl?jéc” > SF( )HD"?},‘(Q))HZjdx, j:—.O, e,

i

avec une constante ¢ indépendante de p; et de z. Par cette majoration, nous
avons:

I €77 v,(2) ni?,.gcwc;»"’fg 5 11 Do 1136 d
rzyacery I

Done,

v;={v(2)} € £?95(E})
et

“ ?/'_1 ”/7’.1"51'<557§ch', 527 ” DG'UJ Hij‘fj(Ej)
€Ty

avec une nouvelle constante ¢. Par conséquent,

k3
a=3 vi(2)€s,
i=0
et, en appliquant encore une fois la proposition 1.9,

Halls=const. |lalls.
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i) Soit aes. Il existe n+1 suites »;={v;}€ 755K} telles que a,::}i:»pj:
i
pour tout ze€ Z». Posons

vi{)=v; pour xeliz).

Alors a»~§_} v{z) presque partout, et comme dans la démonstration de la proposi-
tion precedente nous voyons que v, € L?7%(KE)). Donc acS.

PROPOSITION 1.14. Soient &, ---,%.€ B* satisfaisant Uhypothése sur &.
Sotent E,, ---, E, n+1 espaces de Banach, contenus dans un méme espace
vectoriel topologique séparé, munis des injections continues. Alors nous avons

pour tout p;, 1=p;S00, 7=0,--+, 7,
S»: & E)cSp: & E)

avec linjection continue.
DEMONSTRATION. Soit ae€S(p; & E). Alors il existe une fonction u(x)e

ﬁ Lri'ti(E)) telle que a:g w(zx)dz. Posons, pour j=0, ---, n,
j=0 P e

vi{®)= SMG _u(x~y)dy .

D’aprés le choix de la fonetion %, a=3] vj(x)zg uw(x—y)dy presque partout.
7=0 R™

Montrons que v;€ L?#8(E;). Comme

iy (x)= g efiWeti T Viy(e—dy |
—G .

nous avons
ot || (@) | ;= X bWt || ufg— ) || dy
g,
= KiwFe—ndy,
R—®
oll
et pour ye -Gy
K e s
) {0 ailleurs ,
et

Fily)=€"" | u(y) |l s; -

D’aprés la proposition 1.3, K;e€L?, 1=p=oco, et de ’hypothése, F;€ L”i. Par
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conséquent, d’aprés U'inégalité de Young, nous avons v, € L?7'H(E;), et

b v; Hl,pj’gifnj:‘é“ Kj W itullritsng, .
Done ac Sip; & E) et

Hallswmt smax G Kol - LK H e lsa 3%

ReEMARQUE 1.5, Dans le case n=1, MM. Lions et Peetre [3] ont montré que
ces deux espaces coincident:

S(pa, 20, Eo; pry &1, B0)=8(po, &0, Es; 1, &1, Ev)

Mais dans le cas général les espaces S et S sont différents. Nous donnerons un
contre-exemple plus loin (section 5).

ProrositioN 1.15. Soient £, ---, &€ R* satisfaisant ['hypothése sur £.
Sotent Ey, ---, E, n+1 espaces de Banach, contenus dans un méme espace
vectoriel topologique séparé, munis des injections continues. Alors nous avons
pour 15p;sq;so0, j=0, <+, n,

S3: & E)cS@: & E)
avee Uinjection continue.
DEMONSTRATION. Soit acS8(:; & E).  Alors il existe une fonction ue

J=0

?\ LP7S(E) telle que argmu(a:)d:n. Posons fv(x):Sp(x*y)u(y)dy, oll p& SJ (R

-

fixée avec Bp(a:)doszrl. Alors Sv{x)d:v:a, et nous avons, pour chaque j, j=0, ---, n,

e ot~y ||t
"

e 1, 5| )|,y -

R
Comme et p(w) € Lri, 7;=p;q;/(p;q;+P;—q;)21, nous avons, d’aprés V'inégalité
de Young,

{x)

v stionn 211 e o(@) 177 [l w ) pitie .

d'ott aeS(q; 5 E) et

ol ¢ est une constante indépendante de a.
De facon analogue, nous avons la
PRrROPOSITION 1.16. Sous les hypothéses de la proposition 1.15, nous avons

Sp & E)e S 5 E)

avec U'injection continue.
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Nous signalons aussi les résultats suivants.

ProrosiTioN 1.17. Soient &, ---, £, ¢ R* satisfaisant Uhypothése sur &, Nous
nous donnons 2n+2 espaces de Banach E,, -+ E,, Fy, -+, F,, contenus dans un
méme espace vectoriel topologique séparé, munis des injections continues. Si
E;c F; avec Uinjection continue pour chaque j, j=0, - - -, u, alors nous avons, pour
1€p;fo0, j=0,---,n

Sp; 5 ENe Sp; 5 F)

avec Uinjection continue.
DEMONSTRATION. Soit a € S(p; Z E). Alors il existe ue n LP4( B telle que
ie

(1.21) a= \ wiwXdz .
Jrn

D’aprés les hypothéses, avec une constante positive C indépendante de u, on a:
(1.22) Hu@ e, =Cllwx) e, 7=0,---,n,
d’olt
ue 0 LPH(Fy)
i=e
et

b= S wx)dze S(B; & F) .
[.’.7"

d’aprés (1.21) et (1.22), a=b, et

De facon analogue, nous avons la
ProprosiTioN 1.18. Sous les hypotheses de la proposition 1.17, nous avons

S®: & E)eS®; & F)

avec l'injection continue.

PROPOSITION 1.19. Soient &, ---,&, e R* satisfaisant Uhypothése sur &.
Soient E,, ---, E, n-+1 espaces de Banach contenus dans un miéme espace
vectoriel topologique séparé, munis des injections continues. Alors nous avons,

pour 1§p1§009 j:O, N,

Eyn - 0 EncS3 & E)e S G E)e B+ o+ By
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avec toutes les imjections continues. En particulier, st tout p;<oo, alors

(1.23) E.n --- 01 E, est dense dans [’espace S(p; ,:5 E).

DEMONSTRATION. D’aprés les définitions 1.2 et 1.3, et d’aprés la proposition
1.14, il suffit de démontrer que:

Eon - 0 E,cS@m & E),
I'injection étant continue. En effet, soit e E;n --- NE,, et soit o€ Z(R")
telle que Stp(m)dle. Posons u(x)=¢{xja. Alors
ulw)e n LPE;),
g0
a= Su(x)dx ,
et

lallszie < max || eti@e(@) e |l allmnone
1Eign

n*

Montrons (1.23). Soit aéS{}i;éE‘). Alors il existe uwe n LPPH(E) telle que

a.::g u(z)dz. Posons, pour N>0,
rY

o fu(®), |zI<N,
“"'(“)*{o, 2| >N .

Il est évident que wye N LPH(E)) et am'zguN(x)da:eEm--- A E,. Mais nous
30
avons: 1<Sp,;<oo, §=0, -+, 1,

Ha—ay ”-s'{ﬁ:?f;éoglasx {1 eti* "' (u{m)— unix)) HLT'J'(E’J-)}“')O,
isn

lorsque N-->oo, ce qui démontre (1.23).

2. Propriété d’interpolation,

Nous donnons tout d’abord la propriété d’interpolation des espaces de
moyenne qui est une généralisation de celle traitée par MM. Lions et Peetre
[8] dans le cas n=1. Commencons par la proposition suivante.

PROPOSITION 2.1. Pour tout acS(p; & E), nous avons

2.1 llellsees =inf ,I;IO{H U llmstiapli, wi=4,)I43) ,
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oit Uinfinimum au membre droit est pris sur toutes les ue¢ n IJ?J’*J\E) telles

que a—-g u(x)daz.
nn
DEMONSTRATION. Désignons par B le terme au membre droit dans la formule

{2.1). Par définition,

Hellseem=inf max |}« ”L"J"Jfr 0y

OEign
il s’ensuit immeédiatement que
Hellsgsh=zhB.
Nous allons montrer l'inégalité en sens inverse. En utilisant le fait que
a= i w(x)dr= g wx+y)de , ye R,
Jrn J e
nous avons

Hallseaz L>—maX et || u || 25 (.
Montrons que

”
(2.2) inf max e &9 || ul|2pesm =TI wllritiin)
yeR® 053 je=0

d’olt suivra ’inégalité cherchée.

Nous allons démontrer 1’égalité (2.2) par la récurrence sur n. Avant de
commencer, nous désignons C;=|lu ||:7j¢58, j=0, ---, n, pour simplifier ’écri-
ture. Nous montrerons gque:

inf max e t'C; ]’ICa .

yeR® 05ign

Pour le cas n=1 qui a été traité par MM. Lions et Peetre [3], il suffit de prendre
(&o—Ey=log (Co/C,). Pour le eas général, notons que nous pouvons prendre
£&=(1,0, ---,0) d’aprés la proposition 1.5. Donc posons
L=+ &iy), =1,
ol
5,7{:(5}27 ter 5;71) 3 Z/':(y'z’ Tty yn) ]
et
5;(?/1)::5}22/2“" cee Sl .

Alors nous avons
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max {e-4%C;}=max (e-11C,, max ¢tV e 14(C))
osign 1Sisn

Or, comme nous avons que

{512"'51711]
i

.

i E?zﬂ"'énnl ,
; 10 01 i LS sin
E BLE L E 1 f ( ......... i
::{ [ 3 B 53 Sin '__(__u1>7h-1 ‘:A“'A(],
t ............. ! [ ......... i
! snl éwz Cvml f i Snl f‘:n i
E iz oo b ‘
| T | R ]
45 =(—1)n+s | (exclure la j-ieme ligne)
......... |
€uz v+ Eun |
1 0- 0 |
|
B S """ 3 n . on .
= (e 1yrtdl M =t } (exclure la (j-+1)-iéme ligne)
Enl"""ennl

::<_1)11+j(__1)7:+2+jdj::__-Aj

pour 1<j<n, et que
) End;+d,=0,
i=1

nous avons, d’aprés I’hypothése de la récurrence, que

RN ’
. e R ki rrge 2 E1diugld
inf max ¢ (e 41 Cy) =TI C5i" e 1217

PHRESF% 3=l

Sgyy ] (g ﬁcd Hd=de)

= gdo¥ii td—dy ] B
{:’=1 ”}

Done, nous avons

. — () . LI 1 (d=4g)
inf max e $Y'C;=inf max{e-nC,, e‘oyl/““-’&!(HCﬂ)
i=1

¥ 0SiGu
CYi ’ 'lUj'——“Aj/d '

en choisissant convenablement y,;, ¢’est-d-dire, tel que:

7 \1{d—dg)) (ddg) !4
emz{cl / (H C;:) } .
Fe=i
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En utilisant la proposition que nous venons de démontrer, nous obtenons la

PROPOSITION 2.2. Sotent E;, j=0,---,m, n+1 espaces de Banach contenus
dans un méme espace vectoriel topologique séparé 5 avec les injections con-
tinues; sotent F;, j=0, -+, m, n+1 espaces de Banach contenus dans un espace
vectoriel topologique séparé %, munis des injections continues. Si L est une
application linéaire de ¢ dans < et si les restrictions de L comme applica-
tions de E; dans Fj;, j=0,---,n, sont continues et de norme N,;, alors lo
restriction de L comme application de S(p; & 17,7) dans S(p; ? F‘) est continue et
de norme N:ﬁ NYi.

DEMONSTRATION. Soit aeSH: S E). 11 existe we N LP95(E) telle que
a= \ulx)dx. o

L étant un opérateur borné de E; dans F; pour tout j, L en est un de
I’espace Ey;+ --- +E, dans Vespace Fy+ .- +F,. Dong,

(2.3) La:ng{x)dx: SLu(m)da: .

Or, d’aprés 'hypothese,

(2.4) WELullr; N, [lulle =0, m,

j 1

et comme il est clair que Lu est fortement mesurable, nous avons
2.5) Lue ﬁOL” H(Ry) .
D’aprés (2.3) et (2.5), nous avons Lae S(p; z F) et d’aprés (2.1),

|| Lallsgw ST Ll mstsorp )™ STNGS T wllrstson) ™

En employant encore une fois la formule (2.1), nous voyons que

7

| Lellseg@m=Nllallse#d N=TI Nj7.

i=0

Par des démonstrations tout & fait analogues & celles des propositions 2.1 et
2.2, nous avons les proposition suivantes.
PROPOSITION 2.8. Pour tout ac S(; E, E), NOUS AVONS

(2.6) llallgzzs =inf T o witinpl ™ ws=d(0/ED

- rﬁ 5,
ot linfinimum est pris sur toutes v;€ L7V I(E;) telles que a=3, v,(z) presque
Fuc
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partout.

PROPOSITION 2.4. Soient E;, j=0,---,n, n+1 espaces de Banach contenus
dans un méme espace vectoriel topologique séparé &, munis des injections
continues; soient F;, j=0,---,n, n+1 espaces de Banach contenus dans un

espace vectoriel topologique séparé 57, munis des injections continues. Si L
est une application linéaire de % dans 57 et si les restrictions de L comme
applications de E; dans F;, j=0,---,n, sont continues de norme N, alors la
restriction de L comme application de S(p, & E) dans S(p, & F) est continue de
norme V“H Nji

REMARQUE 2.1. Nous avons les propositions suivantes, analogues aux prop-
ositions 2.1 et 2.3:

PRroOPOSITION 2.5. Pour tout aes(p, B ), ROUS QUONS

2 . — ——
e Hu;‘:‘e';l?;zinfgm wllyritingt?,  wi=46)48),

ot Vinfinimum est pris sur toutes u={u. },‘,,ne n 2?8 E) telles que a= 2 U,
PROPOSITION 2.6. Pour tout a € s(p; 5 B), nous avons

Il @ ls573=int n IR w;=4,8)4E)

oi infinimum est pris sur toutes v;={(vj}.czn € £?34(K)), §=0, - -+, n, telles que
Q= Evﬂ (ze Z™).
Nous remarquons aussi que les propositions 1.9 et 2.1 ou 2.5 impliquent la
PROPOSITION 2.7. Soit ac E;n --- NE, Alors nous avons

(2.7) lHallsgrnsclllaily)

avee une constante c¢ indépendante de a.
DEMONSTRATION. Fixons une fonction ¢(x)e &Z(R") telle que Stp(x)dle.

Posons u(x)=¢{x)a. De la proposition 2.1, on deduit:
GHSWTE‘)fu’{Hu”z,i"j'ejmj)}w" .
Comme
evms Urj .
1w I{Lﬁj.fj{s}.»,:[ge&.,zm V() | n;dg;] alle;, 4=0,----,m,

nous avons (2.7).
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3. Espaces de moyenne de plusieurs espaces du type L’

En vue des prochains résultats, nous calculons ici quelques exemples qui
correspondront aussi 3 un exemple calculé par MM. Lions et Peetre [3]. Nous
commencons par la définition suivante.

DErFINITION 8.1, Soit (2, dir) un espace mesuré sur lequel est définie une
fonction positive et mesurable . Soit E un espace de Banach. Nous
désignons par LYE), 1=p=oo, Despace de toutes les fonctions w défintes sur
0 a valeurs dans E, fortement mesurables et qui satisfont d la condition:

v(e) | wla) ||e € LP(2; dp). LY(E) est un espace de Banach pour la norme
) ) . L ) 1p
(3.1) tuligen=[{ 11w gsErae]”.
Q

PROPOSITION 3.1. Soient &, ---, &, € R* qui satisfont Uhypothése sur &.
Soient E,, -+, E, n+1 espaces de Banach contenus dans un méme espace vectoriel
topologique séparé munis des injections continues. Soient @, -+, 0 n-+1
fonctions positives mesurables définies sur ©. Alors nous avons

S(po, sty Pay 50; T é:n; L58<Eﬂ>y Tt Ll)z(En»
:Lf(S@’o, ) pn; 50; Ty En; EO; Tty Eu))

1 n n v
"":Z wj/ph 1§p}»“<:oo9 (i?:H ‘f'?jj ’
p i=0 J0
wy=4,)14E),  j=0,---,n.

Nous évitons le cas ¢=1 soit en multipliant ¢ par une constante =1, soit en
convenant que toutes les fonctions ¢;=1.

DEMONSTRATION. Pour simplifier D’écriture, posons S=S(p; g E) et L=
S(Doy ++*y Paj &0y =+ +y Eus LEAES), -+, Lox(EL)). Nous montrons que LHS)=L en
utilisant le fait S(B; & E)=s(p; £, E) (Proposition 1.12).

i) Soit a(xye L. Alors il existe une suite u(x)={u.(z)} telle que

a(@)= 3 u:(w)
et
{etiDu,(x)} € {vj(Lg:;(Ej)) , j=0,.---,n.

Donc nous avons presque partout a{z)e S et
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() (1sSTTE S e [juda) |17
J=t zm

=i ZeZ

d’ol

” . A
al@) lse@ =TI S et || wla) || eia)rapeilni .

y=ll zEZT

Grace 3 P’inégalité de Holder, nous avons

7 Ywseing
S Ha(rc‘)liﬁec(x')”d,’e(x)gn[g ei{x)ridp(z) by eﬁﬂzmjnu:(x)n?j ] s
a FEY 7 zcZ®

a

5 puilp;

i s ez
Fl

7=0
Par conséquent, a€ LI{(S) et
la HLgi-WéH all:,

olt nous avons employé la proposition 2.1.
il) Comme MM. Lions et Peetre, soit ¢ une fonetion simple & valeurs dans
S, c’est-a-dire, a=3 a;y;, a;€8, y; fonction caractéristique d’un ensemble
{

inle

mesurable. Alors pour presque tout x € £, nous pouvons trouver {w.(z)} telles que
a@)= > wx),
EEWAY
wiz) e £Pit(E), =0, m,
et

1 .
a2} lsz, max {ilwdn) [l /7i¢ip) -

Nous utilisons, dans la suite de la démonstration, la proposition suivante.

PROPOSITION 8.2. Soient Z;€ R, j=0,---,n, et Z=3 w;Z;#0. Alors il

3=0
existe une solution unique x€ R* du systéme d’équations:
ZJMZEJ(x):pZ/pJJ j‘—"O) RPN [

SUITE DE LA DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.1. Soient X et Y{(z)e R

les solutions respectives des systémes d’équations
1-4(XD)=plp;, 7=0,--,7n,

et

-

log ¢;(2)—&;(Y(2)) log ¢(x)=pllog o@])p; , 5=0,--+, 7.
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Iei, nous prenons Y(x)=0 si ¢=¢;=1. Posons

wlmy=w.(x), '=z2+2(0)+2,(2),

2y =X, log | a@ tis], - -+, [ X log Halx) lsD) ,
et
zolx)=([Yi(x) log ¢(®)], - -, [Y.(2) log ¢(0)]) ,

en désignant par [r], r€ R, le plus grand entier <r. Alors, la fonction x—su.(x)
stant mesurable, nous avons, pour presque tout x€ 2,

a@)= 3, u(z)

et
> ekiting H u;(g;) 117’3 =3 ekitz"inj I 10:!(9}) Hpj g-titealpj-titeong
2647 £y 2’ E;
=(2¢;)77 |} alx) Hga‘ “§jl.¥!Pjg;(x)—pjéju’(m) ,
oll
. 2
c;ﬁ':-_—[max {1, exp (p]- Ek) [ & |>}] .
Done
oi(@)?s 3 eti'ei || u(x) |15 S(2ei)rip(x) || a(@) 115,
2 J
d’ott
5, ems] ) 1 Bpseridrm s o] ewr a8
z€ Il o
ou

{u.} € £28(LE(EY) et g]zneg""””'{ll Uz 1api 1?3 22057301 @ Hanus}®
2 J

1l s’ensuit que ac L et, d’aprés la proposition 2.1, que I}ailzéclia!lzgmh ol
c=(2¢) -+ - (2c,). Cela étant montré pour les fonctions simples qui sont denses
dans l’espace L2(S), nous avons démontré la proposition.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.2. 1l existe une seule solution xe R"
du systéme d’équations

Zé:(x):zg“pZ/pJ y j:O, ...,n_.m]_ t
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le déterminant A,,(Zg) étant £0. Nous vérifions que cette solution z satisfait la
(n+1)-iéme équation. En effet, d’aprés la définition de z,
el Weel §2-—1
Z 2 wjfj(x):_}:;w,-Zj— PZEO?UJ‘/P;“::Z“ Wuln—pZp—walpn)
Py 3= i=
:"‘wn(Zn““pZ/pn) .

Or, de méme que dans la démonstration de la proposition 1.3,

n-sd — aet n ‘
3 wjgw)= 3 wi(§;— S )x)+ ( EO 'wj)'fn(x) =— leg'n‘X}m +(1—w)é(2)
30 0 = =

= —“571(9;) Jf(l‘W’ﬂ)fn(x): ww'nsn(x) B

ot X/, wi™ sont ceux de la démonstration de la proposition 1.3. Par con-
séquent, nous avons

Z“En(x) = Zn“‘ ?)Z/’pn .

De facon tout a fait analogue nous obtenons la proposition suivante.

PRroPOSITION 3.3. Soient &, - - -, &, € R® satisfaisant I’ hypothése sur &. Soient
E, ---,E, n+1 espaces de Banach contenus dans un méme espace vectoriel
topologique séparé munis des imjections continues. Soient ¢, -+, ¢, n-+1

fonctions positives et mesurables définies sur 2. Alors nous avons

S,(pﬂ’ Ty Pus fﬂ) Ty &ns ng(E0>; ) Lg?,:(En))
=Li(S(po, <+ -y Pui &o, <0y &y By -0+, E))

ol
1/17:?3010;‘/101 y lEp;geo, @:Hﬂ‘f”?”' ,
= =
wy=d,)/4E) , §=0, -, m.

Pour le cas ¢=1 nous faisons la méme convention que dans la proposition 3.1.
Comme les cas particuliers des propositions 3.1 et 3.2, nous avons les
définitions et propositions suivantes.

DEFINITIONS 3.2. Sotent E un espace de Banach et v une fonction positive
sur Z*. Nous désignons par <NE) 1Sp=co, l'espace de toutes les suites
u={U;}.e 5% 4 valeurs dans Uespace E telles que

{}7‘(2) [ 2. HE}:GZ"’e/p .

s (E) est un espace de Banach pour la norme:

1/
3.2) lluu/zgm—-«{”z”v(zwuu,nz} .
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PROPOSITION 3.4. Sotent &, - - -, £, € R* satisfaisant Uhypothése sur £, Soient
Eo, -+, Ex n+1 espaces de Banach contenus dans un méme espace wvectoriel
topologique séparé munis des injections continues. Soient ¢o, ---, ¢, n+1

Sfonctions positives définies sur Z*. Alors nous avons

s(p()! MY 2771; EO: MY Sn; /58<E0>1 Ty /€:<E13>)
:/?(3(?70, ey Pas 50, Ctty fn; Eo, Tty En)) ]

onl

Up=3 wilpi, 1spige,  p=TI¢}7,

w;= 4,043, §=0, -+, m.

Nous évitons le cas ¢=1 soit en multipliant ¢ par wune constante c+1, soit en
convenant que toutes les fonctions ¢;=1.

ProrosiTioN 3.5. Sous les mémes hypothéses que la proposition 3.4, nous
avons

s(p(): sty Pas 50’ Tty En; /gg(EO)r Ct Y /g:(En))
:/5('3(}70, oty Py 501 A gn; EO: ttty En)) ]

D, Pj, Wi, et ¢ étant ceux de la proposition 3.4.
REMARQUE 3.1. La proposition 3.1 dans le cas n=1 a été démontrée par
MM. Lions et Peetre de facon analogue. Leur démonstration nous a inspiré.

4, Relations entre les espaces de moyenne de n espaces et ceux de n—1 espaces,

Nous considérons ici une sorte de factorisation d’espaces de moyenne, c’est-
a-dire que nous examinons les relations entre les espaces de moyenne de (n-+1)
espaces de Banach et ceux de n espaces de Banach. Soient &, ---,&,€ R qui
satisfont ’hypothése sur & En posant w;=4,(8)/4&), j=0, ---, n, définissons

Wo :(wh cee, wn) ,
(4'1) Wl :<w1—17 wZ; R u/‘r) b4

Wn:(wly Wey * wn-—l) .

Rappelons que W, ---, W, aussi satisfont ’hypothése sur ¢ avec w,-zdj(ﬁ)/d(W‘)
(ef. propositions 1.2 et 1.5).
Posons
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Wi =(ws, -+, wa)

(42) Wz/ :T(T’M}Q“l, Wy, -0, wﬂ) y

Alors nous voyons facilement que Wi, ---, Wi, (€ R ) satisfont P’hypothése

sur & pour n—1. En effet, nous avons
JWHIW Yot w, . HAWHAW =w,ey,  j=1,---,n—1.

PROPOSITION 4.1. Soient E,, ---, E, n+1 espaces de Bunach contenus dans
un méme espace vectoriel topologique séparé munis des imjections continues.
Soient W;, Wi comme (4.1) et (4.2). Posons

Fo=8(po, Do, - pus Wor <o, Wis; Eo, By, -+, E))
et
Fo=8(py, oy -y pus Wil oo, Wi s By, By -+, B,
ot 1<p;soo0, 70, .-+, n. Alors nous avons
8 Do D1y * -y Dus Wo, -+, W Eo, E,, -+, B 8(qo, g5 Wy, —wWo; Fo, 1),

0t
1/(1,-:(wn+wl)/pi+ﬁ,2w,-/pj , $=0,1.
=

L injection est continue.
DEMONSTRATION. Soit acs(p; W; E). Alors il existe une suite #={t):eczs"
#
telle que a:r:}juuz et ue n #2»%i(E;). Nous pouvons en déduire que
e PR

Bwiag .
e7 Mt e 0o Ey)

Lwjrjeag

ey {ud € g2 Ky, k=2,---,n,

et

T grs
e

Gj“ J'J"ll{u:} 1= /pl(El) s

oL

(] i :{:{u:} € /pk(EQ , k:z’ R

En posant 2/==(2;, ---, z,)€ Z* !, nous obtenons

W2ty -~ P P9,
e e} € den(diny (EW))

4.3)
ety o, 3 L
e e b € £S5 W ER) k=2, -, m,
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et
" e o} € 20 L2 ED)
4.4)

" E ey b € LT T EDY k=2, n.

Iei, par 25 (E), nous désignons 'argument . D’aprés (4.3), nous avons

. . ! [T IV oy I
{b:l} € 3(730, 2, s Py I Gy T, I"‘Vﬁmi y £ o gtl‘\,Ec.,\/, /p_ ”l\Lg}, .- \ .
{?/':I}Z N Uz vz y
stg gn—1

ou, d’aprés la proposition 3.4,
fu.) € /T IE)
(4.4) donne:
{v:} € 8(ps, Pay -0y Pus Wo, oo, Wi 2"V NEY, £72UE), -+ -)
ou
{vs ) € LY

car (w,—D{wo+w)+1w,(wst+ -+ +w,)=—w, 1l s’ensuit, done, que

a= zl:yvzl € s(qo, q1; w1, —Wo; Fo, F1)
et
lta Hotggsaytpumig: g, p) = MAX {H e} 1 promnpg, THe } pre—woen}
£ max Hull y2i%imy
d’ott
e Haioguayiwgimogibgorp 1 @ a3t E -
PROPOSITION 4.2. Posons
Fo=8(po, Doy -+ Dus Wi, -+, Waiis By, By, -+, E)
et

? 7 N
Fl:$<pl, 2y "ty Py IVO: R W’nml; El; PZ: Tty Eﬂ) ]

ott By, coo, By Wo, -+, Wo, Wi, -+, Wa_i, Do, -+, Da sOnE les mémes que dans la
proposition 4.1. Alors nous avons

§((Io, q1; Wy, — W E‘Jy F1>C3<p0x Pis = * s Py W07 Sty Wn; Eo, Ely Ty Eﬂ) s

on
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l/q,;:(wy%w.}/p.ﬁ_}'] w;ilp;, 1=0,1,
j=2

L’injection est continue.
DEMONSTRATION. Soit a € s(qs, g1; Wy, — e} Fs, F1). Alors il existe deux suites

{vo:)} et {vi.} telles que
== vy, + 1z, pour tout zuwe”Z,
{v0s,} € 2701 Fy) {12} € 707(F )
Comme nous voyons, grace a la proposition 3.5, que
{Voe,} € 8(Do, Pay - =y Pus Wo, ooy Wy 270U Ey), 272U By), - +)
{V1e,} € 8(p1, Day ooy s Wi, o oo, Wiy 27070 By), 270 (B), -+ )
nous pouvons trouver deux suites

LWl P, \ PRI .
(Usepolercam=1 € 2030 " E) =0 W(ED, §=0,2,--,m,

(W!=W{ si j=0et =W/, si j22), et

Pk

(Vi oo e € a2 B = 2 M B, k=12, m,
(wF=w—1 sl k=1 et wi=w, si k+1), telles que
”"’1:551 Uj,.. pour tout 2'e€ Z"*,
et
vlgl:é‘,ﬁ Vieor pour tout 2’ ¢ Zrt,
En outre, nous pouvons choisir {U;:} et {Vi:} telles que

[H{ Vsl H/”J""'jm]-)§2 Il e H/q\i"“'lqﬁoy ’ i=0,2 ---,m,

et
IO e e S 2 Lo il por—wogy k=1,2,---,n.
Posons
Uoz= Vo ,
U=

uj:ﬁVj:+ U': ' j

U

2’...!11/_

Alors
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=y +7;., pour tout 2,€ 7,
i
=3 u;; pour tout ze 2",
j=o

et
u; € Pk, 7=0,1,---,n.
En plus,
Heatlsewm Emax Hugll 2%,
[LF g -]
<4 max {Hvoll psorigy, Il vl po=rar b,
d’olt

>k

e lisewidsdila Hetagea tegomiegi g £y -

Grice aux propositions 4.1 et 4.2, nous voyons, en particulier, que, si s(p; W; E B
s(p; W; f), cet espace s(p; W;E’) se réduit 4 Vespace de moyenne de deux
espaces. Par exemple, dans le eas n=2, nous avons

ProOPOSITION 4.3. Soit n=2. Supposons que

E=38(po, p1, s Wo, Wi, Wi Es, By, E2)=8(po, p1, p2s Wo, Wi, Wi B, Ey, Er) ,
oi p;, W;, E; sont ceux des propositions 4.1 et 4.2. Alors nous avons
E=5(qo, qi; w1, —Wo; 8(Ds, Da; Wa, We—1; Ko, E2), 8(ps, Do; we, wa—1; By, Eu))
ou
1/gs=(wo+wi)lpi+wz/ps i=0,1.

Sous les mémes hypothéses, nous avons aussi d’aprés les propositions 1.5,
1.6, 1.7 et 1.8, que

E=3(qs, q1; w1, —ws; (P2, Po; Wo, Wo—1; Kz, Ey), 8(p1, Do; Wo, wo—1, Ey, Eo))
=8(qs’, q1'; Wo, —w2; 8(P2, P1; W1, w1—1; By, EY), 8(po, s wi, wi—1; Ey, Ev)),

ol

1/qa=wo/ Do+ (w1 +wa)/ P2, 1/gi = wo/ Do+ (w1 +w2)/ps ,
1/qs" = wi/pr+(wo+ws)(pa, 1g! =wi/pi+ (wo+wa)/ Do -

De méme que dans un autre cas ol nous pouvons réduire les définitions d’espaces
de moyenne de m+1 espaces a celles de = espaces, nous considérons le cas ol
deux des n+1 espaces sont identiques. Nous avons ainsi les propositions suivantes.

PROPOSITION 4.4. Soient E;, W;, Wi, p; definis de la méme fagon que dans
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les hypothéses de la proposition 4.1. Si nous supposons en outre que Ey,=FE ,=F

et Po=p1=p, alors nous avons

S(p, pey -y Pus We, oo, Waets E, Ea, -+, E)
“:S(p,??, Doy o7y pn; WO; Tty Wn; E,E, Ez; "'yEn) .

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 4.1, nous voyons que

Sn»H:S(\py Dy Pzs vy Pas W(n Tty Wn; Ey E: EZy Tty Eﬂ)
CS(Qo, qy; W, = We; Snx SW->:S71 )

ot $.=8(p,ps, -+, Pu; Wo, -+, Wai; E, Ey, --+, E,). Nous allons démontrer I'in-
clusion en sens inverse. Soit a€S,. Alors il existe v(z’) telle que
a’:tg U(ﬁc’)dw’ ' x’:<ﬁ:2’ Tty xn) ’
pn—1

Ww 4

[ ;‘_1 Z/"U(ml)eij(Ej)v jIlr ey My, Pe=P, El:E'

Prenons 9{z;) € &I(R) telle que S Y(z,)dx,=1. Posons
s

;
w(@)=v(x)v(x’), =1, Tz, ***, Tu) .
Alors nous avons
evivuye L'I(E), j=0,---,n, E=E=E, p=p=p,
et

a:—S wayde .
Fiddd

De plus, nous voyons que

| ula) HLF’J"“'J‘(HjaéCH v’ HLPJ."WJ'&EJ') , j=0,,m,

avee une constante C, ot j¥*=j5—1 si j=1 et j¥=0 si 7=0. Par conséquent,

nous avons @€ S, et
flalls, ., =Cllalls, .
PROPOSITION 4.5. Sous les hypothéses de la proposition 4.4, nous avons

S(p’ Ds Py -0 Dns WO: Tty Wn; E: Er Ez; Tty En)
:‘S(p9 Py~ 0y Prs Wdl, ct Ty W’ill—l; E; EB; "'yEn) .

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 4.2, nous avons
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S1l:$<pr Day oy Das WOI’ tt Wvg—l; Ey EB: tt s En)

=8(qo, q1; w1, —Wo; Sx, Sa)

CS(p, D, P, * -y Py I,V()v Ty I’Vu; E; E; EZ: Tty E’nt>::sn?l .
Inversement, soit ¢ € S,.;. Alors il existe n-+1 fonctions vi{x), 7=0, ---, n, telles
que

a=23 v,(2) presque partout,
i=o
ewjmvj(x)GLpi(Ej> , 7=0,,n, Po=p:1=p, Ey=E=E.

Soit p€ Z'(R*) telle que S olx)dxz=1. En formant la convolution g*v;, de p et

v;, nOus avons que

R

a=3 p*v;{x) pour tout ze R",
i<

’

(4.5) o e WO (LY ED), §=0, -, m5 k=1,2, -,
1}

Pl (z'}

o wi=w,; si j#1 et wi=w,—1si j=1;7%=1sl j=1, j*=7—1si j=1 W (A)
désigne l’espace de toutes les fonctions w(f) définies sur R & valeurs dans un

espace de Banach A, telles que

e<t{didtru(t) e LP(4), s=0,---,k,
(weR,12p=so0,k=1,2, ---), (d/dt)* étant prises au sens fort. Notons que l'espace
WE“(A) est un espace de Banach pour la norme:

k
[} u(t) Hw’;'wmngﬁli e t(djdt)yult) |12 .

Nous employons la proposition suivante dont la démonstration sera donnée plus

loin.
PROPOSITION 4.6. Soit A wn espace de Banach. Si we R, w+0, alors nous

pouwvons définir u(0) pour toute ue W, "(A), et Vapplication

Wi (A)sut) —» wde A

est continue.
SUITE DE L& DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.5. D’aprés proposition 4.6

et (4.5), nous avons, en posant

w1 (2)=0%v,0, &), 22, ol )=p*vy(0, z')+p*v:(0, 27) ,
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ey s e B .
a=S ux"), e¥i=u,e Lr(Ey, eVi-v*u;elPiE;), j=2,-,n,
Fub

et
IR Hli’i’”';’—ﬁwj:gc I v; Hli’j""j:./;j: , j=2, -, m,
Hoatg Hop o SCULve Hp Vo + 1 o0 Hp Waed
avec une constante C. Par conséguent,
aesS, et llalls, s2Clalls,,, .

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.6.

(i) p=1; u(t) étant absolument continue dans un voisinage de l'origine 0,
nous avons

t
u(O‘)::w—S w/(t)dt, +u(t) pour tout t.
G
Prenons ¢ tel que wt>0. Alors
[1200) 1145 max (=) [} eru(8) 1o+ 1}t 1
Comme e”u(t)e LY{(A), il s’ensuit que

Hult)ylls—-0 lorsque (sgnw)t-—co.

Done, pour p=1, nous avons

(4.6) Hu e w® i nSilu HW’Z;“'(A} .

(iiy p>1; Comme

ey ey 1| | iwennae (][ e ) it

t t’

avee p’=p/lp—1), nous pouvons définir u(0), et comme || u(t)|| 0 lorsque t—oo
ou oo, nous avons (4.6) pour p>1.

Pour terminer cette section, nous donnons une démonstration de quelques
cas spéciaux du théoréme de réitération de MM. Lions et Peetre [3].

ProrosiTioN 4.7. Soient E, F deux espaces de Banach contenus dans un
méme espace vectoriel topologique séparé munis des injections continues. Alors

4.7 S, p;0,0-1; E, F)=Sp, p; 1, 1—1, 8(p, p; 4, -1 E, F), E),
o

1Spgoo, O<ic], O<u<l, §=(Q1A—wi.



Sur la théorie d’espaces d'interpolation 445

DEMONSTRATION. Posons w,=1-—2, w,=21—0, w,=#. Nous avons que w;>0,
t=0, 1, 2, wo+w,+w,=1. Nous voyons, grice a la remarque 1.5 et aux proposi-
tions 4.3, 4.4, 4.5, que chacun des deux membres de P’égalité (4.7) coincide avec
Pespace S(p, p, p; Wo, Wy, W, E, E, F), W,;, 7=0,1,2, étant définis par la
formule (4.1).

PROPOSITION 4.8. Soient E, F definis de méme que dans la proposition
précédente. Alors

4.8) S(p, p; 4, A=1; S(p, p; v, p—1; E, F), S(p, p; v, v—1; E, F))
' =S(p, p;4,0—-1; E, F),

ot

lspsoo, 0<icl, O<p<u<l, =1—Du+iv.

DEMONSTRATION. Posons wo=(1—A)(v—p), wy=Hv— ), wy=1—v, wy=p. Nous
avons w;>0,5=0,1,2,3, et w,+w,+w,+w,=1. Définissons W;, 7==0,1,2,8, par
la formule (4.1), et considérons l’espace

S=8(p, p, p, p; Wo, Wy, Wo, W, E, F, E, F') .

D’aprés les propositions 1.5, 1.6, 1.7, 1.8, 4.4, 4.5, et la remarque 1.5, notons
tout d’abord que

S:S<p1 p’ pl p; W’O) le WZ; W.‘S; Er F) E'y F)
=8(p, p; wi+w;, wi+ws—1; E, F).

4.9
D’autre part, d’aprés les propositions 4.4, 4.5 et d’aprés (4.9),

S=S(p, p; w1, —we; S(p, p, p; Wo, W\, WS E,E, F),S(p, p, ;; WJ, W,, We; F, E, F")),
Wi, §=0,1,2, étant définis par la formule (4.2). Or, d’aprés la proposition 4.4,
S(p, p, p; Wi, Wi, W), E, E, F)=S(p, p; ws, ws—1; E, F),

et d’aprés les propositions 4.1,4.7, 1.5,
S(p, p, »; Wi, Wi, W2; F, E, F)=8(p, p; wo+w,+ws, wotw, +ws—1; E, ) .

Par conséquent, nous avons l’égalité:

S(p, i witws, wit+ws—1; E, F)
=S(p, p; w1, —wo; S(p, s ws, ws—1; E, F), S(p, p; wo+wi+ws, wot wi+ws—1; B, F)),

qui n’est que 'égalité (4.8) d’aprés notre choix de w;, 7==0,1, 2, 3.
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5. Non-équivalence de nos deux définitions,

Nous avons introduit deux espaces de moyenne S(ﬁ;%ﬁ) et S(p; ?, E).
Nous savons que S(p; & E)cS@: % E) (Proposition 1.14). Mais l'inclusion en
sens inverse est, en général, fausse. Ici nous donnons un contre-exemple tel
que S(; ?; If‘)#rSPﬁ;:ﬁ’; E). Nous commencons par la proposition suivante.

PROPOSITION 5.1. Soient E,, E,, E; trois espaces de Banach contenus dans
un méme espace vectoriel topologique séparé munis des injections continues.
Supposons que En, E,, E. satisfassent aux conditions suivantes:

(5‘1) {P];ﬁEQ‘:O, Ez ,(\IEQ;’—Eg, Ez:i() ’

Sips, Dos Wo, wo—1; Ey, BN E-
ol 0<w;<1,7=:0,1,2 wo+aw +w:=1,1=p,, py<ce. Alors

S(po, D1, P Wo, Wi, Wey Ey, B\, Eo)#Sipo, 91, pos Wo, Wi, We Ey, By, Eb)
Tei 1S pa< oo, et Wo=(mw, wy), Wi={w,—1, wa), Wo="(1w,, w,—1).

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 4.3, si

S(po, D1, P2 Wo, Wi, Wes Eo, Ev, En)=8(po, D1y D23 Wo, Wi, We; Ey, B\, By,
était vrai, nous aurions ’égalité:
(5.2) S(qo, q1; Wy, —we; S(Po, Do W, w2—1; Ey, Ea), S(py, pe; we, wa—1; Ey, Ea))
=8(q5, ql s, — w2 S(Pa, Pos Wo, wo—1; Ea, Eo), S(D1, Do Wo, wo—1, By, Eo)) ,

1qi=(wo+w)ipi+ws/p: , 1=0,1;
1/ 6 == (w2 p2 - 106/ Do 1/ =(wi+10)] py+ wel Dy .

D’aprés (5.1), nous voyons, i 'aide de la proposition 1.19, que
S{po, oy Wz, wa—1; By, B2 D En S(pr, po; we, wa—1; Ey, E)=0,
Sip2, Do; W, wo—1; Es, B0 By, Sipi, po; we, we—1; B, END K.,
par conséquent,

S(qa, qi; Wy, — e S(po, Poi we, war—1; By, E2), S, po; we, w=—1; By, Ea))=0,
Siqs, al; wy, —we S(pz, Pos Wo, Wo—1; By, EY), S(p1, Doy we, wo—1; Ey, E))DEs

ce qui est contradictoire a 'égalité (5.2).

Comme choix d’espaces de Banach E,, E|, F. qui satisfont les conditions (5.1),
nous donnons le suivant.

EXEMPLE 5.1. Soit E un espace de Banach ot est donné un opérateur A
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linéaire mon borné dont le domaine D(A) est dense dans E mais ne coincide
pas avec Uespace E entier. En outre supposons que Uopérateur A soit tel que,
pour chague 220, (i+A)! existe et soit un opérateur borné défini sur E avee
Destimation survante:

A4+ Ay Years MiG+1) 420,
M étant une constante tndépendante de i, Sotent w,, wy, ws, po, Py, p: definis de
méme que dans la proposition 5.1. Nous notons que si E=D(A), alors
(5.3) S(p1, por wo, wo—1; D(A), E)2DIA) .
Donc il existe un élément fe S(pi, po; wo, we—1; DAY, E) tel que feIDA), en
particulier f=£0. Désignons par F Despace & une dimension engendré par f.
Posons E,=E, E,=D(A), et E.=F. Alors les espaces ainst définis E,, E,, E.

satisfont aux conditions (5.1).
DEMONSTRATION. L’assertion est évidente si nous admettons (5.3). Mais si

D{AY=S8(p1, ps; wo, wo—1; D(A), E)
il s’ensuirait que
D(A*y=D{A) pour w,<a<l,

d’ott 4 serait un opérateur borné, ce qui est absurde.

6. Espaces de moyenne relatifs aux domaines de plusicurs opérateurs non bornés

commutatifs (I),

Nous nous donnons plusieurs opérateur linéaires non-bornés 4;, 51, ---, n, &
domaine dense dans un méme espace de Banach E. Supposons que, pour chaque
i,3=1, ---, m, Vopérateur i+ A; soit inversible pour tout 4, 2120, et que (Z-+4,)*,
220, soit défini sur £ et borné avec l'estimation:

(6.1 HO+A)y Y er 2 MIG+T), iz0, (J=1,---,m).

De plus, nous supposons la commutabilité des opérateurs (1+A4;) ! et (pe+ Ap)h:
(6.2) (A+AN e+ Ay b= (et A A+ A

pour 2, £=0, 7, k=1,---,n.

Notons que, pour chaque j, =1, ---, %, le domaine D(AT7’) de la puissance
AT/, m;=1,2, ---, de 'opérateur A; est un espace de Banach pour la norme:

) 'mj
(6.3) D(AT) 32 2 35 ATzl o =15l s, .
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Grace a la condition (6.1), nous pouvons supposer que:
(6.3") ”117”/12.4;".1‘;::”A?%jm”i} .

Nous caleulerons dans la suite les espaces de moyenne

[ S S

S(p, <+, p; &0, o, G B, DIATY), -+ -, D(AT™)
et
Sy oo Py €0 oo 603 By DIA™), -+, DIAT™)
sous les hypothéses (6.1) et (6.2) avec 1 S p=< o et £; € RB* satisfaisant 4 I'hypothése
sur &. Nous verrons, entre autres choses, que ces deux espaces coincident.
Tout d’abord, nous introduisons un espace auquel nous réduisons nos espaces
de moyenne. Dans la définition suivante, 1= p=co et my, j=1, - -, n, sont entiers
positifs (i.e., m;=1,2, ---), w;, =0, ---, n, sont réels tels que w;>0 pour tout 7,
et que wo+t -+ +w,=1.
DEFINITION 6.1, By "= 5(AT, <., A%*) (en bref By ‘“(A™) désigne I’espace
de tous les éléments a tels que ac E et

7

(6.4) et LA A Jae LAE)

Y
BY¥(A™) est un espace de Banach pour la morme:
(6.5) BY “(A™) 3 a-l|al| sy g

ez]g;lwku[ﬁ {Ak(e”"/"'k+Ak)“}"'k]a,
&

=

LPLE)
Nous pouvons démontrer la proposition suivante de la facon analogue au cas
n=1 (Grisvard {1}, Komatsu {2]).
PrROPOSITION 6.1. Soient W;, j=0, ---, n, donnés par la formule (4.1), c’est-
da-dire,
Wo=(wy, we, -+, W),
Wi=(w—1, ws, «++, Wa) ,

Wn:('wlv rry Waety wn_‘l> .

Alors nous avons
(ol 2 S

(6.6) S(p, -+ 0y Wo, «++, Wa; E, DIATY, -+ -, D{AT™)

[ 3 S |

:S(pr R ' I/Vo, Y WH; E, D(AI”‘), Tt D(A:’:”))
:B;‘Ot"”wn:E(A;"l, Yy A:?” .
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DEMONSTRATION. Nous aurons 'égalité (6.6) d’aprés la proposition 1.14 si
nous montrons les inclusions:

6.7) S=8(p, -+, p; Wa, -+, Was E, DIAM), -+, DIAT™) ¢ BY ‘B(A™)
et
(6.8) By EA™)cS(p, -+, pi W, -+, Wy E, D(AM), - -, D(AT)=S .

(i) DEMONSTRATION DE L’INCLUSION (6.7). Soit a€S. Alors, de la définition
de D’espace, nous tirons:

a= 3 v;{x) presque partout dans R,
i=0

e¥iPv. e LK), et eVi?yix)e LNIDXAY)), j=1,---,n.

Ceci dit, nous avons ac B} ‘*(A™) avec

(6.9) HaliBg’m(ﬁ)é[H(HMk)”‘k]l!alLg .

k=1

En effet, nous avons les inégalités:

{I exro(z)[ TI{Auler/mr+ Ak)“l}""ﬂ]vo(x)

k=1

g[ p<1+bfk>*'*k]|se"*owvo(x)l!g ,
E =1

i

emve] L Aerrmst A1 o)
=1

gM}"ﬁ[HmMm]sie“’f"’vxxnlmm ,
kg 2

E
jml, e, M,
d’oit suivent (6.4) et (6.9).

(ii) DEMONSTRATION DE L'INCLUSION (6.8). Soit a€ BY**(Z™). Posons

?J(a:)=[k13 {Aw(eme/ms +Ak)“‘}’”k]a
et

u(m)zceﬂzm’k[ ﬁ {Ak(e*k/"‘k+Ak)-2}mza]a, c== I’-‘I_____m____(Zm,--—l)! .
= S {(m; =TI

Notons ¢"o@y(x)e L*(E) car ac BY E(A™),
Or,
uu(x>|lggc[gmrk]nlv<x>siu ,

(6.10)
HAT u(x)| o <c(1+ j)”‘j[kglMé""}He’jv(x) , i=1--,n.
J
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Par conséquent,
7t
wleye LW Eyn 0 LWWi(DIATH) .
FE

Done, si nous montrons

(6.11) a,::s w(z)da
i{’ﬂ
et
(6.12) flalls=ellal lug""fﬁ“ﬁ) ,

avec une constante ¢;, alors la proposition sera démontrée. Comme (6.12) est
une conséquence directe de (6.11), nous vérifions (6.11). En effet, par le change-
ment des arguments: £;==¢%i/";, j=1, -+, n, de (6.11), il s’ensuit que

i oo

S u{w)dx = CE
ne G

= lim CS” . S [p tlf‘"“‘{Ak(tk+Ak>*‘3}’"k]adtl o dt,

,
T T

: S[ 11 tz."‘ff“’mwA,f)*}mk]adt, . dt,
U b=

n my

- lim o(—1) H[m‘f’ St (2 — ke — 2 (=T — 1)1 2m; — D))
7=l kjr/'('

t1:7'1, Tty t.=1,

A AT A o T :
ti=7, o b=y

r:c{ ﬁl("ﬂj““l)! 1B/(2m;—1)! }a:a .
71

Iei, nous avons employé le théoréme de Fubini et 'intégration par partie. Nous
avons utilisé aussi que lilgo'(r»%fij\)"‘a::a, et lim A;(r+A;)'a=0, pour ac K,
j=1,---,m, ce qui découler éle (6.1) et du fait qu:cb(A,-) sont denses dans .

De cette proposition, nous pouvons conclure que I'espace Bl '*(A™) peut étre
obtenu par une récurrence d’espaces de moyenne de deux espaces tels que
Stp, pi i, h—1; E, D(A}9)), d’apres les propositions 4.1 et 4.2. Par exemple, pour
le cas 72=2, nous avons la proposition suivante grice a la proposition 4.3.

PROPOSITION 6.2, Soit n=2. Sous les hypothéses de la proposition 6.1, nous
avons

Ll‘;:‘j‘\‘;;’ij:‘):Bu'g,w‘,u':;l«l,&A;ﬁ;y A;“:)
=S, p; Wi, — w2 Sp, P; Wo, wo—1; DIATH),E), S(p, p; we, wo—1; DIATY), E)) .

Nous donnons une autre caractérisation de I’espace Bj ‘“(A™).
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PROPOSITION 6.3. Sous les hypothéses de la proposition 6.1, nous avons, pour
1€pgoo,

(6.13) VEAT=S(p, pi w, wi—1; E, DIA™))

oit E désigne espace de moyenne Sp, -+, p; Wi, -+, Wi\, E, D{AYS), -+, DIA™ ™)
Wi, =0, ---,n—1, étant définis par la formule (4.2), et A, désigne la restrie-
tion de opérateur A, dans Uespace E, c’est-d-dire que A, est opérateur linéaire
Jermé: Aje=Ae pour ec D(A)={ec DIA)NE; Aec E.

DEMONSTRATION. Nous notons tout d’abord que

(6.14) (+A)EcE, 220,
(6.15) (4+A)'e=(A+A)e pour ec kK, iz0,
(6.15") (2+ADEcD(AD, i=0,

(6.15"") Ai+Ane=A{i+A)"'e pour eck,iz0,
et

(6.16) HEE+A)  g—p MO+, iz0.

Démontrons que BY “*(A™)c S(p, p; we, wo—1; E, D(ATY). Soitae By “(A™). Alors

nous avons

7

§ WX
(6.4) cerr "[ I {Ak<e:k/mk+Ak>-1}"w]a c L"E).

k=1

D’aprés le théoréme de Fubini, nous en déduisons

kil
g ; enymk fmy e A .
oo™ S| ML Autenrms Aty |comint Ao e L k)

kg

presque partout en x,, oll a'=(®,, ---, x,) indigue les arguments d’intégration.
Par conséquent, nous voyons que, d’aprés la proposition 6.1,

(6.17) cer{Aevmt+A)timae B, ¢/ =Q2m—DY[(m—1),

pour presque tout z;, et que, d’apres la définition de ’espace Z,

(6.18) et A e/ ™+ A e e Ll (B .

Or, de (6.15") et de (6.18) il vient que

(6.18") c'e A (e + Ay Ma e LY, (E)

et, d’aprés (6.17), (6.14), et (6.15'), nous avons
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{6.19) ackE.

Done, d’aprés (6.16), (6.187), (6.19) et du résultat de M. Grisvard {(cf. Remarque
6.1 ci-dessous), nous avons a € S(p, p: wi, wy,—1; E, D(AT)), et d’aprés la définition
des normes,

Hallpygi=llalls, S=Sp,pw, wi—1 E, DA™) .

I.'inclusion dans l'autre sens est montrée par le raisonnement inverse. La
proposition a été ainsi démontrée.

REMARQUE 6.1. M. P. Grisvard a montré dans sa thése [1] que, pour un
opérateur linéaire A dans un espace de Banach E ayant pour résolvente (i+A)-!
4 norme M/(2+1) pour tout iz0, nous avons lim /A" (r+ A) " ia=0 pour tout
a tel que evs{A(e®"+ A)Yrae LP(E), w>0, sar;;msupposex' que D(A) soit dense
dans E. L’opérateur 4, ci-dessus est un tel opérateur, et nous pouvons caractériser
I’espace de moyenne S(p, p; wi, wi—1; E, D(A™)) par la formule (6.18'), la démon-
stration étant analogue 3 celle de la proposition 6.1.

Par la proposition 6.3, nous pouvons utiliser les résultats obtenus dans le
cas m=1 pour étudier V’espace B, “(A™) (cf. P. Grisvard [1], H. Komatsu [2]).

PROPOSITION 6.4. Sous les hypothéses de la proposition 6.3, nous avons,
pour m, l entiers =0 tels que muw,=m(1—-0)+16, 0<0<],

BYE(A™=8(p, p; 0,0—1; DA™, D(AY), 1=p<oo .

PROPOSITION 6.5, Sous les hypothéses de la proposition 6.3, nous avons

(6.20) DAMYC BY P(A™ e DIAY),  1sp<oo,

pour mow; non entier avec m=[muw,| partie entiére de m,wy;

(6.21) DA BY A DAY, 1sp<o,

pour maw, entier avec m=maw;—1.

D’aprés la propriété d’interpolation, nous déduisons de ces deux proposi-
tions la

PROPOSITION 6.6. Les trois conditions suivantes (6.22), (6.23), et (6.24) sur a
sont équivalentes:

(6.22) a€ BYEA™
(6.23) ac DA et AlacS(p, p;, i—1; E, D(A))

avee m, | entiers =0 tels que 0Sm<muwy, A+m=myw, 0<i<];
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(6.24) aeD(ATY et ATaeSp, p;J, i—~1: E DAY,

ot m, 1, A sont ceux de (6.23).

DEMONSTRATION. L’équivalence de (6.22) et (6.23) est une conséquence de la
propriété d’interpolation, des propositions 6.4, 6.5, et du fait que l’application
AT envoie D(AF) continiment sur D{A/™™) & inverse continue pour tout entier
k>m (cf. (6.16)). 1l est évident que (6.24) se déduit de (6.23). Pour montrer
que (6.23) s’ensuit de (6.24), il suffit de noter que S(p, p; 2, i—1; E, D(A))cE.
En effet, de ce fait et de (6.14) il s’ensuit que a ¢ F et done d’aprés la définition
de A, nous avons a€ D(4]") et AT'a=Alqa.

Pour avancer un peu plus loin, introduisons la définition suivante.

DEFINITION 6.2. Soit o={uvy, ---,0.)e BY, i.e., 0;>0, =1, n. CUE(A:m),

7
—

m=(mq, -, M)EN™, m;>0;, j=1,---,n, 1<p=< oo, désigne lespacc de tous les
éléments ac E tels que

}}?, a0 o
(6.25) et ’[H{A (e A1 ]ach(m

g1

L’espace Cy%(A; m) est un espace de Banach pour la norme:

E oo ,
(6.26) a— ™" ’[n{ e A1) ] :
i M 11) £

De cette définition et de (6.4), nous avons la
PROPOSITION 6.7. Soit m=(m,, - ,mﬂ)eN" tel que )_J(;,/m <1. Alors en
posant w;=a;lm; j=1, -, N, et Wo- a1~2 w;, NOUS cwons

g:!:(A; 77?’):8;&(141;1) .

Si m/=(mi, -, mp)e N" est tel que m;sm;, j=1,---,7n, alors nous avons
évidemment Co5(A; m)cCL"(A; m/). Nous allons montrer que, pour 1<p< oo,
ces deux espaces coincident.

PROPOSITION 6.8. Soient m, m'€ N*, m=(m,, -+, ma), W' =(mi, -+, m,) tels
que m;s=m;j, j=1,---,n. Alors, pour 1=p<oco, nous avons

CoH(A; m)=Co (A; m) .

DEMONSTRATION. Il suffit de démontrer que C3*(4;#)>Co(A; m') pour
m' =(m;+1, ms, - -+, mn). Nous montrons ceci en employant I’inégalité suivante:
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{co z i o 1]
6.27) {S 67[8 ap<y);dy]”d:c}”’gmﬂ e-mimy>1pdy] ? a0,

D’abord notons que

62 & form e A = me A A
Ly
d’oti:

L oacx L4 z
eit i Adetit A i lg=m,es1mam t ey”"l{A,(e”+A1)‘1}”‘x+1
) it i)

g

X [ ﬁ e*i%i{A;(e*i+ A,-)“‘}’"J’]a dy .
FEY

Done, si aeCL*(A;m’), alors nous avons, d’aprés le théoréme de Fubini et
I'inégalité (6.27),

o

”ele””"[nm (erit Ap) }
»]17(1)

J

7

iR
§m1/<m1'“"71),i61 e "[H{ ie* J+AJ) ] LUJ ’
| (&)

J

autrement dit, nous avons a€ C3"(4; m) et

HG/HC" g S m(my—oy) ‘HZUC" Edmny -

Cette proposition justifie la définition suivante.
DEFINITION 6.2'. Nous désignons C3*(A) au liew de CSE(A; M), 1£p< oo,
PRrOPOSITION 6.9. Soit 6=(a1, ---,0,)€ RT. Nous avons

(6.29) “EA)c nD(AY), 1sp<w,
7=1

o m; est le plus grand entier <ua; pour tout j=1, ---, n;
(6.30) AT, 0=m: entier <o; est un isomorphisme de l'espace ;’,‘E(Z) sur
Pespace C2H(A), 1<p<co, oft o' =(d}, -+, ah) avec oi=0x, k#j, et oj=a;—m.
DEMONSTRATION. (6.29) est une conséquence de la proposition 6.5. Pour
démontrer (6.30), nous pouvons supposer j=1. D’aprés (6.24) et d’aprés la
proposition 6.7, A est un isomorphisme de l’espace CYE(A) sur Despace
S(p, p; 2, i—1; E, D(AY)) avec ki= 0= m. Si nous prenons 2 assez petit (donc k
assez grand) tel que wy=1-— 4——2 o,/m,>0 (m; entiers), nous avons, d’apres la
proposition 6.3, S(p, »; 2, 2—1; E, D(A N=BYE(A™) avec wi=2, wj=aj/m;. j=2,
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m=_(k, ms, ---,m,). Cet espace-ci coincide avec lespace C2¥(A) d’aprés la
proposition 6.7.
A propos de la relation (6.29), nous avons la proposition suivante un peu
plus précise et qui découle de la proposition 6.3 et de ce que
S(p, p; wi, wi—1 E, DIAT) < S(p, p; w, wi—1; E, D(ATY) .

PROPOSITION 6.10. Soit o=(gy, ---,0.)€ R%. Nous avons, pour 1<p< oo,
(6.29") YEA)YC 0 S(p, pi ojimy, o5im;—1; E, DIAT))
je=1

chaque m;, =1, ---, n, étant entier >o;

Notons également le résultat suivant.

PROPOSITION 6.11. Soient a=(oy, -+, d,), 0'=(gi, ---,0.) € RY. Si 0;50}, j=
1, -+ -, m, nous avons

(6.31) CiHA)cCr4), 1Sp<oo,

avec l'injection continue.

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer (6.31) pour o' tel que o{>oy, d)=0j,
j=2, ---,m. D’aprés les propositions 6.3 et 6.7, nous avons, en choisissant con-

venablement les entiers m;,

C3 % (A)=By (AN =S(p, p; wi, wi~1; B, DIAT)
ol I’Vlz(w(lh Tty w:z): w§:a;/mf! j:}-y ey wézl"'}il w;y (wfi>0)r mais
S(p, p; w1, wi—1; E, DIAT)c S(p, p; wy, wi—1; E, D(AT™))

avec ’injection continue. Ici, wy=am;<w;. Ce dernier espace coinecide avec
Vespace BN E(A™), W=(ws, -, W), Wi=a/M;, W;=wWj=0;/Mmj, J=2, -, 0, wy=
l—ﬁ] w;, d’aprés la proposition 6.3. Par conséquent, en appliquant encore une
foiéxlla proposition 6.7, nous avons (6.31).

REMARQUE 6.2. Si nous supposons, pour les opérateurs A;, j=1,---,7, a
domaine dense dans ’espace F,

(6.1 HA+A)  p-n=M;l2, 2>0, =1 -, n,
et
(6'21) (2+AJ')»!(.U+AA’)‘1:<ﬂ+Ak>Ml(}'+Ai>er /:y /’.>O, j’ k::lr e, N,

au lieu de (6.1) et (6.2), nous avons, en désignant par I Papplication identique

de V’espace E,
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[k U S}
S{p; AR/ ,01 Tty W‘n; Ey D(AI”I>, "',D(Ar”»
L R
(6.6') =S8(p, -+, 93 Wo, <+, Way E, D(ATY), - -+, D(AT™)

:—‘:B;‘;Q""’m":ﬁ({Al‘*‘I)ml; . (An +I>n;n> ,

car les opérateurs A;+ 1, j=1, -, n, satisfont (6.1) et (6.2) et D(AT7)=D{(4,+ [)"7).
De ce fait, nous écrirons B! (A™) et C3F(A) au lieu de BYF(AT ™) et
“E(A¥ 1)) respectivement.

Nous passons maintenant au cas ou l'un des opérateurs —A4;, j=1,- -, 7,
est le générateur infinitésimal d’un semigroupe fortement continu d’opérateurs
bornés {G(t)}i»o dans lespace E. D’abord précisons les hypothéses. Soient
A,, -+-, A, opérateurs non-bornés 4 domaine dense dans l’espace de Banach E.
Supposons que A, ---, A, satisfont les majorations (6.1) et que —A; est le
générateur infinitésimal d’un semigroupe fortement continu d’opérateurs linéaires
bornés {Gi(t)} s, dans l’espace E, donc a fortiori A, satisfait (6.1'); nous supposons
aussi que les résolvantes sont commutatives (cf. (6.2)):

(6.32) G+ A W+ At =+ A A+ A0, i, k=1, m,

pour 2, n=0 (2 {ou #)>0 si ¢ (ou k)=1).

Nous entendons par un semigroupe fortement continu d’opérateurs linéaires
bornés {Gi(t)}iz une famille d’opérateur linéaires bornés dans E satisfaisant les
conditions suivantes:

(6‘33) leo)‘:ls Gl(t>G1(S):Gl(t+s> s t) 820 ’
(6.34) G(t)yz—a fortement lorsque £—0 pour tout z¢ K,
(6.35) NGt HensNy, t=0.

Notons également (cf. K. Yosida [7])

(6.36) (G Ayt re”'\‘Gl(t):cdt 150, wekE;

0

(6.37) Gi(tx=limexp (rtA(r+A) "z, t>0, zeE.

Nous commencons par la proposition suivante qui nous permettra de réduire le
probléme au cas n=1.

PROPOSITION 6.12. Powr W/, =0, ---,n—1, définis par (4.2), posons

™« ™

E:S(p' e, s VI’()’: Ty W’n’AI; Es D(A?:)y Tty D(A:n)) 1 1§p<oo .
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Alors, pour chague t=0 fixé, Uopérateur G,(t) envoie E dans E. Si nous désignons
par G(t) la restriction de G,(t) dans Uespace F, et par A, la restriction de
A; dans E (cf. Proposition 6.3), nous avons un semigroupe fortement continu
(Gt} ine dans Uespace E et — A, son générateur infinitésimal.

DEMONSTRATION. 1l suffit de montrer

(6.38; GitwxeFE si xzck, t=0,
et
(6.39) HGit)x—axliz—0 lorsque {—0, xe k.

En effet, d’aprés (6.38) et (6.39), {G,(t)}, t=0, forment un semigroupe fortement
continu dans E, et nous voyons, d’aprés la formule (6.36) et sa version pour le
semigroupe G,(t) et son générateur infinitésimal, que ce dernier coincide avec
Popérateur —A,.

Or, (6.38) est une conséquence de la proposition 6.1 et de nos hypotheéses
(6.32) et (6.37). Pour démontrer (6.39), notons qu’il suffit de le montrer pour

ze n D(AT), cette derniére intersection étant dense dans l'espace E (1=p<co)

griace & la proposition 1.19. Alors d’aprés la proposition 2.7, nous avons
IGiti—alleSc || Gitw—z |15 TLI| G AT w— AT ||},
72

d’olt (6.39).

PRrOPOSITION 6.13. Les trois conditions suivantes (6.40), (6.41) et (6.43) sont
équivalentes Uune a DUautre: (m; entiers suffisamment grands)
6.40) aeCyP(A), 1=p<oeo, o=(oy, -+, 00), o;=wm;, j=1, -, n;
(6.41) ackE et t-o(G,(t)—Iymaec LIE), 1€p<eo,
ot LL.(E) désigne Uespace de toutes les fonctions u(t) définies sur K. a valeurs
dans E, fortement mesurables telles que

(6.42) gmn w(t) |\hdtjt< oo ;
[}

(6.48) ackE et tGt)—-Dmaxe LI(E).

DEMONSTRATION. D’aprés (6.38), I’équivalence de (6.41) et (6.43) est évidente.
L’équivalence de (6.40) et (6.41) est une conséquence directe de la proposition
6.12 et du résultat de MM. Lions et Peetre ([3] Chapitre 8, §2, th. 2.1; ef.
Komatsu [2] §4).
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Ainsi pouvons-nous munir lespace C3*(4), 1<p< o, de la norme suivante
qui est équivalente 4 la norme originelle (6.26):

(6.44) wlia Iig%[rii - (Grit)— I ma g;;;dt/t]””.

hl
Nous voyons également le résultat suivant gqui est une conséquence directe de
la. proposition précédente et de la récurrence sur k.

PROPOSITION 6.14. Supposons que, pour tout j, j=1, -, k, kEn, —A; soit
le générateur infinitésimal d’'un semigroupe fortement continu {G;(t)}ize, que
A ge=k+1, -+, n, satisfont les conditions (6.1), et que tous les A; satisfont
les relations (6.32) (avec wune modification nécessaire, i.e. 2, p=0 ou 2, x>0
d’aprés les indices)., Alors Uespace C';’,‘”(?i), 1€ p<oo, cowncide avec l'espace de
tous les éléments ae K tels que

ac Elk)

et

O N | e O ] I SRR LY
0 o bLi=e ety te—i L
pour i=0, -+, k—1. Ioi Bl)=Cy* """ "By, -+, A,), k<n, et En)=E.
En particulier, si pour tout g, =1, ---, n, —A; est le générateur infinitésimal
d’un semigroupe {G;(t)},z0 fortement continu, nous pouvons munir l’espace
C%%(A) de la norme suivante qui est équivalente a la norme originelle (6.26):

7 o L I P fitg - o i
(6.46) a—ilallst z[g SR ) CenCOMES Aot b ‘%ﬁ] "
[l a0

0 0 Bty Lies ti

7. Espaces de moyenne relatifs aux domaines de plusieurs opérateurs (II).

Soient E, et E, deux espaces de Banach contenus dans un méme espace
vectoriel topologique séparé & munis des injections continues. Nous nous don-
nons n opérateurs linéaires, continus et permutables A;, j=1, ---, n, tels que,
pour tout 4,i>0, 2-+A; soient des automorphismes de l'espace & . Désignons
par Ajy, (7=1, ---,n;1=0, 1), la restriction & ’espace E; de 'opérateur 4;, c¢’est
a dire que l'opérateur Aj.; est défini comme suit:

(7.1 le domaine de définition D(A;:;) coincide avec 'espace de tous les éléments
ac E; tels que A;a retombent dans l'espace E;;

{1.2) A;a=A;a pour aeD(A;s).
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Il est clair que opérateur A;.; ainsi défini est fermé.

Supposons en plus que tout A4;;, (j=1, -, 1 1=0, 1), satisfait les conditions
(6.1) et (6.2). Rappelons celles-ci: pour tout A, 220, {A+A;.) est défini sur E,
et borné avee l’estimation:

(7.3) A+ i) e, EMUH D, 220,

avec une constante M;.;>0; nous avons, pour i, 7220,

(1.4) Gt A (et A = Ar A+ A ),
(73, k=1, ---,n;1=0,1).

D’aprées les résultats de la section 6, nous pouvons définir deux espaces
Cy " Ay) pour les Aj.o et Cy'"(4,) pour les A;.,, 1= p<co. Nous allons examiner
la propriété d’immersion:

(7.5) 2P Ay Cy (A .

Pour cela, nous posons une hypothése:

(7.6) Pour tout 4;20,5=1,---, %, Vopérateur (4, +A)"! .- (i,+4,)" considéré
comme un opérateur de l'espace E, dans I'espace E; est défini sur £, et borné
avec ’estimation suivante:

(7-7) !I<;1+Al>-§ e {12,5{—A71}~{§§;; *«?JE:(‘;E‘."I{ZY:"I\}HWI s (Z,i“!*l)rn’l y

£
olt zj, =1, .-, m, et M sont des constantes positives indépendantes du choix
de /Zj.

Alors comme dans le cas n=1 {Yoshikawa [6]), nous avons la proposition

suivante:
PROPOSITION T7.1. Supposons les hypothéses (7.1)-(7.4) et (7.8) verifiées. Si
a;>7;, §=1, - -, n, alors nous avons, avec ’injection continue,

(1.5) Ci"™AncCy¥ A4y, lep<oo,

N c ’ 7 .
ou G:—“:((T[, Tty 0"); 0,:‘(0’h ) 0”) et 0j=0G;Tj, .7_‘1> MR (%

DEMONSTRATION. D’abord nous nous ramenons au cas ol
(7.8) 0<z;<1, j=1,---,n,
en particulier, nous avons
(7.9 G177 QDT i e et

pour 4>0,j5=1,---, n.
En effet, posons
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(7.10) Es=Es ,~S8lq, q;0,0-1; E, E)), 0<h<l, lcqg<on,

Alors d’aprds les hypothéses (7.3) et (7.4), les restrictions A;., & Ey des opérateurs
A; 7=1, .-, n, satisfont les conditions (6.1) et (6.2), et D{A4;.,)=S(g, ¢; 0,0—1;
D(A;.), D(A;.)) sont denses dans Ey. Ainsi pouvons-nous définir I’espace C3'"(Ay),
l=p<on.

Or, d’apres la propriété d’interpolation (ef. Proposition 2.2) et les proposi-
tions 4.7 et 4.8, nous avons que, pour tout 4; >0, j=1, ---, n, lopérateur
(24 Ayt - (4,4 At considéré comme opérateur de P'espace Ky dans l’espace
Ey 0=0<0'<1, est défini sur Fy et borné avec l'estimation:

(7.1D ji(/ni‘Al) R (/A.u‘%‘An\)‘llE[,‘n_ul,‘{/,

= Moo (142,70 =01 oL (14, ymal8" =001

oit Mo est une constante positive indépendante du choix de Z;. Soient 6,
k=0, .-, N, tels que 0=1,<0,< - <Oy <0y=1, et que =" =10, —0)< 1, k=0,
o, N—1;7=1, .-+, n. Alors

ANt X
(7.12) S =g,  j=1,---,m,
k=0
et opérateur (4L,+A)" - (4, + A7, (4;20), est continu de espace Fj, dans
Vespace Es, ., avec l'estimation:

('7.13‘) H()“,_(,_Al)-“l R (/‘Au,“{‘An)—‘l‘ll‘.‘[jk-—ol*.'”k" .

§M9k.0k+l(21+1)r1”{)ﬂ‘ et (/.In‘%l)r”’(k)ﬂ1

pour k=0, ---, N,

Ainsi voyons-nous, d’aprés (7.12) et (7.13), que pour démontrer l'immersion
(7.5) générale il suffit de répéter 'immersion (7.5) avec I’hypothése supplémen-
taire (7.8).

Nous allons démontrer la proposition en supposant (7.8) verifié. Soit
aeC"(4,). D’aprés les propositions 6.7 et 6.8, si nous prenons les entiers m;,
j=1, ---, n, suffisamment grands, nous avons

(7.14) Cy P A)=B""""(A7)=B) "(AT)

ot W=(my, -+, m, my=m;+1; W=(w,, -, w,), 0<w;=0;/m;<1, 5=1,---, 7,
we=l—aw,— -+ w0, >0, W=(we, -+, wn), 0<w;=g;/m;<l, j=L1,---,n, we=
l—w— v —w,>0.

Posons
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2

{7.15) U= [ TTe™ i 5{A e+ A; ,;\{,‘)‘f}"’:‘]a R

Fet
(7.16) yzx?:[ TIe™ i Uil A e i+ A2 !]a ,

Feal
et

T o )

(7.17) ‘z;(a:):l.n (Ajalemit A, ) }”‘J]a :

2=l

Alors nous avons, d’aprés la démonstration de la proposition 6.1,

(7.18) UnlYy) € LP-Wo(Ep) 0 n LeWi(D{A;59) ,
§=1

(7.19) Unm(2) € LW EN N 1 LPWi(DiA,TY)
i=1

ol un(y)=ulmys, -+ -, Mulfs), Ua(Z)=U(M2y, - + -, Muzy), €t W, W, sont définis de w,,
w, par la formule (4.1). En particulier, nous avons

(7.20) a= const.g un(z)dz= const.g wx)dz

™ nn

dans l'espace E;,. Aussi notons-nous que ve L?“(E,) et
(1.21) Halles:zogy=1 %5 =17 p(ar)| leripy -

Or, d’aprés les hypothéses (7.7) et (7.8), nous avons

(7.22) |l )| o, < LeZi=1" 5[ |u(@)|| p, < L'e%55% | [0(@)| ] o, ,
et
(7.23) AT w ) |, < Le i1 A, (@) n,

< L/eEF=15 755 ()

pour j=1, --.,n, ot L, L’ sont des constantes positives.
11 s’ensuit done que:

(7.24) u(z) e LrSo(Ey)n ‘ﬁlLP‘ﬁj(D(A,-??")) ,
i=
olx
Co=(01-~14, s On—%a)
Clz(gl_—fl_—'m‘ly Go=—"7z, v Un Tn) ’
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Or, pour g=1, -+, m,
LAy =(o;—)im;=1; .
D’aprés le choix de m;, et les hypothéses, nous avons
O<w;<1,j=1,+--,n, et wy=1—t— - - —W,>0.
Ainsi avons-nous
;o [t oy Y , N .
bzgu;x)dxeS(p, s m; W, oo, W By DAY, - -, DIAST)
ot W, sont définis d’aprds @, par la formule (4.1).
D’apres (7.20),
b=const.a dans l'espace E,+FE,,
et grice aux propositions 6.1 et 6.7,
[ S e W . - - o Ey R
S(P: ey s PVO; Ty }i;ﬂ; E’r D(Ai:ll)y Tty D(\An:lﬂ))ch ' ’A(AJ »
oll ¢'=(a}, -+, 0L) avee d;=0;~1,;, j=1, .-+, n.
Par conséquent,
ac C;’;EL(A!) ¥
et
Halleg:e1cy < const. {lallcg £aciy

d’aprés (7.21), (7.22), (7.23) et (7.24).

8. Espaces de moyenne relatifs aux domaines de plusieurs opérateurs (III),

Nous examinons une espece de théorémes de trace pour ’espace Cj “(4) pour
un choix particulier des opérateurs A, ---, A..

Soit F' un espace de Banach dans lequel sont donnés n—1 opérateurs b,, - -, b,
linéaires non-bornés dont les domaines D(b;) sont denses dans l’espace F. Sup-
posons que, pour tout i=0, b,+4, 7=2, ---, n, sont invertibles, d’inverses définis
sur F' et bornés avec les estimations:

8.1) HA+0 ) e S MG+, §=2, -+, n, (A20).
De plus supposons que les (A+b,)7! sont permutables:

(8.2) (b e+ b = +b)(A+ b)),
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pour 2, #=0; 7, k=2, ..., n.

Soit E=L?R.; F), c’est-a-dire, I’espace de toutes les fonctions u(t) définies
sur la demi-droite positive R. & valeurs dans l'espace F, fortement measurables,
et satisfaisant

(8.3) 'lu“f":[gwﬁuiﬂiEi’vdt]"’koc .

d

L’espace E est un espace de Banach pour la norme donnée par (8.3). Définissons
les opérateur A;, j=1, .., n, dans ’espace K.
L’opérateur A, est défini comme suit:

(8.4) (A)(t)=u(t)—u/(t) pour wueD(A),

ot le domaine D(A;) est ’ensemble de toutes les fonctions wuif) telles que w/(f)
au sens fort existent et appartiennent a l'espace E.
Pour tout 7=2, ---, n, 'opérateur A; est défini comme suit:

(8.5) (AW =bi{w(t)) pour wuweD(4,), (=2, ---,n),

oll le domaine D(4;) est ’ensemble de tous les éléments u(t) € E tels que u(t) e D(b;)
pour presque tout ¢>0 et que les fonctions t—bu(t)e E. Il est clair que, pour

j:Z’ cee, M,
(8.6) D(A,J‘)ZL%R*: D(bl;)) » k:]-r 21 3; Tt .
D’aprés les définitions des opérateurs 4;, j=1, ---, #, nous voyons que ces opéra-

teurs ont des domaines denses dans "espace E et satisfont les conditions (6.1) et (6.2).
Par conséquent, nous pouvons définir I’espace C;'"(4), 1S p< 0, 0=(v,, - -+, 0,) € R,
ProrosITION 8.1.
C3 ¥(A)=8(p, p; wy, wi—1; L (Ry; C;7 (b)), D(ATY) ,

oit 1=p<oo,o'=(ag, ---, 6a), My entier >0 tel que wymi=0,, 0<w <1; 4, est la
restriction de U'opérateur A, dans lespace L*(R,; C3 ¥ (H)).

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 6.7, si l’on prend suffisamment
grands des entiers m;>0,j=1,---,m, on a

CyE(A)=BY (&™)
avec W=(wo, -+, W), Wi=0,/m;, j=1, -+, 0, wo=1= 3, w;>0. Or, d’aprés la pro-
=
position 6.3,
BY#(A™)=S(p, p; w, wi—1; B, D(ATY)

oll
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e on ; ; X .
E=8(p, -, p; Wq, -+, Wa_i; E, DIAT?), - -+, D(AT™)

avec W] définis par la formule (4.2), et A4, est la restriction de P'opérateur A,
i P'espace E.

Mais comme E=L*R,; F)et D(ATH)=Lr(Ry; DI, =2, ---, n, nous avons
griace 3 la proposition 3.1,

. = n == ,
EILP(R*; S(pr Dy Wor ct Y W7/z—-1; Fy D(b;‘z), Y D(b:?"")) .
Enfin, en appliquant de nouveau les propositions 6.7 et 6.3,
E=L»R:; C;"" (),

d’ou la proposition.

~

Grice 4 cette proposition, nous pouvons appliquer les théorémes de trace de
M. P. Grisvard ([1], Chapitre 2, théorémes 2.1 et 3.1), et nous obtenons la
ProrosITION 8.2. L’application

Co(A) 3 u—{u(0), w'(0), - - -, w(0)} € C3*F (by+

(on k désigne le plus grand entier <o,—1/p) est lindaire continue et admet un
inverse d gauche linéaire continu.

9, Quelques exemples,

Nous assemblons ici divers résultats.

9.1. Pour commencer nous considérons un cas particulier dans lequel E est
un espace de Hilbert et A, B sont deux opérateurs linéaires auto-adjoints définis
positifs (c’est & dire A, B=1) dans l’espace E. Supposons en outre que

©0.1) A-B'=B-A .

Soient {E(D)} et {F(11)} les résolutions d’identité associées respectivement & Vopéra-
teur A et & 'opérateur B:

9.2) A= rzE(d;Q ,
1

9.3) B= r;cF(d,u) .
1

De (9.1), nous avons
9.4) EQF(u)=F@EQ2), 1=£4,p<0.,

PROPOSITION 9.1. Soient A et B deux opérateurs linéaires auto-adjoints
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dé finis positifs (1) dans un espace de Hilbert E. Supposons (9.1)~(9.4) verifiés.
Alors nous avons, pour ¢, >0,

(9.5) C." (A, B)=8(2, 2; t/{o+7), —al(o+7); D(A™*7), D(B*%))
~ {x ¢ E; S”g”zzvyzrg \EADF ]l < m} ,
1

1

DEMONSTRATION. La premiere égalité résulte de la proposition 6.2, en choisis-
sant 4,=A4, A:=B, m,=m,=m suffisamment grand, de ce que

(9.6) S@,2; w, w—1; D{(A™), E)y=D(4m0- | O<w<l,
et du résultat correspondant a P'opérateur B. Montrons (9.6). Nous savons que
pour que €82, 2; w, w—1; D(A™), E) il faut et il suffit que

S”tz(l‘u’)m—ltlAm<t+A>w7rlx{l%dt< co .

L]
Or, d’aprés la résolution d’identité,

HAm(t+A>-m:v;|i;-=§°°12m<t+z>~‘~'m|1E<dz>xni; :
1

Par conséquent, grace au théoréme de Fubini,

+oo> gwtz'"“"w)'ll |A’"(_t+A)""xH25dt
0

=r{rzw“wmxzm<t+x>—2mdt}1 | E(d el
Q

1

:cm,wS Rzmu‘-w)HE(d'z)xH’i" Cm.'w:S szm(x—w)—-~)<s+1)-*‘».’mds »
o

1

ce qui veut dire que x€ D(Amt—),
Pour montrer la deuxiéme égalité de (9.5), notons d’abord que pour que
x€Ci""E(A, B) il faut et il suffit que

[

9.7) Smgwsk"t”“‘]]Am(s+A)‘7"B"(t+B)“"x|lzl,;dsdt< o,
0

d’aprés la définition de l’espace et par un changement des variables (m.n:
entiers, m>g, n>7). Or, d’aprés (9.4), nous avons de la facoa analogue a un
simple opérateur,

HA™(s+A)mB*(t+ By 1%
—-—rrzm<s+z>u'-’mmn<t+;zwa1E<dz>F(d/e>xn-z .
1

1
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Par conséquent, d’aprés (9.7) et le théoréme de Fubini, nous avons
g S #2707 B Fid gl < oo |
1 H

9.2. Soient R: V’espace euclidien a dimension n et R son espace dual

(=(@y, -, Tw), E=(£y, -+, &), E@)=2,51+ - - +x.5,). Considérons 'espace LA R}).
Posons
9.8) A= g G, i=1,-m,

ol F  LXRY)->LXR?) est la transformation de Fourier

(F fiey=\ et flrdx pour fe L¥RY).

I

Nous voyons que les opérateurs A;, i=1, ---, n, définis par (9.8) sont & domaine
dense et satisfont les conditions (6.1) et (6.2).

PROPOSITION 9.2. Sotents;>0,7=1, ---, n. Alorsles deux conditions suivantes
(9.9) et (9.10) sont équivalentes.

9.9) FeCor A Ay
(9.10) A4-1& - (A+18.0)70 5 fiE) e LYRE) .

DEMONSTRATION. D’aprés la définition de ’espace, pour que (9.9) ait lieu il
faut et il suffit que l'intégrale
00 it L ol 5 ity - dt,
9 9 JR,IT
goit finie. Ici les m; sont des entiers respectivement plus grands que ¢;. En
appliquant le théoréme de Fubini, nous avons (9.10).

9.3, Nous signalons quelques problémes que nous pouvons traiter dans le
cadre des espaces introduits dans la section 6. L’intérét de developpement est
cependant d’obtenir plutdt une espéce de théorémes de régularité.

Soit E=L7((R,)?),1<p<c. Nous désignons par (z,y) le point générique du
quadrant (R.)?={(x, ); 20, y20}. Dans I'espace E sont donnés quatre opéra-
teurs:

d

(9.11) (Ao f Xz, Y=——flw,y) pour feD(4,,

ax

9.12) (A Sf X, Y= ——ai—f(x, ) pour feD(AQ,

913) (Bof e, y)=—fix,y) pour feD(By.,
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et

(9.14) (B.f)a, y)=~5—fw.y) pour feDiBo),

olt

(9.15) D(Ao)z{fe E; éi;—fe E et fl0, y)=0 presque partout en y} ,
(9.16) D(Al)z{fe B —fe E}

(9.17) D(Bo)::{fe E,; —a%/—fe E, flz, 0)=0 presque partout en 1} ,
et

(9.18) D(Bg:{fe E; -{%fe L‘}

Notons que, en considérant ’espace E comme L?(R.; L*(R.)), les conditions f.0, ¥)=0

-
t

" f(z, ¥) ou ——a——f(a:, ye F re-
Y ox

o

ou f(z,0)=0 sont bien définies d’aprés le fait que

spectivement.
Considérons les semigroupes suivants fortement continus dans ’espace E:
9.19) o)l )_{f(x-—s, y) 8i x=s20,
' "SI Y=1 si szxz0;
(9.20) Gi(8)fz, y)=Fflz+s,y), $=0;

L (flz,y=t) sl yzitzo0,
9.21 Hyt)fzx, ):{
( ) o) flz, y 0 si tzy=0;
et
(9.22) H(t)f(x, yy=flz, y+1), t=0.

Alors nous voyons que —A; et —B; sont respectivement les générateurs infini-
tésimaux des semigroupes Gi(s) et Hi(t), (4=0,1). Aussi avons-nous grace i la
commutativité des semigroupes Gi(s) et H,(t),

(9.23) A+ A e+ Byt =(p+ By) 1+ A

pour 2, 2£>0, 1%, =0, 1.
Ainsi pouvons-nous définir les espaces C,”"**(4;, B,), 1, j=0,1,0,7>0,1< g < co.
De la proposition 6.9, nous avons le résultat suivant.
ProposITION 9.3. Considérons I'opérateur
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ot 0 a
L=-——+4b—ta——+ab, @, b complexes.
dxoy  o0x oy

(i) Si Rea>0,Reb>0, quelle que soit fe Cy 7 '¥(A,, By) il existe une solu-
tion unique we C)' 0" EAL By a Uéquation Lu=f;

(ii) Si Rea<0, Reb<0, quelle que soit feCy "5 (A,, By) il ewiste une solu-
tion unique ue CY "M E(AL By @ Véquation Lu=f;

(iily Si Rea>0, Reb<0, quelle que soit feC,""*(A, B)) il existe une solu-
tion unique ue C" P A, B)) a Pequation Lu=f;

(iv) Si Rea<0,Reb>0, quelle que soit £ CY""*(A,, By) il existe une solu-
tion unigque we CYoT VAL By @ Véquation Lu=f.

DEMONSTRATION. L= < ;x +a>< aay +b). Par conséquent, d’aprés le cas,
L=(+A;+a)::B;+b) qui est inversible.

Remarque 9.1. La solution du cas (i), par exemple, est donné par la formule

w(z, Y)= Vye"‘“"’”ﬂm——s, y—t)dsdt .
«0

0

De facon analogue, dans les autres cas, les solutions sont données 2 Vaide de la
formule des résolvantes des semigroupes H.(s) et G;(t).

Université de Tokyo
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