Sur le commutant d’une représentation d’un groupe
de Chevalley fini II

par Takeo YOKONUMA™
(Présenté par N. Iwahori)

§0. Introduction

Soient g une algébre de Lie semi-simple complexe et K un corps fini. On
définit le groupe de Chevalley G associé 4 g et K. Soit k un corps algébrique-
ment clos de caractéristique 0. La représentation ¥ d’un tore maximal § de G
de degré 1 sur k est considérée d’une maniére naturelle comme celle d'un sous-
groupe de Borel B (=19). Alors, concernant la représentation ¥ de G induite
par la représentation ¥ de B, nous avons les théorémes suivants:

1) (F. Bruhat [1]) Le groupe de Weyl W de g opére sur Hom (, k*). Pour que
e goit irréduectible, il faut et il suffit que le stabilisateur Wy de ¥ dans W soit
trivial.

2) (N. Iwahori-J. Tits [38]) Si ¥=1, ¥% se décompose en composantes irréduc-
tibles 4 la méme maniére que la représentation réguliére de W.

En généralisant ces résultats, nous démontrerons ici que le commutant
C(G, B, ¥) de ¥¢ est isomorphe & l'algébre de groupe k[Wy] de Wy sur k. Ce
théoréme a été prévu par M. F. Bruhat.

Pour la démonstration, comme dans [3], nous employons un théoréme de
Gerstenhaber-Tits. Le point essentiel est la construction de l'anneau générique.
Pour cela, nous observerons une relation entre le commutant C(G, B, ¥) et
I'anneau de Hecke S#°(G, 1) dans §4 (Th. 4.4). Dans §1 et §2, nous citerons
des propriétés du groupe de Weyl affine et du groupe de Chevalley fini. Dans
§3, nous étudierons l'opération du groupe de Weyl sur Hom (D, k*) et déter-
minerons la structure de Wy. Dans §5, nous obtiendrons le théoréme principal.
Dans la section finale, nous remarquerons que nous pourrons simplifier la dé-
monstration d'un résultat de M. R. Ree ([5, prop. 1.4]) en employant la méthode
de §3.

Dans la suite, pour simplifier les notations nous supposons que ¢ soit simple.
Nous pouvons en déduire le cas général.

Je remercie vivement M. F. Bruhat de m’avoir indiqué ce probléme, et

% L’auteur a bénéficié de 1’aide financidre de la “Sakkokai Foundation”.
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M. N. Iwahori de m’avoir donné beaucoup de conseils.

Notations. Soit A un ensemble. Nous désignons par 44 le cardinal de A,
et par <{A> le sous-groupe engendré par A, si A est un sous-ensemble d'un
groupe.

Soint 4, B deux ensembles et f une application de A dans B. Si C est un
sous-ensemble de A, nous désignons par f/C la restriction de f a C.

§1. Groupes de Weyl affines

1.1, Soient ¢ une algébre de Lie simple complexe, § une sous-algébre de
Cartan de g et 4 le systéme de racines de g par rapport & §. Nous noterons ¥
l'ensemble des combinaisons linéaires & coefficients réels des racines et fixerons
un ordre lexicographique de E. Soient /7={ea:, ---, &} ({=rang g) I'’ensemble des
racines simples, 4* (resp. 4-) 'ensemble des racines positives (resp. négatives)
et «o la plus grande racine. Soit {e1, ---, &} la base duale de I/ par rapport a
1a forme de Killing (,) i.e. (&, @;)=6i;. Sia est une racine, notons a* 1’élément
2a, a)'a.

Soit P. (resp. P) le groupe additif de racines (resp. poids) de g relatif a 0.
Désignons par D (resp. I)’) 'ensemble des éléments 2 de E tels que (4, a) soient
entiers pour tout a€ P, (resp. P); alors D (resp. D’) est ’ensemble des combi-
naisons linéaires & coefficients entiers des & (resp. a*). Soit W le groupe de
Weyl de q relatif a 6. Désignons par T'(4) la translation de E définie par 7 i.e.
zi-x--1 et par T(EY) le groupe {T(4); ie E;> ou E: est un sous-ensemble de E.

DEFINITION. Soit 7 un entier positif. Nous définissons les groupes de Weyl
affines 7™ et &, 77w (resp. &™) est le groupe engendré par W et T(nD)
(resp. W et TnD"). Alors 4 ™ (resp. @) est le produit semi-direct de W
et de TnD) (resp. de T'(nD’)). Nous désignons par ¢ la projection de F# ™
sur W,

DEFINITION. Soient L un groupe et {@:, ---, @.} un sous-ensemble de L.
On dit que L est un groupe de Coxeter relatif & {ai, ---, @.}, si les conditions
suivantes sont vérifiées:
1 ad=1 (@=1, ---, n), aixl, L=Lai, -, Q).
2) Soit L le groupe engendré par l’ensemble {xi, ---, 2x} avec les relations

(gsx;)m8 =1 (1<4, j<n) o m(, 7) est 'ordre de a:a;. L’homomorphisme défini
par xii-a: de L dans L est I'isomorphisme entre L et L.

1.2. Concernant la structure des groupes ©™ et & ™, nous avons le théo-
réme suivant. Soient P: Uhyperplan {z€ E; (ai, )=0} et P I'hyperplan
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{x€ E; (as, x)=n}. Désignons par w; (resp. 7o) la réflexion par rapport & P;

(resp. Po'™),

THEOREME 1.1. 1) 7™ est le produit semi-direct de 2" et de ©™, on
=1, T(m)w'Pwy; (@, 2:)=1}, w? (resp. wp) étant Uélement de lwn, - - -, s,
<oy w (resp. W) qui transforme I—{ai} (resp. I1) en —(T—{a:}) (resp. —11).
2) & est le groupe de Coxeter relatif a {w, ---, wi, ro'™).

3) Le domaine fondamental de € est I ™={ze E; (ai, )>0, (a0, )<n}, i.e.
pour tout A€ E, il existe un seul g€ &2 et un seul weS™ tels que w(A)==s.
Done, celut de 5™ est Q™. e s, 1€ F™ et e F (), alors il
existe p€ Q™ tel que p=p(u:).

4) Soit ‘e ™. Nous indiquons par le suffix 2 le stabilisateur de A; par
exemple ( F hi={we F ™ w(i)=2:} etc. Alors,

i) (F ) est le produit semi-dirvect de (@) et de (Sm);.

i) (8™); est le groupe de Cozeter relatif a {r¢'™, w;; 1€ P;} 81 1€ Py™, et
a {wj; 2€ Pj} s1 i¢g Py'™,

1) La restriction de ¢ a (F ™), est injective.

Pour 1), 2), 3), voir [4, §1].

LEMME 1.2. Soit w un élément de ©™, Supposons que w(<F™) et g™
se trouvent 'un d Uautre aux différents cotés de Uhyperplan Pi (0:51<1, Po=
Py, Sile(wa™n ™), alors 1€ P;.

DEMONSTRATION. D’aprés la définition de Pi={z € E; (a;, 2)==00.:m}, la condi-
tion signifie que (7, ) >do.in et (4, a:i)<do.inm.

LEMME 1.3. Soit ie ™. Si w()e 2™ pour weS™, alors we (&™),

DEMONSTRATION. On peut démontrer ce lemme par récurrence sur l(w) (=:la
longueur de w par rapport aux générateurs {wi, - -+, wi, 7e™)), en vertu du lem-
me 1.2.

1l en est de méme de 4) ii) du théoréme 1.1. Quant a 4)1), soit abe ((F ™),
(ae 2, be ™), ie. (ab)(D)=1, alors b(A)=a'(J)e ™. D’aprés le lemme 1.3,
be(B™); et ae (@), Pour 4) iii), remarquons que, si dx0, T(d) n’a pas de
point fixé. Done,

§2. Groupes de Chevalley finis

2.1. Dans la suite, nous supposons que l'ordre lexicographique de E soit
régulier au sens de Chevalley ([2, p. 20]). Nous employons les notations de [2].
Soit {Hi, X.; t=1, ---, , ae 4} une base de Chevalley de g. Désignons par gz le
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groupe additif engendré par {H:, X.; i=1, ---, 1, a€d}; gz est une algébre de
Lie sur Z. Soient K un corps fini & ¢ éléments et gx l'algébre de Lie ¢.2K
sur K. L’éléments Hi1, X.%1 de gx sont aussi désignés par H:, X. respective-
ment. Soit G le groupe de Chevalley associé & g et K; Xo={z.(t); t€ K} est le
sous-groupe 4 un paramétre associé & aed; U est le sous-groupe <{X.; a€ 4.
Pour chaque ¥€ Hom (P,, K*) (K* est le groupe multiplicatif de KX), on définit
un élément h(¥) de G. © désigne le sous-groupe {k(¥); € Hom (P, K*)}; 9 nor-
malise Il et nous désignons par B le sous-groupe 1. Pour toute € d, il existe
un homemorphisme ¢. de SL(2, K) dans G tel que

s5a<(l) i):xa(t); ¢C (;):fxma(t).

Désignons par w.(t) I'élément c( 0, o) ek, par v, lélément wu(D), et par

ha(z) T'élément «,(g 20) @€ K*). Alors hu(2)=h(%as), 0l Za..€Hom(Pr, K*)
est défini par Z. .(p)=2z""" pour r€ P,.

Soit 28 le sous-groupe <9, w. (a€4)>; Uapplication {: W-— W définie par
LH)=1 et Lw.)=w. (==la réflexion relative 4 a€ 4) est un homomorphisme sur-
jectif dont le noyau est . Pour a=a;€l/, désignons w. et w. par w: et i
respectivement. Nous allons définir une application : W—> telle que {r=1d.
Soit w=wyw,- - -w, une expression réduite de we W avec 1<p, q, ---, r<l, alors
t(W)=wpwq- - -wr. En général, 'application @ d'un sous-groupe W’ de W dans
28 telle que Lw=1d s'appelle une section de W'.

2.2,

LEMME 2.1. 1) Si @u(Xp)==7s.6Xr, @, BEJ, alors 7..p est +1 et ne dépend
pas de K; on a

wpDwat =2:(nqpt) t€ K),

Waawa™ = 0y(7a, p)
ot 7=wa(3).
2)  wod=ha—1).
3)  ha(2) wp(u) ha(z) "t = (2" B u).
) wahs(z) 0ot =hr(2)=ha(z) ha(z~®" ™).

LEMME 2.2. Supposons que « et S soient deux racimes linéairement indé-

pendantes telles que (a, <0,
1) Si (a, fy=0, a+fe d, alors w.ws=wsve.
2) Si (a, B=0, a--3€ 4, alors wawp=wsg ' ®a.
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3 St e, 5) (=Uangle de o et ,5):%::, Wa5a ™= @503
4) St 0w, 5=

-, (wewz)={wiwa)” .

5 St 0a, 5) =

7, (W)= (wsmwq)?.

o o ol

DEMONSTRATION. 1) a.(t) et x:(8) (f, s€ K) se commutent, et il en est de méme
de w. et ws.

2) wo(Xg)==—X3; d’oll on 2 wewiw. ' =wx(—1)=ws".
3) 8i a—3 n’est pas une racine, alors «-+23, 2¢--3 ne sont pas des racines.
a0, = was 3(N e, 5)), o0 [Xe, X3]=N{a, H)Xers. @swamst=w3;(N(5 a)); d'ou
on 8 W.wswe = wiw, tws
W @iWa = Wawsota ol ~—1)
= ms@a ' w3 Ral 1)

=wsWaha(—1) 0s(—1) a(~~1) .
Or, d’aprés le lemme 2.1 3),
ha(—1) @5(—1) ha{— 1) =03;((—1)*" P (1) ==ws .
8i a—j est une racine, a-+23, 2a+5 sont des racines, et nous employons
les formules w,.mlzcua*‘mwﬂ+:s(—=—;—N (e, ,3)) ete, et pouvons vérifier le lemme
également.

4) Supposons que («, &)<{3, ). Alors 6(5, w(P))= et J-tws(3)€d. Done,

2
WaWiWer  WET= W Wazwat L
Waw3waho{—1) W= wswawswaho{—1) .

D’aprés le lemme 2.1 3),
ha{—1) wsho( — 1) = w3((— 1) 3= wga .

5) Supposons que (@, )<(3, 3). Alors 0(3, waws(a))= 2 et A-+wawp(e) € 4. Done,

W3 WaW30a03 Wa ™ = BaWIWatng™ e
D’autre part, hi(—1) oo h(—1)=w., ha(—1)wshs(—1)=wz; et on a

witwat = wpha(—1) v = wswa ha(—1) .

§3. Opération du groupe de Weyl sur Hom (9, k%)

3.1. Le groupe de Weyl W opére sur les ensembles Hom (P, K*) et H
d’aprés les formules suivantes; si we€ W, pour 7€ Hom (P, K*) et he D,
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(w- L)) =L{w=N(a))
w-h=who!

ot «€Pr, we tel que {{w)=w. 8Si h=h{), w-h=hw- 7).

Soit ¢ un générateur de K*. Nous définissons un homomorphisme de D
dans Hom (P., K*) par Zr7;, ol Zi{a)==¢"® pour a€ P.. Il est un homo-
morphisme surjectif, dont le noyau est (¢—1)D; en effect,

7€ (le noyau)

&=>(2, a)==0 mod (¢—1) pour toute a€ 4
<:r>('q¥1~1"2' a)eZ pour toute a4
e * eD.

q—1
Pour Ze Hom (P,, K*), si Z(a:)—=0¥"9, posons Ai=3.(i)e; alors %;=7. Cet homo-
morphisme est compatible avec 'opération de W, ‘i.e. siieD weW et wlh=p,
wi)«)y=%(a) pour a€ P,. Done, si %, %.€ Hom (P,, K*) od 4, p€ D, pour qu'il
existe un élément w de W tel que w(X)=:%,, il faut et il suffit qu’il existe un
élément w de W et un élément 6 de D tels que pg=w()+(g—1)d. Il en résulte
que l'orbite de W dans © correspond bijectivement a l'orbite du groupe
W, TUg—-1)D)> (== & 1) dans D.

3.2. Soient k& un corps algébriquement clos de caractéristique 0 et p une
racine primitive (g—1)° de l'unité dans k. Nous définissons un homomorphisme
de P, dans Hom (D, k*) par y ¥ ot ¥(h(12)=p*" pour L€ Hom (P,, K*), ie D.
Comme §3.1, c’est un homomorphisme surjectif dont le noyau est (¢—1)P.. Le
groupe de Weyl opéere sur Hom (9, k*) par w-¥(R)=V(w1-h), o we W, hed
et ¥'e Hom (D, k*). L’homomorphisme ci-dessus est compatible avec 1’opération
de W, et 'orbite de W dans Hom (9, k*) correspond bijectivement a l'orbite du
groupe (W, T((g—1)P,)> dans P.. Ce groupe <W, T((¢q—1)P,)> est désigné par W.

3.3. Pour «e€ d, nous avons désigné 2(a, a)~'a par a*. On sait que, si 'on
pose d¥:=={a¥*; a€ d}, J* est un systéme de racines, dont /I* est l’ensemble des
racines simples. Si l'on pose di=a*, T((¢g—1Dai)=T{{g—1)3:*), Donc le groupe
W est le groupe ©“-Y construit & partir de //* et nous pouvons appliquer le
théoréme 1.1 & W. Si l'on désigne par do la plus grande racine de 1%, alors
Bo==0¢* est la racine dominante courte de J.

ProprosITION 3.1. 1) Soit Ze-W={re E; (z, ai)>0, (5%, 2)<Lq—1}. Il existe
une application bijective entre l'ensemble des orbites de W dans Hom (9, k*) et
@zq—li'n Pr_
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2) Soit ye(&Zwv NPy Sotent W, le stabilisateur de v dans W et W) le
stabilisateur de ¥; dans W. Alors { Wy)=W@), o ¢ est la projection de W
dans W. Done, d’aprés le théoréme 1.1, on sait la structure du groupe W(U').
DEMONSTRATION DE LA PRrOP. 3.1, 2). we W¥)N&=>il existe de(qg—1D*
(D*=S\Za*) tel que w()=T(d)7&=>(Td ) =r&=>Tdwe Wr.

§4. Structure du commutant

4.1. Soient L un groupe fini quelconque, H un sous-groupe de L et ¥ (i=
1, 2) des représentations de degré 1 de H sur un corps algébriquement clos k:
de caractéristique 0. L’espace &~ des fonctions définies dans L & valeurs dans
k. est une k:-algébre associative par la convelution

=L -
(fofda) = 3 filay ) fiw)

ot fi, € &, xeL.

Soit 52Ty, ¥») 'ensemble des éléments f de & qui vérifient f(hgh))=
Uih) f(g) (k') quelsque soient h, h’€ H, geL; c’est une sous-algebre de &
Soient S un systéme de représentants des doubles classes de L modulo H et
S(¥., ¥2) Vensemble des éléments z€ S qui satisfont & la condition suivante: si
hy, he€ H tels que x=hizhs, alors ¥i(h) ¥a(ha)=1. Pour tout ze Sy, V), defi-
nissons un élément ¢. de $2: @u(g)=¥1(h) ¥2(hs) 81 g=hizh: et ¢.(g)=0 sl g¢
HzH. Ces fonctions ¢, (z€ S(¥, ¥»)) forment une base de 27, ¥s). Soient
¥ la représentation de L induite par ¥ et i(¥'y, ¥3) le nombre d’entrelacement
de V" et de ¥,5. Alors

i, Ways=dim W, W) =4S, )

Remarquons que 1) et 2) suivantes sont équivalentes;

1) si x=hizhe, Vilhy) Velhe)=1;
2 si he HNx'Hx, YAR)="(xhx").

En particulier, si ¥1=¥,=", on pose U, V)= et SW, I)=S¥).
Alors le commutant C(L, H, ¥) de ¥* est isomorphe & .7(¥) comme algébre
sur k.

LEMME 4.1. Soient z, ye S(¥), ze L. Supposons que la double classe HyH
soit la réunion des emsembles Hbi, et que Hbi soient mutuellement disjoints,
Alors,

(¢z*¢y>(z)=§¢z(zbi—‘) oy(bs) ,

on t€{i; 2zbi—te HxH}.
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DEMONSTRATION.

2 alzu) eu(w),

(Cary) ()= PH wein

d’aprés HyH-- 1 Hb,
:»#—L—z ¢olzbi=1 h1) ¢y (hbs)

o he H, ieli; zbie HxH},
::__1_ - S WYY - ;
& IE% @u(2bi ) YR~ ¥ () ¢4(bi)
= 30a(2hi) ¢y (bs)

4.2. Nous revenons au sujet du groupes de Chevalley finis. Soient ¢, ¥y, ¥,
€ Hom (9, k*). Grice a la suite exacte

1—>U—>B—sH—1,

nous pouvons considérer ¥, ¥y, ¥, comme des éléments de Hom (B, k*) et nous
construisons les représentations induites ¥¢, ete. de G par ¥ e Hom (B, k¥), ete.
Dans la suite, s'il 8’agit de la représentation induite, ¥ est considéré comme un
élément de Hom (B, k*). Tandis que, s'il s’agit de l'opération du groupe de
Weyl, ¥ est considéré comme un élément de Hom (D, k*).

PROPOSITION 4.2. (¥, Vo)=Bwe W; Vi=w¥}.

DEMONSTRATION. Soit « une section de W, L’ensemble {w(w); we W} est
un systéme de représentants des doubles classes de G modulo B. D’aprés §4.1,

W, Uy=glwe W, (y)=@w=-F1)(y) pour y€ BN w(w) ! Bu(w)}

Mais, BN ww)! Bo(w)=UH N olw) UDw(w)=w(w)" W,-10(w)d; il en résulte que
la condition est équivalente & ¥.=w~'.¥,.

COROLLAIRE 4.3. 1) St ¥/ e{w®);, we W}, (¥, U)=0.
2) W, V=W ).
2) S'il existe un élément w' € W tel que w'(W)=¥,, ¥ est equivalente a ¥.°.

DEMONSTRATION. 3) {we W ¥omwt U =(WT:)- w)'=WFT)-w''; d’olion
a iy, U)=2(¥y, ¥)=1(¥, V). Solent ¥\"=mip:, V=2mip;, 00 p; sont les
représentations irréductibles de G sur k et mi, n: sont des entiers non-négatifs.
Alors,

E(mé_’ni)z:i(qfl, qj.x)*‘Zi(wl. U/'g)+i(71fg, (I/'g)
={

ie. mi=n..



Représentation d’un groupe de Chevalley fini I 73

4.3. Fixons une section o de W.

THEOREME 4.4. Désignons par ow l'élément du commutant CH¥) (==C(G, B, ¥)==
Z W) qui correspond a ow(w) onw we W), Définissons des applications
k-linéaires f: CU)V>57«(G, W) et g: JZ(G, Wy—C¥) par les formules suivantes;

Slow)=S(ww)) (=Uo(w)ll);

w N Yew st w=L@)e WE) et o=ho(w),
g(s(w))"{o st w=L@) e WF);
ot 7 (G, ) est DPannean de Hecke de G relatif a U. Alors, pour a, be C¥),
axb=g(f(a)*f(®)) .

DEMONSTRATION. Soient #{w’, w'’; w) les constantes de structure de C(¥)
par rapport & la base {sw; we WH¥)}, et plo’, o’'; &) celles de J#7w(G, ) par
rapport 4 la base {S(@); €2}, i.e.

Qw'*(pw"‘:“"zta(?ﬂ,’ ‘w"; W)Pw
w

ete.
11 suffit de démontrer la formule suivante:
Aw!, w5 wy=po’, "5 O)URT) ,
@
ot {(@)=w, d=hw, o =ww’), o =ow’) et or=ww). Puisque Bw'’'B=UHw’'l1
(2, p. 42)), il existe des éléments {us; re !’} de Ul tels que;
1) la double classe Bw'’B soit la réunion des ensembles Bw''uy;
2) Be'ur soient mutuellement disjoints;

3) la double classe llw’’Il goit la réunion des ensembles U/ us.
Posons

L={rel”; ourtw’e€lloll},
w=ir €l wiurte’~1€ Bo'B} .
Alors, d’aprés la définition de 'anneau de Hecke,
we', o @y=RI,
et
A’y w'; w)= 2w (wur o) @y (@ ur)

ou 7€ Jw, d'aprés le lemme 4.1,
Observons que ¢w (w’’uy)=1 pour tout u,.
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Or, de la formule Bo’B=U$o’ll nous pouvons montrer que Ju est la ré-
union des ensembles I ot {(&)=w, que I soient mutuellement disjoints et que,
si relz,

Gw (it o’ =¥ (1)
ol @==hwy; il en résulte la formule ci-dessus. En effect, par exemple soit r€
L tel que (@)=w, &=ho. ouroe’'=ue'u’’ €lo’ll; d'ou ot ot =y’ u’
=ah~te'u!, ol a=h-'uhell, i.e. ourto’’~'€ Bo’B et ¢uw (o o')=¥(h"").

4.4. Soit fo la racine dominante courte de 4. Posons IT1={—Fo, ay, -+, ai}.
Nous fixons les notations; pour 111,

Wi={wa; a€l>,
Hi={ho~1); @€ I,
W y=lwa; a€I>;
pour a € 4,
He={ha(2); z€ K*};
et
H1={Pa; x€I).

PROPOSITION 4.5. Si [I==I, N 9=H,.

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme 2.1 4), H; est un sous-groupe distingué
de 9®;. Posons H’'=%W;nNH, H’HH;. Il existe un homomorphisme I8,/H;
W/ H! (wHii>w.H"). 2/H’ (=W;9/9) est isomorphe & W), qui est un
groupe de Coxeter relatif & {w.;ael}. D'autre part, W;/H: est engendré
par {w.H;; a€ I}, tWa=w.H; (a€I) satisfont aux relations fondamentales de wa
d’aprés le lemme 2.2. Donec, ’application (w. -@.) est un homomorphisme Wi
—I%;/H;. 1l en resulte que T&:/H; est isomorphe & Wy, i.e. H'=H,.

COROLLAIRE 4.6. Pour toute a€ 4, w.€ W, et ho(—1)€ Hu.

DEMONSTRATION. Pour toute a€ 4, il existe we W et a;€/l tels que w(as)
=a. Alors r(w)wit(w) ' =w.(+1) €y et hal—D=w2eW, NH=H,.

4.5. Dans la suite (sauf §6), nous fixons un élément y de ZZoNP:, ou Zo
— gye-v*, Nous définissons I’ensemble I=1I(y): I(;) est un sous-ensemble de 11
et 1) dai&e=(r, a)=0, I(r)3d —FHe==(r, fo*)=g—1. Posons ¥=U; et Wy=
W) (=Wip). Définissons une section @ de Wy: si Icll, w=1/Wy. Considé-
rons le cas o I3 -—5. Fixons & chaque we W, une expression réduite relative
aux générateurs {w.; a€I}). Posons w_g,=wo, W-s,=Wo. Si W=wpWe - wr (0<
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D, q, -, r<l) est D'expression fixée, o est définie par w(w)=wpw,---@.. La
section w dépend du choix des expressions de w. Dans la suite, pour le méme
1, nous fixerons une expression réduite de chaque élément de W; une fois pour
toutes.

LEMME 4.7. 1) Pour tout we Wi, w(w)e2By,, i.e. il existe he Hy tel que
w(w)=ho(w).

2) Posons h=h{Z). Alors %: P,—{x1} ne dépend pas du corps.

DEMONSTRATION. 1) Cf. le cor. 4.6 et la prop. 4.5.

2) h=o(w)c(w) et ¥ est donné par A(X.)=%(a) X.. D'aprés le lemme 2.1, il en
résulte 1'énoncé.

Les éléments de H, sont définis sur le corps premier. Done, dans la suite,
nous pouvons considérer Hy comme un sous-groupe commun & tous les groupes
de Chevalley associés 4 la méme g et aux corps de méme caractéristique. Alors
ce lemme affirme que h=w(w)(w)-*€ Hy ne dépend pas du corps.

4.6.

THEOREME 4.8 [Structure de l'anneau de Hecke S2°(G, W)]. L’anneau de
Hecke 57°(G, W) est engendré par tous les S(b) (hed) et S. (=S(w.) (ae D).

1) Le sous-anneau engendré par tous les S(h) (h€ D) est isomorphe & Ualgébre
de groupe Z[D] de  sur Z.
2) Si ke, acll, S.S)y=SWea-h)S..
3 Siaell, Sa2=qS(ka(~—1))+!:S_I‘JGS(ha(t))Sa.
4) Sia, Bell, axp, S.S:8.- ';SBSGS.S' e,
eyt

e

m ”m

ol af

ol Mm.3 est 'ordre de we.ws.
(cf. [6]).

4.7. Nous allons expliquer comment nous pouvons caleuler le produit
S(z(w)«S(z{w")) de deux éléments S(z(w)) et S(z(w")) dans S77(G, 1) d’aprés le
théoréeme 4.8.

Soient @, fed. On dit a~p si f=a. Nous désignons par [d] le quotient
de 4 par cette relation ~. La classe de «, i.e. {«, —a} est désignée par [«].
Nous considérons l'anneau des polyndmes & coefficients entiers engendré par
'ensemble [4]. Soit p I'ensemble des mondmes avec le coefficient 1. Le groupe
de Weyl W opére sur p d'aprés w-[a]=[w(@)] ot we W, [a]e[4]. Soit X le Z-
module libre engendré par l'ensemble pxpx W. Soit <% l'ensemble des suites
réduites i.e. suites finies d’entiers (a(1), - --, a(p)) (p=1) tells que alk)e{l, ---, 1}
pour tout ¥ et que l{Waw - -Wam)=p. Pour chaque élément we W, w1 nous
fixons une expression réduite de w, c¢’est-d-dire, un élément s(w) de .<Z.
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Alors, nous définissons une application de Wx W dans X comme suite: nous
désignons par X(w, w’) U'image de (w, w’)€ Wx W par cette application.
1 81 Hww)==lw)+lw'), Xw, w)=1, 1, ww’).
2) Supposons que l(ww’)<l(w)+l(w’). Soient l(w)=p, U w')=gq, s(w)=(a(l), ---,
a(p), s(w’)—=b(1), ---, b(g)). Nous définissons X(w, w’) par récurrence sur ¢q. Si
g==1, posons W’/ =wwuy et

X(w, w)=@w" [cw], 1, w)+A, w’ [asw], w) .
Si ¢>1, il existe un seul 8 (178 q) tel que
(@), ---, alp), bQ1), ---, bis—1)€ 2 et
(@(d), -+, a(p), b(1), ---, b(s)) &€ <Z. Posons
W= wWwe - Wity Wiey, €L

X(w, w=w"-[avm], 1, 1)- X(W", Woiern - Wrigy)

+(1, wase], 1) X (W Wos, Wesin -+ Wowy)

ou le produit (4, B, 1)-(4/, B/, w) dans X signifie (AA’, BF’, w), ot 4, A’, B, B’
€y, we W.
Pour A::»[ ]I{ [a]*™ € p, posons:
ale[d]
dA)= 3 nla),

[a)eT4)
R(A)= 11 {ha(—1))=,
(aleCa]
Ha= I ( X h)yra,
Laleld] hed(a)
ol hr(—D=hel 1) =h_o(—1) et Dra3=He=H—o.
D’aprés le théoréme 4.8 et la définition de X(w, w’), nous avons le lemme
suivant.
LEMME 4.9. Soient w, w'e€ W. Désignons par Cxw.w,(4, B, w") le coeffi-

cient de (4, B, w’') de X(w, w’). Pour A:[ ]IIEA][a]’”“’ep, posons

S(A)= 1I ( X2 Sh)=.
[CAEX ¥ A] h&‘\jgﬂ]

Alors
S (z(w))*S (z(w"))
= 4 > Cxw.wn(4, B, w4 S(h{4)xS(B)%S {(z(w'")) .
(A7)
4.8,

THEOREME 4.10. Si nous fixons la section w de Wy comme § 4.5 les constantes
de strucure f(w, w’; w') du commutant C{¥) par rapport a la base {vw; we Wel,



Représentation d’'un groupe de Chevalley fini IT 7

ol ow est U'éléement de C(¥) qui correspond @ w(w), sont des polyndmes en q a
coefficients entiers.

DEMONSTRATION. Considérons les applications f et g définies dans le théoréme
4.4,

can—Io 5746, W——C W)
Soient w(w)=hc(w), w(w’)=h'c(w’) ou h, h'€ Hy.

J(@w)=S(w(w))=S (h)*S (z(w))
Slew)=S(w(w’))=8 (R")*S (=(w"))
) urgur=g(S (xS ((w))xS (1% (= (w’)))
=g{S (hy*S (w-h")=S (z(w))*S (z(w')))

Nous pouvons calculer S(z(w)=S(r(w’)) d’aprés le lemme 4.9.
D’autre part, pour A= [[] [a]*™ ep
al

W(§a) = {O s"il existe un [a] tel que n(a)>0 etf ¥ Pra#1
(g—144  gi, pour tout [a] tel que n(a)>0, ¥IPa=1
(Un tel A est appelé ¥-trivial).
Remarquons que; 1) d’aprés le lemme 4.7, h, w-h’ dans () ne dépendent pas
du corps;
2) si he Hy, h*=1 et ¥(h)==+1.
Nous avons, done, si e(wY=h"w(w'’) ot w’ € Wy, W' € Hy,

(4.11) Alw, w'; w')
=3 Cxw.w (4, B, w TR wh) - B)¥R(A)™) g* P (g—1*»

ot (A4, B, w)yepxpx W tels que B soient ¥-trivials.

REMARQUE. La structure du commutant C(¥) est déterminée facilement si
We est un sous-groupe parabolique de W i.e. il existe un sous-ensemble J de /7
tel que We=<w.; a€J)>. Désignons par ¢. 1'élément de C(¥) qui correspond &
r(ws). C@) est engendré par 1 et ¢. (a€J) avec les relations fondamentales
suivantes;

1-pp=e 1=¢q pour a€J.

©2=q14+{(g—1)¢a pour a€J.

Pa8Par - - =QPPR" ¢ pour a, fE€J, axf
MaB map

ol M.z est lordre de waws. D’aprés les résultats de [3], C(¥) est isomorphe a
k[ Wel.
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§5. Théoréme d'isomorphisme

5.1. Dans [6], pour démontrer que l'anneau de Hecke SZ7°«(G, ) est iso-
morphe & l'algébre de groupe k[I8], on a obtenu les résultats suivants: Soient
« un indéterminé sur k, 0 'anneau k[«] et A le 0-module libre de base (v; we ).
Dans A, il existe une structure de f-algébre telle que

hxw=hw
{ i si L{wsw)>Hw)

u“i ha, (&) si W wiw) <l(w)

[ 30 =
Uwiw + X, -
te Ko -

pour tout weW, tout heH et tout t€{l, ---, 1}, ot w={(w) et l(w) est la
longueur de w par rapport aux générateurs {w:; 1<Ci<<l}. Et si v et ./ sont des
homomorphismes d’anneau de ¢ dans k tels que »(u)=q et +'(u)=1, la déforma-
tion de A par v est isomorphe 3 SZ7u(G, ) et celle par v/ est isomorphe a
]98],

Maintenant, soit M(¥) le #-module libre de base (w; we Wy). Fixons une
section w de Wy dans I8 comme §4.5 et définissons les applications #-linéaires
f: MU)—>A et g; A-->M(') comme celles données dans le théoréme 4.4.

THEOREME 5.1. Soient mi, m: des éléments de MF). Définissons le pro-

duit mixms€ M) par la formule suivante:
moeme=g(f(mi)xf(ms)) .

Alors, les constantes de structure C(w, w’,; w'’¥u) du M¥) par rapport d la
base {w; we Wy} sont des polyndmes en u 4 coefficients entiers. En outre

Clw, w'; wH(Q)=alw, w'; w'’)

DEMONSTRATION. Par le méme raisonnement que celui du lemme 4.9 et du
théoréeme 4.10, C(w, w’; w'')(u) est donné par le deuxiéme terme de (4.11), en
y remplacant g par u.

5.2. Les polyndmes C(w, w’; w'')(u) sont déterminés par le groupe Wy, la
section w, 'ensemble J(¥)={[ale[4]; ¥|Dy=1} et la restriction de ¥ a Hy.

DEFINITION. Soient K* un corps fini & ¢ éléments (=GF(g:)) de la méme
caractéristique que K et G le groupe de Chevalley associé a4 g et K. Soit
e NP ou Zi={weE; @ a)>0, (fo* v)<q:—1}. Appliquant le résultat
de §3.2 au groupe G, on définit un élément ¥;0) de Hom (H, k) ou HY est
le sous-groupe de G qui correspond & © de G. Posons ¥®=¥;w:. On dit que
F est équivalent & ¥ si
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1 IG=I{),
2) AWW)=4T),
3 YU\ Hp=¥\H,,
o I(yW), AT sont définis comme I(y), 4.

La condition 1) entraine W& "= Wp=W;s. Considérant le choix de la
section w (voir §4.5), nous avons le théoréme suivant.

THEOREME 5.2. St ¥ est équivalent a ¥, les constantes de structure de
M) par rapport d la base {w; we Wy} sont égales & celles de M.

5.3.

LEMME 5.3. 1) Pour que ¥/|D.=1, il fout et il suffit que (a*, 7)=0mod
(g—1).
2) Ur(ho(—1))=(—1)",

DEMONSTRATION. Si un élément z de K* est égal & mo (meZ), %... 8'écrit
Inat (cf. §3.1). Done ¥|H.=1 est équivalent que, pour tout m (1<m<qg—1),
(7, me®=0mod (¢—1); d’'ot 1). Sig=1mod2, he(-~1)=% 114

Frtha(~ )=l ) = (o

PROPOSITION 5.4. Rappelons que K=GF(q), v€ ZFoN Py, U=V, Soit KW=
GF (g™, ou m est entier impair. Posons yM=(¢"—D(¢g—D~ty et ¥ =y,
Alors T est équivalent a V.

DEMONSTRATION. (ai, 7)=0 (resp. (%o¥, 1)==q¢—1) est équivalent & («;, r)=0
(resp. (Bo*, 7' =q—1); d'ot IGW)=I(;). Pour a€d, le fait que («*, 7)=:0 mod
(¢g—1) est équivalent au fait que (a*, y*)==0mod (¢"—1). Et on a (a*, W)=
(gr=t+- -+ De*, n==(a*, Yy mod 2; d’ot ¥V |Hy=¥1H,.

THEOREME 5.5. Le produit défini dans M(¥) est associatif.

DEMONSTRATION. 11 suffit de montrer les identités

2Cw, w’; wo)(w)- Clwe, w'’; ) ()~ 2Cw, we; W)(u)-Clw’, w'’; wo)(u)
=0 “’°
pour w, w’, w'’, we We.

Mais le commutant C(¥) est associatif, done, d’aprés les théorémes 5.1 et 5.2
et la proposition 5.4, le premier terme est égal 4 0, si w=:q¢* pour tout entier
positif impair v; d’ot il est identiquement 0.

LEMME 5.6. St U'on définit la section o comme §4.5,

T{(w)w(wolww’)1)=1
pour tout w, w' € Wy.
DEMONSTRATION.  w(w)o(ww(ww ) 1€ I8N H=H; (cf. la prop. 4.5), ou [-=K¥).
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Considérons les déformations de la f-algebre M(¥) par v ((u)=p) et +* (v/(u)
=1). D’aprés le théoréme 5.1, celle par v est isomorphe au commutant C(¥),
tandis que, d’aprés ce lemme, celle par »’ est isomorphe & 1'algébre de groupe
K[ W,] de W,. Donc, en vertu du théoréme de Gerstenhaber-Tits ([3, p. 81]),
nous avons le théoréme principal.

THEOREME 5.7. Le commutant CU) est isomorphe G lalgébre de groupe
E{W¢] de Wy sur k.

§6. Appendice. Opération du groupe de Weyl sur 9.

6.1. Nous reprenons le sujet de §3.1.

PROPOSITION 6.1. Il existe une correspondance biunivoque entre l'orbite de
W dans § et Uorbite de 29V dans 292N D.

Soit 2e @vvND. Possons X=X, h=h(L),

Wi={we W, w-h=h},
Aty ={ae d; %a)=1},
(WiYo=<Cwa; a€ 4X)> .

(W) est un sous-groupe de Wi ; en effect, si a€ 4(%),
Wak(y) = Uwa(y)) =Ly —(@*, N)ea)=X(r)

pour tout 7€ P..

ProrosITION 6.2. (Ree [5, prop. 1.4])

1) Wi est isomorphe au produit semi-direct (£249-1);- (&%),
2) (&)= (Wi,

DEMONSTRATION. 2) Soit ae (%), w.()=2—(2, a)a*. Posons J=(4, a)a*.
a€ 4(X) entraine (1, a)=0 mod (g--1), i.e. de(g—1D'. T@w.A)=21; d'ot w.€
((&9-1Y,). Inversement, soit we ((&u-1),). Il existe T(9) tel que T(Hwe (&9 1)
T(S)w=ryre - 7s ol 7; est la réflexion par rapport & P;31. P;54 entraine
Xala))=1 l.e. a;€4(X); d’ou () € (Whi)o et (T 0)w)e (Wi

6.2. En vertu des résultats de la §6.1, nous pouvons calculer le nombre des
orbites de W dans § qui consistent en des éléments d’ordre 2. Dans la suite,
nous supposons que g=1 (mod 2).

Soit 2e D. h(X:) est d’ordre 2

&=2¢€ (g—1D, 22e(@—-1)D

=i ‘1‘2‘1 Sests, - od (e, -0y @) ZQ, -+, O mod2.
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q;l 3icie;, pour que A€ U et h(Ly)
3

soit d’ordre 2, il faut et il suffit que ¢; =20, Se;m; =2 et (1, -+, )0, ---, 0)
mod 2.

Le lemme suivant sert a4 déterminer les orbites de Qu-t,

LEMME 6.3. 1) Si wala)=-~aj, wn(z)=—¢;.
2) Supposons que (as, s:)=1. Alors, st w{ai)=—ar {75:1),

Supposons que a¢=>\m:a;. Alors, si i=
i

w(s)=m;e—e,

’ZU("‘.)(S;)“::S,‘ .
EXEMPLE. g=(E")
O O O o, O Q
oy oz a3 29 Qs ag

ao=a1+ 202+ 3as + 4oy -+ 205+ Bog - 2y
Qu-b=<{a>, ol a=T({(g—DedwPw;,, a?=1 ({4])

Nous allons déterminer tout les 1€ 2N D tels que h(X:) soient d’ordre 2
et les partager en les orbites de £2-u,

orbite de 291 {! {qﬁ_l 51} { q—1 65} { g-1 &2, ‘q::,]; 61}

2 2 2 2
type de (Wi , (Es) (A7) (A1) X (Ds)
#(2e-nY, i 2 2 1

Université de Sophia
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