Sur le commutant d’une représentation
d’un groupe de Chevalley fini

En Hommage & M. le Professeur S. Iyanaga 3 'occasion de sa G0¢me année.

par Takeo YOKONUMA

§0. Introduction.

Dans [2], I. M. Gelfand et M.1. Graev ont énoncé un théoréme sur la com-
mutativité du commutant de la représentation d’un groupe de Chevalley sur un
corps fini induite par un caractére <en position générale’>» d’un sous-groupe
unipotent maximal 1, et en ont donné la démonstration dans le cas du groupe SL,.
Dans cette note on donne la démonstration générale de ce théoréme, c¢’est-d-dire:

THEOREME. Soient G le groupe de Chevalley sur un corps fini @ q éléments
et 1 un sous-groupe wnipotent maximal. Soit y une représentation de W de degré
1 sur k, k étant un corps algébriquement clos de caractéristique premiere o lordre
de G, telle que la restriction de 3 sur le sous-groupe o un parametre X de G
associé a la racine a« soit nmon-triviale pour toute racine simple. (Une telle
représentation est appelée <en position générale>» dans [2].) Alors le commutant
de la représentation de G induite par y est commutatif et de dimension qt.

Par conséquent, la représentation de G induite par y se décompose en q
composantes irréductibles deux i deux inéquivalentes.

La méthode de la démonstration est essentiellement analogue 3 celle donnée
dans [2] pour le cas du groupe SL,. Le groupe G a la décomposition G=12R1U et
on peut prendre 2B comme un systéme de représentants des doubles classes de (}
modulo U. Nous construisons dans §3 un anti-automorphisme ¢ de G tel que
6()=U et xo0'=y. Soit W(x) ’ensemble des éléments @ de W qui satisfont 3 la
condition suivante: si wi, 4. € U sont tels que wu,=wuso, alors x(u)=xlus). D’aprés
une condition suffisante pour la commutativité du commutant, qui est expliquée
dans §1 pour la commodité du lecteur, il suffit de montrer que 0(w)=w pour tout
o< W(y). Nous Paccomplirons dans §4. Dans §2, nous montrons une proposition
sur les constantes de structure des algébres de Lie qui sert dans §4. Nous
employons la classification des algébres de Lie simples complexes et vérifierons la
proposition < cas par cas.

J’exprime ma profonde reconnaissance & M. F. Bruhat, qui a bien voulu diriger
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mes recherches et me donner tant de suggestions et encouragement pendant mon
séjour 3 Paris, ol j'ai préparé ce travail, & M. N. Iwahori, qui m’a guidé con-
stamment de ses conseils et & M. R. Takahashi, qui m’a donné beaucoup de
suggestions précieuses.

Le résultat de cette note a été déji annoncé dans [6].

§1. Lemmes sur le commutant d’une représentation.

Soient G un groupe fini, H un sous-groupe de G et ¥ une représentation de
degré 1 de H dans un corps algébriquement clos & de caractéristique premiére 3
I'ordre de G. L’espace L des fonctions definies dans G a valeurs dans k est une
k-algébre associative par la convolution:

Vg L -1
(fref2) ()= [H| , Frlay™) )

¥yE
ou fi1, f2€L, 266G et | H| désigne 'ordre de H.

Soit L{x) I'ensemble des éléments ¢ de L qui vérifient ¢hgh’)=xh)¢{g)xh’)
quels que soient k, ' € H, g € G; c’est une sous-algébre de L. Soient S={x;; 1€ I}
un systéme de représentants des doubles classes de G modulo H et S{y) ’ensemble
des éléments x; de S qui satisfont & la condition suivante: si k1, k2 sont des éléments
de H vérifiant z;=hix;he, alors x(h)x(he)=1. Pour tout j€J ol J est I’ensemble
des indices 7 tels que x; € S(y), on définit une fonction ¢; € L(x) par @;{g)=x{h1)x(h2)0;;
si g=hix.hs, ol 0, est le symbole de Kronecker. Alors les fonctions ¢; (€ J)
forment une base de L{y). En effet, si ¢ € L(x), le support {z€G; ¢lx)#40} de ¢
est une réunion de doubles classes et si ¢{x,) %0 (x;€ S), alors z; € S{x).

Nous considérons la représentation ¥ de G induite par x; son espace de
représentation V{x) est I’espace des éléments f € L tels que f(hg)=x(h)flg) pour
tout he H et g€ G. L’opération de G dans V{x) est définie par x%(a)f{x)=f(xa) ok
a,zcG, feViy). Soit {gv; k=1, -+-,m} un systéme de représentants des classes
4 droite modulo H de G tel que gi=¢ i.e. G= kLEngk. Pour tout élément g, on
définit une fonction f,€L par filhg)=xhd,, (he H). Alors on sait que
{f; k=1, ---,m} est une base de V(x); on a x%(g. V) fi=Ff, pour k=1, ---,m;
X&) fi=x(h) f1 pour hEH.

Soit C{x) le commutant de %6, i.e. la sous-algébre de ’algébre d’endomorphismes
de V{x) formée de tous les opérateurs A vérifiant Ay%(g)=%x%(g)A pour tout g€ G.

PROPOSITION 1.1. L’algébre de fonctions L(x) est isomorphe au commutant Cly).

DEMONSTRATION. On peut définir une application linéaire ¥ de C(y) dans L(x)



Représentation d’un groupe de Chevalley fini 117

par ¥{A)=9, ol dlri=(Af1)(x), A€Clx),2€G. Pour é¢< L(x}, on pose As(f)=¢=*f.
On a 4¢€Cly) et T(ds)=¢. 1l en résulte que ¥ est surjective. Montrons que
¥ est injective; si F(A)=V¥ (B}, Afi=Ax(g ")\ =209 )AS1=x%g. ) Bf1=Bf.
pour tout k, done A=B. L’application @ : ¢ — A; est I'inverse de ¥ et bijective.
D’aprés ’associativité de L, @ est un homomorphisme d’algébre.

PROPOSITION 1.2. Soit ¢ un automorphisme (resp. un anti-automorphisme) de
G tel que o(H)=H. Alors L(y°) et L{x) sont isomorphes (resp. anti-isomorphes),
ol Yo=yeo L,

DEMONSTRATION. L’ensemble T={o(x;); 1€ I} est aussi un systéme de re-
présentants des doubles classes de G. Désignons par T{x°) ’ensemble des éléments
o(x;) de T tels que, si hi, he sont des éléments de H vérifiant holx)he=0(z;),
yolhoyelha)=1. Alors on a T{y*)=0(S(x)). On définit les fonctions ¢; € L(x*) comme
0;, 1e. dilgy=xo()x(ha)d;i si g=ho(xi)ha. Ces ¢; forment une base de L(x?).

D’autre part on peut définir une application f — fvde L par fo(a)={(fo0"){a),
qui est un automorphisme ou un anti-automorphisme de L suivant les ecas. Puisque
vr=¢;, la restriction de cette application sur L{yx) donne ’application entre L{y)
et L{(y°).

COROLLAIRE. S’il extste un anti-automorphisme t tel que Uon ait,

(1) «(H)=H;

(2) =1

(3) pour chaque xz,€ Sy}, &)=z,
alors le commutant C(y) est commutatif.

D=MONSTRATION. On a ¢*=¢ pour toute ¢ € L(x). Donc @x=(@#h)* = et =¢hx¢
quelles que soient ¢, ¢ € L(x).

§2. Lemmes sur Palgebre de Lie semi-simple complexe.

Soient ¢ une algébre de Lie semi-simple complexe, § une sous-algébre de
Cartan de 6, 4 le systéme de racines de § par rapport a 0§ et /7 un systéme
fondamental de racines. Il existe une base {H;, X«; t=1, -+, [(=rang @), a € 4} de
¢ qui vérifie les conditions suivantes,

(1) {H{i=1,---,1)} forme une Z-base de f,= (H¢h; 2(H)c Z pour tout poids 2
de ¢ relatif 3 0§} ;

(2) [H, Xol=a(H)X. pour tout Hef; B(X., X o)=2-(a, @)~ pour toute a ¢ 4, o
B désigne la forme de Killing de ¢;

(3) si a,8 et a+B€ 4, les nombres N(a, 8) définis par [X., Xsl=Nla, B) Xurs
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satisfont aux conditions suivantes, 1) Nia,fi=—N(—a, —8), 2} Nia, 5 ¢Z,
3) | Nia, 8)|=p-+1 ol p est le plus grand entier non négatif tel que 2—pa soit
une racine. ([1})

Une telle base s’appelle une base de Chevalley.

Soient W le groupe de Weyl de 8 relatif & 4, w. la réflexion relative a ac
et wy I'élément unique de W qui transforme /7 en —17I.

PROPOSITION 2.1. Supposons que 8 soit simple. Alors il existe une base de
Chevalley de ©§ qui vérifie, pour toutes «, B€ 4,

(1) si 0 n'est pas de type (&), Niwla), wolf))=— Nia, B);
(2) 814 est de type (A)), Nlwola}, wy(8)) = Nia, 5).

DEMONSTRATION. Si wy=—1, la condition dans la proposition n’est autre que
3) 1) de la définition de la base de Chevalley.

Supposons que § soit de type (D,) (I: impair) ou (Ks). 1l existe une involution
a-»& de 4 telle que wole)==—a. IDYaprés Steinberg ({4}, il existe un automorphisme
o de § et une base de Chevalley tels que ¢{X.)=Xz. 1l en résulte la proposition.

Supposons que @ soit de type (A,), i.e. 0 soit isomorphe i l'algébre de Lie
8{4+1,C). Si l'on pose Xo=E (i) ou E;; est la matrice d’ordre I+1 dont le
(1, 7} coefficient est 1 et les autres sont nuls, ces X« forment une base de Chevalley
avec une hase {H;; i=1,---,1} de . (I3)). En calculant les Ni«, 8) relatifs a cette
hase, on peut vérifier la condition.

Dans la suite on prendra une base de Chevalley qui a cette propriété.

Soient J un sous-ensemble de /7, W, le sous-groupe de W engendré par
{wa; acJ} et w, 'élément unique de W, qui transforme J en —J.

LEMME 2.2. Supposons que § sott simple. Soit J=IT—{8). Alors il existe
une suite de racines positives {8} i-1 telle que:

(1) Bi=8, B,=w,8), ri=fin—8;€ Il pour i=1,---,r-1,
(2) 1l existe un entier s <§ ;) qui vérifie,

1) w,(rd=-—7,. pour i=1, s,

2y w,lr)=—7; pour j=s+1,- -, r—s—1;

3) Les racines {Fywt, -, Fra1} sont différentes et la somme de deuzx dentre
elles n’est pas une racine.

DEMONSTRATION. Nous construirons explicitement une telle suite dans chaque
cas. Nous indiquons 8,71, -+ -, 7.-1 dans un schéma comme ci-dessous;

B=n— " =Te1.

Dans le cas S8=«,, nous désignons J=17~ {a;} par J;.



Représentation d’'un groupe de Chevalley fint 119

f=a; in(,a'i):“r‘i“ EEREE X ¢4
A=Ay — o~ o~ _ai”[i;?]"(xi+l_ai+?_"’ “'a’“[ir—;drl]
—y—

T [y ey

* le cas ol 7 est pair.

24] o Xy o,

g:(Bl) O'—‘—(}— .« et a @

[3:0’, u’.];(al):al')r‘ s tay
A== 32— -+ — =0
f=a; (il)  wple)=ab o a2 b o Fay)

A= Q= orr — =0 =@ o= ¢ —Qo— Q=)= -+ Ay

&, a; @i @

B=a; w;la)=2(a,+ - +a ) +a
Q= Qp j— o v+ — O — 0=+ — @

B=a; (1) wyla)=ai+ o da+2(@ua+ - a) ta
H— Qg o —~ O O g e —a’[i;l]*rl"az—“[i;l]— MRS T P L

Ay
@, a, X2

G—_—{Dl) o—-—-—o-— e o 0o 0

ay

F=a 1wyl =a 42t - Fa)da gt
Ay | — Q) g g— o+ —Qyg— A~ — Q) _g— -+ — @y
En échangeant «,_; et «,, nous avons le cas B=«a,.
B=a,: wyla)=a+ - daata g ta.

Ay _o— O 3—~0 _g4— -+ ‘a'[{;{4]+1"‘“t-l“"“r"a[l;}]“ v ==y

f=a; (1£1-2,1-1,1)
wra) =+ - +a; 420+ - Fa g ta g+
Oy~ — Qypamm ov e =y g— O y— « o> _a["fz]”“z*(“»‘*)—“z“l
2

4

_a['_l]_ .o "‘0’1—*0'14“ P _a/‘.+1
2

*le cas ou 7 est pair.
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a; A,

F=o,  wyla)=a ta,
o~y
=, Wy,las) =30, +ay

Ay ) ~— ) —

0= (Fy) a:l a':zé Ct:;, a:‘

B=a,  w, o) =)+ 30,4 20,4 a,
Ay Qg Oy~ Oy~ Ay = Xy — Ay

B=ay  wplm)=a+a,+az+a,
Qp— Oy~ @y — 0y

B=ay  wlay) =20+ 20,4 a5+ ay
@y~ Qo Oy — Ay = Uy — Xy

B=ay w, (o) =2a,+40,+8ay+a,

adnagwaz-‘*ﬂz-—a’xmag—al“ag—ag—‘ag
a,
ST:(EG)
o o, a o Qg
B=a, Wy (o) =+ 205+ Bag + 20 + 25+ g
Q)= @~ (Vg — Oy~ Qg — g Oy — U — Xy — Xy — (g
B=ay  w @)=+ @yt 20y o+ 20, 4-ay

Qg @y Qg Oy — O~ @y — Ay — Q5

B=ay  wiloy) =i tbagta; foastag
Qg Oy — Qg g — g — O

B=ay 70!4(“4) =y 420+ 3ay a4 20,4 a,
Qg Qg Qg e Oy = O g o (U Xy — g — Xy

A
8= (E7)

a, Q, Ay o Qg a;

B=ay  w, (@) =a; 4200+ 3y + 4, + a5+ 3ag + 2ay

Q)= Q= Qg O = Wy — U — Ay — Qg (Mg — Ay~ A= X g (g e A5 — Wy — Qg — (g
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B=a: w,l)=ay+as+2a;+43a+ 205+ 2a-+ay
Ay — Oy~ U= Qg Ky Oy — (g Qg U — X — (g
B=a;  wilag=a)+atay+ 204+ 20+ a;
Ay — Oy — 5~ Qg g — ) — O — V7 — O
B=a, w;fle)=atastozta,+astagtay
Ay~ Qg — (g — Gy — O — Uy~ (¥
B=a;  wlas)=a;+ 20+ 3a;+ 3o, +ag+ 2+ ay
Ay — Q= Uy~ U — Wy — Oy =y — Ay — Qg — By — A — Ay — Ay

8

I

Qg WyelQs) =0y -+ 20a+ 204 20+ as -+ agta;
Qg — Oy = Qg (o (g =~ Ay o Qg — Uy — (g — Oy
B=a:  wyles) =0+ 20,4+ 30+ 4oy 4 2a5--- B+ an

Qg Qg Oy = (g mom By (g — (g — (Vg — (g — (] — Oy — (5 — Oy — (g — g — (g

A .
= (Eg)
O—O0—-O0 O O—O—O0
a, a, a, a, as a, Qg

B=a,  w; o) =04 3a;+4ag+ 5o+ 6as+ 3ag+4as +2ag
@) — Qg — Qg — Q= O — O — A — A — g — Uy~ Qg — Qo — Qg — (g — Olg = Oy = (g~ U — &g — Ay
— @y — Qg — Ol — (g — O — Xy — (g — (X3
B=ay w0 =ay+ax+2a5+ e, +das + 2a5+ 3a; + 2a5
Uy — (g — Uy~ (g~ (g — Qg — Qg — (U g — (g — Oy — (g~ U — A — (g — Uy — A5 — (X7 — (g
B=ay  wylay) =a 4+ ay+ 20,4+ Bas 4 206+ 207+ ag
By — Qg (g — Qg — (g = (U e Oy — (U — (g =~ (== O~ g
B=a, w,fa)=0+aztagdagd 20,4 a5 2004 ay
Wy— Oy — O — O — E— (g — (g — O — (U — (X}
B=as wla)=a+ataytag+as+agta+ag
g e U = (g — g (g = Uy — (] — (g
B=ag  w,lag) = a4 20+ 30y + B+ a4 o - 2000+ ag
A — O — U — Qg — Ay~ O~ O — Ay — Oy — W (g~ Ay — X — X — Xy~ Ay
B=a;  wyla)=a;+2a,+ 2054 20, + 2054 Qg+ cp-H-ag
A= — Oy Oy == Ay Oy — Ay — O~ g~ Ay~ Ay — Xy
B=ay Wyglag) =ty + 205+ 3z + 4+ 5as 4 3o+ s+ aq
Qg — Qg — O — Xy~ Xy — g — U — Qg — Oy —— Qg — O — A — g Oy = Qg A= Qg = Qg = g
— Q- &5

REMARQUE. Nous allons indiquer comment nous caleulons w;,(a;).
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P
LeEMME.  Supposons que J{=I1—{a})=UJP et que JH{j=1, .-, p) soient
jed
mutuellement orthogonaux. Alors

P
wy, o) =a,+ -21 (wy o lag) —ay) .
i
P . N
DEMONSTRATION. wy,= Il w,;,. Wy est trivial sur J9(j=#k). Done
el

Wy & =Wy c o Wy (W1 ()
=Wy vt Wy -n &+ (W) o (@) — )
=Wy <t Wyipe Wy @)+ 0y 0 () —ay))

P
=t 2—!‘1 (wy i (@) —as) .
=

D’aprés ce lemme, nous nous ramenons au cas ol «; est au bout du schéma de Dynkin
de 77. Alors la proposition suivante donne le résultat dans beaucoup de cas.
ProposITION (Iwahori-Matsumoto [Publ. Math., I. H. E. S. #°25. Cor. 1.22]j. Soit
!

Qy= El m; la plus grande racine. St m;=1, alors w, (o) =a,.
=

Considérons le systéme dual //*= [a*; a € IT}, ou a¥= a, Alors wae=10ux

@, @)
et wy x=w;, ol J*=|a* acJ;} et nous pouvons employer I'égalité
(a'y a)
wy )= "2‘ g ela®)

Dans quelques eas nous devons calculer directement.

oy a;, ¥, o

EXEMPLE 1. 0=(B)) O—--O— o oo

wyle)=a+ - ta

En effet, I7* étant de type (C,), d’aprés la proposition,

wy rleF) =2 *+ -+ +afy)+a*, done

o, &
701;(“:):( 1’2 2 {20, *+ - .- a';tl}-{—a‘,*}
E e ST +(‘(‘ .
Gg
ExXEMPLE 2. Q= (E%)
[£4] [2 £9 [ C!" [+ [£27

Wyl =y + 2o+ Bevg 4 4y 4 2as 4 3+

Soit {0y, &1, -+ 05} une base orthonormale de R®. Supposons que
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a;=0;~0.., 1=1,---,5, as=0;+0;

/9 1
et Qq= v _00“‘9 014 -+ +0).
L’élément w,, est —1 sur J:, done w,(0)=—0; i=1,---,6, w,;;0)=0,

ll’J;[“?):M9~ 00+ 9 O+ -+ +00)
=ay 4 200+ 3oy + day+ 205+ a - a;
PROPOSITION 2.3. Sotent JoIT et ¢ Il —J. Il existe une suite de racines
positives |3} i-1 telle que:
(1) 8:=8,8,=w;(3), ri=Bi1—B: €Il pour i=1,---,r—1;

(2) N= Niw, (8), wm‘l) Niw,; (8q), u,(r'_,))f---71\[(20J(,3,_,"},w,{r,;}‘:} ~1
- N(’l)?l ﬁ?y 7‘2 N(,Sr_l, Tr‘l) ’

DEMONSTRATION. On se raméne au cas ou /7T=JU {8} est indécomposable, i.e.
le schéma de Dynkin de /7 est connexe. Remarquons tout d’abord que:
(1) Soient «,8 deux racines avee @+ 3:0. Supposons que les B4 ke avee
—p<k<q forment la a-série contenant 3. Alors

N3, a)Nif+a, —a)=qip+1) . ((1ny

Done, si a, 8 et a+3¢ 4, N;S ) N({f+a, —a)>0.
(2) Pour tout we W, Nia, 8} =+ Nawla), w(5)).

On prend la suite construite dans le lemme 2.2 et calcule le nombre N. N==+1
d’aprés (2). On va montrer que le numérateur de N a le méme signe que le
dénominateur, d’ou on aura N=1.

Pour i=1, ---,8,r—s, -+, r—1,

Nwy B, w,r)(=NBrrioi, =7eid =NBroit Vi —7:-3)
a le méme signe que N(B,_;, 7, d’aprés (1). D’autre part,
N{w,;(B,41), 0y (1e)) -+« Nws(8,p-1), 0, (7r-01))
(=NBroo, =7Tar)) ++ NlBer1+7,-4-1y ~7e-1)) 2 le méme signe que
NB oy =Tes1s Terr) =7 NlBoir, Trs) -
Or, d’aprés I'identité de Jacobi, on a
e X aern, Xrgerds Xrgw2d -2 Xy )= [ X0 Xope 100 1 Xyl
d’ou résulte que

N{:Bs-f-h TH‘I)N(fBrE-Qs T.H-Z) et N(ﬁr-—s»h rr—awi)
SNBrey=Tatts Fagr) covere N(Bos1, Tros-1) -
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§3. Groupe de Chevalley.

Soit K un corps fini & ¢ éléments. On construit le groupe de Chevalley G
associé 4 9 et K. On emploie les notations de [1]: G est un sous-groupe du
groupe d’automorphismes de 0,5K (=8x); Xo= {za(t): £ € K} est le sous-groupe 4 un
paramétre de G associé 4 la racine . On fixe un ordre lexicographique de hz* tel
que /I soit I'ensemble de racines simples pour cet ordre et tel qu'il soit régulier
au sens de Chevalley {{1] p. 20}; U est le sous-groupe de G engendré par les X,
ou « parcourt toutes les racines positives.

Nous rappelons quelques propriétés du groupe de Chevalley. Pour tout élément
x de Hom (P,, K*), ol P, est le groupe additif de racines de § relatif 3 §, on
associe un élément h(y) de G; ces h{x), x¢ Hom (P,, K*), forment un sous-groupe
$; $ est contenu dans le normalisateur de 11 dans G; pour toute racine « il existe
un homomorphisme ¢. de SL(Z, K) dans G tel que

A T AN 1 0N_ .
9’a< 0 1 >—Qzakt) . ¢’a< ¢ 1 >~T~n(t) N

0 1 ,
1 O) par ¢«, et par I8 le sous-groupe engendré
par § et tous les wq (@€ J); alors § est un sous-groupe distingué de 28 et le groupe

on désigne par w. 'image de (

quotient W/H est isomorphe au groupe de Weyl W de g relatif 3 §; on note ¢
P'application canonique de 2 sur W ({{oo)=w.). Le sous-groupe I8 est un systéme
de représentants des doubles classes de G modulo W. Si «, 8€ 1T et mas est Pordre
de w.«wz dans W, alors, d’aprés Tits (5]).

(#) OO0y~ ~ =WsaWg + -+
N ey
mg g facteurs mag {acteurs

Pour we W, soit w=1wa--- w, une expression réduite de we W avec «, --- y€ II;
d’aprés la propriété (#), 'élément w« - - - @, ne dépend que de w; nous le notons (w).
PROPOSITION 3.1.  Si G est un groupe de Chevalley, il existe un anti-automorphisme
@ de G qui vérifie les conditions suivantes:
(1) Oaa(t) =a_ g (cat) pour @€ 4 of ca€ K*;
(2) coe=1 pour toute acll;
(3) 0(D)=H.

DEMONSTRATION. Il existe un automorphisme ¢, de g tel que

Po(H )= ~H pour Hc l) et ¢o(Xa)=~X o pour @€ 4. ¢, induit un automorphisme
¢ de gx et un automorphisme @ de G(®(g) =¢ge! pour g € G) tel que @ (2alt) =x_a(—~1)
et ¢hj=n"' pour h€¢ H. On pose 6(g)=g.(@(g))'gs~" 0l go est un élément de
de la forme h<(wa) avec h€ 9 choisi de telle sorte que la condition (2) soit réalisée.
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Pour o=ht(w) € 1 avee he D, 0lwy=goc(w) 'hge™!. En effet, comme
wn::ra<1)$,_a(_1}xa(1) N

Q(wa) = T_a('— 1)1%: (1)1La(_1)
=Wakal(l) 0o 0 _o{—1) 001 Wala (1) @a?

:—‘wa;
d’oll @{z(w))=7{w). On désigne aussi par Xa I'élément X.Q1 de g;. Nous posons
GoXo=15aX 0y DOUTr @€ 4 00 7€ K.

Alors, d’aprés le choix de go, 5«==%1 et, pour @€ (~1I) 7.=1.
LEMME 3.2. Soit @ un élément de . Si on pose 0 Xo=ceXpiy 0% w=_(w)
et ag 4,
el NwB), wir)
. w(B8), wir
(2) siB,red et a=p+7, Ca=’*“‘(N(:g:"f)*'“"’Cscr;
{(8) 81 w*=1 et ca=Cuiay pOUr toute ccll, alors ca=c,w pour toute « € 4.
DEMONSTRATION. (1) Si Ho=[Xu, X oll@ ¢ 4), o(Ha)=H,, (1] p. 37); d’ou
on a (1).
(2) Faisons opérer o sur l'identité

[ X5, X/1=N(B, 7) Xa .
calN (B, 1) Xy =[cs X151, rXuwin]
=cse, Nw(B), wir) Xuvwen
Il en résulte (2).
(3) On peut supposer que « soit positive; et on raisonnera par récurrence sur
la hauteur de a. Si a=fS-+7, ol B est une racine positive et ye /7,

. NwlB), wir) __ NGB ‘
oa= NB, 7 cacr et Cy@ = Nw(B), wir) CuthCutn;
on sait que ﬁ(%;\(fff); ;‘,’),(,Z,)L:il et, par I'hypothése, cs=¢,u, ¢cr=¢,n; il en résulte

que Ca=Cya.

84. Démonstration du théoreme.

Nous allons démontrer le théoréme mentionné dans Pintroduction. Il suffit de
le faire dans le cas ol g est simple et 1 est de la forme suivante; y{u) =xolts-+ - -+ +%,)
ol U=%ayfts) -« - Te, ()0 €W, ' € U, @; € T (4=1, -+, 1) et 7o est un caractére non-
trivial de K dans k. En effet, si yx: est un caractére non-trivial de K, il existe



126 Takeo YOKONUMA

un élément c€ K* tel que x:(t) =yolct) pour tout t€ K; d’ou, si ¥’ est un caractére
Zen position générale:y, il existe un élément h€H tel que y'(u)=y(h‘uh) pour
tout u ¢ 11, done les commutants C(y) et C(X’} sont isomorphes d’aprés la proposition
1.2. Dans ce cas, d’aprés le théoréme de Clifford, la représentation Y19 de UD
induite par y’ est équivalente & la représentation x"9 induite par g, donc Ia
représentation x'% est équivalente a 6.

Dans la suite nous supposons ces conditions réalisées. Désignons par 47 (resp. 47)
I'ensemble des racines positives (resp. négatives).

LEMME 4.1. Soit ¢ un élément de W. Si ollc(--II)U4*, alors o=w;, ol
J=lac]l; olajc (1)}, Inversement, st o=w,;, ollc{-J)Ud*.

I.a démonstration est, en grande partie, due & N. Iwahori.

DEMONSTRATION. Solent J,= {a ¢ II; ola) ¢ (—~1II)} et J=—0oJ,. On va montrer
que wyo{llycdt. Si acd,, wola)cw,(~Jycdt. Si acll—-J, wyola)e 4+; si
w,ola) ¢ 47, puisque ola) € 4*, o{a) serait une combinaison linéaire des éléments de
J=—0J,; d’ol « serait une combinaison linéaire des éléments de —.J;; c’est une
contradiction.

Soit ¥8(x) 'ensemble des éléments @ €28 qui satisfont & la condition suivante;
si w1, u2 € 1 tels que ouy=wuzw, alors y(uy) =%(us).

PRrROPOSITION 4.2. Soit ® un élément de I8 de la forme hyw, on hi=h{p) € H,
woy=t(w) et we W. On pose o;Xe=eaX, i, 0% €« € K*.  Alors, pour que o soit dans
(), o faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient vérifiées:

(1) w=www,; ou J={acll;, wa)ell};
(2) st @cd, plwa))s,=1.

DEMONSTRATION. IYaprés Pégalité oX.0o =X, , pour que o soit dans 22(y),
il faut et il suffit que

(1) whcd ull et wld*~-IHca uya+—1h;

{i1) si @cd, ox.{tlo ' =a,w(t) pour t¢ K.

Si 'on pose ¢==wuw, on a v=1w,;, d’aprés la premiere condition de (i) et le lemme
4.1; d’on résulte que la condition (i) est équivalente & la condition (1).

O ()0 =10, 2a (0, T = 0y e (1 (0(@) )} eat)

done (ii) est équivalente & (2).

COROLLAIRE. Le commutant Cly) est de dimension ¢'.

DEMONSTRATION. Pour chaque J fixé, le nombre d’éléments h vérifiant la
condition (2) est {g—1)-"'. Done
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dim =1 Wi |= T lg-1 = % ( fL Ya-1-i=¢'.

Pour la démonstration du théoréme, d’aprés §1, il suffit de montrer que
flw)=w pour weW(y), ou 0 est I'anti-automorphisme de G construit dans la
proposition 3.1. Si w=h@, € Ry} ol k€D, L@ =w et t{w)=w,, d’aprés la pro-
position 4.2 w étant de la forme wow,, on a,

O{w) = gow,Nage  =h'wy, 00 B =g, gy 0,1 € H .

Soient Iy=hiy),h'=h{z’} od 1,y € Hom (P,, K*). Nous allons montrer que
/(&) =y:(@) pour «< {I. Posons

(U}X(:stl—Xw {ayy goXa‘:?;ano(a) s

Go0, gy oy X
=gow; gy ey 1107 X1k
= gy, 0 (€1 ey " gt 0 T X g1 (ar)
:gowl_l {sw -1 {ﬂ>“lrl‘u.‘0w“‘l (Q)—.lxi (10010—1 (a‘))‘ym()w"l <‘”}
=go {ew‘l {ay ulrf’waw"l <a}_lXx (worwul (a))swom)&lxwom!}
et T gt @ 1 (et HA)) € g 0y T g vy X
Do,
210 =€ -1t Mg i@ "1 (0020 @) g ()" gy -

Or, on a ca= %1, nu==1 et 7a=1 pour @€ (—II); d’aprés le lemme 3.2, €x=¢ q,
7«=7_. pour toute a€ 4. Pour acC/l, puisque wo{a) € (~J1}, 70m=1 et on pose
B=—wole}( € IT), alors wew )= —w(fh).

Donc il suffit de montrer, pour @€ 77,

Co-taePuin Zal—wB)les=x1 (@) .

Remarquons que w(J){=wow,(J))=—wolJ) et, done, wlJ)cll. Si BcJ ie.
a=—w,(3) € wlJ), alors w(8) € /1, done 7,5 =1 et 11(@) =¢,-10), 11 (~w(B)) =¢p grice
4 la proposition 4.2; d’oll on a I’égalité précédente dans ce cas.

Supposons que faJ i.e. agw(/). On doit démontrer

{32) €y s (8 Twowy B X1 (We(B—w, (B)))ea=1.

LEMME.  Soit w,(f)=p+ 3 n(ny, nir) € Z.  Alors
TE
(1) n)=nl-w,7)) pour red;
(2) Xl(wﬂ(ﬁ"’wJ(ﬁ))):7]!]5,”’-7)_
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DEMONSTRATION. {1) wAHB) =w, B+ 2 nipyw,ly) ie. B=5+Znl)r
— Zn(=w,r))r; dol on a nly)=n(-w,{r).

(2) Comme wolJ)=—w(J), on pose wo(r)=—wlr’),r €J t.e. r=—w,{r").
wolf —w, (B)) = wol(— Py n{r)r)= En(r\( wolr)) = 2 nlrwir'))
Xi(wo(f—ws(B)) = H 51 = ” er"(” : '

En vertu du lemme 32 v,comﬁm(p) pour toute pc 4. Nous allons calculer
€0, €t Duym. Soit (8)){.1 une suite qui satisfait & la condition de la proposition
2.3 1).

a) Le cas ou g nest pas de type (A).
- Nlwow, (B, wow, (r:)) .
s NBi, 1) Facrs
Niw; (B, wsrd)

= {1 -£3.E,,
(=1 N@B, 1) FiErs

Done,
Eoypy=(—1)""'N-es IT e,

TEJ

N= N{w, (B, wilrd) - - N(w.r(tsfwl), ,w.((fr-l))rr
NB,nr) - N1, 7:-1)
D’ailleurs
Niwo(By), wo(r1)) - - - Nlwo(B,-1), wolr,-1))
Ty 0= NiBy, 1) -+ N(Bror, 7,1)
=(=1)rt

b} Le cas ou g est de type (4,).
Par le méme raisonnement, on a st<,s}=N~egrl]J " et py, 8 =1
D’aprés la proposition 2.3, il existe une su?te pour laquelle N=1; il en résulte
Iégalité (vy).

Université de Tokyo
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