L’analyse harmonique sur les espaces riemanniens,

a courbure riemannienne négative I

Par Kazuhiko Aomoto

Introduction

Comme bien connu, 1l y a trois classes de variétés analytiques complexes
a une dimension qui sont simplement connexes: la sphére de Riemann S2, le plan
complexe € et lintérieur d'un cercle unité D. Ils sont tous des variétés
Kéhleriennes munies de métriques canoniques. Ses courbures riemanniennes sont
respectivement positive, nulle et négative. D’autre coté les équations de struc-
ture de E. Cartan (voir (1.14)) montre que un espace de Riemann M simplement
connexe est complétement déterminé par sa courbure riemannienne. Donc il me
semble naturel que beaucoup de propriétés analytiques qui appartiennent & cet
espace peuvent étre exprimées de sa courbure riemannienne.

Dans cet article on supposera presque toujours que 1’éspace soit & courbure
négative. D’abord au §2 on donnera un théoréme (Théoréme A) qui se rapporte
3 l'ordre d’acroissement du volume de M a l'infini. On le déduit facilement du
théoreme classique de E. Cartan au sujet d’un espace riemannien & courbure
négative. Dans §3 on démontrera le théoréme d’existence de la fonetion de Green
sur un espace 3 courbure négative et simplement connexe (Théoréme C), en se
servant de la méthode alternative de C. Schwartz. Voici le fait que ’on ne trouve
jamais dans le cas ou l'espace M est compaet. Cette fonction joue un role trés
important dans la théorie de fonctions harmoniques et pour compactifier cet
espace comme plusieurs personnes 'ont montré (voir R. S. Martin {11], S. Itd
[8b], H. Furstenberg [5], et F. I. Karpelevi¢ [10], M. G. Sur {14], E. B. Dynkin [4]).
De plus si M est une variété Kihlerienne & courbure négative et simplement
connexe, il semble probable que M est une variété de Stein, ce qui donnerait une
condition suffisante pour résoudre le probléme de H. Grauert au sujet de “ convexité
d’holomorphie” (voir H. Grauert [6]), me semble emporter au premier étage pour
démontrer la conjecture que: une variété Kihlerienne & courbure strictement
négative et simplement connexe est biholomorphe & un domainé borné sans
critiques intérieures dans un espace vectoriel complexe. Alors on pourra peut-étre
trouver la relation de la fonction de Green et de la fonction noyau de Bergmann
a P’infini comme Bergmann a démontré a une dimension. Mais maintenant ces
sujets sont trés loin de nous et done on ne s’y enfoncera pas dans cet article.



86 Kazuhiko AoyMorto

Je dois remercier & Monsieur D. Fujiwara qui a eu la bonté de voir cet article
et me donner quelques suggestions valuables, et aussi & mon Professeur S. It6.

1. Préliminaires.

Soit M une variété différentiable connexe. C={(M)et D'(M) désignent les espaces
vectoriels de fonctions infiniment différentiables (de classe C«) sur M et celui
de champs de vecteurs infiniment différentiables (de classe C=) sur M. Supposons
qu'il existe sur M une métrique riemannienne ¢ ayant les deux propriétés
suivantes:

(i) g est une application du produit direct de M) a C<(M); a: (M)
XD M) H>C(My, (X, V)X, Y) (X, YeTHM))

(ii) La restriction g, & l'espace tangent M, en un point p de M est une forme
bilinéaire positive (de valeur réelle) sur M, < M,.

Il est bien connu qu’il existe une seule connexion riemannienne satisfaisant

les conditions suivantes:
J (i) PyY—FPyX=|X, Y] 6u X, Y est le crochet de deux champs de vecteurs

(1.1 pour X, YeD(M)

l (i) Fap=0 pour Z arbitraire de DY(M)
Soit y(t) (0=2¢t<1) une courbe, on définit sa longueur L(;):
L dy(t)
L(r)zgox/w(t). Ay at ou (=40
est le vecteur tangent en chaque y(t)e M.
Soit p, ¢ deux points arbitraires de M. On définit la distance entre p et ¢
par Uinfinimum des longueurs de toutes les courbes qui relient » & ¢, qui sera
désignée par dis(p, q). On pose pour 0<t< o, pe M

(1.2) Bdp)={qe M; dis(p, )<t}, S{w)={geM; dis(p, p)~t}

On appelle B{p) de Si(p) une boule de centre p ou une sphére de centre p
respectivement. Fixons un point p de M, et considérons une courbe géodésique
rx(®) (0:5¢:51) ayant une direction tangente X en p (X€ M,), t étant une para-
métre proportionnelle & la distance géodésique. On obtient une application Exp,:

(1.3) Expp: XeMy,—»yx(l)eM

On peut définir Exp, dans un voisinage assez petit de 0 dans M, munie de la
métrique a,. On pose
(1.4) Vi(0)={XeM,; [ X|I<r} od [ X||=V1,(X, X), B.(p)=Expy(V:(0)),
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qui est un voisinage de p dans M.
Il est bien connu qu’il existe un nombre positif tel que l'application de
VA0) & B.(p) est un difféomorphisme

(1.5) Exp,: VA0) > B.{p) .

Done on peut représenter les points de B.(p) par les points correspondant
dans V.(0) ce qu'on appelle systéme de coordonnées locales normales. Un tel
voisinage V-(0) ou B.(p) est dit voisinage normal. (voir Helgason [7a] p. 52)

Soit No un voisinage normal et N,=Exp,NoZ M. Soit {Y1, Y:, --+, Ya} une
base orthonormale de M,:

1.6) 0 Yi, Yi)=64

7t)=Exp,(tX) Xe N, 0=<t<1 désigne la courbe & la direction tangente X
en p. En transportant Y: le long de ce chemin jusqu’au point g==y(1)=Exp,(X),
par deplacement paralléle relatif a4 la connexion précédente (1.1), on obtient un
vecteur tangent en chaque ge N,. L’ensemble de ces vecteurs tangents définit
un champs de vecteur Y* dans le voisinage N, de p.

1.7 oYy, YP)=0(Y:, ¥5) Q=4 Sn).

Nous définissons un systéme des formes différentielles sur N,:

1.8) o (Y¥)=0% 11, j<n), evidemment on a
(1.9) g= 3 (o) (produit symétrigue) sur N,.

Les tenseurs de torsion et de courbure sont définis par:

(1.10) TX, V)=FVxY—-Fy XX, Y, RIX, Y)=FxVy—FyVx—Frx,
ou X, YedD(M).

D’aprés (1.1), on voit que T est identiquement nul. On peut écrire explicite-
ment la connexion riemannienne et le tenseur de courbure au moyen de la base
{Yl*r tT Ty Y,R:}:

1

(L.11) PrpYi=SI5YE, R(YP, YHYi= 3 REY;

ou [’%,=I"si, Rf;= Rui; sont des fonctions infiniment différentiables dans N,.
L’équations fondamentales de Cartan s’écrivent:

dat=— 2 wi o
RES

(1.12) . 1
dwj=— 3 o}, 0f — 5, Z’, R‘ oo
7=1 )
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ol o} est une forme différentielle définie par:

(1.13) wi= 3 o

Si tous R}, - Rujx sont des fonctions partout constantes dans N, pour chaque
point p de M, M est un espace riemanien symétrique, le fait que l'on connait
bien (veoir Cartan [1}]).

U désignera un sous-ensemble de R (corps de nombres réels) x M, de (¢, X )
te R, Xe M, de sorte que tX€ No,. On définit une applicantion ¥ de U & N,:
W(t, X)=-Exp,(tX); Xe M, s’écrit par X= iﬁla;}’i, et un point de U est re-
présenté par (¢, ai, ---, a.)€Rr* . Wkyl t;et U*wi, étant, des formes sur U,
sont aussi représentées par:

(1.14) V*oi= qidt+6°, V*oi=at
ou & et @j des formes des combinaisons linéaires seulement de da., da., <o
da.. Et I'équations fondamentales de Cartan ont les formes suivantes:

g f;‘%:dai -+ ﬁ', akd)z
k=1
(1.15) s
0w; S PP =k

a la condition initiale

(1.16) {w@.m;dmmﬂzo

Bit, a;; dar))i=o=0

Il existe une et une seule solution @', @ satisfaisant le systéme des équations
différentielles & la condition initiale (1.16). On connait bien le théoréme suivant
(voir Helgason [7Ta]).

THEOREME (1.1) Les trois conditions suivantes sont équivalentes entre eus.

(1) M est complet comme un espace métrique.

(2) Toute partie bornée et fermée de M est compacte.

() Toute courbe géodésique maximale dans M a la forme yy(t)=Exp,(tX 3,
—oolt<oo, X étant une direction tangente en quelque point p de M.

Dans un espace riemannien complet, deux points quelconques p, ¢ peut étre
reliés par un segment géodésique de la longueur dis(p, q) distance entre les deux
points p et q.

Dorénavant nous supposerons M soit complet, sauf le faire mention. D’aprés
la troisiéme condition du théoréme précédent, ’application Exp, (pe M) est définie
sur l'espace tangent M, tout entier, et donc Exp, est une application différentiable
de M, dans M. Remarquons cette application est surjective. Sa dérivée d Exp;
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n’est pas partout réguliére. On appelle point conjugé ¢ p un point ¢=Exp, X tel
que d Exp, est singulier en X pour quelque vecteur tangent Xe M,.

2. Quelques propriétés d’un espace de Riemann & courbure négative.
Soit p quelque point de M, et Y, Z deux vecteurs tangents en p. Y, Z

n i3
s’écrivent en forme suivante: Y= a:¥;, Z= 5 bY:, 0u Yi est la base ortho-
4=:1 3

Bl

normale de (1.6). Alors

2.1 0{RAY,2)Y, Z)= ‘ ;.2 RYadiab
P
ou le tenseur de courbure Rf,;=Rui; est symétrique relatif a 'indice (k,1) et
anti-symétrique relatif a (¢, 7).
On appelle courbure dans les directions de Y et Z la grandeur suivante:

— 3% Ruizaiab;be

K
(2.2) KY, 2)= > (ab;—a;bi)*

(¥

indépendent du choix de coordonnées,
L’espace M est dit espace riemannien a courbure négative (ou espace riemann-
ien @ courbure strictement négative) si

(2.3 K(Y,Z2)<0 ou
2.4 K(Y,Z)< —2 (2 quelque nombre positif)

est vérifié pour tous les vecteurs tangents Y, Z de M, en chaque point p de M.
On peut aussi définir un espace riemannien 4 courbure positive (ou & courbure
strictement positive). Si K est identiquement nulle, M est dit espace localement
euclidéan. Le théoréme suivant de E. Cartan est trés important pour notre
discussion.

THEOREME (2.1) (i) Soit M un espace riemannien complet & courbure néga-

tive et soit p un point quelconque de M. Alors M ne contient nul point conjugé

A

i p.

(ii) Soit M un espace riemannien complet. Supposons qu'il exist un point
p de M tel que M ne contient nul point conjugé a p. Alors la paire (M,, Exp,)
est une variété de recouvrement universelle de M. En particulier si M est
simplement connexe, Exp, est un difféomophisme de M, sur M. M est iso-
morphe a R*.

Nous généralisons un peu ce théoréme. Soit N, un voisinage ouvert dans
M,, formé d’étoile a centre p tel que Exp, est une application réguliére de No
dans M. Soit N,=Exp, No, et soit Y1, Yz, ---, Y. une base orthonormale de
M. Pour chaque Xe& N, il existe un voisinage ouvert Nx de X dans M, tel que
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(2.5) Exp,: Nx--»B B=Exp,Nx—N,

est un difféomorphisme. {Y*, [-71 7 n} soit le systéme des champs de vecteurs
définis auparavant Nous posons: U={(t, X)e R« M,; tXe Noj=(t, a1, @z, <,
an) t ZazYz@Nn}

(2.6) ¥ .V->N,, (X)) Exp,(tX)
Le tenseur métrique ¥ s’éerit par
2.7 Yy (dt)? -+ L (@ sur V.
D’autre coté, No peut étre regardé comme un espace riemannien muni dela
métrique g,.
2.8) 0k, = (APt 3] (i
ol ?,‘ a’--1. Considérons un champs de vecteur A sur la sphére unité 2. et posons

=AY, Bi=dj=&i(A), ridald) l:=i:Zn. a, B, r+ sont des fonctions dif-
férentiables sur V qui satisfont le systéme des équations suivantes:

an % ,
ey + 25 ap;
2 9) (Jt e
( " arg‘z 7 R
Y
e T 17k 0k
ot gAY

avec la condition initiale

{ ai(t, @j)i=o=0
Bit, @00 .

On déduit facilement de (2.9) et (2.10).

(2.10)

(2.11) PGS Ragsaiaso
ot" NN
ai(t, @j)=00
2.12) i
¢ { _l:“(}“(t @ 5)e0=7i(@5)
(2.13) }_‘ « @U,;(?f. Rigpnuasosae 24 2 (@i —a aq)
i=t Ot ik 1gi<isn

tenant compte de (2.3) ou (2.4), si M est & courbure négative. On pose
M)=(S a®? t=0, on voit k(0)=0 et
(2.1

h(E)>0 (t>0), h'(0) w‘_ih(t)ih _.( 5’_'1‘?.3>é

=1
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" ” N2,
MR ()= 3 0 28 Roh R S LY ( )
i=1 ot 1 ott b ot

h{EPR ()4 < }Z: o g;(ii)‘ :f( ) 2 ai- ;(} + X (‘U:! 5‘)“); donc
izi ot & szl i1\ of

/ S \?
REYR () = 2R D (asaj—a;a:f 4 3 (mmt’r G Vai) . Mais on a

1
z\) <y ot ot

i ” 2
S (Qutty—aga ) ( S a)( S a';.) u( 5 a.em) .
i< 2l J=1 ol

En tenant compte de (2.9) et que > aii=0, on voit facilement L a0,
§al

2 Bia:ar=0. Donc X (aia;-—a;a:) = Vn “==h(t)*. Enfin on a obtenu linégalité
EE"S i< g

suivante:
(2.15) k() = Ah(t)

LEMME (2.1) flx) soit une fonction différentiable qui satisfaite ’inégalité
F@Z2f (@) 220 constant) f©)=0, ()= Y] | = A>0. Alors f(x) est au

/7
moins égale & éﬁlil/h-)‘ﬂ pour =0 (dans le cas 1=0, 4 sth/A T est égale @
] v

Ax).
DEMONSTRATION. Posons ¢(2)=f (z)sinhv T &—f(z)coshy/ T x. ¢ (x)=-sinhv 1 &
(f (@)~2f(x)=0 pour £=0. ¢0)=0. Donc ¢(z)=0pour £=0. f'(x)sinhv iz

—f(@)eosh v/ T2 0. Posons &(m)—fn‘g%/)l . Vu f(0)==0, ¢(x)est une fonction

différentiable. '(x)= _V i) =0 et J(0)=A4. Done ¢(x)>> A pour tout x>>0.
(sinhV 2 z)

On obtient ainsi f(z).=> ié}: sinh v i 2.

Il résulte de ce lemme:

-, sinhV it 2 o ab?
(2.16) noz SEbV 2 {z Y, - «m}
Done
z -1 2 smhl/At 2
@.17) 3 @z (SR ALY $ o)
, Wg> (e { SRV AN S0 a1
(2.18) 82 (dt) +( Y ) S (daa)r 220

pour X= i a:Y:. Par conséquent,
i=1
(2.19) lid Expp. x(Y)II 2 1Y ||

pour Xe€ No et un vecteur tangent de No en X, ')l désignent la restriction de
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la métrigque sur un espace tangent en chague point de M.

On remarque 1'égalité se vérifie si et seulement si M est a courbure
riemannienne constante (espace de Lorentz généralisé).

Dés maintenant nous assumerons que M soit simplement connexe et & courbure
riemannienne négative. Du théoréme (2.1) M est isomorphe & M, et donca R*.
La métrique g de M s’exprime en coordonnées globales de la maniére suivante:

(2.20) WX, X)o= 3 @ X0p= 3 gidwds’ = 5 (deF

ou X }E 2:Yie M, et gi; sont les fonctions différentiables des variables («*, 2%,
., x").l LL'élément de volume dVest Vg da'de®---da™, ol g est le déterminant
de la matrice {g;). On a:
@.11) V gdaidat - dar = /A0 > (S‘ngj/") dtdo
ot do est I’élément de surface d’une sphére unité, et zi=ta:, ﬁ‘, ai=1.
THEOREME A. Soit M un espace riemannien ¢ courbu;'_el riemannienne
négative et simplement connexe. Alors la métrique déterminée par (2.2) sdtis fait
les inégalités (2.18) et (2.21).
Ce criterium joue un rdle central pour résoudre le probléme de P'existence
de fonections de Green et de fonctions harmoniques bornées.

3. L’opérateur de Laplace-Beltrami, fonctions harmoniques et fonctions de
Green

Soit M un espace riemannien quelconque. Considérons un recouvrement de M
des voisinages {U.; a €}, A étant I'ensemble d’indices. Chaque voisinage U. est
isomorphe & une ouverte de B" dont chaque point est représenté par coordonées
locales (x', z*, -, x*). Les produits scalaires de vecteurs tangents e;x~a§;

d o

€ni ppn § €XDI iment
3.1) a:(e:, e;)==gi; en xel,

ot g:; est une fonction différentiable sur U.. (g¥) ou g désignera l'inverse ou
le déterminant de la matrice (¢i;) respectivement.

Soit ¢ une p-forme différentielle de premiére ordre. ¢ s'exprime dans U.
par_}i Piyig-iy da't - - dair. En chaque point 2 de U., on peut définir le produit

ity
sealaire

T
3.2 {p, = 2 Firiveesiy Pirigeesip givie - gipis
4G

et l'opérateur adjointe * qui transforme une p-forme ¢ en (rn—p) forme *¢ de
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sorte que
3.3) *eANd={¢, > dV pour p-forme ¢ quelconque

en chague point de M, ou dV est I'élément de volume représenté en coordonnées
locales par:

(38.4) dV=~'g dzlda’ - da"

<,>, *, g sont indépendants du choix de coordonnées. Enfin pour deux p-formes
¢, ¢, on peut définir le produit scalaire (¢, ¢) de la maniére suivante:

3.5) (¢, )= S“«s, odV

On désignera par d, ¢ et 4, la dérivée extérieure, son adjoint et 1’ opérateur
de Laplace-Beltrami: o=(—1)?x"'dx, d=ddé-+éd.

Considérons en particulier une fonction ¢. La dérivée extérieure d¢ est une
1-forme. (dg,d¢) s’appelle intégrale de Dirichlel que nous désignerons par
D(¢, ¢y ou D{p). 4d¢ s’exprime en coordonnées locales:

.6 ae= 3 ge (Vi )
Une fonetion différentiable f est dit harmonique quand 4f=0. Une fonction
constante est evidemment harmonique.

Soit £ un domaine dans M. Considérons 'opérateur de Laplace-Beltrami 4
dans 2. Nous appellerons solution fondamentale une fonction suivante y(z, ¥),
x, Yy €2 de sorte que:

(i) 7(x, 1) est harmonique en £—{y} par rapport & x: 4.7, ¥)=0.

(i) Au voisinage de ¥, 7(z, ¥) a une singularité principale suivante:

@ )~ dis@ ) (>2)
Wn—1(n—2)

ol gl
2n dis(z, ¥)

(3.7
ou (n=2)

ol wa-; est la superficie de la sphére unité 4 dimension n—1. Il est bien connu
que (voir Duff 3] ou F. John {9)):

THEOREME (3.1) L’opérateur de Laplace-Beltrami a wune solution fonda-
mentale et une seule dans un assez petit demaine fint.

DEFINITION (8.1) Soit M un espace riemannien. Une fonction G(z,y) con-
tinue de deux variables x, y sur MxM-—{x=1y} est dit fonction de Green s'il
satisfait les conditions suivantes:
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(iy GGz, y) est une fonction harmonique de x dans M—{y}

(i) Au wvoisinage convenable de y, Gz, y) a la singularité principale de
(3.7).

(iii) Soit M un domaine ouvert de M tel que Ms={xe M; dis(x, )= 8} pour
un nombre positif quelconque mais fixé 6. G(z,y) est une fonction borneée de
% dans M.

Il n’existe pas si M est un espace euclidéan 2 2 dimensions (voir Nevalinna
[13]). . Itd a récemment démontré le (voir S. Ité [8b] et aussi M. G. Sur [15]):

THEOREME (3.2) M soit un espace riemannien quelconque. Pour qu’il existe
une fonction de Green sur M, il faut et il suffit qu’il existe une fonction non-
constante et non-negative surharmonique.

11 a utilisé la méthode de ’éguation de chaleur en étendant la théorie de
Minakshindaram, Pleijel et K. Yoshida.

TXEMPLE. M soit un espace riemannien simplement connexe a courbure
négative et constante. M est isomorphe & un espace riemannien symétrique
homogeéne L(n-1)/S0(n) ot L(n-1) est le groupe de Lorentz d'ordre (n +1).
a( , ) devient

3~ * t 2 (Slnh‘\/ A t) i .

(3.8) e=(doy+ GBYLDE S iy

On pose

3.9 SH{0){ze M; dis(0, x)=r} B,(0)=={zxe M; dis{0, z)<r}

ou 0 est un point fixé de M.

L'aire A(r) de la sphére S.(0) est égale & (Smgv 4 T) et le volume Vir)
A

de l'intérieur B.(0) est égale & X <~Sm{>¥,] t) dt. L’opérateur de Laplace-
L]

Beltrami g’écrit de la facon suivante:

3.10 420 1 dA@) 2 (_W_sﬁ Z_)z,'
(3.10) o A A(r) dr ar " sinhv 17 &

ol 4 est I'opérateur ordinaire de Laplace-Beltrami sur la sphére unité. 7 étant
r==dis (0, x).

Il existe une et une seule fonction de Green G{z,y) définie de la maniére
suivante:

(3.11) Gz, y)—ulr) r-dis(z,y) d.u- dru - A%fr) ‘i‘%ﬂ %

, 1 = dt
d . e e 0>
one w(r)= X (t) n>2

Wy—1
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La fonction G(z, y) satisfait une condition plus stricte que la Définition (3.1) (iD):

(3.12) lim Gz, ¥)=0 ou r=dis(x,¥), v fixe.

o0

Dans certains espaces riemanniens symétriques, les formes explicites des
fonections de Green ont été trouvées par plusieurs personnes (voir S. Helgason [7b],
F. 1. Karpelevi¢ [10]) est bien connu que les espaces riemanniens a courbure positive
sont tous compacts (voir S. B. Myers [12]). Par conséquent, il n’y a pas de fone-
tion de Green dans un tel espace. Mais dans le cas & courbure négative, il existe
actuellement des fonctions de Green ce que nous démontrerons tout a 1'heure.

Le lemme suivant est bien connu (voir Courant-Hilbert [2]):

LEMME (8.1) Soit un domaine borné dans M entouré de sa frontiére régulicre
S de classe C=. Considérons le probléme de Divichlet et celur de Neumann dans
0 et S pour Vopérateur 4. Soit ¢ une fonction quelconque continue sur S, alors
on peut trouver wne fonction et une seule f de classe C~ dans O et continue
sur =008 de sorte que

(3.13) df=0, fls=¢
ot |s signifie la restriction sur S. De plus, soit ¢ une fonction continue quel-
conque sur S et satisfaite :

(3.14) S JdS=0
8

ot dS est Uélément de surface de la frontiére S. Alors, on peut trouver wune
fonction et une seule fi de classe C~ dans £ et continue sur 2 @ une constante
additive prés de sorte que

3£
(3.15) af=0, T oy
gn s
o % signifie la dérivée normale extérieure en S qui soit définie en un de ses
un is

points per Véquation H(x', x?, ---, z")=0, (x*, ---, &) étant le systéme des co-
ordonnées locales en ce point et 2 soit situé du coté défini par H(x)<0. alors

%fn_l:<2 ;9f (’H)/\/E kL gg ‘;H’: sur H(z)==0.

i oxt oz’

A cause de ce lemme il existe une et une seule fonction de Green Golz,¥)
qui satisfaite les premiéres deux conditions de la Définition (3.1) et la suivante:

(3.16) Golz, ¥)=0

si x ou y appartient 4 S. Alors, la solution du probléme de Dirichlet (3.13) s’exprime
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(3.17) w=—| 488 e,

De 1a méme maniére on peut trouver une et une seule fonction de Neumann
Nu(z, ) qui satisfaite les premiéres deux conditions de la Définition (3.1) et la
guivante:

Ny

ang

(3.18) (z, &)=0 pour £€8

Alors, la solution du probléme de Neumann (3.14) v(x) s’exprime:
(3.19) ()= S Nutzr, (S
5

Les propriétés suivantes de la fonction de Green Go(z,y) sont bien connues

(voir Courant-Hilbert [2])

(1) 4:.Golz, y)=0 pour xzxy

(i1) Golz, ) est continue, non-négative et symétrique sur 2x0 en
dehors de la partie [@ x 3] des paires (x,y) telle que xz=y:
Gulx, ¥)=Galy, ©) 220

(iii) Golz, 1)>0 dans Ox2 et 0 sur Sx 2 (ou 2xS)

(3.20)
(iv) G""gf!’y)<0 pour xef, €S
) o ZG”(E»’~”)—>O pour &, ne8
ongony,

(vi) — E!'Z:g&(&ﬂl dS:=1.
ang

LE PRINCIPE DU MAXIMUM. A la méme condition du Lemme (3.1), on vérifie
mu(x)< M, xe ot mI\/E[égx ¢(x), M== I\ggzc o), ¢'est-d-dire w(z) ne peul jamais
prendre dans 2 ni la valeur mazimale ni minimale. De plus supposons que
u prenne la valewr maximale en un point & de S, alors

a I

3.21) ane

>0

REMARQUE. Le lemme (3.1) est aussi vérifié quand ¢(z) ou ¢(x) est mesurable
sur S, si on considére la valeur frontiére de la fonction u(x) ou v(x) seule-
ment aux points continus de ¢ ou ¢. (3.13) et (3.15) doit étre remplacées par
les suivantes respectivement.

(8.18) 4f=0 [fls=¢ en tous les points continus de S.
8.14) 4f1=0 %‘%i =¢) en tous les points continus de S.

8
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Naturellement cette formation n’est pas précise comme la théorie de potentiel
moderne nous enseigne. Mais ¢a suffira pour notre discussion ultérieure.

DEFINITION (3.2) Soit 2 un domaine dans M, S sa frontiere réguliére de
classe C=. T soit une partie fermée ou ouverte de S avec sa frontiere T rare
dans S. La fonction w(z) définie sur 2 est dit mesure harmonique par rapport
aT si:

(i) du=0 dans 2

i) lim w(z)=1 st & est & Uintérieur de T

z—£,2€09
(iif) lim (u(w):O st & est 4 U'intérieur de S-—-T.
€

z~f,2

Cette fonction sera designée par w(z; T, 2), qui satisfait les égalités suivantes:
0<ow(x; T,D<1 zef

3.22) O<awz:; T,D<1 z€f
wx;, T, D+wx; S-T,2)=1 ze 2.

On peut étendre la mesure harmonique au cas ou T est un ensemble borélien
arbitraire de S et w(x; T, 2) devienne une mesure borélienne de S (voir S, 1t6 [8b]).
On peut vérifier le théoréme suivant:

THEOREME (3.3) Soit ¢(§) une fonction mesurable sur S, alors la fonction
f(x) définie par:

(3.23) f@)= Ss p(©)dalx; €, 2)
est harmonique dans 2 et vérifie
(38.24) lgme , flx)=¢(8) presque partout & dans S.
On déduit facilement
(3.25) o@; T, .(z)amg 6@, &) 4. .
r Ong

Soit 2 (ou ') un domaine borné entouré de deux frontiéres réguliéres et
disjointes S; et S: (ou Ss et S:). Supposons que 2 € 2 i.e. la fermée @ est
contenue dans 2. Alors il résulte du principe du maximum que:

0<w(z; S, N<w(z; S, 2)<1

pour x €. Mais si x€ £, on vérifie:

(8.26) 0<a(z;S, N<w(z;S,2)<1

On déduit immédiatement de (3.17) et (3.20) le principe d’Harnack:
Soit 2 un domaine borné a sa frontiére réguliére dans M. Soit u.(z)
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(n=1,2,8, ) harmoniques dans £ et forment une suite s'acroissante: u.(2)
Ttan(x) (0=1,2,3, -+ -). Supposons que la suite {u.(x)} tende em un point 0
de 2, alors elle tend vers une fonction harmonique u(x) uniformément sur
toute partie compacte de 2. (La méthode de la démonstration est parfaitement
analogue au cas de l'intégrale classique de Poisson et donc peut étre omise.)

Considérons une suite de domaines bornés {2.n-==0,1,2, --- entourés de ses
frontiéres réguliéres S. de telle sorte que @..1 3 %, et la réunion de {£.} soit
égale 3 M tout entier:

3.27) 0n€ Qi et U LueM
-0
La mesure harmonique o(x; So, 2.— 2,) satisfait I'inégalité suivante:
(8.28) 0<ow(®; S, 2u—20)<o@; So, Zuii—20)<1 pour z€ F.—0.

A cause du principe d’'Harnack w(x; So, Puw,,—20) converge uniformément sur
2 n—1£20 vers une fonction w(x; So, M— @,) indépendente de m, harmonique dans
M- 2, et continue sur M—£2, telle que w(é; Sy, M— 24)=1 pour £€S,:

(3.29) w(z; So, M— D)= limw(z; So, Pmi.—Fo) pour z€Qm— Do

ysa0

Evidemment on vérifie:

(3.30) 0 o(®@; So, Pu—2o)Twlx; So, M—P0)<51 pour z€Pm—0,.

Nous montrons que w(z; So, M~ 2,) ainsi définie ne dépend pas du choix des
suites {£.}. Pour cela, nous supposons qu’il existe une autre suite de domaines
{£.} avec £0={, qui satisfaite (3.27). Alors pour un nombre entier quelcongue
m, il existe un autre m’ tel que 2,€2;,,, donc w(x; S, Pn— 2o)Lawl(z; So, 2, — 20).
D’autre coté pour un nombre !’ il existe un autre ! tel que w(z;S,, 2; — 20)
So(x; So, 21— 20). On en déduit facilement que: w(z; So, M—20)= lim w(z; So,
Qi o)== lim w(x, So, Pm'4v~— @ o) pour x€ LN, —30. a

y—t00

On peut aussi déduire que si 2,3 2.
(8.31) w(@; So, M—Q20) <aw(x; Si, M—2;) pour ze M2

Pour une partie mesurable T, de S, on peut définir la mesure harmonique
w(w; To, M— 2.} de la maniére suivante:

(8.32) lim w(@; To, Que—Zo)y=w(@; To, M— D¢} pour € 2n— 0o
Alors, O0Sow(e; To, M-~ Qo)< w(x; So, M— )< 1
(3.33) w(zx; To, ngo)-{“(b‘(ﬂz; Se— T, M«—S?o):w(a:; Se, M— .Qo)

w(z; To, M— o) devient une mesure borélienne dans S, et pour une fonction
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borélienne ¢(&) sur So, la fonction f{z) définie par:
(3.34) f(x):g e(E)da(z; &, M— 0o) pour z€ M—Ds
Ss
est harmonique dans M— 0, et vérifie la propriété suivante:
(3.35) lfim f(@)=¢(€) pour presque partout &€ So.
z—§,z€9
Posons 1'hypothése suivante:
(H.1) w(x;Se, M—3,) n’est pas identiquement égale @ 1 dans M-Qa pour toute
partie Qo bornée, c¢’est-a-dire,

(3.36) 0<w(z; So, M—R2s)<1 pour e M— 2o

Nous considérons aussi I’hypothése plus forte:

(H.2) lim w(z;Se, M- 20)=0.
z-eoo M — 02

On peut démontrer le théoréme suivant au moyen de la méthode alternative de
C. Schwartz (voir R. Nevalinna {13] p. 148-149).
THEOREME B. On peut trouver une fonction de Green G(x,y) de sorie que
(3.37) lxa(x; So, M— 36) < Gz, y) < Lxa(x; So, M— 20)
pour e M—0o et ye K o 2o une partie bornée quelcongue, K une partie
compacte de 2o, lx, Lk sont des constantes positives dependant de 20 et K.
DEMONSTRATION. Soit 2o et 2,(2, € £,) deux domaines entourés de frontiéres
réguliéres So et Si. Comme nous avons I'indiqué, il existe une fonction de Green
Gz, y) dans 2,. Fixons un point ¥ de 2, une fois pour toute et posons u.(%)
=Gz, 9)=0 (xe 3,—2). Evidemment uo(z) est harmonique dans 2,— 2, et
continue sur 2,—0,. Définissons les fonctions u.(®) et w.(x) par induction de
la maniére suivante:

(3.38) u(z) = §s (O Fud el &, M— Do) v=1,2,3, -
0
vo{2)=0
(3.39 {m)zg w(do(z; &, 2)  v=1,23,
5

w(ou v,) est harmonique dans M— 2, (ou £21), et

(3.40) Ui (2)— () = S (&) v, (E)den(z; &, M~ Fo)

Il en résulte de (3.39) que:

I\é&eagx(uy(é)—-um(@(=I\gasx[v»(€)—-vvun($)l, qui sera désignée par M.. Done,
51 €3,

(3.41) W) —v,.1(2)] <M, xz€ @, en particulier
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(3.42) [v()~v ()| XM, £€S.. Done, de (3.40) on déduit,
(3.43) [ () —uu(2)| 5 Myg doz; &, M~ 20)=Muwlz; Se, M— 2,)
S
pour z€ M- f,. En vertu de (3.36)
(3.44) 0<k== I\/{Ea;x oz, &; M— 3,)<1, c¢’est-a-dire
zE9y

M»+1:<ﬁkM et M,g__.k““‘M;.
De (3.42) et (3.43), Juvsi(z)—u(x)) kM, =k*M, (x € M—2,) et ()~ v () < k¥ M,
(xe 2,). Par conséquent, les deux séries E{(uy(a:)-uy-l(x)) et > (v(x)—vo(2)
o v=1
converge uniformément dans-M-—2, et 2, respectivement, et u.(z) ou v.(x) con-

verge uniformément vers les fonctions harmoniques u(z) (dans M) ou w(z)
(dans 2,) respectivement.

(3.45) Iirm w(x)=ulx) zecM—-9
(3.46) limv.(z)=vz) ze,

De plus, u(®)=us(@)+ 3 (&) ~ths(E) =l + F (06)—0(E)=al)+0(8) pour
£e€SouUS:. Done,
(3.47) u(x)=uo(2)+v(x) pour ze P,—0
En posant L=Max G.(§, %), on vérifie pour £e S,,
GES DAY EMRGTED R Vi %k*L,g% ,
car Mi=Max u:(§) <k Max us(§)=Lk. De (3.38) on déduit:
tes, tes,
um(m);ngE o(z; So, M~ 2o) et done,

0 ulx) < 'i%‘z? w(x; So, M~ 2s) pour zeM-0,

(3.48)

0 <z < 2

ik pour z€ J,

En faisant v-» 0o, on voit par (3.38) que
u(a:) == S (v(é) 'F%D(E))dw(ﬂi 3 &, M~ go)_z. S uo(&)dw(ﬁfl ;€ M— .Qo) = Lo(u(x; Se  M— go)
S S

ou Lorzlgisn uo(f):héi? G(,y). La fonction u(x) depend de ¥ quand y parcoure
dans .Qo:u(r;c):ru(a:, y).o On peut obtenir I'inégalité suivante de méme que (8.47),

1 -m(;r;;So,M«f)})-MaxlGx(:“,y)——G;(é,y’)] pour zxze M—£,
1—-k tes,

et v,y €8, yxy et |z, ¥)— vz, y)i;\iTl%; Igvgax!G,(s, Y)—Gu(&,¥) pour ze 2,
A

lu(e, ¥)— ule, )| <

et ¥,y €f, y>y'. De ces formules, on voit facilement que u(z, %) est continue
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dans M—%2.—{z>*y} et vérifie les condition de la définition (3.1). Cependant elle
est définie seulement sur M—Q,. Nous etendrons le demaine de la définition de
cette fonetion sur M tout entier. Pour cela deux lemmes suivants sont nécéssaires.
Sous 'hypothése (H.1):

LEMME (3.2) Soit 20 un domaine borné dans M. Soit u(x) une fonction
harmonique dans M— 3, et continue sur M—2o de sorte que

(3.49) W) L Calz; So, M— o) pour xe M—2y, C constant>0,
Alors, u(z) s’exprime de la facon suitvante:

(3.50) w(z)= S wE)daz: &, M— 7o) ze M- 0o,

So
COROLLAIRE. On a tougours Inf w(x;Se, M—2.)=0.
z€ (i

DEMONSTRATION DU LEMME. Considerons une famille de domaines (3.27). u()

s’exprime par 'intégrale suivante: S w(E)dw(x; £, 2,— ).
8ot Sy,

S W& dw(z; &, 2— éo)l <C S W(&; So, M— O o)do(x; €, Ou— 00)
Sy

Sy
D’autre coté w(x; So, M—24)
= S dw(x; f, Q»-‘ Qo)“‘“ X G)(E; So , ngn)dm(:v; f, Qv"“-(—jo)
8

Sy
=aw(x; So, 0. — o)+ S w(z; Se, M— 2o)dw(z; &, 2.,— o), par définition,
Sy

lima(z; S, 2.— @o)::m(x; So , M— !:50) . Done,

w200

(3.51) lim X (&, So\ M—Bo)dalz; €, 0o F0)=0 .
Sy

p—s00

y—scn

Par conséquent, u{z)=lim S w(&dm(zx; &, 2, — D)
8ot gy

- limg wW&dalz: &, .Q,,—“.Q‘o)“i‘g w(@do(z; &, 2o D0)
So 8,

= lim Xs w@)do(z; €, Dy o)== XE w(@)dw(z; &, M— o).
(] ]

La démonstration est ainsi achevée.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE. Dans le cas contraire, la fonetion constante 1
satisferait (3.49). Done, 1=\ dw(x; ¢ M—3)=w(zx;Se, M— 0
pour € M— Q,, ce qui est coni‘;‘e Phypothése (H.1). C.Q.F.D.

LEMME (3.3) Sotit u(z) harmonique dans M tout entier et satisfaite (3.49)
dans M—£2,, alors u(z) est identiquement nulle.

DEMONSTRATION. D’aprés (3.50), u(x) s’éerit comme suivant :
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w(z)= S W& dwlz; &, M—Ts) pour ze M—0,
3,

En posant Max u(§)==L, on obtient u(x}<L (xe M—2,). D’aprés la principe
du maxxmum u(x)/L dans 2¢. Done, u(x) prend son maximum sur M d'ou
vient que u(x) est une constante C. Si C n’'était pas nulle, le corollaire précédent
montre que w(x; Sy, M—2,) serait égale 2 1 qui n’est pas le cas. Done, u(z) est
nulle. C.Q.F.D.

Supposons que une autre G'(z, ) soit construite d’une autre paire 2, 2 et
que {2, soit une partie ouverte finie de 2;. Considérons la fonetion H(x, )
=G'(x, y)~G'(x, y) défine dans Mx2,—{z-=y}. Comme une fonction de z, elle
vérifie pour une constante C dépendant de y, |H(z, ML Colz; S, M~ 2) du
yef, xe M—(2:U8), vu (8.37). De plus H(z, y) est une fonction harmonique
sur M tout entier, d’ou H(x,y)=0 & cause du lemme précédent. Donc G(z, )
=Gz, y) sur MxX2y~{x>xy). On a démontré que la fonction G(r,y) est définie
sur MxM—{z=y} et qu'elle ne dépend pas du choix de £y, 2:. La démonstra-
tion est ainsi compléte,

4. Théoréme d’existence

M soit un espace de Riemann simplement connexe & courbure négative. M
est différmorphe & 'espace euclidean & dimension n comme 'on a vu. Prenons
un systéme fixé de coordonnées géodésiques comme (2.10) et (2.11).

4.1 ¥ —13'551 gis(e)deide =(dr): - é (@)

Introduisons les notations suivantes: 0 l'origine des coordonnées, VA0) la
boule: {xe M;dis(0, x)<7}, S«(0) la sphére: {xec M; dis (0, z)==r} et do 1'élément
de surface sur la sphére unité ordinaire 3 & (n --1) dimension en paramétre
(ay, as, -- (1,‘)5_‘_,(12 -1 o &i=air.

Nous con31derons une suite de nombres {a.} a.>0(»=0,1,2, ---) qui s’acroit

et tend vers l'infini et posons 2,=V,(0), S,=S,(0), a(x)=m (:c Say, M~ 24,) et
(u.,(:E)“ (')(x Sao, -Qa ““!u)u )
2
g ~ lgrad n»l”dV& B %dV}_(L B Igradw,k—l%d V)
u,,y“uaﬂ [),,y‘“!)no q 0«,“%0 x/g

(I'inégalité de Schwartz)

g S [grad m,|dr da) @V=+"§drdo)

S S lgrad o,|dr do = S S a"’”;d do \S ‘S a"{",,d !dc-—
0 LA YiJay

ar | or
I(m),- s, (0} e | er X ‘ do—£>0.



L'analyse harmonique sur les espuces riemanniens 103

g,
Wy }

4.2) L) _ lerado.r dVg “3"”’”2

g

S E*dV:; ES nlgdr de  Done, si Swg - 1_; dr do>0, alors
Ug, Y ay .\:\/(}

sy wlx vV g

4.3) limgigradwylde;;xQ/{ﬁwS —1f?drda}>o.
yr 00 agJ Y \/(]

vu 'inégalité (2.11), cette ondition est satisfaite dans le cas & courbure stricte-
ment négative ou & courbure négative et n_>3. D’autre coté par l'intégration

partielle,
4.9 lgrad w,]2d V= — {222 d8.
oy on
ol w la dérivée normale extérieure a4 la frontiére. En regardant que
0w, _Ow,4 . . o B
on é—éﬂéo sur S, on voit la suite des intégrales de Dirichlet
0 n
. _, lgrad w.)2dS = D(w,; Ra,— D4,) est decroissante. Car o, tend vers w avec

g

ses dérivées uniformément sur une partie finie de M— Z.,.

(4.5) lim S  |grad w,]ﬁdvzwg do 4
Da,"'ﬂa 8 an

Yoo
0

qui n'est pas nulle d’aprés (4.3). Le lemme suivant montre que (4.5) est égale &
S lgrad o dV=D(w; M—Ja,) .
-0,
LEMME (4.1) Soit une fonction ¢(x), continue sur M-, et de classe C*
sur M—2a, et soit Uintégrale de Dirichlet D{p; M—{.,) finie. Alors

4.8) Dip, w; M~ 24)= S <grad ¢, grad o>dV ==

M~y

- S (&) 99(<) dS:
Say on
En particulier,
4.7 Dlw; M— @ ap)=— S dw() dS:
Sag an

La démonstration suivante est due 4 R. Nevalinna (voir p. 327, R. Nevalinna
[13]).

DEMONSTRATION. Par la formule de Green on a pour (v <X 1) D(w,, @; D Da) =

— L w,‘(é)agf)dse qui tend vers ——S w(sﬁg}zﬂdse pour pz—co. D’autre coté,

Sa,,
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Diwy, 5 Qa2 =7 Dwy; .'-}u”‘ -L24,) Dlo; -Qu,,““ 0 )< — S W, 00‘”" dS:
Say n
X D(p; La,~524). Pour pp— oo, on a
2 2 A
{~],00%@as. ' (-] 0% as.)Dig; -0,
8 on Suq O
11 est claire que lim D(¢; M- £.)=0, donc
(4.8) lim S w(€) 9"”@(135 -0,
y0 Sav an
D’autre coté
‘ 7 Ip(€) 1 G
Diw, @5 Lay = Lag)= - SS”O w(&)" 5,, : dSe+ Lavw(f) ng;) asS:.

En faisant v-» oo, on voit

D(W, (12 M“‘an):; e X m(f)agf)dsf

Sag
ce qui n’est autre que (4.6). De plus,
D(w; 2,— Qo)== lim D(wy; La,~~ Do),

proo

D(w; Ra,~ 22) < Dlwp; La,— 2ay) (£2v).

D’aprés (4.5), lim D(w,; $a,~ Dag)=— S de£) dS:.
il Seyg an
. 7 ; . () 7 da(§)
Donc, D(w; Loy— 3 ) < 1im Diwy; Lo, — Fag)=— S %) gs.,
g Say an
= N oa &)
Pour v-— o0, On a Diw; M—2o) L - S -2 g8,
Say on

c’est-a-dire 'intégrale de Dirichlet de w(z) sur M— 2., est fini. En applicant la
formule (4.6) pour w(z), on voit (4.7) tout de suite. On a demontré le

THEOREME C. M soit un espace de Riemann simplement conneze i courbure
négative (n = 3) ou strictement d courbure négative (n=2). Alors

4.9) g  Lav<o
o -Dey §

et w(@)=wx;So, M--a,) n'est pas identiquement égale a 1 sur M—L.,. Elle
satisfait les propriétés suivantes:

(4.10) D(w; M— 3 a))==— S?fﬂ S
on
(4.12) E (@(@))r-pdo < Dw; M~!§p)‘%{§ —,LdV}5
b #-3, g

Aussi il existe une fonction de Green qui vérifié les propriété de la defini-
tion (3.1).
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DEMONSTRATION. Il suffit de démontrer (4.11). En effet,

|

g{g lgrad m,sedv}5{g %dv}%, AV=vG drdo)
20y~ [ q

;)

v~ Rp ¢

grad w,IZdV}%{S E—dv}i

Pay-Tp 0

K(l)v)r=ay_((l)y)‘r=:ﬁ ida = ‘ §(y~(’;(2i‘:d0 /’S Sav[grad w,&do
R | X

4 4

K]

(@0)r=a, =0, done Lp(w.,)fzp dog{g

Jaay-n,

Pour v— o on voit par (4.5) et (4.10)

S (@)r=pdo < {S Igrad w)? dv}%{g -}—vdV}%
Se M~Tp u-Bp

COROLLAIRE. Sous la méme condition que la Théoréme C, la fonction de

Green G(x,y) vérifie: K 1G(z, ¥)ldo: —0 pour p—>co, y fixé.

JE,0=dis {x,y;

Université de Tokyo
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