Uber die Zerlegung der Gruppencharakiere.
(Dritte Mitteilung.)

Von Kaoru SEKINO.

Um die Zerlegung der Charaktere einer endlichen Gruppe & in die ihres Nor-
malteilers & eingehends zu untersuchen, betrachtete Professor Z. Suetuna vie-
lerlei interessante Falle ([17, (2], [3], [4]). In meinen fritheren Arbeiten betrachtete
ich die speziellen Fille, wo &/9 eine lineare Gruppe mod 2" ist, und auch wo
®/9 die alternierende Gruppe von sechs Symbolen ist ([5], [6]). In der vorliegen-
den dritten Mitteilung soll der Sonderfall, wo /9 die (einfache) spezielle projec-
tive Gruppe PSL(2,7) mit der Ordnung 168 ist, betrachtet werden. Damit wer-
den natiirlich alle diejenigen Faille, wobei die Ordnung von &/9 <504 ist, erledigt
werden.

Es sei also &/9 die spezielle projective Gruppe PSL(2, 7). Diese einfache
Gruppe wird von zwei Permutationen (14)(56), (1234567) erzeugt; daher denken

Wir uns
G=U+Ud,+Ud,+ Uds+Ud,+1d; +Ud, (do=1),
U=9:+Dc,
Dr=0+Db+5:b%,
9:=9+5a,+Ha:+Has (@o=1)
mit

Hd,=(12)@35), Hd2=(13)(25),  Hda=(14)(56),  Hd,=(15)(23),
Dd;=(16)45),  Dde=(17)24),  DHc=(23)46),  Db=(235)(476),
Ha,;=26)(34),  Da=EHGBT),  Da.=(26)(7),

wobel I/ isomorph mit der symmetrischen Gruppe von vier Symbolen ist.

Wir werden nun in §1 einige Hilfssitze bezuiglich der Charaktere von Unter-
gruppen von & zusammenstellen und in §2 erliutern wie die in & konjugierten
Charaktere in bezug aguf U eingeteilt werden. In §3 wird die Zerlegung der
Charaktere von & vornehmlich in die von 1l genau angegeben werden und schliess-
lich werden wir in §4 die Charaktere von ® durch die Charaktere von Untergruppen
von & charakterisieren.
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§1.
Nunmehr sei Y(s) ein einfacher Charakter des Normalteilers . Ferner seien
D:=9H+Da;,  DI=H+He, H=H+HO+HY,
Dr=0:+De,  Hi=N!De' mit De=(2463)(57),

i=0
85 =55+ Dsc, D=9+ Hsc.
Diejenige Gruppe, welche durch die Gesamtheit der Elemente ¢ aus 11 mit der
Eigenschaft: r(s)=(tst"'), erzeugt wird, sei mit ll, bezeichnet.
Fur einen einfachen Charakter %(s) von U ist in 9,

%(8)=5(s)  oder =£&(s)+&(cse™),

wobei £(s) einen einfachen Charakter von ,; bedeutet. Weil die Zerlegung der
Charaktere von 9, in die von 9 vollstiindig angegeben wird ([2]), konnen wir die
1 enthaltenden einfachen Charaktere von ll bestimmen. Alsdann gilt der folgende

Hilfssatz 1. 1) Falls U,=9 ist, gibt es einen einzigen einfachen Charakter
% von 1, der i in sich enthilt, nimlich

Z(s):}% Yr(c*blasa; e ) in 9,
T30, ¢

und in 1—& ist #(s)=0.
2) Falls 11,=8. ist, gibt es genau zwei einfache Charaktere 7, x: von Ui, die
4 in sich enthalten, nidmlich
%i(8)= \:t‘\[r(c"a,bfsb‘fa;’c“"’) in  11<2).
I
i=p, 2
3) Falls 11,=97 ist, gibt es genau zwei einfache Charaktere 7, 2% von 1, die
Yr in sich enthalten, niimlich

2()A(S) =22 Yr(biasa; b in 9 (0=1<1),
2,7

wobei Z den erzeugenden Charakter von 11/, bedeutet. Alsdann ist in £~
und e Z(s)fc(s)’zo, und zwar gibt es mindestens ein Element s aus ©c¢ mit
2(s)2(s) =0,

4) Falls N,=9; ist, gibt es genau drei einfache Charaktere ¥, %5, %3 von I,
die v in sich enthalten, nimlich

x,(s):}_“: Yr(ctasaiic ") in & (1glgl).

Es gibt dann mindestens ein Element s aus $:;—9 mit %,(s)=+0. Naturlich gilt
fiur alle s in H;—H %,(s)+%a(8) +23(8) =0.
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5) Falls U.=9, ist, kommen zwei Fille vor:
5.1) Es gibt genau 4 einfache Charaktere 7, (1=1=<4) von U, die ¥ in sich
enthalten, nimlich
Zl(s):;jg Yr(c"bsh "¢ ") in  (1=14),

und in ¢ ist 7,(s)=0.
5.2) Es gibt einen einzigen einfachen Charakter 7 von . der v in sich ent-
halt, namlich
Z(s)zZJ}% yr(cb'sb ¢ ) in 9.

6) Falls U,=9F ist, kommen zwei Fille vor:
6.1) Es gibt genau 4 einfache Charaktere 7,, %1%, Zo %X von 11, die Yr in
sich enthalten, namlich

L(Z(E) " =P (abisba;l)  in D (1152, 0Em<).
J

20,2

In 9,— und e ist dann 7(s)Z(s)"=0. Es gibt mindestens ein Element s aus
D—H mit 21()(=1(8)%() =0 und Le(s)(=%a(s)4(s))#0. Fir alle s in 9,~9H ist
natirlich %;(s)+%:(s)=0. Es gibt ferner mindestens ein Element s aus $c¢ mit
2(8)=0 bzw. %y(s)%0; dabei ist aber fur alle s in e Zl(s)+zl(s)2(s)=0 bzw. %(s)
+%a(8)7(s) =0.

6.2) Es gibt einen einzigen einfachen Charakter % von ll, der v in sich ent-
halt, nidmlich

Z(s):2}j] Yr(abisba;) in 9,
i=p, 2

und in U9 ist %(s)=0.

7) Falls Hg—‘-@i ist, gibt es genau 4 einfache Charaktere %, Lidy Ao, Zg;: von
i, die ¢ in sich enthalten, ndmlich

2(s)A(s)" = S yr(absbai’) in § (1152, 0=Sm=1).
J
i=(,2

In He ist dann Z,—(s)‘Z(s)”‘:O. Es gibt ferner mindestens ein Element s aus £,—9
mit z,(s>(=z1(s)-2(s)>:~;o und Xg(s)(=xg(s)i(s))=§:0; fir alle s in 9,—9 ist natirlich
Zy(8) +%2(8)=0.
8) Falls U,=; ist, gibt es genau drei einfache Charaktere 7, 71%, %z von i,
die Y in sich enthalten, nimlich
L(S)2s) =S Y(asarl)  in D (02ILD),
2a(8)=2 21 Yr(assa;?) in .

In e sind dann Zl(s)f((s)’=0 und %s(s)=0. Es gibt ferner mindestens ein Element
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§ aus D;—~H mit Zl(s‘)(zz,(s)zfs)):.to und %.(s)#0; dabei ist fur alle s in 9;—9
£1(8) +74(8) == 0.

9) Falls l.==9; ist, kommen zwei Fille vor:

9.1) Es gibt genau 5 einfache Charaktere 7i, 7,7, %2, %s%, 73 von 11, die Yr in
sich enthalten, nimlich

Li(s)2(s) =D (b'sb™)  in H (1<I=2, 0sm<1),
J
2y(8) =231 (b'sh ) in 9.
J

In £,—9 sind dann Z;(s)i(s)"":o und 73(s)=0, und in H¢ und He ist 73(s)=0. Es
gibt ferner mindestens ein Element s aus $e mit 7,(s)Z(s)*+0 bzw. Za(8)7(8)" 0 ;
dabei ist fir alle s in De 7,(5)+7()%(s)=0 bzw. Zu(s)+%x(s)%(3)=0.

9.2) Es gibt genau zwel einfache Charaktere 7, 27 von 1, die Y in sich ent-
halten, nimlich

AU\ =23 1(b'sb ) in (011
J

In ;-9 ist dann Z(s)'}(s)":o. Es gibt ferner mindestens ein Element s aus $e
mit Z(s)?((s)’#(); fir alle s in e ist Z(s)+Z(s):L(s):0.
10) Falls l,=9;, ist, kommen zwei Fille vor:
10.1) Es gibt 4 einfache Charaktere %, (1<1£4) von U, die v in sich enthalten,
nimlich
2:(8)=r(s) +Yr(ese™?) in  1=1<3),
2i(8)=3(¥(s)+y(esc™))  in H.

10.2) Es gibt drei einfache Charaktere ¥, (1=<1<3) von I, die ¥ in sich ent-
halten, ndmlich
2,(8)=2(Yr(8) +r(ese ™)) in  (1=1<3),
und in He ist %,(s)=0.

11.1) Es gibt 5 einfache Charaktere 7%, %,%, X:, %s %37 von W, die v in sich
enthalten, nimlich

1)) =) in H (0=I<1),
1a(s)=2v(s) in ,
Zy()7(s)' =3¢(s) in O O<I<I).

In $ec und He ist %:(s)=0. In H;—H ist xs(s)fz(s)f:O und es gibt mindestens ein
Element s aus 9;—9 mit Z,(s)(:XKs)i(s))#O und X%»(s)=#0; dabei ist fur alle s in
D=9 %(s)+%(s)=0. Es gibt mindestens ein Element s aus 9,— mit %(s)
(=20,()X(s))#0 und %5(s)(=%(s)%(5))%0, wobei fiar alle s in D=9 %(s)+7%s(s)=0
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ist. Es gibt ferner mindestens ein Element s aus e mit 7(8)+0 (1=4, 5).
11.2) Es gibt drei einfache Charaktere 7, Zli, 7. von U, die ¢ in sich ent-
halten, namlich

2()4(s) =2(s) in H (0<I<1), 7ao(s)=49r(s) in O.
Es gibt dann mindestens ein Element s aus $;— mit %,(s)(=%(s)X(s))::0 und
2:(8)#+0; dabei ist fur alle s in $;—9 %,(s)-+7:(s)=0. Ferner gibt es mindestens
ein Element s aus e mit Zl(s)‘:{(s)’#(); dabei sind fir alle s in e 7,(8)+7,()7(s)
=0 und 7.(s)=0.
Einfachheitshalber wird nur der Beweis fiir den Fall 3) hier angegeben.

Im Falle 3), unter den zu «r(s) (in bezug auf !} konjugierten Charakteren
sind die folgenden voneinander verschieden :

P(biasa;d) 0=<i<3, 0=72).
Fiir einen - enthaltenden einfachen Charakter % von Il ist deshalb in 9.
1(8)=£(s),
wobei € einen Y enthaltenden einfachen Charakter von ;. bedeutet. Also gibt
es noch einen anderen einfachen Charakter %7 von 1, der v in sich enthiilt.
Natiirlich ist in D, Z(s)fc(s):é(s). Ferner ist in $,—9 &(s)=0 ([2], §1), d. h.
2s)A(s)=0  in H;—H O<ILI).
Andererseits bilden die 12 Charaktere y(b’a;sa;'b"’) drei Klassen der in bezug
auf 9 konjugierten, nimlich
a) Ylasa;') (0=9<3);
b) Yr(basard ) (2=0, 1), Yr(ba;sa;'07%) (1=2, 3);
ey Y(bPasa;tv®) (i=0,1), Ybasailb ) (i=2, 3).
Also sind in 9i—9 drei Charaktere %y, Zywa ) foost von o4 gleich 0. Ferner
sollen zwei Charaktere 7' (0<1<1) in 9% gleich 7o+ GyoaF o0t sein, d. h
2s)U(s) =0  in Hi—9 (0<I=<1).

Deshalb gibt es mindestens ein Element s aus $c mit Z(s)i(s)’ *0.

Nun seien
8 . o
H:=X10f" mit Hf=(1234567), D=0 +HD+HD
=0
Diejenige Gruppe, welche durch die Gesamtheit der Elemente ¢ aus 9, mit der

Eigenschaft : Y(s)=r(tst™)), erzeugt wird, sei mit £, bezeichnet. Alsdann er-
gibt sich sofort der folgende
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Hilfssatz 2. 1) Falls $:,=9 ist, gibt es einen einzigen einfachen Charakter
¢ von £, fur den in
¢(S):;,’}‘P(bjfi8f"“b‘j)
ist. '
2) Falls Duy=9; ist, gibt es drei einfache Charaktere ¢&' (0<i<2) von Dy,
die in 9 gleich
NMPRTES
sind, wobei ¢ den erzeugenden Charakter von £.,/9; bedeutet. Es gibt dann
mindestens ein Element s aus £—9 mit ¢(s)%0. (In 9:—H ist ¢(s)+¢(8)@(s)+
(s)¢(s)*=0.)
3) Falls 9.,,=59: ist, gibt es 7 einfache Charaktere ¢ 1=¢=7) von £y, die
in £ gleich
SIr(bIsh )
sind. ’
4) Ealls £.,,=9, ist, gibt es 5 einfache Charaktere von $,,, die ¥ in sich
enthalten, nimlich

¢(OF(s) =v(s) in H (0=i<£2),  ¢ls)=3y(s) in H 1=i<2).

In 93— ist dann ¢(s)=0 (1=¢=2). Es gibt mindestens ein Element s aus 9,9
mit ¢(8)+0 (1=1=2) und ¢6)(=¢(s)P(s))#0. Ferner ist in H.—H e(s)+ei(s)+
¢2(8)=0.

Ist nun %(s) ein einfacher Charakter von 1, so ist der von 7 induzierte Cha-
rakter Z,(s) von & gleich
_\_;l/ Z(d[SCl[ 1), d13(1f‘€11.
13

Also gelten:

(1) 5,(8)2?2‘%) *(disd; ) fir s,

(2) Zu(8)=2(s) + 2(dssd ") + 2 {dssds Y fir sea;,
wobei disd;!, desds! in ase bzw. He ist,

(29 Z8)=u(s)+2(dsd; Y+ x{dssd; 1) fur s€a,,
wobel d;sdi!, dssd;! in Da.be bzw. Hhe ist,

(2 Ex8)=2(s)+x(dosds ")+ %(dssds)  fiir seDay,
wobei desdi?!, dssd;! in Paszb’e bzw. Hh%c ist,

(3) E(8)=%(s) fur s€9;—9,

(4) Ey(8)=x(s) + x(dssds ) +x(dssds ) fur s=Pe,
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wobel disd;!, de¢sdg! in He¢ bzw. Ha, ist,

(5)

(6) Z,(8)=0 fiir s&€9,~9.

Iy

#(8)=2%(s) fur s&He’ (i=1, 3),
«

Ist in e %(s)=0, so ist mittels (2), (2') und (2)

(7) E(s)=%(s) fir s&H,—-9,
denn Ha,c, HDasbe, Hbe, HDash’e und HH% Y sind konjugiert zu He.

Betreffs des von einem einfachen Charakter ¢(s) von £, induzierten Charak-
ters Z.(s) von (& gelten:

(8) Zo)=¢(s)+¢(ese™) fir seD;—9H,
(9) Z.(8)=¢(s) fir s&eH;~9.

§2.

Fir einen einfachen Charakter y(s) von £ bildet die Gesamtheit G, der
Elemente ¢ aus & mit der Eigenschaft: +J(s)=vr(tst~!), ersichtlich eine $ um-
fassende Untergruppe von 6. Ist sonach

C5:@9-+(8le+ e +®§l’gn—l s

so sind unter den zn r(s) (in bezug auf &) konjugierten genau die folgenden

voneinander verschieden :
Yr(s), Yrlgisgi')y -+ v et » (g -189:71 ).
Bedeutet ferner vYr'(s) einen zu (s) konjugierten Charakter r(hsh™!), so ist

@, ersichtlich die zu ®, konjugierte Gruppe h'®.h. Also kommen als @&, genau
folgende 15 Gruppen in Betracht: '

5:), ‘?329 5:)37 ’94: ‘53:?1 ‘bg’ 'g)b‘v ‘5373 S;)B! ‘9127 '9;«21 ‘gjilx ur u*, (‘3,

wobel
D=7 +DFa.cds+ D5 (ased,y), Dl =0%+Hha,
sind.”
1) G;=9. In diesem Falle sind die 168 zu yr(s) konjugierten Charaktere alle
voneinander verschieden.
2) Gy=9, In diesem Falle bilden die 84 zu yY(s) konjugierten, voneinander
verschiedenen Charaktere 5 Klassen der in bezug auf 1l konjugierten, nimlich

1) Daic=(24)(36), Dabe=(37)(45), Pbe=(35)(47), Dabe=(27)(56), Db%c=(25)(67).
2)  Pascd,=(157)364).
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a) Yr(chabishbia; e ") (1=0,2, 052, 0Zks1);
b)  YdtVasaitbieidi) (0298, 05552, 0sk<1);
c) Yr(dsc"Basa; b /e d;st) (013, 072, 05ks1);
d)  Y(didlasa;'db7ds?) (018, 05725
e)  Yldib'asa;'b’ds’) (0938, 0=5=2);
wobei Uy=9,, W« =H+Hac und Uy =9H} sind. Hierbei ist Y(disd; )=+ (s).
In der Tat ist Ha,d,=Ddaic bzw. Dade=Hdec, und daher ist Uy =H+Ha,c bzw,
Wy =H.
Es sei noch bemerkt, dass $+9a,c in bezug auf U zu Hf konjugiert ist.
3) ®&,=9, In diesem Falle bilden die 56 zu y(s) konjugierten, voneinander
verschiedenen Charaktere drei Klassen der in bezug auf U konjugierten, niamlich

a)  Ylcfasaile ™) (0<1<8, 0k,
b) Yr(dc*basa; b e di ) (05158, 05552, 05kl
¢) Yr{dscfblasa; b e dsh) (0<1<8, 0572, 05k,

4) G,=9,. In diesem Falle bilden die 42 zu Y(s) konjugierten, voneinander
verschiedenen Charaktere 4 Klassen der in bezug auf U konjugierten, niamlich

a)  Y(cfbisb ) (05752, 05k,
b)  Y(dbasailb/d?) (093, 0=55<2);
¢)  Yldbasaithidst) (09538, 05752);
d)  Ylddbasai'bdi) (0593, 05552);

wobei W,=9;, W, =+Habe, W, »=H+Hab’c und U, =H+Ha,c sind, denn
Ha.d, =Dd,a.be und Hasd.=Hd.ab°c. Es sei noch bemerkt, dass -+DHa.be und
H4Habic in bezug auf U zu ¥ konjugiert sind.

5 &y=9F. In diesem Falle bilden die 42 zu y-(s) konjugierten, voneinander
verschiedenen Charaktere 4 Klassen der in bezug auf U konjugierten, nimlich

a)  Ylabisbiarl) (t=0,2, 0£7552);
b)) Y(dictbasa;bietdt)  (0<is3, 0<5<2 0<k<1);
c)  yY(dsad'sh ai'di?) (1=0,2, 05552);
d) Yr(dea:b’sb7a;'ds?) (t1=0, 2, 0£552);

wobei 1,=9f und ;0 =9} (I=4, 6) sind, denn Ha,cd,=Hda, und Heds=Hdsa,.
6) Gu=9% In diesem Falle bilden die 42 zu y/(s) konjugierten, voneinander
verschiedenen Charaktere drei Klassen der in bezug auf U konjugierten, namlich
a) Yr(a:b'sb7ar?) (1=0,2, 055<2);
b) P(de*basa; b ‘e ¥ diY) 013, 05752, 05kZT)
c) r(dsbiasa; 1b7dy ) (0=4s3, 0=5722);
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wobei 1,=9f und U, =H+Ha,c sind.
7 Gy=9; In diesem Falle bilden die 28 2u +~(s) konjugierten, voneinander
verschiedenen Charaktere drei Klassen der in bezug auf I konjugierten, nimlich

a)  Ylasail) (0=2<3);
b) Y(d,b'asa; b 'di?) (0=1=38, 0£522);
¢) Yr(dscfa bisba e d;Y) (1=0,1, 0272, 0k,

wobei ;> =94+Hbc und W, =H+Da;, denn Hded,=Hd,be und Hbed;=HNdsas. Es
sei noch bemerkt, dass D+ Dbc, D+Ha; in bezug auf U zu H¥ bzw. H. konjugiert
ist.

8 &,=9;. In diesem Falle bilden die 24 zu y(s) konjugierten, voneinander
verschiedenen Charaktere eine einzige Klasse der in bezug auf 11 konjugierten,
namlich

a) Yr(c*b/a;sa; b /e %) 0153, 0552, 0k,

9) ®,=9; In diesem Falle bilden die 21 zu v(s) konjugierten, voneinander
verschiedenen Charaktere drei Klassen der in bezug auf W konjugierten, namlich

a)  Y(bish™’) 0=752);
b)  Y(dibasa; b /drY) (057<3, 0572);
¢)  Yr(dsab'sbai'd;") (t=0,2, 0=75<2);

wobei W, =9+Habe und U0 =HF sind.
10) ®,=9:. In diesem Falle bilden die 14 zu ¥(s) konjugierten, voneinander
verschiedenen Charaktere zwei Klassen der in bezug auf 1l konjugierten, niamlich

2)  rlcfsec®) 0=ks1);
by Y(dibase;'bdY) (0=£38, 05752);

wobei 119;<1’=-Z)+<‘bazbc ist.
11) &,=9%. In diesem Falle bilden die 14 zu yr(s) konjugierten, voneinander
verschiedenen Charaktere zwei Klassen der in bezug auf U konjugierten, namlich
a)  Yab'sb’a;?) (t=0,2, 0=5752);
b)  Y(dictassa;lc*di?) (078, 05k,
wobei U,=9F ist.
12) Gy=9.. In diesem Falle bilden die 8 zu Y¥(s) konjugierten, voneinander
verschiedenen Charaktere eine einzige Klasse der in bezug auf U konjugierten,

namlich

a)  Ycfasailc™) 0=<i<8, 0ks1).
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13) &,=9.. In diesem Falle bilden die 7T zu Yr(s) konjugierten, voneinander
verschiedenen Charaktere zwei Klassen der in bezug auf U konjugierten, nidmlich
a)  ¥ls);
b) Yr(d,ab'sb ‘a;'dp ) (1=0,1, 057<2);
wobei W0 =9+Da.+DHbe+Hazbe ist, denn DHasbed, =Hdia.. Es sei noch bemerkt,
dass O-+Da.+4Hbe+Hasbe in bezug auf U zu D7 konjugiert ist.
14) &,=9%. In diesem Falle bilden die 7 zu ¥(s) konjugierten, voneinander
verschiedenen Charaktere zwei Klassen der in bezug auf 11 konjugierten, nimlich
a)  Y(bisb ) 0=552);
b)  Y(diasa;'d!) (0=£7£3).
15) ®&,=@. In diesem Falle sind die zu Y(s) in bezug auf & konjugierten

Charaktere alle einander gleich.

§3.
Nunmehr betrachten wir die Zerlegung der Charaktere von (3 vornehmlich in

die von 1L
1) &,=9. In diesem Falle kommen 7 Charaktere von ll in Betracht, nimlich

1 (s)=Ag0(s) mit Y (s)=Yr(disd; ).

Somit gibt es ersichtlich einen einzigen einfachen Charakter = von &, der v in
sich enthilt, und in © ist
E@)=Es8) =1V A B (8)+ - 2L T(s).

2) &=, In diesem Falle kommen 8 Charaktere von 11 in Betracht, niimlich

Xf“(s):‘l’(s)“!“"' in @ (itly 2),
y U +f1>(s):z¢zz)(s) (1=1, 2),
29 (s) = Yr(dssdi ) 4 - - - in (=1, 2),
25°(8) = Yr(dssdg )+ - + - in (=1, 2).

Ist der Grad Gr(Z) desjenigen einfachen Charakters £ von &, der  in sich
enthilt, ein Vielfaches von 84 Gr(y), so ist =2y, wegen Gr(Z;»)=T7Gr(x")
=84 Gr(y), ein einfacher Charakter von &. Deshalb haben wir (bei passender
Wahl) :

3) ©;=9:; In diesem Falle kommen 5 Charaktere von Il in Betracht, namlich
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L () =A(s)+ - - in  (1=£153),
1 () ="y (s),
ZKS\,(S)::Z{JA‘.(S)‘
Alsdann sind alle drei Charaktere Z. =2 (1=1<3) einfach, woraus sich ergibt

(bei passender Wahl):

Ziiz Z:(!H Zil‘. A Z&g;
2L 1 1 1
=, ) Pl
o 1 1 1

4) 65.;:594~
4.1) Falls #"(s)=(s)+--- in D ist, kommen 10 Charaktere von 1l in Betracht,

namlich
2V (s)y=fr(8) 4 - - in ® (1=i<4),
L) =(disd D+ inH (151£2),
13(s)=Y(dssdz ) +-+-  in H  (1=1£2),
L) =Y(dsdi N+ inH (15es2).

Alsdann sind alle 4 Charaktere ==, (1£7<4) einfach, und drei verschie-

dene Fille kommen vor (in 1) :

/I?+/ _f_/\'}*yh
71)+/()+/3)_¥ /M)

A) Z=aP P 4 b0t (121£2),
Ii=A A AP 4 a® B=ig4);
B) ETESY AL AR R AL Sl (1<7£2),
S=A P AP 4, (835ix4);
C) R S A m o LU o ALk (1=i<92),

Aber A) und B) sind unmécrlich was man folgenderweise beweisen kann:
Im Falle A) ist S,o=2,45.. Ist s in He, soist desdg' in $Ha; und daher ist

2 (desds1y=0. Deshalb ist, nach (4), fur s&9He

Li2(dasd ) =417 (8)+ 27,7 () + 221 (s),
und entsprechend

19 (dysd; )y =242 (5) + 71V (8) +211 (s),

1197(dssdy ) =227 () + 227 () + 21V (8) 5
daraus folgt, wegen dysd;!eHc und die®, in Hc

AN ORI ORI O

Folglich ist
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0= 277 ()% (57
35
= XS (8T H D1 ()2 (57
== PSP (sT) =u P (9 (s )
EalH $He
=20 1P ()
92
gegen die Annahme, dass es mindestens ein Element s aus $c mit 2{(s)+0 gibt.
Im Falle B), genauso wie im Falle A), haben wir fiir s&9e¢

2 (desd ) =217 (8) 4+ 217 (s),
210 (dssd ) =273V (8) + 71 (s),
und daher ist in D¢
178 +7112(s) =0,

was auch ein Widerspruch ist.
Deshalb sehen wir ein:

~ (13 ¢ (2 g € - - -
/_:1) Zél) /::(}1; z;l) /_id lfgh '(;8) zé{}) l;é) 154)

001 1 1 1
Z 1 1 1 1
Zy 1 11 1
g 1 1 11

4.2) Falls 2P(8)=2yr(s)+--- in D ist, kommen 7 Charaktere von Il in Be-

tracht, ndmlich
AP(S)=29(8)+ - - - in 9,
1P @) =Y(disdi )+ in O (1£i2),
18(s) =Y (dasds )+ - - - in (1=£2£2),
1) =Ydsdi )+ in D (1592

Somit ist der Charakter Z=2,« einfach, und in 1 ist
E(8) =LV (8) L1 (8) + 15V (8) + A1V (8) AP () + X (¥ (8) + A5V (8).

51) Falls 72V(8)=vYr(s)+--- in 9 ist, kommen 13 Charaktere von Il in Be-

tracht, niamlich

Z0(8) = () + - - - ind (Isi=4),
LB (g)=Ap0(8),

13(s)=A(dusd; )+ - - - ind (A=si=9),
2 (s)=yr(dssds ) A - - - ind (A=si=4),

dabeil denken wir uns %37, #{” (§=1, 3, 4) so gewahlt denken, dass
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1P =101 bzw. % =u%

ist, wobei 7 den erzeugenden Charakter von /9. bedeutet.
Also sind alle 4 Charaktere Z.=3,» (15¢<4) einfach, und drei verschiedene
Fille kommen vor (in 1)

A) El:zil)+x(2>+zi3)+z§4) (1§Z§4);

B) Si=aP AP 2P (=1, 4),
52:Z§1)+Z(2)+Z~53)+Z§4),
53:x§1)+z(2)+z.§3)+x§4) .

C) 1:__11(1)+2(2)+z;3)+x§4)’

it

L2

X§1)+1(2)+z§3)+xé4),
z§1)+z<2)+x;3)+zi4)’
x;l)+z(2)+1;3)+zéi).

i

3

y Iy In In

i

4
Aber A) und B) sind unmoglich, was man folgenderweise beweisen kann:
Im Falle A), aus Sy, wegen (2) und 2®(s)=0 in D,—9, folgt
L0 (dsd D+ 1V (desds =% (8) + X (s) fur se9a,.
Andererseits fir s=€9a,; haben wir

10 disdi )+ 1P (disdi H=0 (=4, 6),

und
1P (8)=25"(s) (=3, 4).

Folglich muss fiis s€9a,
AP (8)+ %P (s)=0
sein. Aus Sy® bzw. Sy folgt fur seHa,
L)+ xP()=0 bzw. 1P (s)+2F(s)=0,

damit ist in $a,
L(e)=0 (5=1,3,4).

Eesd

Genauso wie oben besteht diese Gleichung auch in $a, und Da;, d.h. in H,—H, wa

ein Widerspruch ist.
Im Falle B), aus =, bzw. 5, folgt fir s€Ha,

200 (dasdi )+ 70 (dosds Y =2 (5) + 29 (5)

bzw.
150 (desd i)+ 13 (dsods ) =17(8) + 450 s).

Ferner gilt 2{¥(s)+75¥(s)=0 fur s€Ha;, so muss in Ha;

%2 (8)=0
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sein. Dies besteht auch in Ha, und Ha;, d.h. in H,—H, was ein Widerspruch ist.

Folglich haben wir:

Z/U Z_il) z:fﬁ Zil) Z;:]‘é Z(b‘i Z:}J‘; 7:%3) Z_Laj ZQ} Z-ﬁ“ Z"“ Z({)
1 2 3 4 1 4 i 4 H Z 3 4

S 1 11 1

5 1 1 1 1

X 1 1 1 1
Z 11 1 1

5.2) Falls 2V(s)=2y+(s)+--- in D ist, kommen 4 Charaktere von Ul in Betracht,
namlich
LV (8)=2r(s)+ -« - in 9,
Z{Z)(S)ZZ(‘;,"’(S),
L(s) =24 (dsdi )+ - - - in £,
L) =29 (dgsdg )+ - - - in H.
Somit ist der Charakter Z=23,« einfach, und in U ist
E(§) =2 V()42 (S) + L P (8) + X P (s).
6) Gu=9% In diesem Falle kommen 7 Charaktere von Il in Betracht, nimlich
Zi0(8) = Yr(8) oo+ in ® 1s1<4),
A (8) =%y 2(8),
L (sy=Ar(d s )4+ - - in  1=£422),
wobel wir uns 7P, %" so gewiihlt denken, dass
Z._‘.”:Zf“:z bzw. AP =z0%

ist.
Es ist klar, dass alle 4 Charaktere Z,=5y; (1=4=4) einfach sind. Es sei
nun in 1 S =%{" 4+ 44, Fur s<He ist £P(s)==0, so ist mittels (4) fur s=He

Fy(8)=2{"(desd ).

Andererseits ist 2%(s)=0 fir s=He, so ist in He Z,(8)=%F(s). Somit muss fiir

se9e

71V (dosdi ) =11 (s)
sein. Wire nun in Il Zy=7" 42 +%®, dann ware fiir s 9e 2§ (desds ) =712 (s),
d. h.

721 (dosd ) =430 (dosdg ).

Alsdann giibe es mindestens ein Element s aus 9c mit 7{"(desd;) %0, was ein

Widerspruch ist. Denn fir s&Da; ist 2§V(s)= —z{"(s).
Deshalb ist in 11 Zy=xP L 2® 425, woraus folgt :
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e VY - it (23 3 e
/5,” ’{él) /-f;” ,{41) b i) xlk’) ,{f:J)

1 1
1 1

1
1

L S

Pd e e b

Liy iy by Iy

1

s

7 G,=9;. In diesem Falle kommen 7 Charaktere von U in Betracht, niimlich

2Oy =Ar(s)+ - - - in (1£12),
2 (s)=2(s) + -+ in b,

1) =Y (disdi )+ iInH  (1ALiL2),
¥ (s)=Ar(dssds )+ - - in (1=i52).

Naturlich sind alle drei Charaktere Z;=23; (1=4=3) einfach. Es sei nun

in U Zy=%V4ax}® +b1;> 4 ---, dann ist

84 Gr(Yr)="7 Gr(xf,-?")xGr(Ex;:?)ga Gr(&3)=56a Gr({) ;
folglich muss @ <1 sein, ebenso b=<1. Also ist in 1 Zy=2{P 4% +22 1" +28%,
woraus sich ergibt (bei passender Wahl):

- ay - -y iy YRS Y YIS
A;l) 121) /él) li_ [2") [;d) A:{:D

51 1 1
=, 1 1 1
=4 1 1 1 1 1
8) G,=9;. In diesem Falle kommt nur der folgende Charakter in Betracht,
namlich

7(s)== Ao (s).

Tiir einen einfachen Charakter = von (8 ist
E(s)=2x(s)+F - in 11
=2y (s)+ - - - in §
unmoglich. Denn sonst giibe es noch drei andere einfache Charaktere, die Y in
sich enthielten. Folglich gibe es hiochstens 5 einfache Charaktere von £:, die in
9 gleich Y waren. Aber es gibt sicherlich 7 solche Charaktere.
Deshalb gibt es 7 einfache Charaktere =, (1<i<7) von &, die ¥ in sich ent-
halten, und in 9 ist
Z{s)=2%(s) 1=157).

9) @Q = tf)s.

9.1) Falls #P(s)=Y(8)+--- in O ist, ist 2P()=2Y(dssd;})+--- in O un-
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mdéglich, denn Zy» ist einfach. Folglich kommen 11 Charaktere von ! in Betracht,

niamlich
2(s)=Ar(s) 4 -+ - ind (=154,
L0 (8)=2¢(s) 4 - - in 9,
L2 (s)=y(dsd; ")+ -+ in9 (1=i22),
22 (s)=Yr(dysd i+« - in (=124,

wobel wir uns %37, 247 (=1, ) so gewihlt denken, dass
WP =2P% bzw. 1P =1%
ist.
Erstens sind alle 5 Charaktere Z;=Z,¢> (1<1<5b) einfach. Fur se9Hc ist
%:P(8)=0, so ist, nach (7), in -9

Ezén =Z§D.

Folglich sei nun in I Zg=%" 4« +2» 4+ %, dann ist in H,—H 13 (s)+ %2> (s)=0,
g b 7
Somit konnen wir uns =; so gewihlt denken, dass 7=1 und k=3 ist.

Es sei ferner in Ul

dann ist Ey»=2,45,. Andererseits ist fur seHe 2¥(s5)=0, so ist mittels (5)
fiilr s e

10 (8) + 250 (5)=0),

Somit denken wir uns I=1 und m=2, und daher ist in Ul

Es wiare zweitens

A) Sy =5+ 545,
oder
B) 51{2’2255.

Im Falle A) wiire fur s€9e, wegen (5) und % (s)=0,
L5 (s)+ 250 (8)=0.

Es gibt aber ein Element s in De, dass 2{"(s)+xi"(s)*0 ist.
Im Falle B) wire fur s$e, wegen (4) und x®(dssdg))=0,

2 (dasd ) =310 () +1{% (5) + 15 s).

-

Andererseits ist &y =5;, so wire fir se9e

10 (disdi ) =222 (5)+ 45 ()~ 1 (desd5),
ebenso
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L (dsd i)y =20 2 (8) + X (8) — 153 (dgsdg b).
Ferner ist dgsds! in £;— 9, so ist

2 (desds )+ 155 (desds ) =0.
Folglich miisste in ¢
31 (8) AT (s)+15¥ (8)=0
sein. Dann wire
0= ()77 (s )= =3 (%7 ()7,

XM DS
was ein Widerspruch ist.
Deshalb haben wir, bei passender Wahl,
Spr=5+E.4+5s und Sy =E+E45,

woraus folgt:

’ 7..{“ Zé“ zél) Z:I) Z;U Z;‘J’ Xé:] 2{33 Zé?}) -tga) z:’o‘

[

5 1 1 1

Z, 1 1 1

Ey 1 1 1
Z; 1 1 1 1 1

9.2) Falls 2{V(s)=29Yr(s)+--- in § ist, sel nun angenommen, dass
L) =Ardssd; )+ in D

wire. Es wire ferner Z;=%{P+.--4%{® in Wl. Dann wirde es keinen einfachen
Charakter ausser £, geben, der %{¥ in sich enthielte. Deshalb miisste fur seHe

Zi()=Z > ()=21"(s)

sein. In He wire %{¥(s)=0 und %¥(s)=0, so wiare in Pe %{"(5)=0, was ein
Widersprueh ist. Denn es gibt mindestens ein Element s aus e mit z{V(s)=0.
Deshalb kommen 5 Charaktere von I in Betracht, niimlich

L (8) =29 (8) 4+ - - in (1=5i52),
12(8)=A(dsdi ")+ -+ in (1=i=2),
L (g)=24(dssd; )+ --- in H.

Natirlich sind zwei Charaktere =, =2, (1=i<2) einfach. Wire nun

51{2) 2251’

so miisste in He, wegen (5) und %¥(8)=7®(s)=0, Z,(s)==0 sein, und daher wiire
2 (s)=0, was auch ein Widerspruch ist. Deshalb haben wir:
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e 5t VLS NVITSRRE
[i]> /'ZD /-;-) /2 ¥ I{(J)

1 1 1 1
1 1 1 1

Fiy Iy
(2 —

100 G =9,
10.1) Falls 2{V(s)=fr(s)+--- in D ist, kommen 6 Charaktere von Il in Betracht,

namlich
L (s)=r(s) - - in® (15153),
75"(s) =3 (s)+ -+ in 9,
22 (s)=Pr(disd Y+ - - - nd (I=i=2).
Alsdann sind alle 4 Charaktere =, =%, (1=7<4) einfach. Es sei nun Z,=x{"
+az®+.-- in I, dann ist a <2, woraus sich ergibt (bei passender Wahl):
PR S S A AL
L . .
1

L R Y
bk ok pd

by g i Iy

1 2

10.2) Falls 2;P(8)=2vYr(s)+--- in $ ist, kommen 5 Charaktere von 11 in Betracht,

néimlich
A (s) =29 (5)+ - - - in® (143,

LE(8)m=r(dysdi )+ - - - in (1=£1£2).
Ersichtlich sind alle drei Charaktere Zi=Zyw (1£4£3) einfach. Es sei nun

angenommen, dass

wire. Dann miisste fiur se9e, wegen (4) und 2V(s)=0,
1P(dasd; )y =41 (s)
sein, und daher wiire in e %¥(s)=0, was ein Widerspruch ist. Deshalb sehen
wir ein:
zll'l) Zél‘ Z;;” Xl\‘l) 'lé‘l)

1

—

1

Liy Iy Ly
bt ok

=
[

1) G.=9Hk.
11.1) Falls %" ()=vyr(s)+--- in D ist, kommen 7 Charaktere von Il in Betracht,

nimlich



&2
[333
iy
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LD (g)=Ar(s)+ - - - inH (1ALiL9),

2B (s)=r(dsdi )+ - - - in (1=:53).
In §,—9 ist ¥P(s)=0. Es gibt ferner mindestens ein Element s aus ;-9
mit 77(s)+0 (1=1<3); in $—9 ist natiirlich ¥ (s)+2:(s)+%(s)=0. Folglich

ist mittels (8) in U
Sy m=m2UT R AT AT 4 AP

i
Es sei nun angenommen, dass in U

Z{i)+zél?+..',
Z:E)+Z§2)+‘_,

1

fy
Il

°

und
53:zé2)+zé‘l} + e
wire. Dann wiire Gr(Z)=28Gr(¥) (1£9<3). Andererseits ist Gr(Z;;»)=42Gr(¥),
was nicht ein Vielfaches von 28Gr(y-) sein kann.
Deshalb gibt es 4 einfache Charaktere von &, die ¥r in sich enthalten, und

wir haben (bei passender Wahl):

(0

PNe - PRy - 2y PYRe -y
PARSIY S S ACUR AR A5 Nl

= 1 1

=2 1 1

3 1 1
Sy 1 1 1 1 1 1

11.2) Falls 20(s)=2yr(s)+ - - - in § ist, kommen 4 Charaktere von Ul in Betracht,
ndmlich
L) =2 (s)+ < - in D,
18y =Yr(d sdi )+ -+ in (1£1£3).

Dann gibt es keinen einfachen Charakter von ), der nur einen von drei Cha-
rakteren 7'? (1=£¢<3) in sich enthilt, und daher gibt es drei einfache Charaktere
von &, die ¥ in sich enthalten. Deshalb haben wir (bei passender Wahl):

= (1Y {2 2 s 23
R e A L2

R 1 1
s 1 1 1
5001 1 1

12) ®,=9,. In diesem Falle kommen drei Charaktere von Il in Betracht,

namlich
2A8) =Y (8)+ -+ in  (1<1<3).
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Alsdann gibt es mindestens ein Element s aus £;—9 mit 7,(s)%=0: dabei ist
doch in $;—9 2(s)+7.(s)+%5(s)=0. Ferner ist Gr(Z,)=T7Gr(%), so ist wegen (3)
2y, =3%+24;4+22%,  in 1L,

Andererseits gibt es drei einfache Charaktere von 9., die in © Y sind, und zwei,

die in 3y sind. Also gibt es 5 einfache Charaktere von (, die v in sich ent-
halten und sofort sehen wir ein (bei passender Wahl):

A Ay A
5001

Zy | 1

:—3 i 1
001 1 1
5001 1 1

13) (55‘;,:&)24.
13.1) Falls {V(s)=+(s) in D ist, ist %{*(s)=yY(dsd; )+ - in H. Also kom-
men 9 Charaktere von 1l in Betracht, namlich

10 (s)="J(s) in (1=1g2),
251 (8) =2yr(s) in 9,

xiP(8)=38Y(s) in (4=ig5),
128y =Yr(dsd; Y +--- in D (1£4ig4),

wobei wir uns %5¥, 7{¥ so gewihlt denken, dass

>

W =xP7  bzw. AP =1®
ist.

Es ist klar, dass alle 5 Charaktere Zy=Z0 (12455) einfach sind. Fur seHe
ist x3(s)=0, so ist mittels (7) in £,—H Zi(s)=2"(s). Deshalb dirfen wir uns
Z3 so gewahlt denken, dass

Sy=uP P g in i

ist, wobei Gr(=;)=14 Gr(y) ist. Ferner ist Gr(Z,») gleich 42Gr(y), somit haben
wir, bei passender Wahl,

Se=2"+0®  und D=4,
Es sei nun in 11
54:7(,‘;”4-7-;2"*““-

Fir s&9e sind 2;%(s)=0 und %;"'(s)=0, so ist, wegen (5) und Z @ =35+5,+5,,
L) +7P(8)=0 in Pe.

Also ist 7:7(8)+%P(s)=0 in De, d. h.
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Ss=0P+ AP 4o+ in L

Zunichst ist T, (s)=0 fur s=Pe; dabei gibt es mindestens ein Element s
aus e mit 72{"(s)+0 (1=4,5). Also ist T, > gleich weder 2=, noch 2=, Folglich
haben wir:

Zl(i) zél) Zé’l) Z,;” Zgl) x;ﬁ.’) Zéi‘.) Zé:}) z;'})

501 1

EN 1 1

Z | 1 1 1
z 1 11 1
EN 1 1 1 1

‘13.2) Falls 7;"(s)=2V(s) in O ist, sei nun angenommen, dass
212(s)y=A(dsd Y+ - - - in

wire. Dann kidmen folgende 7 Charaktere von U in Betracht, niamlich

Z,f”(s):?&[f(s) in (12:i52),
150 (s) =4 (s) in o,
AP () =Ar(disdi )+« - ind (15154,

Alsdann wiren drei Charaktere Zi=Zyw (1=1£3) einfach. Es wire ferner
Z1=2"+1P+--- in . Wegen Gr(Z;)=28Gr(y) und Gr(Z,»)=42Gr(y), folgte
dann

PP AL N SO Sl B Ay St in 1.

-~

Also ware Z;»=2+5;, und daher wire, wegen (5) und 22 (s)=x"(s)=0 in De,

20(8)=0 in He,
was ein Widerspruch ist.
Deshalb ist in § 2®(g)==2vy-(d,sd;")+---, und daher kommen 4 Charaktere von
1l in Betracht, ndmlich

1{7(5) =29(s) nH  Asis2),
230 (s)=49(s) in §,
12 (s)=2y(disd; )+ -+ in D.

Also gibt es drei einfache Charaktere Z; (124<3) von @, die v in sich enthalten,
und wir haben sofort :
x;l) Zsl) z:;!) 2(21

1 1
2

[T

{y Ly iy

)
oo
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14) &,=9i,.
14.1) Falls 7;"(s)="(s)+--+ in  ist, kommen 8 Charaktere von Il in Betracht,
niimlich
L (8)=Y(s)+ -+ in 9 (1=124),
150(8) =29r(s)+ - - - in 9,
L2 (s)=Ar(disd )+ - - in$ (1<ig2),
12 (s)=24(disdi )+ - - - in 9,

wobel wir uns %3, %" so gewihlt denken, dass

B =27 bzw. 2L =707
ist.
Es gibt mindestens ein Element s aus $;—9 mit 72(s)+0 (1£1<3); dabei ist
in D=9 22()+%2(5)=0 (i=1,2) und %"(s)=0 (1<i<5). Ferner ist Gr(F,)
=28Gr(y) (i=1,2), so ist in Ul

A) Eyn =2t A2
oder
B) 51§2’:Zi2)+152)+z;§2)+'--‘

Im Falle B) wiire =, einfach und es giibe drei einfache Charaktere von &
derart, dass in U

fy}

y=AE A RN S KRR
R S S LS ) N AU
mit Gr(Z,)=28Gr(¥) und Gr(Z))=Gr(Z,)=14 Gr(yr) wire, was ein Widerspruch
gegen Gr(Z; )=21 Gr(y) ist.
Im Falle A) sei nun Z=ax{®+--- in U, dann ist a<1. Also gibt es b ein-
fache Charaktere von & derart, dass in U

fyy

a3
I
D]
il
il
I
41}
i
2
Iy

1

sind.

Es sei zuniichst Z={"+%{®, dann ist S;=2’+%{®. Ferner sei
e Y S T AL
Andererseits sind fur se9e 7{*(s)=0 und x{P(s)=0, somit ist mittels (5)
V() +2(8)=0 in e,

d.h. 7=2, und wir haben:
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- ap {13 s wpi a2 . (2 o
'{il) [21; Zél) Ail) ’(%1) A;w [é._r Zé-)

z 1 1

=y 1 1

3 1 1 1
4 1 1 1 1
I 1 1 1 1

14.2) Falls 2{8(s)=2yr(s)4- - - in H ist, kommen 5 Charakiere von U in Betracht,

namlich
20(8)=2¢(s)+ -+ in® (Isiz2),
12 (s)=Y(disdi )+ - ind (1s:=592),
1P (s)=2Y(disdi)+---  in 9,
In §;—9 ist z{9(s)=0, so ist, genauso wie im Falle 14.1), in Il
A) Sy =2 4 AF
oder
B) Sy =AU AT

Im Falle A) gibe es einen einfachen Charakter = von @, der in § r+---
wire. Aber ein einfacher Charakter von @ soll in § ein Vielfaches von 2¢r4--.

sein.
Im Falle B) gibt es drei einfache Charaktere von &, die ¥ in sich enthalten,

und sofort haben wir (bei passender Wahl):

Zil) zél) x£2) xé{?) 252)

1 1
1
1

fny iy Iy
0
ot

£
—
4
ot
—

15.1) Falls 7%;(s)=4(s) in © ist, kommen 5 Charaktere von & in Betracht,

namlich
1(8)=(s) in (1=:=2),
A(8)=2¢(s)  in D,
%(s)=3Y(s) in (@gisH).

Fuar diese Charaktere gelten zunichst die Relationen im Falle 11.1) vom
Hilfssatz 1, und daher ist fur se9,—9 mittels (7) Z,,(s)=%(s). Deshalb ist wegen
3)in U

A) Eyy =L+ 2%5+3%s

oder
B) Fy =10 2+ 2+ 1.
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Weil es keinen Charakter von & gibt, der in 1l %, -+73+2%, ist, so sei angenom-
men, dass es im Falle A) zwei Charaktere Z, und Z. von ¢ mit

13Y]

1= Ay und 53‘“—'7.'3'1"214 in Il

gibe. Dann wiire
21 Gr(yr)=Gr(5,,) 222 Gr(y).

Im Falle B) ist, fiir einen einfachen Charakter = von &, = in Il gleich weder
%+ 7%3+24; noch %y4-As+74+ %, denn sonst wire

7Gr(y)=Gr(Z,,) =29 Gr(y).

Ebenso gibt es keinen einfachen Charakter von &, der in U %;-+2%,47; ist. Es
gibe ferner zwei Charaktere von & derart, dass in U

E=disy-+7%, und =421

wiire. Dann existierte ein einfacher Charakter Z* von %, der in Il 2x,+74 ware,
woraus folgte :

7 Gr{y)=Gr(Z,,) =10 Gr{y).
Also existieren zwei einfache Charaktere von & derart, dass in Il
54221 Aty und EG:X3+Z4+Z5

ist. Es gibt noch 4 einfache Charaktere von & und wir haben (bei passender
Wahl):

X s X3 Ly s

51

5, 1
= 1
1 11

z, 1 11
Z 1 1 1

15.2) Falls %,(8)=2v(s) in H ist, kommen drei Charaktere von 3 in Betracht,
niamlich
%:(8) = 24r(8) in (1£4£2),
*a(s) =4y (s) in .
Fur diese Charaktere gelten zunichst die Relationen im Falle 11.2) vom
Hilfssatz 1, so sind wegen (3), () in U

511::.2'1‘%‘23'%‘223, 5122X1+212+213.

Es wiire nun in 1l
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EzZ;-;LZZg und 5’323‘?‘2;{3.
Dann ware
28 Gr{yr)=Gr(Z, ) =40 Gr(y).

Also gibt es einen einfachen Charakter von & derart, dass in Il entweder

A) VI Sy 8 S
oder

B) D=t b A2y
ist.

Im Falle B) gibt es noch drei andere einfache Charaktere von & derart, dass
in i

in

=%, Zl=% und EZi=X,
ist.
Andererseits gibt es folgende 5 einfache Charaktere ¢; (1=i<5) von ., die
4 in sich enthalten, niimlich
¢i(s)="1(s) in® (1=:=3),
e8)=8Y¥(s) inH (“4=i=h).

Weil Gr(Z,)=24 Gr(¥) (4<i55) und Gr(54)=4Gr(y) ist, so kann Zj nicht gleich
@14+ noch ¢;+--- in Dy sein, denn es gibt keinen Charakter von 3, dessen
Grad gleich 20 Gr(yr) ist. Also ist in Dy
Z =20+ 2¢s5,
und es gibt keinen einfachen Charakter ausser £, der ¢, oder ¢; in sich enthalt.
Fur s&€9:—9 ist £,,(s)=¢u(s), so ist
3¢y(8)+4p:(s)=0,

was ein Widerspruch ist.

Im Falle A) gibt es noch 4 einfache Charaktere von &, und sofort sehen wir
ein (bel passender Wahl):

pa ZLa &
N 1
S 1
E 1 1
z 11
Zs 1 1 1
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§4.

Nunmehr betrachten wir die Zerlegung der Charaktere von ¢ in die von 9.,
in den wirklich interessanten Fillen 8), 12) und 15) von §3. Auch in ubrigen
Fillen wird naturlich die Zerlegung der Charaktere von & auf ihnliche Weise
angegeben werden.

8) G,=9H:;. In diesem Falle bilden die 24 zu v konjugierten, voneinander
verschiedenen Charaktere zwei Klassen der in bezug auf $.; konjugierten, nimlich

a)  Y(s),  Pbsbh), A (Bsb);
b)  Alasa;t), e .
Folglich kommen 8 Charaktere von £, in Betracht, nimlich
¢ (8)=(8)+ - - inH (1==7),
(r’)(z)(s)::Sf:,"(tuszl}l;(s)'

und sofort sehen wir ein (bei passender Wahl):

‘;\l(l) ‘F§ ‘;gl) S',‘;1) qgl) ¢él) ‘;_'g 3 (’:
o 1 1
52 1 1
= 1 1
=y 1 1
= 1 1
s 1 1
= 1 1

12) &.=%:. In diesem Falle bilden die 8 zu vy konjugierten, voneinander
verschiedenen Charaktere zwei Klassen der in bezug auf £, konjugierten, niimlich
a)  (s);
b) x[r(alsa’ll)’ ...... N

Deshalb kommen 8 Charaktere von ., in Betracht, namlich

CO(s)=r(s) in (1=1£3),
‘;‘(13(3);:31[»*(5) in 'i’ (4<? 5)7
¢ (=A(usai)+--  In D (15i<3),

S

wobel wir ¢i”=¢{”?@ und ¢ =¢{"¢* (1£/7<2) annehmen.
In £,—9 ist Z(s)=0 (4<i=5), und daher ist in Oy Z, =¢P+¢P 4¢P+
(4=£4<5). Es sei nun in 9,

;: = (l)+ .(’)

und ferner sei
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Dann ist, wegen (8) und ;=2 ¢, fir s&H,—-9
¢iese ) =¢ 12 9).
Ebenso haben wir fur se9,~9
¢ ese) =g,

Also muss
, i ()= (ese )glese =gV (s)g (s)°
sein, d.h. k=3.

Deshalb haben wir (bei passender Wahl):

¢;1> g.;;“ {:é“ S"'i“ o ‘;,;m géz il
=z 1 1
=, 1 1
=, 1 1
=, 1 1 1
= 1 1 1 1

15) G,=@. In diesem Falle kommen 5 Charaktere von ., in Betracht,

ndmlich
e8)=yY(s) in & (1=:3),
ed$)=3(s)  in H  (4=ZiZH).

15.1) Es sei zunidchst in ),

Z1=

dann sind, wegen Gr(Z,.)=8Gr(¢), in Dy

i

s b

Es wire ferner in 9,

Ist nun seH;—D, so ist cse'&H;— D, und daher ist ¢ylese ) =0. Also ist wegen
(8) fur s€H;—9H

Z..(8)=0.
Ferper gibt es ein Element s aus £,—9 ¢(s)=0 (1<£1<8); dabei ist doch in
D=9 ¢i(s)+ou(s)+¢u(s)=0. Deshalb musste in Oy

)

c,:¢z+¢3+2‘7’”4

sein. Dann wire
24 Gr(¥)=Gr(Z,. ) 22(Gr (£,)+Gr(Z4)) =30 Gr(y).
eshalb sind in £,
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woraus folgt (bei passender Wahl):

[ < [ 4 [

= 1
=y 1
=, 1
=, 1 1
s 1 1 1
Ze 1 1 1 1
15.2) Es sei in £
51:‘;1"{” s
dann sind ersichtlich in 9y
Se=teee, Zi=getateee

Ferner ist fur s=9f Z,(s)=¢d(s) (i=4,5), so kann Zj in ., gleich weder 2¢,
noch 2¢; sein.  Also ist in $y
53:9'4“*‘";59

woraus sich ergibt (bei passender Wahl):

1 & 5} ‘a3 ['43

201 1

201 1
Ey 1 1
s 1 1
Z5 1 1 1 1

Alsdann werden die ¥ enthaltenden einfachen Charaktere von & durch die
Charaktere der Untergruppen von & folgenderweise bestimmt :

1) G,=9.

E=Ep=Tym,
2) =9
Ey=Eye =1, 2.
3 Go=9:. .
Ey=Eypn =1, 2, 8.
4) Gy=9,.
4.1) =0 1=1,2, 3, 4.
4.2) T =Eyo,
5) @,=9;.

5.1) =Sy i=1,2,34

5.2) =S,



6)

8)

9)

12)

13)

14)

15)

o

@
i
=
e Ak

@.‘" = ‘96-

13.1)
13.2)
Gy =94
14.1)

14.2)

@‘;,:@.
15.1)

15.2)

50

=iyl
o=
e

= =S5

Lk ant el 2 ]

= S
_.5——-;‘2: y
S E T
SRR Oy oy — 2
e —
ST Iy -2y,

. -

Za==

Sy Dy,

= S0 e
n—.’i—uz{ ~—~Z3

o~ =

’—5'——22)

- -

Ty

frond fod o

e e et 1]

— — - —~
Se=c oy
E_r _=o,_=
I e TR L S
T5= Sy

S = =

e St Tt
oy -
=, 23— &

631
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I
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<
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I
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1=1,2,3,4.

1==1,2, 3, 4, 5.
=1, 2.

t=1,2,3,4.

1=1,2,38.

1=1, 2, 3.

1=1,2, 3.

1=1,2,3,4,5.

1=1,2,8,4,5.
1=1, 2, 3.

I
i

5y

361
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Schliesslich ist also klar, dass alle Charaktere von & durch die Charaktere
beider Untergruppen 11 und $.; mittels Induzieren hergestellt werden.

Mathematisches Institut, Universitit zu Tokyo,
den 11. Januar 1960.
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