Théorémes fondamentaux
de la théorie des équations différentielles ordinaires

dans Pespace vectoriel topologique.

Par Masuo HUKUHARA

Soit N un espace vectoriel topologique sur un corps de nombres réels. Nous

considérerons Péquation différentielle ordinaire
dx _ ...
(a) g =S,

ou ¢ désigne une variable réelle, tandis que x représente un point variable dans
Pespace N que nous supposerons complet et localement convexe. Le but de
notre présent mémoire est & voir comment peuvent s’¢tendre A une telle équa-
tion les théorémes fondamentaux que nous avons établis dans le cas olt N est

un espace 4 un nombre fini de dimensions.

1. Etudes préliminaires.

1. Notations.
Désingnons par « un nombre réel, par ¢ un point de 9 et par A, B et K
des ensembles dans H. Les ensembles afd, E(w), A+ B seront définis par les

relations :

ali={wox; ze '},
Ela)={x+a; z&FE},
A+B={x+y; xc A, ycB}.
Soit B un systéme fondamental de voisinages de 0. Alors ®B(e) diésigne le systéme

correspondant au point a:
Bla)y={V(a); VeB].

Nous supposerons que les voisinages (%) sont ouverts, convexes et symétri-
ques, c’est ce qui est évidemment possible d’aprés les hypothéses sur espace
N. V étant un voisinage (=%B), nous désignerons par |z|v la pseudo-norme:

lzly=inf{i>0; zeiV}.

Cette pseudo-norme satisfait aux conditions suivantes:
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&y < oo;
(i) be\ = AL faly s
(iii) |ztylrSlaietlyle
On en conclut que lz]r est une fonetion continue de » dans B. La condition

ac:V est équivalente & laly <1,

2. Fonctions dérivables i droite.

Nous eonsidérerons dans ce numéro des fonctions gui sont des applications
d’un intervalle réel dans Pespace 0.

Théoréeme 1. Soit K un ensemble fermé et convexe. Si f(t) est une fone-
tion continue el adwmettant lo dérivée 4 droite dans {a, 5 et si lon a D'f(t)e
K, ona

ft)y—flaye(t—a)K

pour wst<fj.

En effet, supposons le contraire. 1l existe alors une valeur 7e[«, 5 telle
que f()—f(«) n’appartienne pas & (’—«)K. On peut alors trouver un voisinage
Ve tel que 7 —a)(K -+ V) ne contienne pas ()~ f(«). Soit a’ la borne inférieure
de I'ensemble

{t: ast=r, fl0- flaet—a(K+E v}

On a nécesairement o<’ <7 et D*f(t) n'appartient pas a {{—a)K pour t=a’.
Théoréeme 2. Soient K un ensemble fermé et convexe et f(t) une fonction
continue et admenttant la dérivée & droite dans Uintervalle {«, 3. On o alors

intf2; SO0 carleintia: D piein,

ot t et t' parcowrent Uintervalle {«, 3.

1l est clair que le second membre de Végalité A démontrer ne dépasse pas
le premier. Le théoréme 1 montre inversement que le premier membre ne
dépasse pas le second.

Théoréme 3. Si f(t) est continue et admet la dérivée & droite bornée dans
{ee, B>, les limites

a=lim f(t), br;ligmnf(t)

tra it
existent.
En effet, soit V&B un voisinage quelconque. On peut trouver un nombre
positif 2 tel que D*f(t)&dV pour a<t<t'<3. Si A’>2 ona, d’aprés le théoréme
2

SO=1O. .
tl
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Si done 6<1/4, on a
f)-rfev

pour a<t<t'<a-+d ou pour F—o<t<t’<s. Grice A la complétesse de l'espace
9, on en déduit la conclusion du théoréme.

On verra de méme sans peine le

Théoréme 4. Soit f(t) une fonction continue pour [«, 3> et admettant la
dérivée & droite pour {a, 3. Si Pon a D*f(t)—c pour 2—a+0, f(t) admet la
dérivée o droite égale a ¢ pour Tr=u.

3, Fonctions continues convexes et positivement homogénes.

Nous appellerons ainsi les fonctions S(x) continues dans I'espace N et satis-
faisant aux conditions suivantes:

(i) On a

(1) SQa+1—-Dy) =4S(@)+ 1 -)S(y)
pour z<H, yEh et 0<iL];

(ii) On a

(2) S(iz)=4S(x)
pour 0<A< oo,

Si V est un voisinage €W, |z|+ est une fonetion S(z). D'une maniére géné-
rale, soit D un ensemble convexe contenant o intérieurement. La fonction S(x)

définie par la relation
(3) S(@)=inf{A>0; x€iD}

est continue, convexe et positivement homogéne.
Réciproquement, si S(z) est une fonetion continue convexe et positivement
homogéne, 'ensemble.

(4) D={=z; S(x)<1}

est un ouvert convexe contenant o et l'on a (3).
Théoréme 1. S7 S(x) est une fonction continue convexe et positivement
homogene, on a S(0)=0 et

(5) D*S(fN=S(D*(fN

pour toute fonction f(t) admettant la dérivée a droite ow & gauche.
Réciproquement, si S(z) est continue et s’annule pour x=0, et si l'on a
(5) pour toute fonetion f(t) admettant la dérivée a droite ou @ gauche. S(z)
est une fonction continue convexe et positivement homogene.
Démontrons d’abord la dérivabilité a droite de S(f(t)) en supposant celle

de f(2).
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(6) F(t)=S(a+1b)
étant une fonction continue convexe de la variable réelle ¢, elle admet la déri-
vée & droite D*F(t). Pour démontrer que S(f(#)) est dérivable a droite pour
t==0, par exemple, nous posons

SO)=a, [D"fH)le=b
et
FW)y=a-+tb+g(t).
On a, d’aprés (i) et (ii),
H(S(fE)N—F@)=S(£tgt))=Slo(t))=o(2).

On en conclut que D*S{f(t)) existe et est égale & la valeur de D'F(t) pour ¢
=0,
Cela posé, on voit facilement que l'on a

S(f(Et+R)—S(f(#) fE+h)—f@)
(=S 5 HH=10)

d’otr 'on déduit (5).
Réciproquement, supposons (5) pour toute fonction continue f(t) dérivable
A droite ou & gauche. La fonction F(t) définie par (6) satisfait a l'inégalité

D*F ()£ S(b)
pour 0<t<1. Par suite, on a pour 0=¢<1
FQ)—-F(t)=Q-5)SO),
F(t)—F(0)=tS(b),
¢’est-a-dire
S(a+b)—S(a-+tb)=(1—1t)S(b),
S(a4-tb)—S(a)=tS(b).

On en déduit immédiatement

S(a+b) = S(a)+ S,
S(tb)=tS(b).

La derniére égalité est démontrée seulement pour 0=<¢=1. Mais, en remplacant
t par 1/t, on voit qu’elle est encore valable pour ¢>1.
Puis on a
SQz+(1-D=SA)+S (1 -y =18 (@) +{1-HS(y).

4. Sous-systémes.
Un ensemble ordonné avec une relation d’ordre < sera appelé filtrant, si tout
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couple d’éléments est majoré. Un systéme de voisinage est filtrant si 'on con-
sidere 'inclusion D comme la relation d’ordre <.

Soient .1 et M des ensembles filtrants. Une application de M dans .1 sera
dite propre si, 4 chaque partie co-finale de M, elle fait correspondre une partie
co-finale de 1. Nous appellerons systeme filtrant un élément de nature quel-
conque dépendat d’un paramétre variable dans un ensemble filtrant. 8i ¢ est
une application propre d’un ensemble filtrant M dans un ensemble filtant .1, le
systéme filtrant ac.., (MEM) sera dit sous-systéme du systéme filtrant a; (A 1).
Alors un sous-systéme de a.., (MEM) est un sous-systéme de a; (de . 1),

Théoréme 1. Soit P(a) une propriété dépendant d'un paramétre o vari-
able dans un ensemble A et telle que tout sous-systéme d’un systéme filtrant
vérifiant cette propriété la vérifie aussi. Si, quel que soit ae A, on peut ex-
traire de tout sous-systeme d'un systéme filtrant a; (A1) un sous-systéme
Jouissant de la propriété Pl«), il existe un sous-systéme ay., (peM) tel que
le systéme filtrant a, ., (usM(pa)) jouisse de la propriété Plw), ot

Mp)={peM; pep}

a désignant un élément quelconque de A.

Pour démontrer ce théoréme, nous untilisons le

Lemme.” Soient A et A des ensembles filtranis. Nous supposons (i) qu’d
chaque élément a A correspondent un emsemble filtrant A« et une appli-
cation propre ¢« de A. dans A; (i) qu’a chaque couple «, o’ A tel que
a<La’ corresponde une application propre (aa: de

Aa’(}\«n'):{le/’fa’ H )..—El%aa'}
dans A«, 0% Acar est un élément de Aa et (iii) que Uon att
( 1 ) Spa(‘,”u a'(lz)):‘f’a’()-)

pour A€ Au{Aua).

On peut alors déterminer un systéme filtrant M, une application propre
X de M dans A et des applications propres %« de M(u.) dans A« de maniére
que 'on ait

(2) Pa(La(p)) = A(11)

pour UcM(ua), ot pa est un élément de M.
Supposons que A soit bien ordonné. a; désignant le premier élément de
A, nous prenons un sous-systéme a¢,, (A€ 4;) jouissant de la propriété Pla,).

l) Pour la démonstration de ce lemme, voir mon article: Sur le proeédé diagonal, F.
E. 7 (1953) (en japonais).
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Supposons d’une maniére générale que, f désignant un élément quelconque
de A, on ait défini pour <3, e« A les ensembles filtrants A«, les applications
propres ¢ de A. dans 1 et pour a<a’, & A, o’ A les applications propres ea
de A«(aar) dans A. de maniere que Pon ait (1) et que le systéme filtrant a.,
(A 44) jouisse de la propriété P(a). On peut alors appliquer le lemme, en
prenant pour A l'ensemble des a<3. On peut donc déterminer un systéme
filtrant M, une application propre z de M dans 4 et des applications propres
%« de M(y) dans A« de maniére que les conditions du lemme soient remplies.

@y (MEM) étant un sous-systéme de a; (Ae.1), on peut en extraire un
sous-systéme .., (4G Az) jouissant de la propriété P(8). Ce sous-systéme sera
défini par une application propre @ de .15 dans M et 'on a

() =2(BA)).
Définissons Papplication propre ¢as de 43(d.;) dans A« par la relation
Pas(A) = Aa(D(A)).

Pour que cette définition soit légitime, il suffit que 4224.; entraine ¢()=p«. On

a alors
@a(Pap(A) = @a(Xa( D)) =2 D)) = ¢5(2),

de sorte que la relation (1) subsiste pour w<a’=4.

Par conséquent, les ensembles filtrants 4., les applications propres ¢a et
¢ seront définies, d’aprés ce procédé transfini, pour tous les o, '€ 4 (a<a’).
En appliquant de nouveau le lemme, on peut déterminer un ensemble filtrant M,
Papplication propre x de M dans . et les applications propres %« de M dans .«
de manitre que les conditions du lemme soient remplies. a,. (M) est un
sous-systéme du systtme filtrant a: (d<.f). D’autre part, a,.,, (ne M{us)) est,
d’aprés (2), un sous-systéme du systéme filtrant ay,., (Ae.1.). 11 vérifie done
la propriété P(w).

5. Systémes filtrants compacts.

Considérons maintenant un systéme filtrant a; (1€.1) de points dans I’espace
. Par définition il converge vers un point @, si I'on peut faire correspondre a
chaque voisinage V¥ un élément A1 tel que a;—aeV pour A1y, Ae ..
Dans ce cas on peut faire correspondre & V un élément 2, < 1 tel que a;—aycV
pour A:zz4dv, &1 et Aizdy, Xe.d, et réciproquement. Tout sous-systéme d’un
systéme filtrant convergent est aussi convergent et le point limite reste le méme.

Un systéme filtrant de points sera dit compact si de tout sous-systéme on
peut extraire un sous-systéme convergent. On a alors le

Théoréme 1. Pour qu'un systéme filtrant a: (A 1) de points dans Uespace
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N soit compact, il faut et il suffit que la condition suivante soit remplie:

V désignant un voisinage quelconque <%, on peut extraire de tout sous-
systéme du systéme filtrant a: (A=.1) un sous-systéme tel que la différence de
ses points appartienne a V.

Il est clair que la condition est nécessaire. Pour démontrer la suffisance de
la condition, nous la supposons vérifiée.

Nous dirons gqu'un systéme filtrant ¢. (:&N) de points dans N jouit de la
propriété P(V), si Von a c.—c&V pour r&N, J&N. On peut appliquer le
théoréme démontré au n” 4, en prenant pour A le systéme fondamental de voi-
sinages B. Il existe done un sous-systéme a;., (HeM) tel que dy.., (e M(py))
jouisse de la propriété P(V). Le sous-systéme est alors convergent.

On voit de méme P'existence d’un sous-systéme convergent d’un sous systeme
quelconque du systéme filtrant az (A€.1). Le théoréme est done établi.

6. Ensemble compact.

Théoréme 1. Pour qu'un ensemble E dans Uespace N soit relativement
compact, il faut et il suffit que tout systeme filtrant formé de points de E soit
compact.

Supposons qu’un systéme filtrant ai (Ac.f) formé de points de E ne soit
pas compact. Si V est un voisinage convenablement choisi, il existe, d’aprés le
théoréme du n® 5, un sous-systéme b, (ue M) tel que chaque sous-systeme con-
tienne deux éléments dont la différence n’appartient pas & 2V. « désignant un
point quelconque de la fermeture E, 1’ensemble

{peM; b—besV}

ne peut étre co-final dans M. Extrayons de E d’une maniére quelconque un
nombre fini de points x;, &, - -+, ¥». Ancun des ensembles

M;‘:{/.lGM; b,u*"‘:E}\»EV} (kzlyz’ Ty ﬂ/)

n’étant co-final dans M, leur réunion ne ’est pas non plus et les voisinages Viay),
..., V(z.) ne couvrent pas E. Par suite £ n’est pas compact.

Réciproquement, supposons que E ne soit pas compact. Il existe alors une
partie A telle que l'on puisse faire correspondre & chaque point e K un voisi-
nage V.(a) dont Vintersection avec A est de nombre cardinal moindre que celui
de A. Parmi les nombres cardinaux de ces ensembles 4, il y a le plus petit, que
nous désignerons par X, et nous pouvons supposer que X« goit eelui de A.
Soit done

A={a,; ¢<Lwa}.

Si la condition du théoréme était vérifiée, il existerait un sous-systeme con-
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vergent Qu.., (MezM) du systéeme filtrant a, (A<w.). Si VeB et si a était le
point limite du systéme filtrant a. .., (H&M),

Av=i¢); peM, acm—acV}

serait une partie co-finale de 41={}; i<w.}. Le nombre cardinal de A, devrait

étre moindre que %. pour V=V.. Par suite w.=limw.. D’apres la définition
pla

de w., ensemble

As={a,; ¢<w;}

admettrait, si #<<«, un point d’accumulation b; d’ordre %; V étant un voi-
sinage quelconque, nous désignons par a;,» un point a. tel que ac—b,, €V, ¢
>ws. L’ensemble

B={({H V); A<a, VB

est filtrant si Pon définit la relation d'ordre (5, V):2(8, V) par <3, V2V.
On pourrait extraire du systéme filtrant a, (b&8) un sous-systéme convergent.
Le point limite de ce systeme filtrant serait un point d’accumulation d’ordre
% pour A, contrairement 4 notre hypothése.

7. Systéme filtrant de fonctions.

Nous dirons que fi: (A= 1) est un systéme filtrant de fonctions sur E, si I'on
peut faire correspondre A chaque a<FE un élément 4,4 de maniere que fix)
soit défini pour A=4., A€.1. Dans ce numéro la variable indépendante est sup-
posée qu’elle représente un point dans I'espace X, tandis que la valeur que prend
la fonetion appartient & un autre espace N’ de nature analogue. Un systéme
fondamental de voisinages de o’ dans Pespace 1V sera désigné par &’

Nous dirons que le systéme filtrant de fonctions f. (de.1) est convergent
ou compact au point x=a, suivant que le systéme filtrant de points fi(a) A= A)
est convergent ou compact, et que le systéeme filtrant de fonctions fi: (A« .1) est
convergent sur K s'il est convergent en chaque point de E. Si l'on peut ex-
traire de tout sous-systéme du systéme de fonctions fi (A€.{) un sous-systéme
convergent sutr E, nous dirons que le systeme filtrant de fonctions f: (A= 1) est
compact sur F dans l'espace produit_mllitlt.

Théoréeme 1. Pour qu'un systéﬁ%zbﬁltrant de fonctions fi (A=) soit com-
pact sur K, dans Uespace produit 1O, il faut et il suffit qu’il soit compact
en chaque point de E. e

La nécessité de la condition est évidente. Pour démontrer la suffisance, nous
supposons que le systéme filtrant de fonctions fi (A<.1) soit compact en chaque
point de K.

Disons qu’un systéme filtrant de fonctions sur E jouit de la propriété P(z)
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s’il est convergent au point x. A P'aide du théoréme 1 du n° 4, on peut dire
que, quel que soit un sous-systéme g, (ueM) du systéme f; (A 1), il existe un
sous-systéme convergent en chaque point de E. C.Q.E. D

8. Convergence uniforme.

Soit fi (#&.1) un systéme filtrant de fonctions sur E. Nous dirons qu'il est
uniformément convergent au point a<E, si Uon peut faire correspondre & cha-
que V'&% un élément Ar& .4 et un voisinage UcY de manitre que on ait

(1) fix)~fr(x)ye VvV’
pour
(2) xeU@nNE; 2, ¥e ).

Dans ce cas, il est convergent au point a, parce que nous supposons l'espace N’
complet. Nous dirons qu’il est uniformément convergent sur ¥ s’il est uniformé-
ment convergent en chague point de E.

Le théoréme suivant peut se démontrer d’aprés le procédé bien connu et il
serait inutile de le démontrer.

Théoréme 1. Si un systéme filirant formé de fonciions continues est uni-
formément convergent sur E, la fonction limite est aussi continue sur E.

Nous dirons qu’un systéme filtrant f; (1 .1) de fonctions sur E est équicon-
tinu au point e E, si 'on peut faire correspondre & chaque V'&¥® un élément
Jyed et un voisinage Uc®B de maniére que l'on ait

(8) Fix)—fia)eV’
pour
(4) zeU@NE, 2e AQQv).

Nous dirons qu’il est équicontinu sur E, s'il est équicontinu en chaque point de
E.

Il est & remarquer que l’équicontinuité du systéme filtrant fi (A€ 1) n’en-
traine pas la continuité de chaque fonction fi. Mais on a le

Théoréme 2. Si un systéme filtrant de fonctions fi (A€ A) est équicontinu
et convergent sur E, il est uniformément convergent sur E et la fonction limite
est continue sur E.

Soit f(z) la fonction limite du systéme filtrant fx (A& A). Un voisinage V’
e étant donné, on peut supposer que on ait (3) et

(5) fa)—fl@)ev
pour (4). On a alors

fizy—fl@)e2V,

d’olt 'on déduit
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(6) [f(@)—~fla)y =2

pour z€ Ula)NE, ce qui prouve la continuité de f au point «.
(3), (5) et (6) entrainent ensuite

Lfa(@)—f(@)]v <4,

ce qui prouve la eonvergence uniforme au point q.
Théoréme 3. Si un systéme filtrant de fonctions fi (A€ A) sur E converge
uniformément vers une fonction f continue sur I, il est équicontinu sur E.
On a dans ce cas (1) pour (2) et

(7 f@)— flaye vV
pour z& Ula)NE. (1) entraine
(8) [fa(@)— fo)] v £1,

qui est valable aussi pour z=¢. On a done
[fale)—fi(a)] v <3,

ce qui prouve I'équicontinuité du systéme filtrant f; Ae ).

Théoréme 4. Si un systéme filtrant de fonctions fr (A€ .1) est équicontinu
sur B et convergent sur un ensemble D dense dans E, il converge uniformé-
ment sur E.

Ce théoréme est aussi facile & démontrer et il serait inutile de le démontrer.

Théoréme 5. Si un systeme filtrant de fonctions fi sur E converge uni-
formément en un point aE vers une fonction f continue en a, et si a,sE,
arra (A€ A), le systeme filtrant de points fila:) (AG 1) converge vers fla).

Soit V& un voisinage quelconque. On aura (7) pour z€ V(@)NE et (8)
pour (4). Ces relations entrainent

Sz~ fla)ye2v'.
On peut supposer a;—ac& V pour i€ .1(4y-). On a done

Fhad—fla)ys2Vv’

pour A& A(d,), ce qui prouve le théoreme.

9. Systémes filtrants bornés.

Un ensemble borné est un ensemble E tel que ’ensemble {lz]v; 2 E} soit
borné pour chaque Ve, Nous dirons qu’un systéme filtrant de points a: (4
&4) est borné si Pon peut faire correspondre & chaque Ve un élément 4, tel
que l'ensemble {|ail:; A€.1(21)} soit borné. Il est clair quun systéme filtrant
de points d’un ensemble borné E est borné.
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Supposons maintenant que E ne soit pas borné. Il existe alors un voisinage
VeB tel que 'ensemble {|a]v; x&E} ne soit pas borné. On peut donc extraire
de E une suite de points a, (n=1,2, ---) telle que ja,|;—>o0. Par suite, on peut
énoncer le

Théoréme 1. Si E est un ensemble borné, tout systeme filtrant de points
de E est borné. Si toute suite de points de E est bornée, E est un ensemble
borné.

10. Feonctions bornées.

Soit f(x) une fonction définie sur un ensemble E. Nous dirons qu’elle est
bornée au point a€E, s’il existe un voisinage V& tel que 'image de EN Via)
soit bornée. Nous dirons qu’un systéme filtrant de fonctions fi (A€.1) sur K
est équiborné au point a& E, s'il existe un voisinage Ve® et un élément 4, .1
tel que les images de EN V(a) par fi(x) soient contenues pour 1€ .4(4,) dans un
ensemble borné.

Théoréme 1. Si une fonction f définie sur E est bornée en un point ac
E, le systéme filtrant de points bi=f(a:) A€ 1), okt a:—~a, est borné, et récipro-
quement.

Il est clair que si f(x) est bornée en a, le systéme filtrant de points b; (A
& 4) est borné. Démontrons la réciprogue.

Supposons que f(2) ne soit pas bornée. On peut faire correspondre & un
entier positif #n et a4 deux voisinages VeE®B et V'&® un point a, v tel que
Pon ait ¢, +&EnN V(a) et

[f{(@n, )]y >n.

En désignant par N I'ensemble des entiers positifs, le systéme filtrant de points
v ((m, VIENXB) converge vers a. Ay=(ns, V,) désignant un élément quel-
conque de A=Nx%PB, (%) contient une suite d’éléments (n, V) (n=ng, ne+1,--)
a laquelle correspond une suite de points f(a.y) (n=mny no+1, ---) telle que
|f(@n, v)ly—>co. Le systéeme filtrant de points f(a. ) ne peut étre borné.

Théoréme 2. St une fonction f définie sur E est continue en un point a
& E, elle est bornée en a.

C’est une conséquence immédiate du théoréme précédent.

Théoréme 3. Soit fi (A€A) un systéme filtrant de fonctions sur E équi-
borné en un point a. Silon a a,.€FE, a,~a (u=M) et si ¢ est une applica-
tion propre de M dans A, le systéme filtrant de points fim(as) (HEM) est
borné.

7 Alj A et M étant deux ensembles filtrants, nous désignons par /A< M Pensemble filtrant
formé des couples (4, p) ol Pon a (A,p)=5(, i) si et seulement si Fon a 27 dans 4 et o
=y dans M.
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La réciproque est aussi vraie.

La premicre partie du théoréme étant évidente, démontrons seulement la
réciproque. Pour cela nous supposons que le systéme filtrant de fonections f:
(A= 1) ne soit pas borné au point a.

Nous désignons par V et V' des voisinages quelconques appartenant respec-
tivement 4 B et 4 B’ et par 4 un élément gquelconque de 4. La réunion des
images de EN V(a) par fir (¥&A(3)) n'étant pas bornée, on peut faire corres-
pondre A chaque entier positif = un point a.., € EN V(a) tel que

[ felanivi)—=Fela)lv >n,

o ¢=¢(n, 4, V, VYecA(). Soit M=Nx 1xBxY et désignons par x un élément
quelconque de M. Le systéme filtrant de points a. (u&M) converge vers a et
le systéme filtrant de points fi..,, (u€M) n’est pas borné. Or ¢ est une appli-
cation propre de M dans .I. La réciproque est done démontrée.

Théoréme 4. Si un systéme filtrant de fonctions fi (A1) sur E est borné
et ¢quicontinu en un point acE, il est équiborné en a.

Considérons un systéme filtrant de points a, (REM) tel que a.€F, a.—a,
et une application propre ¢ de M dans 4. D’aprés l'équicontinuité, on a (8.3)
pour (8.4), V'eQB désignant un voisinage quelconque. On aura a,.€U@)NE,
()22 pour e M(py), my désignant un élément convenablement choisi de M.
On a alors

Jewlan)=fem@)e V.

Le systéme filtrant fe (@) (WE M) étant borné, le systéme filtrant |fo (@)l v (1
&M) Pest aussi. Par suite le systéme filtrant |fe(an)ly (e=M) est borné. V’
¢tant un voisinage quelconque, le systéme filtrant fi{a.) (ueM) est borné et
la condition du théoréme 3 est done vérifice.

Théoréeme 5. Soit fi (A1) un systéme filtrant de fonctions équicontinu
sur un ensemble E. Alors Uensemble des points B out 1l est borné est ouvert
et en méme temps fermé dans E.

Il est facile de voir que B est ouvert dans F.

Soit e=E un point d’accumulation de B. D’aprés Péquicontinuité, on a (8.3)
pour (8.4), V'eW désignant un voisinage quelcongque. U(a) contient un point b
de B, et le systéme filtrant fi:(b) (A< 1) est borné. On peut done supposer que
Pon a |fi(b)] <« pour A& A(2y). On a alors

I v S fa)—Fi®h 1 fla)l <l+a.

Le systéme filtrant fx (A=.1) est donc borné en a.
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11. Fonctions complétement continues.

Une fonction f(x) sera dite compacte sur E si elle est définie sur E et si
Pimage de E par f est relativement compacte. Une fonction continue et com-
pacte sera dite complétement continue. f(2) étant une fonction définie sur E,
elle sera dite compacte en a=E s'il existe un voisinage V tel que f soit com-
pacte sur EN V(a). Elle sera dite complétement continue en a&E si elle est
continue et compacte en a.

Considérons un systéme filtrant de fonctions f: (A& 1) sur £. Nous dirons
qu’il est équicompact en a si 'on peut trouver un élément A€ .1 et un voisinage
V tels que I'ensemble

{fiz); z€ ENV(x), i< A4()}

est relativement compact et qu’il est complétment équicontinu en ac K, s'il est
équicontinu et équicompact en a.

12. Systéme filtrant de fonctions dérivables a droite.

Soit fi (A€.1) un systéme filtrant de fonctions continues sur un intervalle
réel I; les valeurs que prennent les fonctions f: sont supposées des points dans
Pespace N. Nous supposons de plus que l'on a fila)=b, « désignant une valeur
de I et que D'fit) (A1) converge uniformément dans I vers une fonetion g(t)
continue dans I. Nous voulons montrer que fi(t) (e 4) converge uniformément
dans I vers la fonction continue

(1) ro=b+ [ owat.
En remplacant f; par
OR o

nous pouvons supposer que g(t)=o. Soit «' une valeur quelconque de I, que
nous supposons, par exemple, plus grande que «. A chaque t&[a, «'] et A cha-
que VED on peut faire correspondre un Av&.4 et un 3. v>0 tels que Pon ait
Dfit+RyeV pour 224 (A4y), t+h&l, [h]<dv. On peut extraire de [«, «'] un
nombre fini de valeurs ¢, ts,--+, ¢, de maniére que la réunion des intervalles
<t—=8,p, t+Bv> (E=1y, ts, -+, L) couvre [, «’]. On peut ensuite déterminer 4y
de maniére que 'on ait Ay24,y pour t=t;, t; ---, t.. On aalors D'fi(t)ye V pour
a<t<a’, A& A(y). Le théoréme 1 du n® 2 montre que l'on a

fihet—a)V

pour a<t<a’, et la continuité de fi entraine que cette relation subsiste pour
t=a’. V étant un voisinage quelconque, on a fi(£)—0 uniformément dans [«, «'].
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a’ étant une valeur queleonque de I, nous obtenons le

Théoréme 1. Soit f1 (A& ) un systeme filtrant de fonctions sur un inter-
valle réel 1; les fonctions fi sont supposées continues et dérivables & droile
et les valeurs qu'elles prennent sont des poinis dans Despace M. Si Uon a
fi{a)—b, a étant une certaine valeur &1 et st D'fi(t) (A€ A) converge uniformé-
ment dans I vers une fonction continue g(t), le systéme filtrant de fonctions
fi (A& A) converge uniformément dans I vers ume fonction continue définie
par (1).

1I. Théorémes de comparaison.

13. Solutions.
Une fonction continue est une solution de (a) dans un intervalle ouvert
(e, &’ si elle admet une dérivée ¢ et si 'on a de plus

(1) ¢')=1(¢ ¢'();

elle est une solution de (a) dans un intervalle [«, «'> ou {«, «’] suivant qu’elle
admet en outre pour f=« une dérivée & droite ¢’(«) satisfaisant a (1) ou pour
t=«’ une dérivée A gauche ¢'(«’) satisfaisant a (1).

Si ¢i(t) et ¢u(f) sont des solutions de (a) respectivement dans {w, a’] et [«/,
a'> et 81 ¢i(a)=y(e’), la fonetion ¢(t) définie par

¢i(t) pour a<t=d/,
(p(t):{ @A) pour a’'sSt<a”

est une solution dans <{w, ¢”). Dans ce cas 'une des solutions ¢,(t) et () et
un prolongement de Vautre; nous dirons que la solution ¢,(¢) est prolongeable
vers droite au deld de o' et ¢u(t) est prolongeable vers gauche au dela de «'.

Si ¢(t) est une solution de (a), V'équation x=¢(f) représente dans espace
Ry xR une courbe que nous appellerons courbe solution de (a).

Théoréme 1. Soient ¢ (t) et ¢u(t) des solutions de (a) dans un intervalle
1. St une fonction continue ¢(t) dans I coincide avec Uune des solutions ¢,(t)
et ¢u(t) pour chaque tel, elle est une solution de (a) dans I.

Ce théoréme est évident, et je ne reproduis pas ici la démonstration.

Théoréme 2. St un systéme filtrant de solutions ¢it) 2€.1) de (a) con-
verge uniformément sur un intervalle I vers une fonction continue ¢(t) et st
Uensemble des points, ot f(t, x) est continue, contient la courbe x=y¢(t), la
Jonction limite ¢(f) est une solution de (1) dans I

C’est une conséquence immediate du théoréme 1 du n® 12, car le systéme
filtrant formé des dérivées ¢’i(t) converge uniformément vers f(¢, ¢(t)) dans
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Pintervalle 7

14. Fonctions majorantes, fonctions minorantes.

Soit I un ensemble dans R, >xN. Un ensemble E de D s’appelle région
majorante & droite de (a) dans D si la condition suivante est remplie :

Soit ¢(#) une solution quelconque de (a) dans un intervalle [, a. Si (o,
¢(a)) appartient & E et si la courbe solution x=¢(t) se trouve dans D, elle se
trouve dans E.

On définit de méme une région majorante & gauche.

Soit S(z) une fonction convexe et positivement homogeéne. Prenons pour 1)
I'ensemble Ix 9, I désignant un intervalle réel, et pour E Iensemble défini par

(1) tel, S(x)sud),

olt %(¢) désigne une fonction continue dans I et admettant la dérivée i droite
(gauche). Si E est une région majorante a droite (gauche) de (a) dans D, la
fonction ¢(t) est appelée fonciion majorante & droite (gauche) de (a) dans l'in-
tervalle I par rapport a S.

Si 'ensemble K, défini par

(2) tel, S(xyzu(t)

au lieu de (1), est une région majorante & droite (gauche) de (a) dans D, la
fonetion x%(¢) est appelée fonction minorante & droite (gauche) de (a) dans l'in-
tervalle I par rapport & S. Dans le cas particulier ot W=R,, nous prenons tou-
jours S(z)=ux sans mention expresse.

Le but de ce présent chapitre est & donner des théorémes utiles pour trou-
ver des fonctions majorantes ou minorantes.

On a évidemment le

Théoréme 1. Soit E; (A1) une famille de régions majorantes & droite
(gauche) de (a) dans un ensemble D. La réunion UF; et Uintersection UE';
sont des régions majorantes & droite (gauche) de (a) dans D,

Corollaire 1. Sott 2:(t) (A< A) une famille de fonetions majorantes &
(gauche) de (a) dans un intervalle I par rapport ¢ S. St

droite

(3) Z(t)=1nf %,(t)

est une fonction continue dans I, elle est fonction majorante i droite (gauche)
de (a) dans I par rapport & S.
En effet, I'ensemble E, défini par

? Cette notation signifie que Vextrémité gauche de Pintervalle appartient & Vinter-
valle; quant & Pextrémité droite, elle peut appartenir ou non & Vintervalle.
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(4) teI, S(x)=x2i(t)

est une région majorante dans D=Ix, et Uensemble E défini par (1) est Vin-
tersection des ensembles E; (A< A).
Dans le cas particulier ou 9=ZF,, on a le

Corollaire 2. Soit 7:(t) (A= A1) une famille de fonctions minorantes & droite
(gauche) de (a) dans un intervalle I. Si

(5) z(t)r:s)up Lit)

est une fonction continue dans I, elle est une fonction minorante & droite
(gauche) de (a) dans 1.
On peut vérifier sans peine le

Théoréme 2. Soient %,(t) et %,(t) des fonctions minorantes ¢ droite (gauche)
de () dans un intervalle I par rapport & S. Si une fonction X(t) continue
dans I satisfait o la relation

(6) (X&) =1 (ENUE) —2o(t) =0

elle est une fonction majorante & droite (gauche) de (a) dans I par rapport &
S.

En appliquant ce théoréme & ’équation en —y dans le cas de H=F, on
obtient le

Corollaire 3. Soient %,(t) et %,(t) des fonctions minorantes & droite (gauche)
de (a) dans un intervalle I. Si une fonction %(t) continue dans I satisfait &
la relation (B), elle est une fonction minorante & droite (gauche).

On voit aussi immdédiatement le

Théoréme 3. Si K est une région majorante & droite (gauche) dans D, le
complément de E dans D est une région majorante & gauche (droite) dans D.

15. Yonctions supérieures, fonctions inférieures.

Soit ¥ un ensemble fermé dans D. Si l'on peut faire correspondre a cha-
que point {«, H)&E, ol f(¢, «) est défini, un nombre positif ¢ et un voisinage V
@B de maniére que E contienne 'ensemble T (e, b) défini par

0<t—a<d, ly—b—(t—a)f(a, by St—a,

nous appellerons F région dominante & droite de (a) dans D. Nous définissons
de méme région dominante & gauche.

Région dominante A droite {(gauche) de (a) dans elle-méme s’appelle enemble
ouvert & droite (gauche) par rappart & (a). Ensemble ouvert par rapport 4 (a)
est un ensemble ouvert a droite et & gauche par rapport a (a). Un ensemble
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ouvert en sens ordinaire est évidemment ouvert par rapport a (a).

Théoreme 1. Une wégion dominante a droite (gauche) E de (2) dans I est
une région majorante & droite (gauche) de (a) dans D.

Soit ¢(¢) une courbe solution contenue dans D. Nous supposons que ¢(t)
soit définie dans un intervalle [«, «’) et que (@, b), on b= (), appartienne & K.
Si la courbe solution contenait des points extérieurs de E, on pourrait supposer
que « soit la borne inférieure de Vensemble des valeurs ¢ telles que (¢, (1) soit
extérieur 4 E. ¢'(«) étant égale & f(«, b), on aurait

(1) lp@)=b—{—a)f (e, D) v St —ar

dans un intervalle assez petit [, a+6’]. Le point (, ¢(1)) appartiendrait donc
a T, v(a, b) et par suite & F pour 0<t—a<d’, contrairement Phypothése.
Nous dirons qu’'une fonction continue () est une fonction supbéricure &
droite (gauche) de (a) dans un intervalle I par rapport & S si Vensemble défini
par
(2) tel, SE)SH)

est une région dominante & droite (gauche) de (a) dans Ix%. Dans le cas par-
ticulier: N=R,, nous définissons de méme une fonction inférieure & droite
{gauche) en remplacant (2) par t1, 2=%(t).

Théoréme 2. Une fonction 2(t) continue et dérivable & droite ou & gauche

dans un intervalle I est une fonction dominante & droite ou & gauche par
rapport ¢ S suivant que l'on a

(3) D a(t)>S(f(t, 2))
ou

(4) ~D 2 >8(~ f(t, x))
poUT

(5) tel, Sxy=x(t), (t, 2)eD,,

D, désignant Uensemble des points o f(t, z) est défini.

Soit (a, b)&D; un point tel que Sb)=x(w). 1l suffit de montrer que si r>
S(f(x, b)), on a

(6) S Sy +7(E~a)
pour (¢, )= T5,v(a, b), V étant convenablement choisi.

Or on a

S(y) = SB)+ Sy —~b).

On peut supposer que |z}, <1 entraine S(x)<e, & étant un nombre positif donné
a P'avance. En prenant

SST_S(f(ax b));
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on obtient (6).
Dans le cas particulier: N=R,, on peut démontrer facilement le
Théoréme 3. Une fonction %(t) continue et dérivable & droite dans un in-
tervalle I est supérieure ou inférieure & gauche suivant qu'on «

Drz(ty> f(¢, %8,
oU
D)< ft, 2(t)

pour tesl, (£, 1(t)=D,.
La réciproque est aussi vraie.

S

De méme, pour qu'une fonction 2(t) continue et dérivable & gouche dans

Sy

I s0it supérieure ou inférieure & gauche, il faut et il suffit que Uon ait

D @< f (¢, 2@,
oUu
D x@®)> f(&, 2@)

pour tel, (¢, x(t)ED,.

L’intersection d’une famille de régions dominantes dans D est majorante
mais non nécessairement dominante. Quant 4 leur réunion, on obtient le

Théoréme 4. Soit E; (A€ A4) une famille de régions dominantes & droite
(gauche) de (a) dans un ensemble D. Sila réunion UE est fermée dans D, elle
est une région dominante a droite (gauche) de (a) dc;ns D.

Le théoréme suivant correspond au théoréme 2 du n° 14 et se démontre de
la méme maniére.

Théoréeme 5. Soient %,(t) et %(t) des fonctions supérieures & droite (gauche)
de (a) dans un intervalle I par rapport & S. Si une fonction %(t) continue
dans I satisfait & la relation (14.6), elle est une fonction supérieure & droite
(gauche) de (a) dans I par rapport & S.

Corollaire. Dans le cas de N=2R,, une fonction continue A(t) satisfaisant
@ la relation (14.8) est wune fonction infériteure ¢ droite (gauche) de (2) en
méme temps que % (1) et %o (t).

16. Extrémités de courbes solutions.

Théoreme 1. Soit ¢(f) une solution définie dans un intervalle {a, a’)
(K, ) et supposons qu'il existe une suite décroissante (croissante) a, (n=1,
2,---) telle que Uon ait

v, ¢(ay)—>b.

St f(t, ®) est définie el bornée au point (a,b), ¢(t) converge vers b pour t—a.
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Nous supposons b=o, ce qui ne restreint pas la géneralité,

Si un nombre 7>0 et un voisinage U sont convenablement choisis, Vimage
de

(1) D N[—8, a+d]1xU)

par f est un ensemble bornd. Soit V&¥ un ensemble quelconque contenu dans
U. 1l existe alors un nombre tel que 'on ait

[f(t, o) <s
dans 'ensemble (1). Pour que la fonction
2(t) = £+ 3t — )

soit supérieure 4 droite dans un intervalle [«, «-+4.> par rapport a | [y, il suffit
que Pon ait

5 <7:13‘(1 —e).

Puisque 'on a
<, <w+o., Jelan)]r<e
pour n assez grand, on a
leB]r Su(t)

pour a, St<a+d.. «, tendant vers «, on a cette inégalité pour ao<t<a+d,,
d’ott 'on déduit

limle(®)]v<e.

& étant un nombre positif arbitraire, [¢(t)[¢ converge vers 0 pour f—w-0.
V étant un voisinage quelconque, ¢(t) converge vers o (=) pour t—a+0.

§’il n’existe pas de courbe solution issue & droite (gauche) d’un point («, b)
du ES®,, nous dirons que («,b) est une extrémité droite (gauche) de I par
rapport & (a). Région sans extrémité droite (gauche) est un ensemble dont
aucun point n’est une extrémité droite (gauche). On a alors le

Théoréme 2. Soit E un ensemble fermé dans D. Supposons que f(t, x)
soit bornée au point de E et que E soit une région sans extrémité droite
(gauche) de (a).

Alors toute courbe solution de (a) est prolongeable vers droite (gauche) jus-
quw'd la frontiére de D. Plus précisément, si z=¢(t) est une courbe solution
contenue dans E et telle que l'on ne puisse la prolonger vers droite (yauche) au
deld de o', la suite de points (a., ¢(a,)) ne peut converger vers un point intéri-
cur de D de quelque maniére qu’on choisisse la suite croissante (décroissante)

convergeant vers «.
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Soit, en effet, a’ le point limite de la suite ¢(w.,) (=12, ---) Si (o, a)
n’élait pas un point fronticre de D, il appartiendrait & E. ¢(t) convergerait,
d’apres le théoréme 1, vers o/ pour t--a’—0. E dtant sans extrémité droite, on
pourrait prolonger ¢(f) au deld de o', ce qui est contraire & "hypothése.

17. Théorémes de comparaison, 1.

Considérons maintenant le eas ol %{f) est une solution de l'equation diffé-
rentielle

. dx

A ~e=F(t, X)),

(A) dt ¢, X)

ol X est une variable réelle. S(zx) désignant toujours une fonction convexe et

positivement homogéne, nous supposons que on ait Pinégalité
(1) S(f(t, o)< F(t, S(x))
lorsque (¢, )&, ¢, SEHED,. On a alors
D x()=F(, x)>S(f(t, z))

pour (¢, ©)&xD,, S(x)=7x(t). %) est donc une fonction supérieure a droite.
Considérons, d’autre part, une solution quelconque ¢(¢f) de (a). On a

D' SN S S0 =S(f &, ¢(0) < F(t, S(¢(d)).
On obtient donc le

Théoréme 1. Supposons que Uon ait (1) pour (t, )&D;, (¢, S(x))yEDp.

Alors une solution de (A) est une fonction supérieure & droite de (a) par
rapport a S et S(¢(t)), 0% ¢{t) est une solution de (a), est une fonction inféri-
eure a droite de (A).

On peut démontrer de méme le

Théoréme 2. Supposons que Uon ait

(2) S(-— (¢, )< ~F(t, S(x))
pour (¢, )=, &, SEHeD,.

Alors, une solution quelcongue de (A) est wne fonetion supérieure & gau-
che de (a) par rapport @ S et S(¢(t), o ¢(t) est une solution de (a), est une
fonction inféricure & gauche de (A).

18. Fonctions quasi supérieures, fonctions quasi inférieures.

Considérons maintenant le cas ot 'on a

(1) S(f(E, D= FL, S(x)

au lieu de (17.1). Une solution quelconque #(¢) de (A) satisfait a Iinégalité

(2) Dz S(f (¢, )
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pour
(3) tel, S{xy=x(1), (t, 0)eD,,

I désignant Uintervalle ot z(¢) est définie. Si une fonction Z(t) continue et do-
rivable & droite satisfait a4 cette condition, nous appellerons fonetion quast
supérieure o droite de (a) dans I par rapport & S. Si #{(¢) satisfait a

(4) — D)z S8(—F (¢, =)

Iy

pour (3), nous l'appellerons fonction quasi supérieure & gawuche. On définira de
méme fonction inférieure ¢ droite ou & gauche comme une fonection continue
%(t) satisfaisant 4 Pinégalité

(5) D xS F(e, 1(t)
ou

(6) Drutyz F(t, (1)

pour (3). On peut alors démontrer facilement les deux théorémes suivants qui
correspondent aux théorémes 17.1 et 17.2.

Théoréme 1. Supposons que Uon ait (1) pour (¢, x)ED,, (¢, SEHED;.

Alors une solution quelconque de (A) est une fonction quasi supérieure o
droite de (a) par rapport & S et S(¢(t)), o ¢(t) est une solution de (a), est une
fonction quasi inférieure a droite de (A).

Théoréme 2. Supposons que l'on ait

(7) S(~f(t, )£ - F(t, S(x))

pour (t, x)e®,, (f, SEHeD,.

Alors, une solution quelconque de (A) est une fonction quasi supérieure &
gauche de (a) par rapport & S et S(¢(t), ot ¢(t) est une solution de (a), est
une fonction quast inférieure & gauche de (A).

Les théorémes suivants sont des conséquences immédiates du théoréme
d’existence du type de Perron.

Théoréme 3. Nous supposons que F(t, X) soit continue dans Uensemble

défini par
(8) tel, 12X o),

ou 2(t) et w(t) sont des fonctions continues satisfaisant o Uinégalité 1(t)< (i)
dans I. Si %(t) est une fonction majorante ¢ droite (gauche) de (A) dans I,
elle est une fonction quasi supérieure ¢ droite (gauche) de (A) dans I.

Théoréme 4. Nous supposons que F(t, X) soit continue dans Uensemble
défint par
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(9) te ], oty X S8,

ol 7(t) et (t) sont des fonctions continues satisfaisant & Uinégalité o(t)<u(t)
dans L. Si #(t) est une fonction minorante & droite (gauche) de (A) dans I,
elle est une fonction quasi inférieure & droite (gauche) de (A dans I.

19. Théorémes de comparaison, 11

En appliquant de nouveau le théoréme d’existence du type de Perron, on
obtient les théorémes suivants.

Théoréme 1. Nous supposons remplies les hypothéses du théoréme 18.3. Si
une fonction quasi inférvieure o droite (gauche) w(t) de (A) salisfait & I'iné-
galité

(Y A(t)

pour t=wel, on a cette inégalité & droite (gauche) de « dans I

Corollaire. Nous supposons remplies les hypothéses du théoréme 18.3. Si
Uon a de plus (18.1) pour (t, 2y, (¢, S(x)CD,, 4(t) est une fonction majorante
a droite de (a) dans I par rapport ¢ S.

Théoréme 2. Nous supposons remplies les hypothéses du théoréme 18.4. Si
une fonction quasi supérieure ¢ droite (gauche) w(t) de (A) satisfait & Uiné-
galité

w(t)Zx(t)

vour t=w&l, on a cette inégalité & droite (gauche) de o dans I.

Corollaire. Nous supposons remplies les hypothéses du théoréme 18.4. Si
Von a de plus (18.4) pour (¢, 2)EDy, (¢, S)EDy, %(t) est une fonetion magor-
ante & geuche de (a) dans I rapport & S.

20. Théorémes d’unicité,

Nous dirons qu’une famille S de fonctions continues convexes et positive-
ment homogeénes est fondamentale si 'on peut faire correspondre i chaque Vel
un nombre fini de fonections §,€S (5=1,2, ---, n) telles que Dintersection des
ensembles S(x)<1 (§=1,2, -, n) sont contenus dans V. Nous désignerons désor-
mais par & une famille fondamentale de fonctions continues convexes et posi-
tivement homogénes. Comme un exemple d'une telle famille, nous pouvons
signaler celle qui est formée des fonctions 2]y, VED.

Théoréme 1. Nous supposons remplies les conditions suivantes :

(1) A chaque S=G correspond une fonction réelle Fy(t, X) continue dans

Uensemble défini par
(1) tel, 0X<4,,

ot I={, 0’7 est un intervalle indépendant de S, tandis que 6.>0 est un
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nombre pouvant dépendre de S;

(i) X=0 est une seule solution §'annulant pour t=« de Uéquation diffé-

rentielle
dX -\
(2) 7&{“‘1;'8(&‘&)1
(i11) On a
(3) S(r(t, o) S Fs(t, S(@))
POUT

tel, 0D, 0SS@)=4d,.

Alors Uéguation (a) n’admet pas de solution sannulant pour t=« et non
identiquement nulle dans 1.

On obtient une conclusion analogue en remplagant les conditions initiales
X(a)=0, 2(a)=0 et Uinégalité (3) respectivement par X{«')=0, a{a)=0 ¢t

(4) S(—r(t, o) = —F(t, S@).

En effet, soit ¢(¢) une solution de (a) définie dans [«, '] et s’annulant pour
t=«a. La fonction identiquement 0 étant une fonction majorante i droite de (A)

-1

dans [a, a’], on a S¢(t)<0 dans [«, '] pour chaque S&&, d'ou il résulte la
conclusion du théoréme.

Théoréme 2. Nous supposons remplies les conditions (i) et (il) du théoréme
1 et la suivante:

@iy On a

(5) S, )= f(t, y) S Fut, Se—u)
pour ’

tel, (t, 2D, ¢ neD, 05Sx—y)<o,.

Alors DUéquation (a) admet au plus une solution définte dans I=[w, «'] ¢t
prenant une valeur donnée b pour t=u.

On obtient une conclusion analogue en remplagant les conditions initiales
X()=0, x(a)=b et Uinégalité (5) respectivement par X(o')=0, x(a’)=b ct

(6) S(f(, 2)-f @, y)=—F(t, Sty—a).

Supposons, en effet, existence d’une solution ¢{t) répondant a4 la question,
Soit
dX
(b) i =g(t, y)

I’équation différentielle en y=x—¢(t). Puisque

g, =S, y+¢@)—- St ¢@)),
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on a

Il suffit done d’appliquer le théoréme 1 pour obtenir la conclusion 4 démontrer.
Faemple. 17 Condition de Lipschitz:
(7) gf(t "";)Mf(ty y)“'ELDEwMyE"y

ot Ly est une constante qui peut dépendre de Ve,
27 Condition d’Osgood :

(1) [f{t, o) ft, physFe(jz—yly),
ot F(X) est ane fonetion continue positive dans 0,6, et telle que
v dX
8) PR

o

21. Théorémes de comparaison, I1I.

Soit & une famille de fonctions définies 4 droite (zauche) de . Nous dirons
que ¥ détermine une condition P(F) & droite (gauche) de « et gqu’une fonction
réelle @(t) satisfait & la condition P(®) 4 droite (gauche) de « s'il existe une
fonction fe§ telle que @)= f(¢) dans un intervalle assez petit dont Pextrémité
gauche (droite) est «. Si, S désignant une fonction continue convexe et posi-
tivement homogéne, S{¢(f)) satisfait 4 la condition P(¥) droite (gauche) de «,
nous dirons que ¢{t) satisfait & la condition P(®) a droite (gauche) de « par
rapport 4 S.

Revenons & I'équation (a) et eonsidérons une solution ¢(f) définie dans (w, a')
et satisfaisant a la condition P(%) & droite de « par rapport & S. Soit d'autre
part x(#) une fonction majorante A droite de (2) dans (o, ') par rapport a S.
L’une des incgalités S(¢(t))=x(t) ou S(¢(t))>%(t) subsiste dans {w, 'y, Dans le
second cas, si %(¢) ne satisfait pas 4 la condition P(F) & droite de «, on a néces-
sairement

(1) S =10

dans {a, &’). Nous pouvons done énoncer le

Théoréme 1. Soient § une famille de fonctions positives définies & droite
(gauche) de «, A(t) une fonction majorante & droite (gauche) de (a) dans [=
ey o) (== (e, 0d) par rapport & S et ne satisfaisant pas & la condition P&
@ droite (gauche) de o et ¢(t) une solution définie dans le méme intervalle ef
satisfaisant & la condition P(F) a droite (gauche) de « par rapport & S. On
a alors Uinégalité (1) dans Uintervalle I.

Dans le cas de (A), on démontre de méme le



De la théorie des équations difiérenticlles ordinaires 135

Théoréme 2. Soient § une famille de fonctions positives définies & droite
(gauche) de «, #(t) une fonction minorante & droite (gauche) de (A) dans =
(o, @) (T=(a', @) et satisfaisant @ la condition P(F) a drotie (gauche) de « et
() une solution de (A) définie dans I et ne satisfaisant pas & la condition
P(¥) & droite (gauche) de a. On a alors (<) dans 1.

Considérons maintenant le cas ot %(t) est une seule solution de (A) definie
dans un intervalle =<, '] et satisfaisant a la condition P(§F) a droite de «.

et supposons que F(t, X) soit continue dans
(2) tel, 1 =X 2o(),

oll w(t) est une fonction continue telle que 7()<@(t) dans (o, a’l. Dans ce cas
%(t) est une fonction majorante a droite de (A) dans {w, a’i. Car sinon on pour-
rait montrer 'existence d’une solution définie dans (. '], coincidant avece %({)
dans un intervalle {e, @’ mais non pour a”’<t=Za'.

Par suite, si w(f) est une fonetion quasi inférieure & droite de (A) dans
(o, '], Pune des inégalités x(f)Zw(t) ou %(t)<w(t) subsiste dans {«, «’>. Dans
le second cas on peut montrer Iexistence d’une solution ¢{t) définie dans <« ',

satisfaisant aux inégalités
1 =P S wlt)

dans un intervalle (u, @”] et ne coincidant pas avee %(t) dans {a, «’]. Par suite
w(t) ne peut satisfaire & la condition P(3F) & droite de «. On obtient donc le

Théoréme 3. Soient ¥ une famille de fonctions définies a droite (gauche)
de w, %) une seule solution de (A) définie dans I={a, ') (I=[d’, o)), satis-
faisant & la condition P(F) & droite (yauche) de «, et supposons que F{, X)
soit continue dans (2), w(t) désignant une fonction continue telle que x(t)<w(t)
dans I. Dans ce cas, si o(t) est une fonction quasi inférieure a droite (gau-
che) de (A) dans I satisfaisant & la condition P(§) a droite (gauche) de «, on
a o(t)<i(t) dans 1.

Si ¢(t) est une solution de (a), et si Pon a (18.1), S(¢(t) est, d’aprés le
théoréme 1 du n” 18, une fonction quasi inférieure & droite de (A). On obtient
done le

Corollaire. Soient ¥ une famille de fonctions définies ¢ droite (gauche)

faisant ¢ la condition P(E) & droite (gauche) de « ef supposons que F(t, X)
soit continue dans (2), &(l) désignant une fonction continue telle que %(t)<(t)
dans I. Dans ce cas, si Von @ Uinégalité (18.1) (Iinégalité (18.7)) pour (t, ©)&Ty,
(¢, SENEDy, une solution ¢(t) de (A) définie dans I et satisfaisant a la con-
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dition P(X) & droite (gauche) de « par rapport a S vérifie Uinégalité (1) dans
I

22, Théoremes d’unicité,

Le corollaire du théoréme 3 du n” précédent nous conduit immédiatement au

Théoreme 1. Supposons qu'a chague SEZ correspondent une famille
de fonctions positives définies @ droite (gauche) de « et une fonction Ft, X)
sutisfuisant auz conditions suivantes:

(0) Chagque fonction de Fs converge vers 0 pour t-ra+0 (f~a—0);

(i) Flt, X) est continue dans

t=d, 02X<0y,

ot =, v’ (I ', wy) est un intervalle indépendant de S tandis que 6:>0
est un nombre pouvant dépendre de S;

(ii) X =0 est wne seule solution de (20.2) satisfuisant ¢ P(Fy) & droite
(ganche) de o ;

(iity On a Uinégalité (20.3) (Uinégalité (20.4)) pour

el (¢, oe?D, 05S@)<0.

Alors Utquation (a) n'admet pas de solution non identiquement nulle dans
I et satisfaisant @ P(§s) @ droite (gauche) de « par rapport & chaque S=€.

Soit, en effet, ¢(¢) une solution de (a) définie dans T et satisfaisant a P(Ry)
& droite de « par rapport & chaque S&&. On a, d’aprés le corollaire du théo-
reme 3 du n” 21, Uincégalité S(¢())<0 pour chagque Se€, d’ou on déduit
() =0.

Le théoreme suivant est une conséquence immédiate du théoréme 1.

Théoréme 2. Supposons qu'd chaque SES correspondent une famille Ky
de fonetions positives définies @ droite (gauche) de «w et une fonction Fy(t, X)
sabisfatsant aux condition (0), (1), (1) du théoréme 1 ¢t & la suivante N

(i) On a Uinégalité (20.5) (inégalité (20.6)) pour

tel, (G 0ed, e, 05S@—-y)=d..

Alors, st ¢(t) et o) sont des solutions de (a) définies dans I et dont la
différence satisfait & P(Fs) & droite (gauche) de o par rapport & chaque SES,
elles cotneident identiquement dans 1.

Considérons en particulier le cas ol f(f, x) est continue au point (,0), =0
¢lant une solution de (a). Soit «(t) une solution de (a) définie dans [a, &'] et
s'annulant pour f=a. Puisque

D S(etN =S’ (t)=S(f ¢, ¢(t)),
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on a
/133{{)0 S () =0,
d’ol
i S

fra+s t—c

Par suite, pour assurer, dans le cas ou jf(t,x) est continue au point (w,al, Puni-
cité de la solution prenant la valeur a pour t=«, il suffit d’appliquer le théo-
réme 2 en prenant pour §¥ la famille formée de toutes les fonctions positives
d’ordre o(t—«a) pour t—a+0.

ExEMpLES. 1°. Condition de Nagumo:

(1) D= f s

2° Condition de Yasui?;

(2) |f(t, &)~ (&, W SHOF

9)“‘:1/5 |')-

ou H(t) et Fyv(X) sont des fonctions continues et positives respectivement dans
e, '] et €0,6:] et telles que 'on ait (20.2) et
; [ { pritl dX l )
1 [ (t t~[ LS S
() iim ki‘qu Hedt= | iy =
a’ iy
Dans ce cas on peut prendre pour §¥ une famille de toutes les fonctions posi-
tives d’ordre o{r(t)) pour t—a-+0.
3° Dans le cas ou l'on a (20.2) et

. [f’ o dX
Jim lim @ [ Hidt— / Py =
a’ Jy
on peut prendre pour ¥ une famille de toutes les fonctions positives @(f) telles
que
lim @(t)/7(t)==0.
Loya-pty
Signalons enfin deux cas particuliers.
Si
vodX

j H o (tydt< oo, -

on peut prendre r(t)=1.
1) M. Yasui a obtenu cette condition qui est plus générale que celle de Nagumo et

celle d’Osgood. Voir le complément de mon livre ‘‘Théorie des équations différentielles
ordinaires,” {en japonais) Iwanami, Tokyo, 1933.
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Hya="""0 Fix=x,

ol &(t) est une fonction positive telle que

/ 0 gr<co

tc

on peut prendre
r)={—uw)".

La condition de Nagumo est un cas particulier ott r=1, &(t)=0.



