Sur la théorie des équations différentielles ovdinaires.

Par Masuo HUKuUHARA.

Les théorémes fondamentaux de la théorie des équations différentielles
ordinaires ont été étudiés par divers auteurs”. Nous avons entrepris d’établir
une théorie systématique, en supposant, pour faciliter les considérations, la
continuité des seconds membres des ¢quations. Mais nos résultats peuvent
s’étendre aux équations du type plus géndral, par exemple & celles du type
dit de Carathéodory, et méme aux ¢quations du type différent, par exemple
a ecelles que nous appelons inéquations différentielles. Mais pour ¢tablir ces
résultats analogues, doit-on en refaire de nouveau les démonstrations? Ne
peut-on trouver aucun mode de raisonnements qui s’applique toujours aux
équations des types cités ci-dessus? Pour ce but, nous avons introduit les
topologies droite et gauche®’. Grice a clles, nous pouvons réunir les résultats
concernant les équations différentielles avee seconds membres continus et celles
du type de Carathéodory ainsi que les inéquations différentielles. Clest ce
que nous allons montrer dans les lignes suivantes.

I. Introduction des topologies droite et gauche.

Nous définirons dans cette section les topologies droite et gauche a Pegard
de V'équation différentielle et nous remarquerons les propriétés dont jouissent
ces topologies. Une caractéristiqgue & droite est une courbe ou une fonetion
continue telle qu’un voisinage droit quelconque d’un de ses points contienne
tous ses points situés & droite et asscz prés de lui. On définira de méme
topologie gauche et caractéristique & gauche. Le but principal de cette see-
tion est de chercher les conditions sous lesquelles une caractéristique est une
solution et réciprogquement.

Nous voulons étudier dans les sections suivantes les propriétés dont jouit
la famille de caractéristiques en nous appuyant seulement sur les propriétés
énuméreées au n” 1. Grice 4 'équivalence des deux notions: earactéristiques
et solutions, les résultats ainsi obtenus sont applicables aux équtions dif-
férentielles.

1) Pour la bibliographie, voir: C. L. da Silva Dias, Bibliografia gobre os teoremas de
existéneia, unicade ¢ dependéneia de parametros nas equacdes e sistemas de equagtes di-
ferenciais ordindrias, Boletim da Socicdade de Matemdtica de S3o Paulo, 4 (1949), 32-62.

2) M. Hukuhara, Sur Pexitence des solutions des équations différenticlles ordinaires,
Proe. Japan Acad. 31 (1955), 391-394; Fundamentaj teoremoj de la teorio de ordinaraj di-
ferencialaj ekvacioj, I, I, Funk. Ekv., 7 (1954), No. 3, 3-13, 8 (1955), No. 2, 3-14.
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1. Hypothéses sur les topologies droite et gauche. Considérons un systéme
d’équations différentielles
dyi/de=fz,y,, -, %) (G=1,2,---,n),
que nous éerirons briévement
Ly dy/de=f(z,v) .
Supposons d’abord que f goit continue dans son domaine d’existence .

Nous appelons voisinage droit d’un point (£,7)¢ D 'ensemble Vi*(&, 7) des
points (z, ¥) tels que®

(1.2) 0=<z-£<e, |y-7-@—OFfEDI<e@-0),

¢ étant un nombre positif quelconque. Par définition, tout voisinage droit
VE‘(é,;/)) d’un point (&, 5759;99 ne contient que le point (5,1;7) lui-méme. L’en-
semble des systémes de voisinages droits définit une topologie, que nous
appelons topologie droite relative & I’équation différentielle (1.1).

On définit de méme le voisinage gauche V{(E,TI}) et la topologie gauche.

Les voisinages droits jouissent de diverses propriétés que nous signalons
dans la suite.

I*. V(g 7f) est un ensemble fermé et borné et se réduit au point (&, ;*;)
en décroissant lorsque 0.

II'. La section de V,*(¢, 77) par 'hyperplan z=t dépend de ¢ d’une maniére
continue dans un intervalle fermé dont I'extrémité gauche est & et devient
vide & P'extérieur de cet intervalle, et en particulier la section par P’hyper-
plan x:==£ ne comprend que le point (£, 5).

Remarque 1. £ étant un ensemble dans un espace %" de dimension %, nous désignons
par Us(£) ensemble des points distants de & au plus de 8. Us(E) est donc fermé. Si
B cst bornd, il Test aussi.

Considérons un ensemble fermé et borné K, dépendant d’un paramétre t. Nous dirons
qu'il dépend de ¢ d’une maniére continue pour ¢=7, si, quelque petit que soit >0, on a
UsE)2F,, UsE)RE,
pourvu que t (appartenant au domaine de définition de E}) soit assez voisin de 7. Nous
dirons qu'il dépend de ¢ d’une maniére continue dans un intervalle de ¢, 5'il dépend d’une
muniére continue pour toutes les valeurs de lintervalle, en considérant, bien entendu,

I'intervalle comme le domaine de définition de K.
On peut vérifier sans peine que 'on a
Us(Up(E))z=Us+n(F) -
On peut en conclure immédiatent que la continuité de E, entraine celle de Us(E)).

Dans le cas d’un ensemble E fermé et borné dans un espace R**! de dimension n+41,
nous dirons que la section de E par Phyperplan x=1 dépend de { d’une maniére continue,
sl sa projection sur Vhyperplan 2=:0 dépend de ¢t d’une maniére continue. Nous désignerons
par Us(E) Vensemble des points (&, 7]) tels que

inf ([~ 7):(5, HeEY<4.

3) |yl est la longueur du vecteur ?f ou la distance du point E; 3o



Sur la thiovie des équations différenticlles ovdinuives 485
11 est fermé et borné en méme temps que K. La section de Us(F) par Vhyperplan &=t
dépend de + d'une maniére continue en méme temps que celle de FE.
111, Soit (£,7)=®D*. Si #>0 est assez petit, on peut faire correspondre
4 un nombre ¢ tel que £>¢'>0 un nombre positif 4, de maniére que I'on ait
Us(Ver G, Ve (8. 7)
pour

06560, 0SE—£<6,, (&, 7)eUsVe'E ).
Remarque 2. Nous appellerons ®* le domaine propre de la topologie droite; c'est
Vensemble des points tels qu'aucun de leurs voisinages droits ne se rdduise a4 un point.
On définit de méme le domaine propre de la topologie gauche. Dans le cas de P'équation
(1.1) avec second membre continu, on a D =D =D,
IV*. A chaque point (£,4) correspond une fonection F."(2:&,7) continue

dans un intervalle contenant £ 2 son intérieur et 'on a

(1.3) WIS Fo' @ €, )~ Fe (€56,
pour (:r:,j?})ég V;(f’,‘)}‘) pourvu que (&, 'r/) appartienne & un voisinage (euclidien)
assez petit de (&, z;)

Nous dirons que cette condition est remplie uniformément dans E si l'on
peut prendre Fg*(:c;é,“}) indépendamment de (£, f-) de maniére que Pon ait (1.3)
pour les points (£ r) et (x,y)e Ve (&, ,’) appartenant & K.

Nous désignerons par I, II", III", TV~ les propriétés analogues dont jouis-
sent les voisinages gauches.

V. Soit (E,');')e“@". Si ¢ est un nombre positif assez petit, on peut faire
correspondre a un nombre ¢ tel que &3¢ >0 un nombre posxtlf g, de maniere
que Vg»“(E’,Tq") ne contienne aucun point intérieur de Us(V.* (c,?})) st (&, ,') est
un point n’appartenant pas a lintérieur de U5(VE"(5,77})) et satisfaisant a

(1.4) 0SH<oy, 0<E—E<D, I7—7158,.

En permutant les rdles des voisinages droits et des voisinages gauches,
on obtient une propriété dont jouissent aussi les voisinages droits et gauches.
Cette propriété sera désignée par V.

Les propriétés I*, ---, IV* ne dépendent que de l'une des topologies
droite et gauche séparément tandis que les propriétés V et V' dépendent en
méme temps des topologies droite et gauche.

Remarque 3. Nous supposerons dans les hypothéses I11*, V, V' que le nombre ¢ puisse
prendre une valeur positive quelconque inférieure 4 un nombre positif g indépendant de
¢, 7;) lorsque (£, 5;7) parcourt un ensemble borné et fermé K.

2. Vérification des hypothéses dans le cas de I’équation avec second
membre continu. Les propriétés I* et I sont évidentes. La propriéte I
entraine immédiatement la proposition:

2.1 La topologie droite est plus fine que la topologie euclidienne”.

4) Pour &tre bref, nous n’énoncerons pas la proposition que V'on obtient en permutant
les rdles des voisinages droits et des voisinages gauches.
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Démontrons que les voisinages droits et gauches définis au n” 1 jouissent
des propriétés 111, IV, V

f étant continue, on peut déterminer un nombre positif d(<e—¢) de
maniére que Pon ait

| fe, y) - FE, Dl <e—¢

pour ()‘*’:;:~~E <3y, {(z,)EDN Ua(VH(S,'/,}). Soit (5’,7/) un point de D*
NULV &, 7 )) tel que 0:=&—£<Th,, ¢ étant un nombre positif au plus égal a
Js. On a alors

@D A& )~ FE, Pl <e—e .

@, %) apparienant a Us(V.'(&,7), il existe un point (&0, 70) de Ve'(£,7) tel que
E,8, lpo—7'1<25. On a done
17— E O F 6 PIS 68
Si (z,%) est un point quelconque de Ve '(%, 7), on a
0w e, gy -8 P2,

Considérons le point (a:(,,éjo) défini par

G-, Yo=TtU-7).
On obtient

Oero Em(@—E)+(E -8 e G,

W=7~ (@0~ E)f(E,v)l o
= |:¢/ 7 (@& FE )+ j0—7— (& —E)FE, DI+~ ENFE. )~ FE D)
=z EH 6(5¢,-5)+(8~6’)(w o)y =e(x—§)

de sorte que (mﬂ,go) se trouve dans V:*(&, ,) Puisque {gﬁ—?fi:i%——i”lgé, (a:,y)
appartient & Us(Ve 5‘,7,7)). On a done la proprié¢té II.

A propos remarquons que Pon a la proposition:

2.2 L'espace W' muni de la topologie droite est un espace de Hausdorf.

En effet, d’aprés la propriété 17, (E,:o’) appartient a V.'(§, 'E) et si p=<
min {&, &'}, Vp'(vE,iy‘) est contenu dans lintersection V. '(¢, ur;)ﬂ st*(f,%'). La
topologie droite étant plus fine que la topologie euclidienne, il est évident
que qua.nd (&, ,) et (& ;) sont différents 1’'un de Pautre, il existe des voisinages
Ve :,/;) et Vo' (&, ’) dont P’intersection est vide. Si, p étant un nombre
positif assez petlt moindre que 0, et &, (x, y) appartient a V' (,,/;) on a
0<x- £<<8,, (@, ) V' (E, ,) et les propriétés I* et III* montre que I'on a

V2, ) SV @, NEVHE 7).

Les hyptoheses sur I'espace de Hausdorff sont donc toutes remplies.
Remarque 1. Griace A la proposition 2.2, nous pouvons utiliser les diverses proposi-
tions sur les ensembles de points dans Pespace de Hausdorfl. L'ensemble fermé, I'ensemble
ouvert, le point isolé ete. par rapport 3 la topologie droite {gauche) seront appelés ensemble
fermé 3 droite (zauche), ensemble ouvert ¥ droite (gauche), point isolé & droite (gauche)
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ete. §'il n’y a pas de mots ‘& droite™ ou **& gauche,” I topologie constdérde est eclle
d’Euclid.

Démontrons la propriété IV+, M étant une constante plus grande que
| F(&,7)i, si & est assez petit, on a | flx, ¥)<< M pour

(2.2) jx—&fs

Si £<0 et si (6’,%’) appartient & 'ensemble (2.2), on a
- = (fE DI+ &)
pour (x,y)e Vs'(E’.:ﬁ;). On peut donec prendre
Fe(e; 6, ) (M o).

Démontrons enfin que 'on a V. Nous prenons ¢ assez petit de sor te que
I’on ait (2.1) pour (1.4). Soit (w, %) un point quelconque de Ve (&', ’) tel que
£ /:::Zi’. Il suffit de montrer, en desxgnant par (.L..,yo) un point queleonque de

Ve' (&, 7 ) tel que x,=, que la distance de ¥ a o est au moins égale 2 0.
Si I'on pose

iA

3, W76, (@ yped.

‘IN'

S8, =Tt 1),
on obtient
0<€—&=8"-¢,
- G-OfEn . L
S_;iy“"/“(x““f’)f(?y7/)|“i“|ya~7i“(ﬂ70~§)f(5,ﬁ)i’*“(fn*%)}f‘(f','G')**f(f,i;’)l
L ey~ x)+e(@e—E)+H (e — )6 —X0) = e(€0— ),

de sorte que (&, 43) appartient 4 VE"(E,'Z) (&, ’) n appartenant pas A l’intérieur

de UG(VE“(E,ZB), on a nécessairement l'f ._ﬂr;o. Or on a iy Yol = ' r‘,l On
a donc [?_.ﬂjﬁ}olg&

Remarque 2. Le nombre e dans les hypothéses 1114, V, V' peut prendre une valeur
positive quelconque. Par suite, on peut poser ez=oo dans la remurque Fdun 1.

o

3. Abstraction de D’équation différentielle. Appelons caractiristique @
droite une courbe ou une fonction continue ¢(z) telle qu'un voisinage droit
d’un point quelconque (£, ¢(8)) (différent de Vextrémité droite si celle-ci ap-

partient & la courbe) contienne le point (x, c,(as)) pourvu que x50 soit assez
petit. On définit de méme caractéristique & gauche. On a evxdemment la
proposition :

3.1 Dans le cas de Uéquation (1.1) avec second membre continu, la condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu'une fonction continue soit une solution
est qu'elle soit une caractéristique o droite et d gyauche.

Supposons données a priori les topologies droite et gauche satisfaisant
aux hypotheéses I, II*, III*, IV*, V et V. Les propositions qui déduisent de
ces hypothéses s’appliquent a 'équation (1.1) avec second membre continu.

3.2 Pour quw'une fonction continue q(x) soit une caractéristique 4 droite,
il faut et il suffit qu'elle ne contienne aucun point isolé & droite, sauf Uextre-
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mité droite si celle-ci appartient a la courbe y';:—tf(a:).

La nécessité de la condition étant évidente, démontrons seulement la
suffisance.

Soit (£, /,) un point queleonque de la courbe y‘?c;’(x) (différent de 'extrémité
droite). 1l est a démontrer que quelque petit que soit e, (:E,rl,«;(m)) appartient
a Vg*(‘&,‘f,f) lorsque - £>0 est assez petit. Pour cela, supposons le contraire.

Soit ¢ un nombre positif moindre que ¢ D’aprés notre supposition, si §
est assez petit, la courbe y 'é(m) contiendrait a droite de (&, .7) un point (a,ﬁ)
situe 4 Vextérieur de Uy Vs‘(f,'é)) et tel que 0<a~&<d, &, étant le nombre
qui se trouve dans Ihypothese 111", On peut supposer 6-2d,. Désignons par
& la borne inférieure des valeurs z telles que Pare de la courbe y~<;(m) joig-
nant (:x:,t;f(x)) a (u»,{s') gse trouve & Vextérieur de Ua(Vg"(E,rj)). Le point (¢, >7”),
oll ﬁ;" c;’(é’), ge trouverait alors sur la frontiére de Us(Ve‘“('E,‘q’)) tandis que le
point (x,‘;’(x)) n’appartiendrait pas & Uy(V: (£, ;;')) pour &< 2 <. D’apres III',
Ver’(é’.'l,;) est contenu dans Ug( Vg*(f,'}/i). Si o0 est assez petit de sorte que
Vo' (&, ’/,‘”) soit contenu dans Ve ' (¢, ;r/") et ne contienne aucun point dont ’abscisse
est plus grande que «, V,,"(E’,f}’) ne contiendrait aucun point de la courbe
y-:¢(x) sauf le point (&,7). (&,7') serait donc un point isol¢ a droite de la
courbe contrairement a "’hypothése.

3.3 Si tout point d'une caractéristique & gauche (sauf Uextrémité droile
si celle-ci lui appartient) appartient & D*, elle est une caractéristique & droite.

Soit (.‘,:,'/,:) un point quelconque (différent de Vextrémité droite) d’une carac-
téristique 4 gauche yc;(x) 11 suffit de montrer qu’il n’est pas un point isolé
a droite de la eourbe. Supposons le contraire.

11 existerait un voisinage droit Ve’(é,u‘q’) qui ne contient pas d’autres points
de la courbe que le point (E)p) Soit ¢/ un nombre positif moindre que ¢ et J,
le nombre qui se trouve dans 'hypothése V. Si #<d, est un nombre positif
assez petit, sur la courbe y'r:gé(:c) se trouverait & droite de (5,;) et & Vextérieur
de UV (S,v}) un point (w,ﬁ) tel que 0-7a—&<d,. Il existerait alors sur la
frontiére de Ua(Vg*(é,vf)) un point (5’,'};') (&8 <w) tel que tout point de I'are
de la courbe g/'f:;;(x) joignant (5,;) a (&, :},‘") se trouve a Dintérieur de
U(s(Vg‘(CEI,://:’)). Ve (&, 77;) contient Y’arc assez petit de la courbe y=¢(z) dont
Pextrémité droite est (E’,;,:’). Le point de cet arc appartiendrait donc &
I'intersection des intérieurs de Us(Vg*(E,E)) et de Vs'“‘(&’,;;") contrairement &
Phypothése.

APPLICATION. Soit flx) une fonction continue dans un intervalle ferme
[a,a’l. Si ¢(x) est continue dans [a,a’'] et satisfait aux inégalités

D¢() < fla) < D)

dans Uintervalle [a,a’l, elle est dérivable et sa dérivée coincide avec f(x).
Considérons, en effet, 'équation différentielle en y: dy/do=f(z). Sur
la courbe y.-¢(x) ne se trouve aucun point isolé & droite sauf I'extrémiteé
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droite. La proposition 3.2 montre qu’elle est une caractéristique a droite, et
puis les propositions 3.1, 3.2, 3.3 montrent enfin qu'elle est une solution de
I'équation dy/dx=f(x). Par conséquent, ¢(z) admet la dérivie ¢'(x) ipale a
f(x) dans lintervalle {a,a’].

4. Inéquation différentielle. Désignons par "P,s’(E,f) P'ensemble des points

(z,y) tels que

0Sk@-5<e, (@ WE VG n).
Soit p une valeur positive fixe et supposons que l'on puisse prendre, dans la
remarque 3 du n° 1, le nombre ¢, plus grand que p. Dans le cas de I'équation
(1.1) avec second membre continu, on peut prendre ¢ aussi grand que l'on
veut. Nous allons montrer que les systémes des voisinages V, (&, i) jouissent
aussi des propriétés 1=, .., IV* V, V.

En effet, il est facile de vérifier les propriétés 1° et II*. 1l n’est pas
difficile non plus de vérifier les autres propriétés.

Pour montrer, par exemple, que I'on a II1', Pinégalité p+¢'-Zp -+ entraine,
d’apres I1IY, inclusion

Us(Voss (G2 Viser' (8, 7)
pour
05056, 0S€-£6<d,, (€7)€ UV 6. 7),
pourvu que 6,>-0 soit assez petit. Ceci montre que le systeme des voisinages
droits V,:'(%,%) jouit de la propriété 1I1*.

On peut vérifier de méme les autres propriétés. On voit de plus que la
fonction qui correspond a Fox:¢&, f,) dans le cas des systémes des voisinages
Vee'(x;§,7) est

Fg),E(x;éy-,/:): "F;N}E(x;é)v) .

Les topologies définies par les systémes des voisinages V,,,ef(f,'//.) seront
désignées par T,°, ¥,*:--T* désignant les topologies droite et gauche initiales.

Une solution de Vinéquation différentielle

4.1 [D*y—flz, Pi=p

est, par définition, une fonetion continue },::(:v) qui satisfait a Pindégalité
i1~ N
lim/| (p@+h)—¢ (@) ~f(z, p@@) | = p

dans son domaine d’existence. On a alors évidemment la proposition.

4.1 Pour gu'une fonction continue soit une solution de inéquation (4.1),
il faut et il suffit qu’elle soit une caractéristique & droite et & gauche des
topologies T,*.

Il est clair que si p/>-p=0, une caractéristique a droite de la topologie
droite ¥, est une caractéristique 4 droite de la topologie droite I, '.
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Supposons maintenant que, p <¢tant un nombre non négatif, gf(a:) est une
caractéristique & droite de Ia topologie I, guel que soit le nombre g plus
grand que p.

Soit « un nombre positif quelconque. On peut prendre p'Z-p et ¢ <¢ de
maniére que Pon ait ¢+’ <p 6. On a alors

Voo (6 SV (6,7)

d’ou Vz,»,y"(E,‘f;f)S—: V.o (&0, Si (:,'/,b‘) est un point (différent de Pextrémité
droite) de la courbe gj g’(ac), le point (z,y) de la courbe appartient & V[/,g,"(;“,'g)
et & posteriot a V.. (, /,) lorsque « appartient & un intervalle assez petit
dont Vextrémité gauche est £, Par suite, ;c'(:c) est une caractéristique a droite
de la topologie droite T,°. On obtient done la proposition.

4.2 Une caractéristique @ droite de la topologie T.* pour o'>p est une
caractéristique & droite de la topologie T,7.

Remarque. On peut évidemment étendre Ia notion des topologies T,* au eas olt g est
une forclion de (Jf,‘!l‘).

5. Equation différentielle du type de Carathéodory. L’équation (1.1) sera
appelée ainsi si les conditions suivantes sont remplies:

1" f‘(.’zt,y') considérée eomme fonetion de y est continue dans son domaine
de définition D

2° 8i y(z) est une fonction continue et si f(”(?y(’l")) est définie presque
partout dans Uintervalle oit y(x) est définie, la fonction f(:c, y(2)) est mesurable.

D est alors Vensemble des points (&, ‘/f) tels qu’il existe au moins une
courbe issue & droite de (5,’/,)) et contenue presque partout dans D et que la
fonetion ﬂx,y') soit majorée dans un voisinage assez petit de (&, ;;’) par une
fonction sommable @(x; &, f,)

On ddéfinit de méme D .

Cette fois, il est plus commode de désigner par i};i la quantitd

e max {yl, e lgald

olt ¥y, -+, ¥, sont les coordonndes du point y

Remargue. Quant i la quantité ;g}g nous n'avons utilisé que les propri¢tds suivantes:

1 [u» >0 ou .’_1/{ ={) guivant que gf:::u ou =xo;

2 1Ayl Ayl
S VAR
Clest done un norme.

Une fonetion continue (x) est dite solution de Péquation du type de
¥ Y

Carathéodory, st P'on a

6.1 ¢l =g (a)-- f Tz, ¢la)dax

oS
Pintégrale étant celle de Lebesgue. On peut prendre « arbitrairement dans
le domaine de ddéfinition de ¢(a). Il est clair que la définition est indépendante
b

du choix de «.
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Intreduisons maintenant les topologies droite et gauche dans notre présent
cas.

Tout le voisinage droit d'un point n’appartenant pas a2 ©° ne contient
que le point lui-méme. Il suffit done de considérer seulement le point
(& 7D

Par hypothése, cn a

[, pisSda; 5,7)

(:,f,) #(£,7) étant un nombre positif. On pose

Ve (&, 0)= V. (G n)

pour fx-—-&pEris, v, ly—7

pour & ==, )
Noug dirons qu’une fonction (continue ou non) wy(x) est adwmissible si
F&, y(z)) est mesurable. Si 0<¢=7(&,7), on pose

[ File; &n=int [ wenda,

(5.2) - .
leg(a:;E,ﬁ):sup j File, yla)da

dans Vintervalle [ &, £ ?r!'], ol 'g;(m) désigne une fonction admissible quelconque
telle que l'on ait |y(x)— f}f\& presque partout dans Uintervalle [£,£4-0’]. Nous
supposons que le nombre ¢/(=¢) est pris aussi grand que possible. D’apres la
définition de D', 9’ est certainement positif.

Alors le voisinanage droit Ve*(&,;}) est defini par les inégalités 0<Sxp— &0/
et

(5.3) Fula; 6, <y,—7, < Fulx;8,7), (3=1,2 -, m).

On définit de méme le voisinage gauche V. (&, r) comme lensemble des
points (x,9) tels que Pon ait 0="&—2<0d" et (5.8), ou les valeurs des fonetions
Ejg(a;;;,'q), I'_ie(fd;q,fl) dans lmtervalle L;wu” &7 sont définies par (5.2) comme
ci-dessus. Nous désignerons par Ig{f,;] I fc;,‘/;], 1 (&7 ,] respectivement les
intervalles [£~6",&4+0"], [&, &40"], [F—r')‘” £,

Rem.xrquc. On peut prendre pour 2"(5,7) la borne supéricure des nombres p tels que

(x, 7/), soit m jorée par une fonction sommable duns Uintersection de D et de Pensemnble

je~£isp, by e 7§, 7)) est alors une fonction continue de (5,7/)

6. Vérification des hypothéses sur les topologies droite et gauche dans
le cas de Véquation différentielle du type de Carathéodory. Soit 9).* la famille
des fonctions admissibles 5(’5) telles que lon ait Iy'(a:) —y e r({_—“,'qi presque
partout dans Vintervalle [*'[£, /ﬂ Si deux fonctions ¥,(z) et ﬂg(m) appartien-
nent a ¥.*, on peut définir une fonetion admissible *y'(x) presque partout dans
I'intervalle I;‘[E,%] par les relations

File, y@)) = max { £y, ¥.(2), iz, yda))}
ly(@) — (@)} 19(®) ~ Yu(2)] = 0
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Elle appartient 2 la famille 9.". Par suite, si yiz), -, y‘;_,b(x) sont des fone-
tions de 9).°, il existe dans ¥):° une fonction admissible y(x) satisfaisant a la
condition

Filee, y(@)) = max { £, h(@), -+, Fi(®, Yale))} .
Cela posé, considérons un ensemble dénombrable {z;, %2, -++, 2., -+ -} dense
dans lintervalle Ig'ijf,g‘fé. Pour chague m, on peut extraire de )" une suite
{éjm,,,(:v)} telle que 'on ait

hm'f ‘iz y’,,fk(:c))d:z::-F',e(a;?,z;E,'Z).

k ron
Soit y.(x) la fonction de 9)* telle que I'on ait
fl(ﬁ;r y.m(x)) ~max {j’i('xf y‘lm(x))p Tt j‘i(m! 'Z}’mm(m))} .
On a alors

(6.1) lim /(c Yul@)de < Fo(m; &, 7)

LR g )
pour &£oxy, L
Or on a

S nm e | = [ 0w ig e

Par suite la famille %' des fonctions ’ filx, yx)da ou ¥(z) parcourt 9).* est
normale dans I;'[&,7]. La convergence (6.1) est donc uniforme dans linter-
valle I.'{&,%) et 'on a

B

(6.2) Fule's 8- Fulwi& ) 5 [ 08, pda

pour &<z xS §+6’.
On voit de méme que Fx;8, ,) est continue aussi dans lintervalle
I {¢, 'f“] et satisfait a Vinégalité (6.2) pour &--9"=Za<a’<Sé  Par suite
Fx: 8¢ ,) est continue dans l'intervalle Ia[é,“tf] et satisfait a Vincégalite (6.2)
pour £-90" Zx<a’ €44, On a évidemment F;E(E;f,f)“'o
Il en est de méme des fonctions F(x ;'5,7;'), Folx; 87 ,), .. E,,e(cc;’g“,;/,;).
D’aprés ce qui précéde, il est immédiat de vérifier que l'on a I* et II-.
Seient donnés un point (;“,:’)t ®* et des nombres & & tels que 0<e'<e
fr(f,ﬁf). Si 3,0 est assez petit, on a

e 0 S F o €,7) S Falw; £, ) S e~ ¢ =60
dans Uintervalle [£,&+8,]. Si P'on a 0:=5&-£54d,, 05054, et si 2.7 ap-
partient a Us(V’s‘(Ey??;i)s on a
6.2 R A It
et Vensemble: 0~ a - £<¢/, giju-}f’i;\;e’, est contenu dans I'ensemble: 0= --£=ze,
1./""] Sy
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Soit ¥):* la famille des fonctions admissibles 'gj{;xf) telles que lon ait
{y(':c)mm <& presque partout dans Pintervalle LF%E'.'/,"”?. 9" est une sous-
famille de 9).* en ce sens que si y(m) appartient 2 9. elle est une fonection
de 9).* restreinte & Vintervalle I..7[&

On a done

(6.4) Fiw; &,7) = Fild18.7) = Fielw; £.7)

gFjE’(m;f!vr],)iIFﬁ(rrar 1) -F 5(5 9&-:6)
dans 'intervalle Iy"TE’,;’“i. Les inégalités
FJ (5 1 Sy );)
FJE’(%rqv);) :~

Fu(8;5,0)+8,

7"3};‘]" ii F?E’(‘L * 3'7 6‘)

Q

entrainent donc

de sorte que Von a la propriété 111",
Pour vérifier IV*, il suffit de poser

. L >
Fe'( &, )= | Mz;& pde.

Considérons maintenant un point quelcongue (&, ;)7) tel que Von ait (6.3),
la signification des nombres e, ¢, 4, étant la méme que plus haut. On ob-
tiendra les inégalités suivantes analogues a (6.4):

(6.5) Filw; &,7)— Ful&;£,7) = Foelw; 8,7)
< Foelw; &, 7)< Falw 1 €,7) - Fal€'56,7)
x désignant une valeur quelconque dans Pintervalle [£,&']. Si
@ N Ve &), (@0 y)=@ v)e V'€, 7),
on a
Filn; &,0) Sy~ S Fal@; 8,7,
fjs’(xm f;;’,:) =Y~ P:E(’Cu ; €, ’7)
On a par suite
Fielwo; 6,0~ Foolw 38, 7) S0, 755 Flita; ,9)~ Fro(z 1€, %)
en posant 5;0::«{}0+(§’~§}). En remarquant (6.5), on en déduit
Js(CG i &, 7?)~ Do~ 4ji= S Fe&o; €, 77) '

olt &=¢', de sorte que (,o,vn) appartient a Vg’(g, ) Si (&, r '7) n’appartient
pas a Pintérieur de Us(V:'(§, 7), on a ;y Yol =17 1|26 et le point (z,7)
n’appartient pas a Pintérieur de Us(V:' (g,7,')). On a done la propriétée V.

Remarque. Dans notre présent cas, le nombre ep duns la remarque du n” 1 est
certainement positif, car on peut prendre pour ¢z la borne inféricure de la fonction (S, 7,:‘)
continue est positive dans K.
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7. Condition pour gu’une caractéristique soit une solution dans le cas de
I’équation du type de Carathéodory. Il est clair que si une solution appartient
a D', elle est une caraetéristique & droite. Considérons la réciprogue.

Soit 5,?'(:::) une caractéristique a droite appartenant & D presque partout.
Pour qu’elle soit une solution, il faut et il suffit de montrer que Yon a

(1.1 ()= b+ f flo, dmyde, (0=g(a)

dans un intervalle assez petit [a,a’], ¢ étant un nombre quelconque (différent
de 'extrémité droite) de Vintervalle ou s,(zr) est définie. Nous supposons donc
que Von ait o'—a = r(a, 6) et i«;'(:c) v«‘/,’§<-r(a, 5) pour a <z =<a'.

Soit 35" la famille des fonctions admissibles y(x) définies dans Pintervalle
fa,a’] et telles que Von ait ij(a:)—-»iﬂw)[tir? presque partout dans [a,a’]. Posons
ensuite

Giuta)-inf [ (, y@)dz,
(7.2) { ’

G js(x)=sup f j Filz, y)de

oli 7}(:::) parcourt 3s°. Si § est assez petit, 3s* est une sous-famille de la
famille ), des fonctions admissibles y(x) telles que Von ait |y(x)—-y|=r=7(a,b)
presque partout dans I,°[e,b]. On a donc

Fifx;a, b) LGs(@) <G i@ S Fix s a, b).

Si ¢3»0 est assez petit, 'ensemble: 0 =Sz —~a e, l"y')—>b,]§s, est contenu dans
P’ensemble: a=Sax <a/, |y —¢(@)|<d. Considérons la famille P.* des fonctions
admissibles y(x) telles que I'on ait |y(x)—b|=<¢ presque partout dans I.'[a,b].
Si £>0 est assez petit, elle est une sous-famille de 3s*. On a donc

G o) < Foow; 0, 0) < Fi(; a, b = G ()
dans Vintervalle I.'[a, b]. L,:(m) étant une caractéristique a4 droite, on a

(7.3) Gm(’l’) Leiw)—~ b, = GJs(af)
lorsque z—a est une valeur positive assez petite.

Supposons que on ait (7.8) pour z:=&, £ étant une valeur dans 'intervalle
[@,a’). Si ¢ est un nombre positif assez petit, 'ensemble: 0=Ss-£5e,
ly-—-¢(€)]<e est contenu dans Pensemble: aSa e/, |y—¢()iss. Par suite,
on a de méme

(7.4) G is(®) — G o8 S () — ¢4(8) £ G o(@) — G6(8)
dans Pintervalle 0:52—2=<r. En ajoutant membres & membres les inégalités
(7.4) et les inégalités (7.3), on Pon pose x=&, on voit que les inégalités sub-
sistent encore dans Pintervalle 0 <<z —£=<s. On a donc les inégalités (7.3) dans
tout lintervalle [a, a’].

En raisonnant comme au n° précédent, on peut montrer l'existence d’une
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fonction admissible :.5{1) définie dans Vintervalle [a, ¢l et telle que Von ait
les(x) — ¢ (@) =6 presque partout et de plus

G is(@)— J file, ¢sande =0

dans intervalle [a, a']. ;:5(:13) converge vers g.(:v) uniformeément dans l'inter-
valle [a,a’] lorsque 5-—0. D’aprés la continuité de ,f}{:}:.y‘) par rapport a y‘.
f,(:v,;*’s(cc)) converge vers f;(x,«;:(:v)) presque partout, !,j}(.r,«,:.g(‘t))g ¢tant
majorée par la fonction sommable P(x;a.b), on a

f " Fis e da f " il da)dw
uniformément dans Pintervalle {a,a’]. Par suite on a
Gus@) ~ [ Filo, f@)ds

uniformément dans l'intervalle |a, a’] lorsque ¢—0.

Il en est de méme des fonctions ¢:s(x), ¢ua(), - -+, ¢.sl®).

Les inégalités (7.3) montrent ensuite que I'on a (7.1)76:1113 Pintervalle [a, a’7.
On a done établi la proposition:

7.1 Une solution de lVéquation (1.1) du type de Carathéodory, si elle
appartient @ D* sauf Uextrémité droite, elle est une caractéristique a droite.
Réciproquement, une caractéristique & droite, si elle appartient ¢ D' presque
partout, elle est une solution.

II. Notions fondamentales.

Nous introduirons dans cette section quelques notions™ importantes pour
établir les théoréms fondamentaux de la théorie des équations différentielles.
Nous supposerons remplies les hypothéses I*, ---, IV*, V et V. Mais les
propositions qui dépendent seulement de la topologie droite et non de la
topologie gauche se déduisent des hypothéses It, IIY, HI', IV’ et il est inutile
de supposer les autres hypothéses remplies.

8. Régions majorantes. Une partiec K de D est dite région majorante
dans D pour la topologie ' ou wégion majorante a droivte dans D si toute
caractéristique & droite issue 4 droite d’un point de E ct contenue dans D
est nécessairement contenue dans E. Si T* est la topologie droite relative &
I’équation différentielle (1.1), la partie E de D est dite région majorante a
droite dans I pour P’équation différentielle (1.1). On définit de méme région
magjorante & gouche.

8.1 Si une partie fermée E de D est ouverte a droite dons D, elle est
une région majorante ¢ droite dans D.

" 5)' Quelques-unes de ces notions sont introduites dans mon article:  Sur les théorémes
fondamentaux de la théorie des équations différenticllcs ordinaires, I, II, III (en japonais),
ik, 5 (1931), 325-337, 6 (1932), 134-147, 285-295.
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Soit ,?f-“«‘;'(:z:) une caractéristique issue a droite d’un point (g, b} de FE et
contenue dans D. Il existe un voisinage droit Vai(a, by tel que D Ve'(a, b}
goit contenu dans F. (w,g’(a;)) appartient done 4 F lorsque la différence x—a
est positive et assez petite.

Supposons ensuite gue (:r:,{,:(a:)) appartienne a E pour a <z <«, « étant
une valeur intérieure & Pintervalle ol yv(x) est définie. E étant une partie
fermée de D, («, c;»(rv)) appartient & K. On peut alors conclure, comme ci-
dessus, que le point (fn,g’(x)) appartient 4 E lorsque la différence z -« est
positive et assez petite. Il en découle immédiatement la proposition.

Remarque 1. La propriété 111* montre que Vensemble K défini par

(8.1) 0w -n<dy,  (n )€ Us(VeHE 7))
est une partie ouverte a droite de P'ensemble D défini par 059 -£<d,, |y[<eo. 1l est
clair que & est fermé dans DD, I est done une région majorante 4 droite dans D.

Remarque 2. Supposons la condition suivante remplic.

VI. Siune courbe issue & gauche d’un point (&, 7/) est eontcnue dans D*, le point (€, 7?)
appartient 4 D-.

Alors on peut remplacer, duns la proposition 8.1, 'hypothése que F soit une partie
fermée de J) par celle que B soit une partie de D fermée a gauche dans .

En effet, soit gp(‘ri:’) une caractéristique a droite. Si (x, (,o(f«}')) appartient & F pour {a,a)
et 8i & appartient & Uintervalle ol (,f:(n:) est définie, la fonetion ;ﬁ'(n;) restreinte & [o, a] est,
d’aprés Panalogue de la proposition 3.3, une caractéristique 4 gauche. («, o(e)) appartient
alors & A par hypothése. On peut done raisonner ecomme ci-dessus.

Nous désignerons par VI’ la propriété que 'on obtient en permutant droite et gauche.

On peut démontrer aussi sans peine les propositions suivantes.

8.2 Si E est une région majorante & droite dans D' qui est une régions
majorante & droite dans D, E est une région majorante & droite dans D.

8.3 La réunion et DUintersection d'une famille finie ou infinie de régions
magjorantes @& droitec dans un ensemble D sont des régions majorantes o droite
dans D.

8.4 Si FE, est une région majorante & droite dans D,, Uinterseetion NE,
est une région majorante & droite dans Uintersection ND,, o t parcourtiun
ensemble fini ow infini. '

8.5 St une partie K de D est une région majorante & gauche dans D,
son complément relatif & D est une région majorante & droite sous 'hypothése
que Uon ait la condition VI.

La proposition 8.3 montre 'existence de la plus petite région majorante
d droite dans D contenant une partie K de D. Nous Pappellerons région
majorante minimum o droite dans D contenant E. C’est la région remplie
par toutes les caractiristiques & droite issues & droite d’un point de E et
contenues dans D. Nous définissons de méme région majorante minimum @
gauche.

9. Equivalence des topologies. Soient ©&* et & des topologies droite et
gauche satisfaisant aux conditions I*, .-+, IV, V et V. Si la caractéristique
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de &7 est celle de T et réciproguement, les deux topologies T et & sont
dites équivalentes.

Cela posé, E étant un ensemble dans I'espace MW", désignons par U, ., (E)
I'ensemble dont la section par I'hyperplan x::¢ est I'ensemble des points de
Phyperplan distants de E au plus de A(¢). On peut vérifier sans peine que
Pon a

LT)‘LD(L?W‘”(_E )) Lr&,;)g va}(E) .
Posons
H"’Ey:(fy 7;) = U,z~?(4r~“,>(Ve4 (<, ’;)) .
On voit immédiatement que le systéme des ensembles W.'(&, 7f) jouit des

propriétés I* et II*, ou 'on remplace V par W.
Considérons la propriété II1°. La relation

UsWe' (£,59) Usuee (Ve (6, 7))
montre que le point de Us (We' (S, 5/,')) dont P'abscisse est au plus ¢gal & &40,
appartient a Us (Ver(2, 7)) si (14¢)d,-4d,. Considérons un point (£,7/) tel que
Pon ait
0S¢0,  (E NS UdWe' @, 7)),
0 étant un nombre non négatif au plus ¢égal a . (&,7) appartenant &
Us.er(Ve"(, 7)), on a
Ve (&, )5 User (Ve (5,7)) .
On a par suite
We' (2, 1) = Uer o, (Vi (&, 7))
SUei s vl Ve' (€, 7))

S USAW E 7).

Par conséquent, le systéme des ensembles W, (&, 4) jouit de la propri¢té 1117,

La condition IV* est remplie par le systéme des ensembles W.'(¢, r;}, en
remplacant Fe(x;;:,?@') par F'g(x;é",;/')"i“HE.

On voit de méme que le systeme des ensembles W (£,7) jouit des pro-
priétés 1-, I1-, 111+, IV-,

Puis considérons la propriété V. Soit (&, '/,"7) un point n’appartenant pas
4 lintérieur de

UscWe' (2,9)) Useoo 5 (V' (£,7)

et tel que 058/ ~£<C4,, l4/—7]=2,, ol 4 est un nombre non négalif au plus
égal a 6,=0,/(1+¢). Il n’appartient pas & Pintérieur de Us, oo o (Ve'(&, 75)).
Par suite Vg»’(é".j/,”) ne contient aucun point intérieur de Ugse,;,f,g;('Vg’(f,};)).

#~ - p1

Cela posé, soit (a,3) un point de We (&, ‘/,‘") tel que &=a:2&. On peut
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trouver dans V. (&, 7,;) un point (o, ,’3;) tel que a’'-—w, [;3;—>}3}i§e’(§’uzr). Le
point (&', ;Q;) n’appartient pas 4 Vintérieur de Us. .o o (Ve (2, r,;) Donc le point
(o, f) nappartient pas a Pintérieur de lensemble Us.eow m_ercra(Ve' (&, 7).
Us.ecan(Ve(E, '43) est un sous-ensemble de celui-¢i dont la section par hyper-
plan 2« coincide avee celle de Ug(W. (£, 7).

Par conséquent le systéme des ensembles W. (£, /,) jouit de la propriété V.
On voit de méme que la condition V’ est aussi remplie.

Nous désignons par € les topologies définies par les systémes des voisin-
ages W, (&, ;7’). Leurs domaines propres étant identiques 2 ceux des topologies
X', les conditions VI et VI’ sont aussi remplies.

Il est ¢vident qu’une carvactiéristique de T* ou de 3 est une caractéristi-
que de &' ou de €. Donec pour établir, par exemple, Uéquivalence des deux
topologies T" et €', il suffit de monirer qu'une caractéristique de ©° est une
caractéristique de 3.

Pour cela, supposons qu’une fonetion continue ;,;(x) ne soit pas une carae-
téristique de IT7. 8’1l existe sur la courbe 'y"'t‘.’*(fl?) un point n’appartenant pas
a4 D', ce point est un point isolé de la courbe par rapport a la topologie &°
et (;'(x) n’est pas une caracteristique de la topologie &*. 11 suffit done de
considérer le cas ot tous les points de la courbe appartiennent & ©' (bien
entendu, lextrémité droite exclue). D’aprés la proposition 8.2, il existe sur
la courbe un point isolé (g, },) par apport & la topologie T*. 8i ¢ est un nombre
positif assez petit, V.'(¢, '9)) ne contient aucun point de la courbe sauf (&, :;)
Comme nous avons déjd remarqué, I'ensemble (8.1) est une partie ouverte a
droite de Uensemle D: 0=Sx—£<0,, lé/[x:co. Nous allons montrer que Ven-
semble E':

0w E<dy, (@& Usn o(Ve' (5, 7)

est une partie ouverte de D par rapport & la topologie & si 0-2n-21.

Pour cela, considérons un point quelconque (&, 7,;) de F et un voisinage
W, (&, 7{’). Si ¢ est assez petit, tous les points de W, (&, ‘{’) sont d’abscisses
moindres que £ -d,. Nous supposons de plus p<¢’, o. Le point (£, z}) appartient
A Usiw (Ve (E, 95)) et o{&'--&) est moindre que d.. On a par suite

Ve &, ) SUs (Ve (8, 7)) .
Wy €, Ui (Vo & N E Uperoen(Ver (2, 7))
% p(.L‘mE’)ﬁG(E"‘E)(V; (fv ﬁ))gUome,\(Vg f:’;)) .
C.Q.F.D.

D’apreés la proposition 8.1, ensemble E est une région majorante dans D
par rapport & la topologie &". 8i &< <&, le point («, ¢(«)) est & Pextérieur
de Ve'(3,%). Il est done & 'extérieur de Us .. »(V:"(£, 7)) pourvu que o soit assez

petit. Par conséquent, ;,:(3‘) n'est pas une caractéristique de la topologie ©°.
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Remarque. On pourra vérifier aussi de la méme mani¢re que Pon peut prendre
VVet(;jz "f) = Ux FlEsEs —l‘\“«%,?)(""ﬁi(fr 7})\’
si Flx,e) est une fonction satisfaisant aux eonditions suivantes
17 F(r,¢) est une fonction continue et croissante en & dans l'intervulle ¢~ o0, 00);
27 F{(z,¢) est une fonction croissante de ¢ dans Vintervalle {0, o0} ¢t converge uni-
formément vers 0 pour z— +0,

10. Chaines caractéristiques. Soit ¢(x) une fonction continue dans un
intervalle fermé [a, o’} et jouissant des propriétés suivantes:
1" On a
G elEe Vo (5, (&)
pour presque tous les k lorsque &, &%, &&1, ol [ est une partie fermdée

de [a,a’] contenant les extrémités a, a;
2° Si {w,a”> est un intervalle contigu a I, on a

@' — o, (v, 5:’((1'))4?_ Vo' (e, ‘f;(‘/"))
et

- I R R { S
@)= "t T gl

114 [¢4

pour a<x<a’.

Nous appellerons i‘;(x) p-chaine caractéristigue de la topologie T,” ou p-
chaine caractéristique a droite, I le domaine propre de la p-chaine caracté-
ristique 4 droite et ensembe {(m,{ﬁ(x));xe Il la partie propre de la chaine
caractéristique a droite.

On définit de méme p-chaine caractéristique & gauche.

Si T* sont les topologies relatives a 1’équation différentielle (1.1), une p-
chaine caractéristique de la topologie T, sera appelée p-chaine solution a
droite de l'inéquation (4.1) et celle de la topologie I, p-chaine solution &
gauche de Vinéquation (4.1).

10.1  Soit {cp’k(m)} une pi-chaine caractéristique & dvoite, ot {p,} est une
sutte convergeant vers 0 en décroissant. Si la suite {(,ﬂ'k(:::)} converye vers
gf(x) uniformément dans un intervalle (a,a’) fermé ou non, ‘;‘(:1:) est une
caractéristique @ droite pourvu que la courbe y(,(cr) sott contenue dans D',
sauf DUextrémité droite si celle-ci lui appartient.

Soit £ une valeur quelconque appartenant a Vintervalle (¢,a’). Si & ap-
partient au domaine propre I, de la chaine caractéristique (;;;(QJ), nous posons
£¢=¢&. Sinon, nous désignons par £, Pextrémité droite de Uintervalle contigu
4 I; et contenant &. &,—¢& étant inférieure 4 p, on a £, &, i,:'k(ék)w‘r'q'w;f(g”).
Soient ¢, ¢ des nombres quelconques tels que 0-Z¢'<& et 4, le nombre qui se
trouve dans la condition V. Un nombre positif 5«4, étant donné, on a
(&,:,;k(g”k))e Us(V:*(&, 7)) pour presque tous les k. L’ensemble 7.’ des valeurs z
telles que
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eI NEE18.0, (o, ¢)e UdVe (5, 9)

est fermé. Nous allons montrer que si k est assez grand, I coincide avec
L& &40l

; ¢tant supposé assez grand, £, appartient a I/. Si I/ ne coincidait pas
avee I.011& £4840, il existerait un intervalle {u, o> contigu & 1. et contenant
des points de 7., Deux cas sont 4 distinguer suivant que {a,a” contient
une suite de valeurs de I, eonvergeant vers « ou non.

PREMIER CAS. Soit {,} une suite telle que a.c I, e lo. Posons 3 -¢la),
i y;g(m). (v, {13 appartenant & Us(V: (&, ‘/")) on a

Ve (u,ﬁ)(: Us(V:' (2, ,))

Grice & la propriété 1° de la chaine caractéristique, on a (a,,ﬁ)::V e, ,1)

pour presque tous les r. [k étant supposé assez grand, on a p-l¢ et puis
V., (e, B S Us(Ve' (5,7) .

v, appartiendrait done a I,/ pour presque tous les r contrairement & notre

hypothése.

DEUXIEME CAS. Soit {w, "> Vintervalle contigu & I’ dont 'extrémité
gauche est «. Gréce & la propriété 2° de la chaine caractéristiques a droite,
on aurait, en raisonnant comme ci-dessus, «”& ], contrairement a notre
hypothese

Si & est une valeur quelconque dans Vintervalle [ £, £-+4,], on peut trouver une
suite {&/} telle que Von ait &/—¢&, &/ N[ £1-6,] et d’apres ce qui précede,

;L ,‘,/(Ez')) appartient & Us(V: (&, )) pour presque tous les k. La convergence
c;, —¢ étant uniforme, on a (:A(q; )»ﬂf(,’) Le pomt (& ,L(:’)) appartient done &
Us(Ve! (c,o)). 5 ¢étant arbitrairement petit, (&’ ,5:(;’)) appartient a V' (q,’/)). &
¢tant une valeur quelcongue dans Vintevvalle [&,&+4.], la proposition est
(tablic.

10.2  Suppesons la condition V remplic uniformément dans E. La fomille
& des p-chaines caractivistiques a droite définies dans [a,a’] et telles que
leurs parties propres appartiennent & F est équi-continue dans {a,a’].

Par hypothése, il existe une fonetion continue F(x) telle que Von ait

b 1S Fi() - Fi(&)
lorsque (2, )& V' (&, 5, G 7B, (@, ek

Soit g;'(:c) une p-chaine caractiristique a droite appartenant a §. Considérons
une valeur & appartenant au domaine propre [ de g;(;ki). En raisonnant comme
dans la démonstration de la vroposition 10.1, on aura

6) On pourrait comsidérer un eas exceptionnel ou I est Vensemble de toutes les
valeurs de T N[E, &+8,] ne surpassant pas . Duns ce cag, nous prenons pour o extrémité
droite de I n[g, &-+8,]. o appartiendrait & I et (o, o’} contiendrait des valeurs de I
nappartenant pas & L', Bt le raisonnement ci-dessus s’applique encore dans ce cas, en
remplagant (e, a”) par {a, ']
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(10.1) (@) - O Fa) - Fig
pour z=IN[& a’l. ¢ é¢tant un nombre positif quelcongue. on a
(10.2) Py = Fyg) s

- ~

pour @ <x<f<a’, £-u-0, pourva que 3 soit assez petit.

S’il existe un intervalle <, o’y contigu & J et tel que o< F 2=, on
peut poser &=, =« dans (10.1) et si o' -« =4, (10.2) est aussi applicable
pour L=, 2= é,:(:z:) étant lincaive dans Pintervalle [, o1, on a

iy
v

@) = A=) = ()] Fifed) ~ Ffa) e .

Si @’-—-a>05, nous prenons Ventier k tel que k0 <o’ «-2(k+1)5. On a alors

Z_jlej"» 2¢ .

o

{pla) =gt} = 77 {F (o) Fy) -

v
o' — S

. . e
- z—~&

g () = ¢(&)] =
Dans Pautre cas, nous désignons par « extrimité droite de Vintervalle
contigu 4 [ et contenant £ et par ' Vextrémité gauche de Iintervalle contigu
a4 I et contenant z. On a alors
0o’ ~a<x-—-£20.

On a par suite

(@) (O le@) — ()] + g (o)~ G|+ 1¢(@) — p(E)] <264 26 B
On obtient ainsi dans tous les cas
()~ ()] < Be .

11. Régions admettantes. Un ensemble K est appelé région admettante
a droite s’il existe une courbe caractéristique & droite issue & droite d’un
point arbitrairement donné dans £ et contenu dans E. On définit de méme
région admettante a gauche.

11.1 La réunion des régions admettantes a droite en nombre fini ou in-
fint est aussi une région admettante 4 droite.

C’est une conséquence immeédiate de la définition.

11.2  Pour qu’une partie fermée E d'un ensemble ouvert & droite D goit
une région admettante @ droite, il faut et il suffit qu’elle ne posséde ancun
point 1solé & droite® .

La nécessité de la condition étant évidente, démontrons seulement la
suffisance.

Soit (a,b) un point de E. D étant ouvert & droite, il existe un voisinage
droit V:'(a,b) contenu dans D). Soit ¢’ un nombre tel que 0-7¢’Z¢. Si dy est

7) Cette proposition appliquée a Veéquation différenticlle avee second membre continu
est une conséquence obtenue par M. M. Nugumo dans son mémoire:  Uber die Lage der
Integralkurven gewthnlicher Differentislgleichungen, Proc. Phys.-math. See. Japan, 24
(1942), 551-559. Antérieurcment, jal donné uussi, sous une forme un peu diffdrente, une
condition nécessaire et suflisante pour qu'une partie ferméc d’un ensemble ouvert 4 droite
soit une région admettante a droite dans mon article déja cité¢ {Voir Note 5).
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un nombre positif assez petit, on a Vsl"(x,g}agVe*(a, b) pour tout point (z,y)
tel que

(11.1) 0<z—a<s, (x,0eV:(ab).
On a de plus

(11.2) -7 < Fox;a, 0~ F' (£ a,b)
pour

a‘:‘é'/\w(:)a :f';;l'l ’ (Sy //))E VE(G” b). ’ (xr ‘y’)i:: VF"L(Ev 65 .

Cela posé, soit p un nombre positif quelconque moindre que ¢'. (a, b
n’étant pas de point isolé & droite de E, V,'(e,b) contient un poin@ (a;, b;) de
E différent de (a,ﬁb"). Si a;<a+s6, on a (11.1) pour z=a,, y=b, Alors
Vet (;, b;) est contenu dans Ve*(a,b). On peut trouver un point (a., b.) tel que

@, <@, min {a,--p,a+8}, (@, b)e BNV, (a;, b).
Si a,<<a+6s, on a (11.1) pour x::a., g}<b Alors Veo'(a,, b;) est contenu dans
Ve'(a,b). On peut trouver un point (as, b;) tel que

@<, <min{as+p,a+d}, (@, b)EENV, (0 by,

et ainsi de suite. Supposons que l'on ait extrait une suite infinie des points
{(a:, b))} telle que
ak\’:ak.;r! S min {ak+p} a+60} ’ (a'k+l| b;«. |«I)EEH VpF(aks I—;L) .
Alors tous les points (ag, b}k) appartiennent a Vg‘(a,”b'). On peut done poser
E":aky x//:""““b’ky T=qrs1, ?—/’:_gkel
dans (11.2) et 'on a
[bicss—bil < Fet (s 0, )~ Fe'(ac; 0, b) .
On en conclut que le point (a,, b;.) converge vers un point (a., b:u) lorsque k-— oo,
Le point (a.,b,) appartient & Vi'(a,b) car celui-ci est fermé. D contenant
Ve'(a,b) et E ¢tant fermé dans D, (., b.) appartient & K.
Si a,—a<d, on peut trouver un point (¢w.:; bw.) tel que
Qoo =min {aa--p, @405}, (Gwsts b.. NeknvV, (e, B;,) .
On peut continuer ainsi transfiniment jusqu’a ce que l'on obtient un point
(ay, b,) dont V'abscisse a,. est égale & a+-d,, r étant un nombre ordinal de la
classe T ou 1I. La suite finie ou transfinie de points {(as, b.)} (k=7) jouit des
propri¢tes suivantes:
1° On a ay<a-+d, pour k<1 et a,=a+d,;
2° Si k est un nombre ordinal de la premiére espéce (=7), on a
(@, b)E Vy (@s-r, bia) ;

3° 8i k est un nombre ordinal de la deuxiéme espéce (X7), on a a,—a,,
by, —» by pour h—k.
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La fonction, qui prend la valeur b. pour x—a; (k==7) et est lindaire dans
chaque intervalle [a,, ac..} (k<)). est une p-chaine caracteristique a droite et
sa partie propre est contenue dans V. (a, b).

Cela posé, soit {p.} une suite de nombres positifs convergeant vers (.
D’aprés ce que nous avons vu tout a I'heure, on peut construire une p;-chaine
caractéristique a droite dans Uintervalle [a,a +d,]: g}.(at) dont la partie propre
est contenue dans V:"(a, b) La proposition 10.2 montre que la suite {;’4.(;1?)} est
égui-continue. On peut donc supposer, sans perdre la géndéralité, qu’elle est
uniformément convergente dans {a,a-+0d,]. Soit éj(m) la limite de cette suite.
V;"(a,-b’) étant un ensemble fermé, la courbe y'::n,:(a:) est contenue dans V¢'(e, b).
E étant fermé dans D, elle est contenue dans E. La proposition 10.1 montre
que ;:(a:) est une caractéristique a droite.

12. Prolongement de la caractéristique. Démontrons la proposition:

12.1 Soit :;'(x) une caractéristique @ droite définie dans Uintervalle ouvert
{a,a’>. Si Uon peut choisir une suite décroissante {a,} convergeant vers a de
maniére que la suite {(ak,?(a;‘.))} converge vers un point (a,b} de DY, ‘,7'(3:)
converge wvers b lorsque x—a+0. Si 'on peut choisir une suite croissante
{a.'} convergeant vers a’ de maniére que la suite {(a,’, u;'(ak’))} converge vers
un point (a’, V) de D, :,;('x) converge vers b lorsque -~ a’ 0.

D’aprés la remarque 1 de la proposition 8.1, I’ensemble

As={@, y)e Us(Ve' (@, 0); 0=z~ a-<d}
est une région majorante a droite si 0<d§=d,. Le point (a,‘.,;;’(ak)) appartient
a As lorsque k est assez grand. On a alors (w,i;(a;))eAg pour a; S e-<a--0,.
La suite {a.} tendant vers a, (x,;:(m)) appartient 4 A; pour a<x<a-+d,. 0
étant arbitrairement petit, (x,;:(:c)) appartient a Ve"(a,kb)). On en conclut que
<p(x)m+5 pour z-—a+0.

Posons b;':gf(a,k’). (o:,éix)) appartient & Vi'(a,/, b.') lorsque x-a,’ est posi-
tive et assez petite. D’aprés 'hypothése IVY, on a

(12.1) (@) - gla)| < Fe' (s &/, b))~ Fe' (ai'; o, )
pour (m,}(a:))e Ve'(ai', b)), k Gtant supposé assez grand. Si lon a (12.1) dans
Pintervalle a,/ <2 <€, on a (12.1) aussi pour «=£. Posons -g': : 9§(5). Linégalite

(12.1) montre alors que le point (E,:/),) est assez voisin de (¢/,"). On a done
le@) - @IS Fe'(w; 0, 00— Fe' (€, b)

dans un intervalle assez petit [£,&). Cette inégalité et (12.1), ot l'on pose
z =€, entrainent que ’on a (12.1) dans lintervalle [a,/, €. Par suite, l'inéga-
lité (12.1) subsiste dans lintervalle [a./,a”. {¢(a')} convergeant vers ¥,
I’inégalité (12.1) montre la convergence ¢{(z)—b pour z—a' 0.

Remarque. On peut démontrer de Ja méme maniére la premiére partie de la proposi-
tion. La démonstration de la premiére partic exposée ci-dessus n’utilisc pas I'hypothése
1V*. On peut démontrer aussi lau deuxiéme partie sans utiliser Phypothese 1V*, si la
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courbe :; 95(;«:) ainst que le point (v, !)") appartiennent & D, car alors &(a’) est une earac-
téristique a gauche.

Soient ‘;:,(a:), 95.“,(0;) deux caractéristiques a droite définie respectivement
dans (¢,¢'] et [/, a”). Si c-"(a’) - ﬂ(w"), la fonetion ¥(x) qui coincide avec ;l(*c)
dans (a,a’] et avee ‘;ﬁ (z) dans [a’,a”), est évidement une caractéristique a
droite dans Pintervalle (a,4”). On dit alors que P'une d’elles est le prolonge-
ment de autre.

Considérons une région admettante a droite L. Si (a,?}) est un point de
I, il existe une caractéristique a droite ;:,,(az) issue 4 droite de (fz,i?) et conte-
nue dans FE. Soit [e,a;) son domaine d’existence. Si by lim k-;,(a:) existe

oy -0

et si (a,,b) dp])&rtlcnt a E, il existe une caractéristique 2 drmte 9;(95) issue
A droite de (a,,bi) et contenue dans F. Soit {a,, ¢;) son domaine d’existence.
<;!;(:z) est un prolongement de la caractéristique a droite c:i(o:) et on obtient
une caractéristique a droite <,(c) définie dans {¢,a,) en posant :,(’c) ﬁ(3:) ou
‘,l(n) suivant que on a ¢ <o<a, ou ;= z<a,. De méme, si b = lim a,l(?:) et

o )ar Y

i (e, b.) appartient A K, on peut prolonger HN) au dela de a, et on obtient
une earactéristique (,»(a,) définie dans un intervalle [ a, a.> plus ¢tendu que [ a, a.).
Supposons d’une maniere générale que 'on ait pour ehagque nombre ordinal
de la classe I ou 1l A+y une caractéristique a droite <,>(x) issue & droite d’un
point (a,, b;) de I, d(ﬁme dans lmtervalle [as, aho et contenue dans E et
que VYon ait by - lim ¢ (2) ou ay- hm dy b [ hmb suivant que 4 (<) est un

iy
RR LY

nombre ordinal de la premiére ou de la deumeme espéce. Si nous posons
9(.@):~«,;‘(a,) pour a,=2x<dax.,, on obtient une ecaractéristique 4 droite définie
dans Vintervalle [a, a.> et contenue dans F.

Pour établir le fait par l'induection transfinie, nous supposons que c;:(:z:)

N

soit une caractéristique a droite dans [a,a,.,) pour p-4. 8i 1 est un nombre
ordinal de la premidre espéee, ¢(x) est une caractéristique A droite dans [a, ;)
et puisque l'on a

lim ‘,(:) 1m u(t) < Hm s (@)- lim ¢(x),

RIS £ T >ty ed
;’;(;U) est une czu':wtéristique dansg [a,ax.,>. 8i 2 est un nombre ordinal de la
deuxiéme espéee, 5:.(1:) est une caractéristique a droite dans [a a;), et la
deuxidtme })dl‘tlﬂ de la proposition 12.1 montre que 'on a g:"(.‘l:)~+br y(a;) pour
x-ran -0, ‘f(u‘) est done une caractéristique a droite dans {«, a;,;>.

On a ainsi démontré que 5(1) est une caractéristique A droite dans {a, a;).
Les intervalles <ax, aa.) et <a., a.,;> étant disjoints pour 2+ s, le nombre
cardinal de ¥ est au plus dénombrable. On peut donc définir le procédé trans-
fini de prolongement d’une caractérique A droite et on obtiendra finalement
une caractéristique a droite que Pon ne peut plus la prolonger vers droite.

12.2 St I est une partic fermée de D admettante a droite, toute carac-
teristique & droite est prolongeable vers droite jusqu'aé la frontiére de D.
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Plus précisément, si une caracicristique o dmm :(v') contenue dans K n'est
pas prolongeable av deld de ¢, la suite {{a. .u\(t DY ne converge vers aucun
point de D de quelle maniive quon choisisse la suite evorssante {0} conver-
geant vers a'.

Si la suite {(a;;,;"((z;;)}} convergeait vers un point (a’, b”) de D, (a, l;') ap-
partiendrait 4 E. D’apreés la proposition 12.1, ;:(w) convergerait vers v lorsque
z—a’—0. E étant une région admettante 4 droite, \.(L) serait prolongeable
au dela de a’ contrairement & notre hypothése.

13. Théoréme d’existence pour I"équation différentielie avee second membre
continu. Considérons en particulier

(13.1) dy/dx=f(z,¥),
dont le second membre est une fonction continue dans ensemble #;

(13.2) a<a<a, fq(:):) =Sy <wx),
w(z), w(x) étant des fonctions continues dans Pintervalle [a,a’>. Nous cher-
chons la condition nécessaire et suffisante pour que E soit une région admet-
tante a droite.

Considérons par exemple un point (£,7) tel que 7=-w(£). Le voisinage
droit V:*(¢,%) est I'ensemble défini par

0=x-f=e, ly—7— @& f& pl=el®-§).

~

Si la valeur de D*w(x) en £ est plus petite que f(&,7), V'(&,4) et E nont
que le point (£,7) en commun lorsque ¢ est assez petit et (£,7) est un point
isolé a droite de E. On verra de méme que si la valeur de D'w(x) en & est
plus grande que f(x, w(z)), (£, w($)) est un point isolé & droite de E. Donc,
pour que E soit une région admettante a droite, il faut que l'on ait
(13.3) D@ =fl@, o@), D'o@)::f@o@).
Considérons encore le point (&,7%) sur la courbe y=m(x). Si P'on a
D*a(@) = & p) 5 D ()
pour z-=£, il existe sur la courbe y=wm(x) un point de V.'(&,7%) quelque petit
que soit ¢, Par suite le point (&) n’est pas isolé 4 droite.
Si la valeur de D'a(z) est plus grande que f(é,'/;), on 4
lw) Z -+ @~ E)(fE D+
dans un intervalle assez petit [5,5{»&}. Si m(&)f’\'};)(é)”'/,‘, on a
(@~ E)SE, ) — &) = w(w)
dans Pintervalle assez petit [&,£3-¢] et le point (z,¥) appartient & £ pour
0<zx-€<le, y-p+@E-FE7.

Done le point (£,7) n’est pas isolé & droite.
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Si w(é)=m(£) -7, il existe sur la courbe y=w(x) un point (&, tel que
028" -&-¢, A (e S (R AR I
Alors le point (8,77, ol ¢+ (& =8} Sf(£, 5 +e), appartient 4 E. Donc le
point (£,7) n’est pas isolé a droite.

On a ainsi établi la proposition :

13.1 Si w(x) et @(x) sont des fonctions continues satisfaisant @ Uinégalité
wle) = o(x) dans Uintervalle [a, o’y et si le second membre de Uéquation (13.1)
est unme fonetion continue dans Uensemble E défini par (13.2), la condition
nécessaire ot suffisante pour que E soit une région admettante o droite est
que on ait (13.3).

FE est une partie fermée de Pensemble ouvert a droite D: a=xz<d/,

ooy oo, D’aprés la proposition 12.2, toute courbe solution issue a droite
d’un point de E et contenue dans K est prolongeable jusqu’a la frontiére de
D. Or le point frontiere de D que lon peut atteindre en traversant E est
celui de Phyperplan z--a’. Par suite, toute courbe solution issue & droite
d’un point de i et contenue dans E est prolongeable jusqu’a ’hyperplan z=a'.

Supposons en outre la continuité de f(z,y) dans 'ensemble fermé

(13.4) esesa,  w@)=Yy=ol),

w(x) et w(x) ¢tant des fonetions continues dans Pintervalle ferme [a,a’]. Si
¥+ ¢(z) est une solution telle que l'on ait

(13.5) o(x) = ¢(x) = o)
dans Vintervalle |a,a’y, il existe une suite croissante {a.} telle que la suite
de points {(as, ¢(@,))} converge vers un point (a’,b) de I'hyperplan x=a’. La
proposition 12.1 montre que ¢(x) converge vers b’ pour z—a’-0.

On retrouve zinsi le théoréme d’existence di a M.O. Perron sous la
forme un peu plus générale:

Soient w(x) et ) des fonctions continues telles que Uon ait ()= o(x)
dans [a,a’] et fie,y) une fonction continue dans Uensemble E défini par
(13.4). Supposons de plus que Uon ait (13.3). Si (£,7) est un point de K, il
existe une solution ¢(x) de (13.1) prenant la valeur 7 pour x=§ et telle que
Uon ait (13.5) dans Uintervalle 1§, a'].

Dans le cas du systéme d’équations différentielles, on a la proposition:

13.2 Soient S(‘g}’) une fonetion convexe et positivement linéaire® et w(®)
wne fonction continue dans Uintervalle [a,a’y. Si f(x,y) est continue dans
Uensemble K :

(13.6) e<z<a, S <@

8) Cest une fonction continue satisfaisant aux conditions 17 S(z}#—%}g S(i/i+S(§); 2°
N(Ay) - AS() pour 0Cd<eo. On a alors I)IS(;(.)')) s S‘(I)*‘;y(;r)) pour toute fonction <;~(f) ad-
mettunt des dérivees 2 droite ot & gnuche.  Pour cela, voir mon article: Sur la fonction S(x)
de M. E. Kamke, Japanese Journ. Math., 17 (1941), 289-298,
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et si l'on a
S(f(, ¥)) £ D" @)
pour
(13.7) ase<al,  SE=w@),
E est une région admettante & droite,
Considérons un point (2, q) ou l'on a (13.7). Si Pon pose
@) =7+ (=8 (5, 7)
on obtient
(13.8) D*S(¢(@)) = S(FE 7)) = D' wl)
pour =%, Si l'on a D*‘S(¢Zx))<D*’(«;(x) pour x=:&, il existe, quelque petit que
soit €>0, une valeur telle que
0<g~E<e,  SEEN<wE),
et le point (&, ¢k$’)) appartient a V:(, q) Done le point (&, 557) n’est pas isolé
a droite. Supposons done que l'on ait les égalités dans (13.8) pour x:=§£.
Posons
Gy = (1 +al(z— &)e() .
Si « est assez petit, le point (x,‘,’;(a:)) appartient a V' (&, 79) pour 0=x—§&=<e.
Or on a
D' S@(@) =1+ a(x —£) D" S(¢()) +aS(gp(x)) .
Si S(;‘;) +0, on peut choisir la valeur « de maniére que Von ait D* S('(x)) < D*w(x)
pour z2==¢, Done le point (& 4) n’est pas isolé 4 droite.
Posons
P@) =7+ o~ ) €, P=¢(t +a(x-6) .
Si o est assez voisin de 1, le point (z,¢"(x)) appartient a V.'(£,7) pour 0w
~&=e Orona
D'S@)=aD'S(g(t)  (t-E+alz—8).
Cette valeur est égale & aS(ﬂE, q)) pour z-—-£&. Si S(f(&, t])) est différente de
0, on peut choisir la va]feur o de maniére que 'on ait D*w(cc)“/'aS(f(é, 5;;)) pour
z=£, Done le point (§,7) n’est pas isolé A droite.
Il nous reste & examiner le cas ot l'on a
St=0,  S(fE M=0.
On a alors
S(g(@)) < 8(p)+ (@~ OS(f(E, 7)) =0.
Dans le cas ol S(y) ne prend pas de valeurs négatives, on suppose w(x)->0.

9) Dans le cas ou S{y) ne prend pas de valeurs négatives, on suppose w{®) 2= 0.
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Par suite, le point (:‘::,‘;’(:::)) appartient 4 E. Dans lautre cas, on prend un
point 1 tel que S(i’)-i() et on pose
(@) ()ale - ET
« ¢tant un nombre positif assez petit. Le point (:c,l};(ai)) appartient a Vg*(f,:r,')
pour 07z —£<¢. Or Pinégalité
S()) = S(g () + al@—£)ST)
entraine
D S((a)) = D S(e) +aSF) < D' S(¢ ) .
Donc le point (g, /,) n’est pas isol¢ 4 droite.

Ainsi dans tous les cas V;“(E,'f;) contient des points de E différents de
&, /,) La proposition est donc établie.

Remarque. Si b( ¥} ne prend pus de valeurs négatives, toute courbe solution contenue
dans K est prolongeable jusqu'd Uhyperplan x=o’. Mais dans le cas on S@) prend des
valeurs négatives, il peut arriver qu’une courbe solution 4_{/';:;(:.;) n’est pas prolongeable au
dela de &(<«’). Dans ce cas g,:(:n) s’6éloigne indéfiniment lorsque & —§& —0.

AvrLICATION, Considérons une fonction w{x) continue dans {a,a’] et satis-
faisant a Vinégalité D'w(x)::0 dans {a,a’y. Si M est une constante positive
assez grande, on a — M Zw(x). Si lon pose

o@=-M, o@=wzx), fzy-0,

on a (13.8). L’équation différentielle dy/dx=0 admet donc quelle que soit la
valeur & entre ¢ et a’, une solution continue dans [§,a’] satisfaisant aux
conditions (&) -:w(&) et aux inégalités —~MLy@)Zw®) dans [£¢'). Or il
n’existe qu'une solution satisfaisant & la condition initiale y(&)==(£). On ob-
tient ainsi w(x)= w(&) dans [£,a’]. Par suite

Si w(x) est une fonction continue dans Uintervalle [a,a’] et satisfaisant
a Vinégalitc Dio(x) 0 dans [a,a’y, elle est une fonction croissante dans
fa, ], et Uon a D'o(@):=0 dans [a,a> et D wlx) = D a(x) 2 0 dans (o, a’].

14. Théoréeme d’existence pour 'é¢quation différentielle du type de Cara-
théodory. On peut ¢tendre la proposition 13.1 & I'équation du type de Cara-
théodory comme il suit.

141 Soient w(@) et w(x) des fonctions continues satisfaisant a Uinégalité
w(@) = w(x) dans Uintervalle {a,a’>. Nous désignons par E ensemble défini
par (13.2). Si f(x,y) est définie dans E, continue par rapport & y, mesurable
par rapport & x et majorée par une fonction sommable dx), la condition
nécessaire et suffisante pour que K soit une région admettante & droite est
que Uon ait

LD {}n(;l’f) J‘f(a', Zi(aﬂ))d‘v} =0,

14.1 |
b | p° {@x} - J j'(a:,gg(s;))dx}*f().
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Ces inégalités entraienent

}' w(2) =T w(&)+ ]: Sz, wla)da |
(14.2) v
1@(93)?'5(2(5)‘“ J fla, w{x)dz

ford ’

pour a &<x<a’. Si w(§)>w($), on a

(@) = w(E)+ f © fle, (@) o)
dans un intervalle assez petit [£,£’]. Donc le point (£, w(£)) de E n’est pas
isolé a droite. 8i w(&)=w(£)=:7, tout point du segment joignant les points
(v 0@+ [ faw@ds),  (v0@+ [ e o@)d)

appartient a V:'(£,7) lorsque x—§& est positive et assez petite. Les indégalités
(14.2) montrent que E contient un point de ce segment. Donc le point (§,7)
de E n’est pas isolé a droite.

Par conséquent, £ est une région admettante & droite.

Démontrons maintenant la nécessité de la condition. Pour cela, nous sup-
posons par exemple que l'on n’ait pas la premitre des inégalités (14.1). Alors
la premiére des inégalités (14.2) ne subsiste pas. Il existe donc des valeurs
a, « telles que 'on ait

ey <aa)+ [ S, a@)da
et e Sw<a'<<a’. Posons
Fo(z)::inffy S, y(x))dx
Fo /¢
ol §s est la famille des fonetions admissibles y(z) telles que l'on ait
o@)=Y@) S o®), o@)-yE) s,
Fs(x) converge vers jjf(x,aj(m))dx lorsque a->0. On a alors
() <w(a)+ Fola’)~ Fola)
si o est assez petit. Il existe donc une valeur & telle que Pon ait
w(x) < w(a)+ Fg(x)~ Fola)
dans lintervalle {&, «'] tandis que 'on a l'égalité
(&) =w(a)+ Fs(8)~ Folar) .
On a alors
a(x) ~a(§)<Fo(x)~ Fo(£)
dans (€, «']. Posons r=w(£). Si ¢ est assez petit, on a

Fe(@;£,7)= Fol@)~ Fol)
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dans lintervalle [£,£+¢], Fe(x;%,7) (tant la fonction définie au n° 5. Alors
V:*(¢,7) ne contient d’autre point de £ que le point (5,7). (5,7) est done un point
isolé a droite de I, et par suite I n’est pas une région admettante & droite.

La proposition 13.2 peut s’é¢tendre au cas de I’équation du type de Cara-
théodory comme il suit.

14.2 Soient w(z) ume fonetion continue dans Uintervalle [a,a’y et E
Vensemble définie par (13.6). Nous supposons qiue f, ) soit continue par
rapport y’, et mesurable par rapport o x et que S(f(a;,é/)) soit majorée par
une fonction sommable. Posons

F(z)= sup f " S(f(w, y(@)de
ot ij(m) parcourt la famille § des fonctions admissibles ‘g;(x) telles que l'on
att (13.7). St on a
(14.3) D*{w(w)—~ F@)} =0,

E est une région admettante & droile.
En effet, (14.3) entraine

w(x)--w(&) = F)--F(¢)

pour a < &<x<a’. Considérons un point (5,'},’) tel que Von ait S('rf):w(f). On
peut tracer sur la frontiére de E une courbe y=¢(x) issue a droite de (&, 7,)
Le point (2, ¥) de la courbe
- —+ Lo o
Y=+ f S, ¢(x)dx
appartient 4 V.'(&, r;) si £ est positive et assez petite.
Or on a

sa)- S(n+ [ flo gionda)< S+ 8( [ e, diande)

= SO+ f, S(ftw, da)dz
= S8+ Fl)- F(@)
< 8() + (@) - w(&) = w(®)

de sorte que le point (;v,’zj) appartient a4 E. Par suite le point (5, ;7) de K n’est
pas isolé & droite.



