Théorie des endomorphismes complétement continus, II.

Par Masuo HUKUHARA et Yasutaka SiBuya.

IV. Valeurs propres.

17. Ensemble des valeurs propres. Soit K un endomorphisme compléte-
ment continu d’un espace (¥) linéaire sur un corps de nombres complexes.
Nous considérons 'endomorphisme dépendant d’un parameétre 2:

Li2}=I-JK.
Relativement 4 cet endomorphisme L{2], nous pouvons définir les sous-espaces
N*, N, et les nombres 4, v que nous désignerons respectivement par N@[1],
N.[2], p{4], »[4] pour mettre en évidence la dépendance de 2. D’aprés ce que
nous avons vu dans la section précédante, on a toujours

pLAl=2[A]<o0,

et N*[4] et N,[i] sont indépendants de n pour n= u4{4]. Nous les désignerons
done par N*=[4], Nol4].

Les valeurs A telles que #[4]>0 sont les wvaleurs propres de 'endomor-
pihsme K.

17.1 L’ensemble des valeurs propres d’un endomorphisme compléetement
continu K est fermé.

En effet, supposons

mla}>0), Hp—er .

Si V est un voisinage dont P'image par K est compacte, d’aprés la proposition
14.2, Yensemble VN N'[a,] est compact. Il est un voisinage dans le sous-
espace N'[w,]. Il existe donc un point a, tel que

ape vn NIE(X/C], 20, ¢ vn N‘[(_.I’,z;:!.

On peut extraire de la suite {Ka,} une suite partielle convergente {Kua,’}. Si
{w,'} est la suite partielle correspondante de la suite {w,}, on a a,/=w,/Ka,’.
La suite {a,’} converge donc vers un point ¢ et Von a a’=aKa'e N«
2a,’ n’appartenant pas 4 V, a est différent de 6. « est done une valeur
propre.

17.2 Les valeurs propres sont isolées.

Soit, en effet, « une valeur propre. Pour 'endomorphisme K restreint a
No[a], @ n’est pas une valeur propre. D’aprés la proposition établie tout a
Pheure, 12 valeur 4 assez voisine de « n’est pas propre pour 'endmorphisme
K restreint & No[a]. On a done

Nola}=LIAUN faPSN{1]
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pour les valeurs 4 assez voisines de .
Si on remarque la relation

(7.1 aL{2]~AL[al=(a NI,

on a
PR L{llxee N,[4]
a4
pour z& N'(a]. Si ze N"'[«w], on a
g~ Y Lo o Llalee N[AJON " [a].
w4 -

On peut en conclure, par l'induction relative & n, que I'on a N*[a]SN,4]
pour tous les entiers positifs n. Par suite on a N=[«]EN,[1] et puis

Rz N[ JDNo[alE N, [A]s )
pour les valeurs 1 assez voisines de o, d’0ott {170,

18. Espace des endomeorphismes continus. Considérons l’ensemble R de
tous les endomorphismes continus. Il est évidemment un espace vectoriel sur
le corps de nombres complexes. Prenons pour le systéme fondamental de
suites en O l'ensemble S de toutes les suites {L,} telles que L,z,~—o0 pour
une suite convergente queleonque {z,}. Le systéme fondamental de suites
S(L) en L sera défini par

S(L)z{{Ln}; {L:)“L}ES} .

C’est 'ensemble de toutes les suite {L.} telles que L,x,—Lx pour z,-z.

Si Ly=L, on a L,x,-Lx d’aprés la continuité de L.

Soit {L.’} une suite partielle de {L,}=S8(L). On aura donc L, - Ly, k,too.
Soit {x.’} une suite quelconque qui converge vers z. Si Pon pose .=,
pour k,_ ,<k<k, {x.} converge vers x. {L,x,} converge donc vers L.
{L,x.,’} é¢tant une suite partielle de {L,x.}, on a L,z,/>Lx. Par suite {L,}
appartient & S(L).

Si LG, il existe un point @ tel que Le*Gea. Si{L,}eS(L), ona L,x,—La
pour x,~a. Ge étant différent de La, {L.,z.} ne converge pas vers Ga.
Done S(L)NS(G)=0.

R est done un espace (8) de Fréchet.

18.1 Dans Uespace R, la condition nécessaire et suffisante pour que la
suite {L.} converge vers L est {L,}eS(L).

Il suffit seulement de montrer la nécesssité de la condition. Pour cela, il
suffit de montrer que L,~L et z,~z entrainent L,z,—Lx. Et pour cela, il
suffit de montrer que l'on peut extraire d’une suite partielle gnelconque
{L.',’} de la suite {L,x,} une suite partielle {L."”2,”} telle que L,”z,"—Lzx.

{L.'} étant une suite partielle de la suite convergente {L.,}, on peut en
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extraire une suite partielle {L.”}= S(L). On a alors certainement L."x.” »Lux.
Si F,—F, G,»G, on a F.x. »Fz, G.x. -Gz pour z,-~x. On en déduit
(F 4G u,—(F+Gz, dou F. G, F+G.
De méme, a,—»« et L, +L entrainent o, L —«L. Onadone la proposition
18.2 R est un espace () lindaire.
On a de plus sans peine la proposition
183 St F.—»F, G,»G, on a F.G,~»FG.

19. Continuité de L{i]' par rapport 4 A. 8i i n’est pas une valeur
propre, on peut définir 'endomorphisme inverse L{A]' de L{i]. D’apros la
proposition 16.1, L{A7 " est un endomorphisme continu. Par suite, st V est
un voisinage, il existe un voisinage dont Pimage par L[{A1 ! est contenue
dans V. Ceci montre que L{A}{V} contient 0 comme point intérieur.

D’une maniere plus générale, on a la proposition

19.1 Si .1 est un ensemble fermé et borné qui ne contient aucune valeur
propre de K, ¢t si V est un voisinage, U'ensemble

W= n LIARV}
FEA
contient o comme point intérieur.

K ¢tant complétement continu, on peut supposer K{V} compact. Sio
n’était pas intérieur & W, on pourrait trouver une suite {b,} telle que b, o,
b, W. Il existrait alors une suite {2,} telle que 4,< 1, b, (/-4 K){V}. On
pourrait supposer de plus, sans perdre la géneralité, que 4,-2<.1. Posons

ro=sup {e>0; pb, (I -2, K){V} pour 0<p<r}.

o étant intérieur & (J-A,K){V}, 7. est positif. 0, n’appartenant pas a
(I-2,K}V}, =, est au plus égal a 1.
On pourrait prendre une suite {¢,} telle que 0+, <1,

T RS 3 .

. -+1. Si 0.
T Ey

Ta—0,< €, anb, appartiendrait a (I- 2, K){V} et on pourrait écrire b, (I-
iKa,, a,=V. On pourrait supposer, sans perdre la généralité, que Ka,-»a'.
Puisque a.b,—o0, 4.Ka,—Ad’, on aurait a,-»Ja’, et ensuite Aa'-:AiK(a’). A
n’étant pas une valeur propre, on devrait avoir da¢’--0 et a, +o.

D’autre part, on pourrait définir {s.’} de maniere que 0-7a,/-7,-7¢,
a0, (J-2,K){V}. On aurait alors

’ y 0. )’ 5
dnbnl""([‘_'(nK) g Q. |, a:;r\‘!'v;

Ty

. ., .
et la suite { " a”} ne pourrait converger vers o,

T
!
"

a . g - .
-+1 entraineraient G 0. On aurait donc une contra-

7% u

Ty

Or, a,—o,
diction.

19.2 L[Z] considéré comme fonction de X est continu dans le domaine
ne contenant aucune valeur propre de K.
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Supposons 4,—4, z,-»x et posons ¥, =L{4,] '%., y=L[2] ', 4 et i, n’étant
pas de valeurs propres. Il est a démontrer u.—y. Pour cela, il suffit de
montrer que, en posant z,-L{4,] 'z, on & Y,~2,—0, Z.—7.

Soit 1 I’ensemble formé de 4 et de 2, (n=:1,2, ---). D’aprés la proposi-
tion 19.1, Pensemble W peut étre considéré comme un voisinage de o, et I’on
a LIAJ7Y{W}sV. On a z,~x<W pour presque tous les n. On a done
Yo 2.2V, V étant arbitraire, on a ¥, ~2z,-+o0.

Pour démontrer z,-+y, nous supposons d’abord x¢ W. =z, appartient alors
a V. Soit {z,’} une suite partielle quelconque de {z,}. On peut extraire de
la suite {Kz,’} une suite partielle convergente {Kz,”}. Puisque z=2,—-4,Kz,,
la suite {z.”} est aussi convergente. Soit b sa limite. On a alors z=b—AKb.
4 n’étant pas une valeur propre, b coincide avec ¥ et I'on a 2, Y.

Si z n’appartient pas & W, on prend s%0 de manitre que oxe W. Puisque
02, = L{ A, ] (ax), oy = L[A] (ox), on a az,—ay, A0l 2,— Y.

20. Dérivées de L{A]'. Démontrons d’abord la proposition

20.1 Su les G[A] sont permutables entre eux et si la dérivée G'[A] existe,
GLp] et G'[A] sont permutables et la dérivée de G[AT" est égale & mG’[Z}G[A]’" !

En effet, on a, d’apreés la permutablité,

G- GLA) g1 1y 6] -6LA1

En y faisant A’~>2, on obtient
G'[AIGLp]1=GLpIGTA].
Puis

(}[,Z’};‘,:?[Z]’" . (1[4; b -G[4] (Gl X l’"”“é‘G[l']m'zG[/i:} e G

Si P'on y fait 22, le second membre converge vers mG[41G[A]*"". Par suite
G[A]" est dérivable et la dérivée est égale & mG[AIG[A)"L.
Considérons en particulier L[4]'. On a d’abord

LIAI-L[V}=(¥-)K.
En multipliant L[A]'L{#] aux deux membres, on obtient
LIV =LA ' = - DKL[A]L{ T,
En divisant les deux membres par i1 et en faisant —2, on obtient, d’aprés
la continuité de L[],
&L =KL

Puis, en appliquant la proposition 20.1, on obtient la proposition
20.2  Pour les valeurs non propres de 2, on a
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21. Développement de L[i1! en série de Maclaurin., On a d’abord la
proposition

211 Si 'l{im £\l = est assez petit, on a a K -+ 0.

K{V} étant compact, le nombre g, défini par

pe=sup {p>0; tK{V}SV pour |r|<p}

est certainement positif. Nous allons montrer que si a<p,, on a o, K*-0.
Pour cela, il suffit de montrer a;K*z—o0 et a,K*(x,—x)— 0 pour x; .

Prenons un nombre p tel que a<p<p, et un entier N tel que § |, |<p
pour k=N. Posons 3,=%'n,. SizeV, p*’K* 'z appartient & V pour k=:1.
Par suite p*~'K*z appartient a Pensemble compact K{V}.

Or on a

arK*z=p(B/pY - p* K .

La suite {p(8:/p)*} converge vers 0 et la suite {p* K"z} est bornée. La suite
{a;K*x} converge donc vers o.

Si z& V, on considére le point oxe V (6%0). On a alors a K*(ax)—o0, d’oit
aK¥x— o,

On peut montrer de méme la convergence a.K*(x.—x)->0, car on a
zy—2xe V pour presque tous les k.

On peut vérifier sans peine 'identité

=K =(I4 K+ 2K+ -« + KDY LEAT
Nous allons en déduire la proposition
21.2 On a
LAV '=T4+AK 4+ + 2K - -+
pour les valeurs assez petites de A.

Si 2 est assez petite, 2 n’est pas une valeur propre et l'on a FK'—0.
Considérons une suite {x;} qui converge vers . Si Pon pose y.=L[2] %,
y=L[{2] "2, on a y,—y et

(I-2K%y=I+AK+ -+ K*¥ Yz, ,
d’ot
(T4 AK Ao« + XK Yy, —y=L{2AT "% .

Le développement trouvé ici est justement la série de Maclaurin pour

L[], c’est ce que Pon voit immédiatement d’aprés la proposition 20.2.

22. Développement de L[p]™’ en séries de Taylor et de Laurent. Soit 4
une valeur non propre. On vérifie sans peine

Lipl=L[A)~(p—-DK=(I-(p—HKL[A]YL[4].
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L4171 étant un endomorphisme continu, KL[2] ' est un endomorphime com-
pletement continu. On a done le développement

(IM ([) s A)KL[/::T')‘ “k{:(ﬂ - ).)”K]]Jf’)..}ﬂ

pour les valeurs p assez proches de 4. On en déduit la proposition
22.1 Si 7 est une valewr non propre d'un endomorphisme complétement
continu K, on a le développement

L[p]ﬂ:;:gi(p_z)kKﬁzL[)]mkux
o

pour les valeurs p assez voisines de A.

En remarquant la proposition 20.2, on voit gue c’est justement le déve-
loppement de Taylor en 4 pour L{p]™.

Considérons maintenant le eas oi 4 est une valeur propre. R est la somme
directe de N*[2] et de N.[4]. Pour l'endomorphisme K restreint a No[4],
Z n'est pas une valeur propre. On a donc le développement ci-dessus dans
N[ 4], dim N*=[4] étant finie, on sait que 'on a le développement

Lip) =31 (=D Ax  (r=p{A]=y[2D

dang N*>[4], A, étant un endomorphisme de N=[4]. Un point quelconque =z
de R peut s’éerire d’une seule maniére comme la somme x=2a'+2"” d’un point
©' de N*[A1 et d’un point &” de N.[4]. On peut étendre le domaine de
Ar (k-<0) A Vespace entier par A,z-=A,x’. D'autre part, si on définit les
endomorphismes A, (k> 0) par

A=K LAY et

on obtient le développement
Lipl! :—"’,,,;—'-J‘A(PAX)EAK .
(est le développement de Laurent en 2 pour L{pl"'. On a done la proposition
222 Si 2 est une valeur opropre d’un endomorphisme completement
continu K, on a le développement de Lawrent en A pour L{2]' qui est valable
pour les valeurs p (1) assez proches de A

V. Endomorphismes i deux edtés.

23. Convergence faible. Soient N et H* des espaces vectoriels sur le
corps de nombres complexes. Nous suposerons que le produit d’un nombre et
d'un ¢lément de N ou de W< est permutable. Les éléments de ces espaces
sont encore appelés points. Nous dirons que les espaces Jt et N sont en
dualité, quand le produit w¥z d’'un point u* de M¥ et d’un point z de N est
défini de maniére que Pon 2it les propriétés suivantes:

1° ¥z est une fonetionnelle linéaire dans chacun des espaces N et N*;
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2° w¥=0% si wr=0 pour tous les x=N; et x=0 si wiz-0 pour tous les
uwrei.

Nous dirons qu’une suite de points {w.} converge Faiblement vers @ si Von
a u¥x,—w¥r pour tous les w =MW" Dans ce cas nous éerirons 2, — 2 (faible-
ment). On définira de méme la convergence faible d’une suite de points
dans 3,

23.1 La convergence faible définit une topologie par laquelle W devient
un espace (8) linéaire".

En effet, si x:.==%, la suite {2;} converge faiblement vers Z; une suite
partielle d'une suite qui converge faiblement vers un point converge faible-
ment vers z; et enfin une suite qui converge faiblement vers x ne converge
pas vers un point différent de . N est donc un espace (2) de Iréchet.

Si Pon a z;—2z (faiblement) et y.—y (faiblement), on a

whe, —»utn, Wy, - why ,
d’on
W@+ Y1) = W+ WY, ~>wFe - wRY = wEF e +y) .

Done z;+y:— 24y (faiblement).

Si I'on a z,—2 (faiblement) et a,—a, on a

W) = a(w ey »a(Whs) =wtaw) .

Done ax,— ax (faiblement).

Nous appellerons topologie faible la topologie définie par la convergence

faible.
Désignons par V,x, .V* les ensembles polaires de w* et de z définis par

Ver={zeR; wizl<l},  Vi={ureN*; [u*z|<1}.

D’une maniére générale, 'ensemble polaire ,V* d’une partie £ de i est Pen-
semble
eVF={u*eW*; jurx| <1 pour acE}.

On définit de méme 'ensemble polaire V. d’une partie E* de M-,

Il est évident que si z.—o (faiblement) on a z.€ V,* pour presque tous
les k.

Supposons que l'on ait z,& V,* pour presque tous les k, u* désignant un
élément arbitraire de ¥, On a alors |w¥z]<1 pour presque tous les k. Si
P'on remplace w* par ¢ 'u*, on a |wiz,|<e. Par suite w¥z,—0 quel que soit
w*eR*. Ceel montre que la suite {z,} converge faiblement vers o.

On a done la proposition

23.2 Pour qw'une suite {z.} converge faiblement vers un point x, il faut
et il suffit que, quel que soit w*=R*, on ait x,c V. xx pour presque tous les k.

1) 11 serait évident que l'on peut permuter les rdles de ® et de w* dans les proposi-
tions concernant les espaces m et %*,
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Nous supposons que 9t et R¥ sont munis préalablement de topologies T et
T par lesquelles ils deviennent des espaces (8) linéaires. Pour les distinguer
des topologies faibles, nous les appellerons topologies initiales. Nous sup-
poserons que le produit intérieur #* est une fonectionnelle linéaire continue
par rapport 4 chacune des topologies initiales. Si une suite {z.} converge
vers = par rapport a la topologie ¥, nous dirons que la suite {x;} converge
vers x et éerirons x,—-+%. De méme, u%—u* signifie que la suite { u*} con-
verge vers u¥ par rapport a la topologie T*. Il est clair que Von a la pro-
position

23.3 x,—-x enlraine x,—2 (faiblement), de sorte que la topologie faible
est moins fine que la topologie initiale.

On en déduit la proposition

234 Un ensemble fermé par rapport o la topologie faible est fermé par
rapport & la topologie initiale.

24. Orthogoenalité. Nous dirons que x et ¥ sont orthogonaux et éerirons
.l uw" si win-20. 8i Pon a w*x=0 pour x= A, w*=B*, nous dirons que 4 et
B* gont orthogonaux et éerirons 4 | B*. Dans le cas ol A, par example, ne
contient qu’'un seul élément a, nous dirons que @ est orthogonal & B¥ et
¢erirons a | B,

L’ensemble de tous les éléments xeM qui sont orthogonaux a B¥ sera
désigné par B " ¢t ensemble de tous les éléments w*eR* qui sont ortho-
gonaux & A sera désigné par 4. A4 et B.* sont toujours des sous-espaces
de M* et de N respectivement. Nous désignerons, comme dans mon article
antérieur, par A, B* les sous-espaces A ={ A}, Bi= {B*}.

24.1 A esl fermé par rapport & la topologie faible.

En effet, si w* L A, (¥ uw¥ (faiblement), on a

WHEE =0, KWET - ulw
pour ze A, d’olt w¥F | A.

L’inclusion A2 A est évidente.

A étant faiblement fermé, 1’égalité A=A exige que A soit faiblement
fermd.

Nous avons déja démontré les propositions suivantes.

242 Si dimA<o, on ¢ codim  A=dim A, A=A4. Si codim B<oo, on a
dim | B < ecodim B.

243 Silon a A=A, dim B<oo, C=ADB, on a €=C.

25. Endomorphismes i deux edétés. L’opérateur linéaire L qui fait corres-
pondre A chaque xeN un élément Lx de N est dit endomorphisme & gauche.
L’opérateur linéaire L qui fait correspondre & chaque w*&R* un élément
w L de WF est dit endomorphisme & droite. Si L est un endomorphisme 2
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gauche et 4 droite satisfaisant a la relation w¥(Lax)-(w*L)x, il est appelé endo-
morphisme & deux cétés des espaces en dualite (R, H™).

Un endomorphisme a deux c¢dtés est dit continu s’il est continu dans N
ainsi que dans ¥ par rapport & la topologie initiale. Un endomerphisme 2
gauche est dit faiblement continu si z.—2a (faiblement) eniraine La.-—» L
(faiblement). On définit de méme la continuité faible d’un endomorphisme 2
droite. Un endomorphisme & deux cotés est faiblement continu s'il est faible-
ment continu dans N ainsi que dans N,

25.1 Tout endomorphisme & deux cbtés est tougours faiblement conlinu.

En effet, considérons une suite {x:} qui converge faiblement vers . Si L
est un endomorphisme & deux cdtés, on a

wH( Lay) = (w¥ L)z, — (L) = w*(La)
quel que soit w*=M*. La suite {Lx,} converge done faiblement vers L.
On peut définir la somme L,+ L. et le produit L, L. de deux endomorphismes

4 deux cdtés L, et L, et les produits AL et Li d’un nombre / et d’un endo-
morphisme L par les formules

(L1 “‘L Lg)m = L;x ‘1‘“ L:x y ur;‘.(Ll ‘i* Lg) = KILIE:LJ ‘i" 'u;i:L;z ’

(LLyyx=Ly(Lsx) , WLy Ly) = (w*L)L.,
(AL)z=2A(Lx), WALy =(u*A)L ,
(LA)x = L{ix), w(LA)==(u*L)A .

L+ L., L;L, AL et L2 ainsi définis sont des endomorphismes 4 deux cdtés.
1ls sont continus si L,, L. et L le sont. L,;+ L., est complétement continu si
L, et L, le sont. 2L coincide avec LA; il est complétement continu si L
I'est. L,L. est complétement continu si 'un des endomorphismes L, et I
I’est, I'autre étant continu.

Supposons que L est un endomorphisme 4 deux cotés. Si ’on peut définir
Pendomorphisme inverse L' dans 9 ainsi que dans 9%, on a, en posant ¥= Lz,
Y=yt L,

(L Yy = w¥( L) = (Wt L)x = v<(L 'y) .

On a donc la proposition
25.2 Si un endomorphisme & deuwn cités L admet son inverse L' dans
N ainst que dans ¥, L' est un endomorphisme & deux coiés.

26. Espaces des endomorphismes a deux c¢6tés. Soit C Pensemble de tous
les endomorphismes continus & deux c6tés. Il est un anneau sur le corps de
nombres complexes. Nous dirons gqu’une suite {L,} dans € converge vers
LeC et écrirons L,— L si xp—x, ;4" ~»u* entrainent L.z, Lz, ,utL, - w=L.
On obtiendra alors comme au paragraphe 18 la proposition
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26.1 L'espace C est un espace (2) linéaire o F.—F, G.—G entrainent
F.G,~FG.

Soit R 'ensemble de tous les endomorphismes & deux cotés. Il est un
anneau sur le corps de nombres complexes. Nous dirons qu’une suite {Lu}
dans R converge faiblement vers Le® et éerirons L,—L (faiblement), si I'on
a wiLx—>u*La quels que soient z& et w*eRr,

Pour distinguer la topologie définie plus haut de C et la topologie induite
sur C par celle de R, nous les appellerons respectivement topologie initiale
et topologic faible.

262 L.—L entraine L,—L (faiblement).

En effet, L, —L entraine L,z —Lx. Puis on a w*L,o— uw*Lz.

11 est clair que si L,=L, la suite {L.} converge faiblement vers L et
gu'une suite partielle d’une suite qui converge faiblement vers L converge
faiblement vers L.

Supposons maintenant L,—L=* L’ (faiblement). Il existe un point z tel
que Lza:L'x. 1l existe alors un point w* e tel que w*Lzxw®*L’'z. Alors la
suite {u*L,z} ne converge pas vers u¥L’z.

L’espace R muni de la topologie faible est done un espace () de Fréchet.

Considérons deux suites {F;}, {G.} qui convergent faiblement vers F, G
respectivement. On a w"F.x — w Fz, u*G.x—uw*Gz et puis

WA Gor =ur o+ uwiGe - w* Fr+uw*Ge = uw*(F+G)x .

La suite {¥.+G:} converge donc faiblement vers F+@G.
Considérons en outre une suite de nombres {w;} convergeant vers «. On
a alors
W J)x = o (W o) = a(wF Fe) = u(aF)x,
de sorte que arFy~+oF (faiblement). On a done la proposition
26.3 L’espace B munt de la topologie définte par la convergence faible
est un espace () lintaire.

27. Endomerphismes ¢complétement continus a deux cétés.

Soit K un endomorhisme complétement continu & deux cotés des espaces
en dualité (R, W), Nous définissons les sous-espaces *N*, ,N# et les entiers
M5 vF par les formules

NE oYL, N¥={RIL",
pr=inf {n; "N¥F=2"1N*}, vizinf {n; N¥=, N*},

ou L—~I—K. Les résultats de la seetion IIT sont applicables & ’endomorphisme
A droite L. On a done =1%<Leo, Alors les résultats de notre mémoire
antérieur montrent que Pon a la proposition

271 Si L—I-K est un endomorphisme tel que K soit complétement con-
tinu, on a
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Hi=i=p=yp oo, Ne(DNy=R, NFDNF=R?,
dim "N*=codim ,N*=dim N*=codim N,,
Nn:ﬂN_L:f:y Nﬂ:;nN‘L:E:9 :‘:N:E::‘;‘LNﬁ y -’»’Niii::_ J.Nn ’

Nn . Nn R I‘\Tfn — Nn , nl’v;g‘. — uN:i: s nN:x:: - nN:_: .

En particulier, il résulte de la relation 'N,%*= N, le théoréme alterné¢ de
Fredholm:

Pour que Uéquation en &: Lu~=y admette une solution, il faut et il suffit
que y soit orthogonal & toutes les solutions uw* de U'équation associée u¥ L= oF.

28. Décomposition de I’endomorphisme complétement continu. ab® est
I’endomorphisme défini par
(ab¥)x = a(b¥x), wHab®) = (wFa )bt .
On peut vérifier sans peine la proposition
28.1 Une combinaison linéaire de a;- 0% (§=1,2, -+, n), ot a4, @z, -+, d,
d’une part et \b¥, bF, ., b5 dautre part sont linéairement imdépendants,
est un endomorphisme a deux ciotés K caractérisé par la propriété suivante:
Sotent A le sous-espace engendré par a,, a., - -, 6., et B¥ le sous-espace
engendré par b%, b, -, 0% K fait correspondre chacun de A et de B¥ en
lui-méme d'une maniére biunivoque et s’annule dans 1A et B,
Puisque 'on a
N‘L@NV“‘:R’ ?N;E:@V-N*:R;E: (=2,
on peut écrire d’une seule maniére
=g (e N*, "= Ny,
u:;::/uti:_{ Ilu:gt (Iu;ge qu: , //utgzeuN*) .
Posons ensuite
Kg=Kg', WK ="K,
Kllx sz/I , ?L‘,{:KI/:_ Ilu:f:K R
On a alors
u:k(K/x) — u:g(Kml) o (uzs:K)m/ o, (/u:kK+ l/ulf:K)m!
—_ (Iu:fiK)x/ - (/uf,liK)x - (u‘,E:KI)x .
u:g:(Knx) - u:f:(leI) e (u:{:K)xli . ('u*K%' Iluiftl()xll
— (IlulfiK)xl/ e (/Iu:E:K)x e (u:‘r:Kll)x ,
de sorte que K’ et K” sont des endomorphismes & deux ebtés, K’ s’annule
dans chacun des sous-espaces N, et . N* et fait correspondre chacun des sous-
espaces N* et YN* en lui-méme d’une maniére biunivoque. On peut done
éerire

(28.1) K'= [/ Ib:it"}’az' :b*"{” ERR A nbf%: y
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ol @y, &, -+, @, sont des points linéairement indépendants de A et b b
-+, 0% des points lintairement indépendants de B¥*. K’ est donc compléte-
ment eontinu. K" étant la différence de K et de K', il est aussi compléetement
continu. Pour lui, 1 n’est pas une valeur propre.
Si Pon désigne par 4%, .a%, ---, ,a% les points de B¥ tels que ;a“a,=d;
(4, £=1,2, ---,m), on voit sans peine que l'on a ;a"K=;" (j=1,2, -+, n).
On a aussi immeédiatement

(28'2) KN‘ m"bl' la*“’i' bz'za;';:”{" e ann'na*
dans A et B, ou by, by, ---, b, sont les points de A tels que ;b"b.=0d;: (F, b=
1,2, .-+, n).

Si u=1, on a z=Kx pour zc N¥, Par suite a;=Kb;=b; (§=1,2,---, n).
On a par suite

(28.3) Kr=q, 0%+ s ottt o ay 0%,

Dans le cas général, on a, comme nous avons démontré,

N Nm(\) O m()Nm 1 L{Nm} N;:—ll s
mNh mN C} @ mN,{:@m—-lN,{:' {mN }L — }r;ll

u. ™m
N} et IN* sont en dualité pour j=q+1, k=p+1 et orthogonaux dans les
autres cas. Soit {a); p=1,2,---,r,} une base de N~ {L™ar; p=1,2, -, Tn}
est une base de N} _, et, ’(;N*“ et NI _, étant en dualité, on peut prendre les
T, points ma*=N* (p=1,2, ..., 7,) tels que

(28.4) marLr e =8, (P, g=1,2, -+, 7).
On a alors
wom=1 oy,
(28.5) y e L X‘l }_JLfam ma “fm- i
me=d el po

dans N et YN*, On a done
§ [T 2 | i
(28.6) K= \‘ \‘ \\ L’ZL”‘ ma' pm-dt
M 1 j U e 1

IS

am ma Lm J

hy;:

7[3’3

F"‘ ”"“‘1 "m

b ; 2

=3y 2 Llap-mat LI K
My} FoO prec)

L

® L3
—— 1N\ 1
- ’\_J \._.l ‘_J LJ am ma Lm i .
me=l ol pod

®

29. Construction de L{1]"' dans le voisinage d’une valeur propre. Nous
supposons, par exemple, que 1 est une valeur propre. Posons

(29.1) (I-2K)y'=T-2H'4], (I—-2AK"y == -2H"[2].

On a
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—AHT A= LT = (I —AK) V= T AH[ A,
I“AH”&_/(]Z(I«!K")“'E
dans N* et “N%, d’olt
H'[2]1=H{A], H{27=0.
On a de méme
H{A1=0, H"[2]=H{]
dans N, et .N* Par suite
H{A1=H'[A]+H"[2].
H"{i] étant holomorphe en 1, la partie principale de H[A] est celle de

H'{4]. Nous allons chercher 'expression explicite de H'[2].
Dans le cas de u=1, on a

(29.2) K'=q, -, @“+ -+ 3@, a*

et Von a en particulier K'=1 dans N* et "N*, Par suite, dans N» et *N¥,
on a

K'=I, (I—*RK')“l::fiiA;[,
AHA)=I~(I-3K")' = 1fz I.

On a donc la formule
(29.3) H= fl (@@ b, 0F)

valable dans R et ¥,
Congidérons le cas général. Dans N¥ on a

N 1 F:‘l A )n n
Liayt= i-1 n>—'<3 -1 L.

En portant I'expression de L dans cette relation, on trouve

1 [T T U

L}_,}ﬂ,Lfa”""aL"‘”
R 1 B W

~1 xn 1 me 1"m

Jam, myk [ —jin-1
+L (i 1)"”,,, }_,La ot L .

n41 Fmn pu

HiA)=-

Pour obtenir une expression de H'[A] ordonnée suivant les puissances
négatives de 2—1, on remarque que l'on a

d’olt Pon déduit

HA]=- 1

1— 1 2 g B



524 Masuo HukUHARA et Yasutaka SiBuva

De Pexpression déja trouvée de K, on déduit

Boom ro

K~I 2“ 31 LLJ lam ma (Lm J _..mi*mel)

m 1) -1 p=

B om—1ry

. \,‘\ Z \‘ L1+ Lul. ))am ma/ Lm J- 1

ml]Upl

1w om~1

K- lL 51 2.4 LLJ m ma (Lm _]__+_ +L"L°')

m- zj 1p-1

o1
1 \( \m\ (Lj ~i,~L"‘Al)a’:-’;a’E:L"'“"; .

N :.’J 1p

LV

Si Pon pose

T ) T G ()

R

)

on obtient

en tenant compte de
>..J( 1)’ L( )(1‘2_1)«0];

Lig-a™(L™i+-.-4-L™")

Or on a

~“L< 1>“‘(”f)< i)b o
)

& SN

G‘

e 1 = jH

On a par suite

}_\‘ L a- (l (Lm ]+ ;{_Lm—l)
3=

i, 7{“‘1 \"5 2\?‘ p=i-1 23 1 ks \1 o1

(0 (km-),

“18 (k=m-1),
on a



[w1}
o
(13
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Par conséquent, si I’on pose

@ tp=n(iDroa, spencvo (e

on obtient

29-5) ﬂb bm am na’uaik ’
BV

»ni

et

wom=1 ry

K 1L \\ \\ S’\ bm _mb

m.1_-, ! ;,, i+l gp
Bom= v,
K~ nLu - \ 1 \\ ‘\ bnz . mb

e 1] 1;,—‘ pjtm gp

On a done enfin
1 112 nE=7 f,"l

(29.6) Hil]= L . 2: < \‘ b b

(z 1),“1 wo s 11) mi+n ip

Le cas on « est une valeur propre peut se ramener au cas ¢tudic, en
remplagant K par aK. On obtient ainsi

1 Boui- N Py
4 — Y Y o .
HOI= 3 0 2 25 2 b 7

dans le voisinage de w. La deéfinition des points b}, et 0™ devient

m o l-1 e
bpz““%_aj(j*l)L[a]l lll,, y
S (k- r e
kzbtf’:l%;l(—l)k L(}E_i)za’s‘LL(rJ L.
En particulier, dans le cas de y#{a]=1, on a

H’[a]t )3-.“(&1'1“*4 """ ‘}‘a'u'na'k) .



