Sur réduction analytique d’un systéme d’équations différentielles
ordinaires linéaires contenant un paramétre.

Par Yasutaka SiBuya.

Introduction.

1. Considérons les équations différentielles ordinaires linéaires
(L1 edy/de= Az, &)y,

olt # est un entier positif, ¥ un vecteur 4 n composants complexes et A(zx, ¢
une matrice carrée, holomorphe par rapport & une variable complexe 2 et a
un parameétre complexe e pour

(1.2) e} <do, O<le|l<py, largel<as, (Bo po, >0} ,0
et développable asymptotiquement en série

1.3) A, =3 Awe
dans le domaine (1.2) pour ¢-+0, les Au(x) étant holomorphes par rapport & =z
(1] < 8a).

2. Soit P(z, &) une matrice carrée & n dimensions, holomorphe par rap-
port a x, £ pour
2.1) |z <d, 0<lel<p, larg el <,
(0<3Z0,, 0<p<=pa 02w <),

et développable asymptotiquement en série
(2.2) Pz, e):Y‘OPv(x)e”
Yo

dans le domaine (2.1) pour ¢->0, ou les Py(x) sont holomorphes par rapport a
x {lz}<8), Py(0) étant non singuliére.
Par le changement de variables

2.3) y=P(z, &)z,
Péquation (1.1) devient
2.4) ¢°dz/dz = Bz, £z,

od la matrice B(z, ¢) est holomorphe par rapport & z, ¢ pour (2.1) et dévelop-
pable asymptotiquement en série

(1) Un domaine |z]<d,, 0<|e|<p,, |arge—o]<a, peut étre amené i (1.2) en rempla-
¢ant ¢ par ee"tw,
(2) <o désigne une égalité asymptotique.
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(2.5) Bz, 8)=>" By(a)e

dans le domaine (2.1) pour ¢—0, les B.(x) étant holomorphes par rapport a
z (Jzf-<d).

3. On sait que, s toutes les valeurs caractéristiques de la matrice

(31) Aoo i AG(O)

sont différentes les unes des autres, en choisissant le domaine (2.1) convenable-
ment, on peul déterminer la matrice Plx, &) de maniére que B(z, €) soit une
matrice diegonale. Par conséquent, dans ce cas, on obtient les développe-
ments asymplotiques des solutions fondamentales de (1.1) dans le domaine (2.1)
POUr &> 0.

Dans ce présent mémoire, nous allons établir un théoréeme de réduction
analytique du systéme (1.1) pour le cas général, sans aueune restriction sur
les valeurs caractéristiques de (3.1).

Supposons d’abord que (3.1) admet s valeurs caractéristiques 2, « -+, 4, dif-
férentes les unes des autres; soit m; la multiplicité de ;. On aura alors
(U (TR Fn..

On peut supposer (38.1) de la forme canonique de Jordan:

Al » 0 s 0 ’ Tty 0 H O =
0O ’ 2‘3; 0 y Sty 0 ’ O
(3-2) Alm = ’

.y e, ey, ey seey,
©

o, 0, 0, -, 0, A

o]
ol A; est une matrice carrée a n,; dimensions de la forme

(3.3) A= 1B, 4D, (=1, -0, 8),®
les éléments de D, étant nuls sauf les n,—~1 éléments qui se trouvent immé-
diatement au-dessous de la diagonale principal.®

Alors, notre théoréme s’énonce comme il suit:

Théoréme. St l'on choisit le domaine (2.1) convenablement, on peut déter-
miner P(x, ¢) de manidre que Uon ait

(3.4) P0)=F,
et que B(x, ) soit de la forme

Bx(m,é?), 0 ’ Oy ) O! O

@5 Bwe-| O o B®mO. 0. 0,0

R R e, e, ..,

8] s O s O; Tty O’ Bs(.’E,S)

(3) Clest un résultat typique déjd obtenu concernant les équations (1.1). Voir, W.
Wasow [5].

(4) K, est la matrice-unité & »m dimensions; en particulier, BE=k,,

(5) Quelques-uns parmi ces n;—1 éléments de I); aussi peuvent étre nuls.
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ot B(x, &) est une matrice carrée ¢ n; dimensions.

D’aprés notre théoréme, sila matrice (8.1) admet r valeurs caractéristiques
simples, on obtiendra, dans le domaine (2.1) pour ¢-+0, les développements
asymptotiques de r solutions de (1.1) linéairement indépendantes. En parti-
culier, si Ay n’admet que de valeurs caractéristiques simples, on ¥ retrouvera
le résultat classique déja cité ci-dessus. De plus, en général, pour étudier les
propriétés asymptotiques des solutions du systéme (1.1), on pourra supposer
sans perdre la généralité que les valeurs caractéristiques de (3.1) sont toutes
égales, ce qui réduira le probléeme au cas assez simple.

4. Quant a une ¢équation différentielle ordinaire lindaire du niéme ordre

4.1) e"dry/dx + L}l_‘, pul@, )" Fdr Ty fdat =0,

=1
ou les p.{z, ¢) sont des fonctions holomorphes par rapport a x, ¢ pour (1.2) et
développables asymptotiquement en des séries

4.2) P, =S pol@e’ (=1, -0, m)

dans le domaine (1.2) pour ¢-+0, les pn(x) étant holomorphes par rapport i
x (lz|<d,), on obtiendra immédiatement de notre théoréme le
Corollaire. Supposons que Uon ait

(4.3) I ROV (VS DI TR R R OR
o= =

Alors, 8i Uon choisit 0, p, o convenablement, on peut réduire (4.1), par
un changement de wvariable y, a coeflicients développables asymptotiquement
comme ci-dessus dans le domaine (2.1), aux s équations différentielles liné-

aires de la forme

4.4)  eidiiz;/dxti+ gqﬁ(m, e)erikdriFg /damiT =0 (§==1,---,8),
o, dans le domaine (2.1), on a

(4.5) (%, €)= 2)(1‘,5»\,(-%)5" ,

et
n s 7y
A 3 Dg(@)AF = LA+ 2 g ee(@)A" 7Y
£ i1 =1
4.6 n
2ot SO @) (=18,

On aura donc un résultat plus préeis qu’un théoréme de M. R, E. Langer<.
5. Le lemme fondamental. Pour établir le théoréme du n¢ 3, il faut
démontrer un lemme concernant les équations différentielles ordinaires non
linéaires
5.1) dv/dx = fi{m, vy, o0, Vi £) (721, ---, m),
dont les seconds membres sont des séries entieres de v»,, ---, v, uniformément

(6) R.E. Langer [3].
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convergentes pour
(5.2) 2l <dy,  0<lel<py, largel<a, |vli<d/; ™

les coefficients des séries f(x, v, £) sont supposés holomorphes par rapport a
2, € pour (1.2) et développables asymptotiquement, dans le domaine (1.2) pour
¢—+0, en des stries entitres de ¢ & coefficients holomorphes par rapport a
z (o] <ds). En négligeant les termes de f,(x,v, ¢) de degrés supérieurs en v, on
obtiendra les fonetions linéaires de v:

(5.3) a{z, é)’rk}_d‘ (2, )0 (j=1, -+, m);
soient
(5.4) au(@, )=t 0@ (4, k=1, -, m)
PER!

les développements de a;u(x, #).
Supposons la matrice constante A=(a,,(0)) de la forme canonique de
Jordan, ¢’est-a-dire

M (k ::j) 3
(5.5) @ 450(0) == { 0y (=7-1),
0 (kéizjy j_l) '

ol 0;5%0 entraine p,_ = ;.
Alors, notre lemme s’énonce comme il suit:
Lemme 1. Supposons

(5.6) Hi=0 (5=1, -, m);
sotent.
5.1 0= SIpp@)E (=1, e, m)
A

une solution formelle de (5.1) a coeflicients holomorphes par rapport & (Il <d,).

Alors, st Uon choisit le domaine (2.1) convenablement, il existe une solu-
tion de (b.1)

(5.8) V= (2, €) (F=1, -+, m),
dont les seconds membres sont holomorphes par rapport & z, ¢ pour (2.1) et
développables asymptotiquement en séries formelles (5.7) dans le domaine 2.1
pour £-0.

Ce lemme sera démontré plus tard par une méthode analogue que M. M.
Hukuhara a donnée dans un de ses mémoires.™

Au cours de préparation de ce présent mémoire, nous avons profité beau-
coup de travaux de M. le Prof. Masuo Hukuhara et de MM. Rudolph E.
Langer et Wolfgang Wasow.

(1) fell==max {lu,], -+, jogl}.

(8) = désigne unc égalité formelle.
(9) M. Hukuhara {1].
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I. Réduction formelle.

6. Soit P,(x) une matrice carrée a n dimensions, holomorphe par rapport
a x (lz! <3;); supposons Py(0)=E.
Par le changement de variables

(6.1) ¥ = Py,
Péquation (1.1) devient
6.2) edu/dz=Clx, e,
ou la matrice
(6.3) C(z, &)= Py(x) 'A(z, &)Py(x)—°Py(x) 'd Po{x)/dx ,

est holomorphe par rapport & =, & pour (1.2) et développable asymptotique-
ment, dans le domaine (1.2) pour ¢—0, en une série entiére de # a coeflicients
holomorphes, si d, est assez petit.
Soit
6.4) C, &)= 3 Cula)e”
le développement de la matrice C(x, ). Alors, en vertu de (6.3), on a
{6.5) Col) = Polx) T Ao(2) Po(2) .
Par conséquent, on peut déterminer la matrice P,(z) de maniére que Cy(x) soit
de la forme
Cl)l(x>: O ) Oy MY O’ O
O s CD‘Z(x)y 01 R Os O

, . e, ey, ..,

(6.6) Co() ::{ o

o , o, 0, -, 0, Cu»

ot Cos(x) est une matrice carrée 4 n; dimensions.""” Puisque
Co(0)= A(0) = Apo ,

on a
(6.7) =4, (G 8).
7. Considérons une matrice carrée formelle & n dimensions
(1.1) Qw, 9=+ 3 Qo)

les Qu(z) étant holomorphes si x| est assez petit.
Par le changement formel de variables

(7.2) u=Qx, )2,
I’éguation (6.2) devient
(7.9 eodz/dt~B(z, e)z

(10) Y. Sibuya [4: Théoréme 1.1].
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et Pon a les relations formelles

(7.4) £2dQx, &)/dx=C(z, &)Q(x, &)—CQ(z, £)B(z, ¢)

et
(7.5) Bz, £)~Cy(x) + 213,(:6)6*’ .

Les matrices Q.(x) et B.(z) doivent satisfaire aux equations de la forme
(1.6) Co(®)Qu(x) — Qu(x)Co(2) = Bu(2) - H(®),

H,/x) étant un polynome de B,(z), Q.z) et dQux)/dz (u<v), 4 coefficients
holomorphes par rapport & z pour |z|<d,.

Correspondant a la forme (3.2) de la matrice Ay, les matrices Qu(z) peu-

vent s’éerire

Q‘ill(m) » Q‘a’l?(m) 3 ft Q\us(w)

1.7 Qu(x)= ( Qazx(x) , szz‘(x) , y ngs(ﬂ?)

(‘ Qusi(z) Qi) , teey, Qwa(x)
Alors, puisque 'on a (6.6) et (6.7), et que les 4, sont différentes les unes
des autres, on peut déterminer Q.(x) de maniére que l'on ait

(1.8) @y () =0 (F=1,---,9),
et que By(zx) soit de la forme

Buy(z), o, O, -, O, 0
By, o
(79) By(x) sz O. ’ .V.:(fz:) ’ O , O O

O, O, O, -+, O, By
olt Byj(z) est une matrice carrée & n; dimensions. On a done le
Lemme 2. On peut déterminer une matrice formelle Q(z, &) de maniére

que le développement (7.1) satisfasse aux conditions (1.8) et que, par la trans-
Sormation formelle (1.2), le systéme (6.2) se réduise au systéme (1.3) de la forme

Bl(va)P 0 s Or ] O; 0 \!

0 ’ 83 ¢y €), Tty ’
(1.10)  B(z, &)~ g (g“ &, 0 0 _(_)

, . . e, e, e,

0 , O , O, -, 0, Bz, ¢

ot By(x, £) est une matrice carrée & n,; dimensions.

II. Réduction analytique.

8. Préliminaires. Nons allons réduire le théoreme du n° 8 au lemme 1

du n° 5.
Considérons la transformation formelle (7.2) obtenue dans le lemme 2.
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Posons d’abord

(8.1) C(z, &)= Co(@)+Clz, €);

8.2) Qz, )=E+Q(z, ) ;

(8.3) B(x, ©)=Cy(@)+ B, ¢) .
On a alors

(8.4) (:‘(:x_. &)= iiC\,(x)eV ;

(8.5) O, o~ S'Z Quz)e;

(8.6) Bz, )= ; By(x)e” .

Correspondant a la forme (3.2) de la matrice Aq, les matrices (?(a;, &) et
et Q(x, &) s’éerivent

(:::H(x’ ‘E) s ql:!(a:' 8) ’ STy Cils(mr E)
(8.7) é(m, é) - C:}l(x’ 5) » C;!:(m; 8) ’ STty C:s.(f:', 5) '

R e , RN

Colw, &), Cofx,e), -+, Cul@, o

et
Qu@, o, Qumo, - Qu
@9 Qs B0 SO T S
buw o), Ouw, - Oule,®
respectivement.
En vertu de (7.7), on a
(8.9) Qni@, 9= 33 Qu@r;
en particulier, (7.8) entraine
(8.10) Qix, =0  (j=1,---,8).

D’autre part, en vertu de (7.10), la matrice formelle é(x, &) est de la
forme

-él(xi 8)7 o ’ 0 s Ty ) ’ 0

@11 B, o= O o B@o, 0, e 0,00 ,

o, 0 , 0, - 0, B
ol }_?j(m, £) est une matrice carrée a n; dimensions.
Alors, P’équation formelle (7.4) entraine

812 Byz, 0=Cytm, 9+ 5 Cnle, 0@use, ) (G=1, 01 9)

e
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8.13)  #dQu(x, £)/dx=Coim)Q,u(x, £) ~Q (e, )Coxl@) +Cinlz, &)
+§%6ﬂa(x, é)énk(xy 6‘)“@1&‘(3«', e)ﬁk(sc, &)

En portant (8.12) dans (8.13), on a

B.14)  dQu(z, /do=Cy@)Qu@, &) - Qu(z, Cu@)+Calz, &)
+32 Coular, Qusta, - Quuta, il )
~Qu(x, 9 X1 Cunla, itz o) (k).

“~ . .
En remplacant les Q;.(z, ¢) respectivement par les matrices inconnues X,
& n; lignes et & m, colonnes, on obtient un systéme d’équations différentielles
ordinaires non linéaires

(815) é‘”dX’,'k/dx i ng(x)Xjk - Xjkcoi:(x)+é\jk(x’ é'\)
-+ [iljéjh(x’ &) Xpr— Xjkékk(xy &) — Xjk’iékh,(xr &)Xk
(i%k).
Il admet évidemment une solution formelle

(8.16) X, ﬁ:} Quju()e” (k).

Si Ton considére (8.15) comme un systéme d’équations différentielles non
linéaires en les ¢léments des matrices X, (jk), il a la forme (5.1).

Les Cy;(%) satisfaisant & (6.7), les nombres correspondant aux u, sont les
différences 2;,—A. Puisque les 4; sont différentes les unes des autres, les
conditions (5.6) sont remplies pour (8.15).

Supposons done le lemme 1 établi. Il existe alors une solution de (8.15)

8.17) K= @,k(x, €) (G%k),

telle que les seconds membres soient holomorphes par rapport a =z, & pour (2.1)
et que lon puisse remplacer dans (8.9) DI'égalité formelle =~ par Pégalité
asymptotique = pour £—0, si 4, p, « sont choisis convenablement.
Remplagons les égalités formelles = par les égalités = dans les relations
(8.2), (8.11) et (8.12).
Si I'on pose ensuite

(8.18) B(x, £)=Cy(x)+ B(x, &),
le systéme (1.1) se réduit au systéme
(8.19) edz/de = B(z, &)z

par la transformation
(8.20) ¥ =P0)Q, 07,



Sur réduction analytique dun systeme & cquations digforenticlles ordingives linéaires 535

ce qui montre le théoreme du n° 3.
Par conséquent, il nous reste seulement a démontrer lemme 1.

9. (Construction d’un losange. Dans la suite, nous considérerons exclusive-
ment le systeme (5.1).
Posons d’abord

9.1) w;=arg My (=1, ---, m);
on peut supposer
3 . 1
(92) - 2 Tl O 9 A (] = 1, ey, 7R) .
Alors, il existe un nombre positif & plus petit que ;-’ et satisfaisant aux
inégalités
3 1 .
(9.3) "‘275‘:(1)j"“(')<“2’“n (F=1, v, m);

de plus, on peut supposer

9.4) w~6% =17 (=1, -+, m).
Supposons ensuite que les w; satisfont aux inégalités
1 1 . ;
(9.5) - 2‘7‘:<(/)j—~(~)<~2-n (F=1, -+, m')
et
3_ . 1 Sy
(9.6) ~27*:<~a)j~@<~ 2n (G=m'+1, -, m).

Si, done, on choisit deux nombres positifs «, B assez petits, on a les iné-
galités

9.7 — é'r~§~aa+[3«<a)j~-(~)< ;ﬁ“(ﬂLY‘i‘ﬁ) (F=1, -, m)
et
3 1 st
(9.8) - 2~7z—§~aa—§«19<wj—-(~)<~ 27r~—(mx+ﬂ) (F=m'+1, -, m).

Posons ensuite

TP =pe @,

P =iz tan g, ] =
9.9) .
2@ e gD

x(d) . _x(:.) s

olt 8 est un nombre positif assez petit.
Alors, on a un losange dont les som-

mets sont les z% (k=1, 2, 3,4). L’angle

au sommet %0 est égale 2 27. Désignons Fig. 1L
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par D) Pintérieur du losange. Le domaine D(6) contient le domaine
(9.10) lel <o,

si 0'>>0 est assez petit, tandis que le domaine
9.1 [z] <6

contient D), si A est assez petit.
Cela posé, démontrons le

Lemme 3. Si ’on pose

9.12) U, )= [ exp(=po-z/edds (G=1, -, m)
.’!.‘j
ol
Al j=1, o, mY),
9.13) 2, { ( Y )
@ (j:m"*“l, cee m),
il exisle un nombre positif ¢ satisfaisant aux inégalités
9.14) [ Uz, &)< clelolexp (—py(x —2,)/e°)]
powur
(9.15) 2= DY, larg el <er .

Considérons le cas ol j=1, .-, m’. La démonstration peut s’achever de
la méme maniére dans Pautre cas.
Posons d’abord

(9.16) E=|x-—-xP|, J=arg (x—2")
pour z=DP); et puis
(9.17) @=arge.

On a alors

< s ’)u' ~ f i
©.18) (U@, 0= [ exp(—» g cos (o, 4 ﬂ-~am))d; Gl e m).
D’autre part, d’aprés la définition de D), on a

(9.19) F=O—-BLH<r—O4f8

pour V@), Si, done, on suppose larg ¢|<ew, on aura
(9.20) ; nlajtn—0—(oatf) lot-swdw;tr—0+(ca+p)< gr
(j:lt tets 773,)
pour ze& DEO).
Par conséquent, il existe un nombre positif ¢’ tel que
(9.21) —co8 (w;+t~aow)=¢ (7=1, .-, m)

pour (9.15).
En vertu de (9.18) et de (9.21), on a
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(8.22)  |Ugz, a)iselo/elplexp (~ple—x)/e))  (G=1,---, m')
pour (9.15), c.q.f.d.

10. Transformation du systéme (5.1) Supposons que le systéme (5.1)
admet une solution formelle (5.7).
Faisons le changement de variables

(10.1) vi=p;% (2, )+y; (G=1, -, m),
ol
l N-1 .
(10.2) ;Y (x, s)u%}i pi{T)E” (F=1--,m; N>1).
Soient
(10.3) edy;/dx =g, (x, Y1, -+, Yn, € (7=1, -+, m)

les équations en y, dont les seconds membres sont des séries entieres de y
uniformément convergentes pour

3

(10.4) l@[<do,  O0<lel<py’,  Jargel<aw,  [iyll<dy”,

si py’ et 0y sont assez petits; les coefficients des séries ¢,¥’(x, ¥, ¢) sont holo-
morphes par rapport & x, &£ pour

(10.5) lz}<d,, 0<fel<py’, larg e| <ay,

et développables asymptotiquement, dans le domaine (10.5) pour ¢ —0, en des
séries entiéres de ¢ a coefficients holomorphes par rapport a = (Jz|<d;). En
négligeant les terms de g,¥’(z, ¥, &) de degrés supérieurs en ¥, on obtiendra
les fonctions linéaires de y:

kd

(10~6) bj(N)(x) 8)+ k_};:lbjkuv)(xy E)yk (j :19 ST m) ;
soient
(10.7) b, = b @ (G, k=1, -, m)
Vi)
les développements de b;.‘¥’(, &), oll bs,¥’(#)=asuo(x). On a alors
/’lj (k Tj) ’
(10.8) bixo™2(0) = { ; (f=3-1),

D’autre part, le systéme (10.3) admet une solution formelle
(10.9) y=Spn@e (=1 m).

Par suite, les développements de b,V’(z, ) ne contiennent que des termes de
degrés au moins égaux a N par rapport a e.
On a donc les inégalités suivantes:

(10.10 1o,V (x, )} Bylel¥ (G=1, -+, m),
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{ by Yo, &)=l A/m - (G=1, -+, m),

Uil (@, &)< A/m (jxk),

pour (10.5) si §, et py’ sont assez petits, ot By et A sont des constantes
positives convenablement choisies; quant 4 A, elle n'est assujettie qu'a la
condition

(10.11)

(10.12) A>m mglx 15,1

De plus, par un changement linéaire de variables, on peut donner aux 4, des
valeurs aussi petites que l'on veut. Par conséquent, on peut supposer

(10.13) cA=<1.

Cela posé, faisons le changement de variables

(10.14) Yy 25 eXp ({2 - 2)/£0) (g=1,---,m).
On a alors

(10.15)  e°dz;/de {9, (x, ¥, &)=y} exp (—py (X —2)/e9)  (§=1, -+, m).
En vertu de (10.10) et de (10.11), on a inégalités
(10.16) g, (2, ¥, &) - 9,1 < Byle|V+ Ayt (G=1,---, m)
pour
(10.17) |z]-<dy, O<|el<py", largel<a,, |ly]]<o",

o

si 0, 35", px' sont assez petits.

11. L’existence d’une solution de (10.15). Supposons ¢ (>>0) plus petit
que d,. Soient ¢,(¢) des fonctions holomorphes de ¢ pour

(1LY 0-<lel<po, larg el <a, ,
et développables asymptotiquement en séries

(11.2) ICEIFIC (G=1, o m)
dans le domaine (11.1) pour ¢—0; posons

(11.3) ¢ Ve o) -p; M@y ) (F=1, -0, m).
On a alors les inégalités

(11.4) le; V(e = Bole]¥ (=1, m)

pour (11.1), By’ étant une constante positive.
Soit Ky une constante positive satisfaisant 4 I'inégalité

(11.5) Kyz(eBy+By)/(1-cA).
Cela posé démontrons Pexistence d’une solution de (10.15) et une seule
(11.6) z;=¢; N (x, €) (G=1,---,m),

dont les seconds membres sont holomorphes par rapport & 2, ¢ et satisfont
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aux conditions
(11.7) Yy, =g (e (F==1, -+, mJ,
et aux inégalités
(1.8) g V(e )= Kyle[Vlexp (- ple —x)/e%))  (7=1, -, m),
pour
(11.9) A=Y G 0-<felCpy, larg ¢f 2o,
ol py est une constante positive satisfaisant aux inégalités
(11.10) ox oy, Kupy™ <83
Désignons par §, la famille des fonctions ¢,{(x, £) holomorphes par rapport
a x, ¢ et satisfaisant & 'inégalité
(11.1D) [¢,(m, )< Kyle|Yexp (—puz-—-x,)/e%)],
pour (11.9). La famille §;,, munie de la topologie de convergence uniforme,
est convexe, fermée et compacte. Par conséquent, le produit de {,, -+, T
(11.12) F=iox o Xfu= {0y -, da)s €1}
est aussi convexe, fermé et compact.
Posons ensuite

AL13) 0, =9, @+ [ Gy, by ooy by Az (G=1, o, m)
l,j

pour chaque (¢, -+, d) de &, o0 les Gy(x, 2y, ---, zm, €) désignent les seconds
membres du systéme (10.15).

En vertu du lemme 3 et de (10.16), (11.5) et (10.15), les @ ,(x, ¢) aussi satis-
font aux inégalités (11.8) pour (11.9). Par conséquent, on a

(11.14) @, -, DN)EF.

Soit T la transformation qui fait correspondre (¢,, -+, ¢.) & (@4, -+, by).
Alors, T est une transformation continue telle que

(11.15) T{ZI=F.

Par suite, d’apres le théoréme d’existence de points invariants®”, il existe
un point (¢,**°, -+ -, ¢n'¥’) de § tel que

AL ¢, 7@, =g, P+ [ G, 90, o, gu ™, )i
u‘j .
(.7:;1; ) m)i
ce qui entraine que
(11.17) z;=¢; N (%, ) (J=1, -+, m)
est une solution de (10.15) satisfaisant aux conditions (11.7) et (11.8) pour (11.9).
Supposons ensuite qu’il existe une autre solution

(1) M. Hokuhara [2].
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(11.18) 2= 6%, £) (=1, ---, m)
satisfaisant aux conditions (11.7) et (11.8) pour (11.9); posons

(11.19)  M(e)=max {|¢,(z, ) ~¢, (@, o)l lexp (u,(x -2/} -
On a alors aisément l;;négalité

(11.20) M(e)<cAM(s),

si |¢] est assez petit. On a donc, en vertu de (10.13), M(e)==0, ce qui entraine
I'unicité de la solution de (10.15) satisfaisant aux conditions (11.7) et (11.8)
pour (11.9).

12. Démonstration du lemme 1. D’aprés le résultat du numéro précédent,
le systéme (5.1) admet une solution et une seule

(2.1 vp ™, &)+, (, ) exp (e —w)/e)  (§=1, -0 m).

Si la solution (12.1) est indépendante de N, on a une solution de (5.1) déve-
loppable asymptotiquement en des séries (5.7) dans le domaine (11.9) pour
&0, ear (11.6) satisfait aux conditions (11.8).

Par conséquent, il nous reste seulement & démontrer que (12.1) est indé-
pendantes de N. Pour le démontrer, il suffit d’éerire

(12.2) p; ¥ (m, &)-+¢; (=, €) exp (uy(w--2,)/&%)

=p; Y (x, )+ {p; N (x, &) -0,V (2, )} +¢; N (x, &) exp(uz—2;)/c%)
(jxl, Ty ‘m)
pour N<N’. Alors,

(12.3)  z;={p;*"(x, &)—p;"(w, &)} exp (~ pz—x,;)/e)+¢, Y (, €
(F=1, -, m)
est une solution de (10.15) satisfaisant aux conditions (11.7) et (11.8). Par
conséquent, (12.3) coincide avec (11.6), c.q.f.d.
4 avril, 1957.
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