Théorie des endomorphismes completement continus.

Par Masuo Hukunara et Yasutaka Sisuva.

Dans la théorie des endomorphismes completement continus, Phypothese
essenticllement utilisée est la suivantie: i existe un voisinage dont Pimage par
Pendomorphisme est compacte au sens de M. Fréchet, 1l serait done naturel
de les étudier dans Pespace () linédaire. Nous étudicrons quelgues proprietés
de lespace () de Fréchet dans le chapitre T et celles de Pespace (¥) linéaire
dans le chapitre II.  Enfin dans les chapitres suivanls nous établirons les
théorémes de Riesz et de Schauder en nous plagant dans Vespace (¥) linéaire.

1. Espace () de Fréchet.

1. Espaces abstraits. Nous dirons qu'un cnsembie ou espace est muni
d’une topologie s’il y a un régle qui fait correspondre a chaque partic E une
partie dite 'adhérence et notée par E. Nous supposons les conditions suivantes
remplies:

) ECE;

(id) ASB= ACH.

Un ensemble qui coincide avec son adhérence est dit fermé. Un censemble
dont le complémentaire est fermé est dit ouvert. Un point qui n'apparticent
pas a Padhérence du complémentaire de E est point intérienr de . Un point
qui est intérieur au complémentaire de E cst point extéricur de E. Un point
qui mest pas intérieur ni extéricur est point frontiere.

Il est bicn connu que Pon a les propositions suivantes:

1.1 L’infersection d’une famille d’ensembles fermés e¢st un ensemble fermé;
la réunion d’une famille d’ensembles ouverts est un ensemble ouvert.

1.2 La réunion d'un nombre fini d'ensembles fermés est un ensemble fermé

et Vintersection d’un nombre fini d’ensembles ouverts est un ensemble ouvert
pourvr que l'on ait la condition sutvante:

(iii) AUB=AUB.

2, Espace (B). Espace (B) cst un espace R ot la topologic cst définic
par une famille des systémes d’ensembles {B(x); xR}, L’ensemble appartenant
a B(x) ost supposé contenir x. 11 cst appelé voisinage de x et Blx) le systeme
Sfondamental de voisinages de x. a cst un point adhérent de F, si chaque
voisinage de @ contient au moins un point de E. L’espace (B) remplic
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évidemment les conditions (i) et (i), On sait en outre que Pon a les proposi-
tions suivantes:

2.1 Pour que Uespace (B) remplisse la condition (i11), il faut et il suffit que
lon ait la condition:

(iity Si Vi(x) et V.(x) appartiennent a B(x), 1l existe un voisinage
Vix)o-¥(x) contenu dans leur intersection.

2.2 Pour qu'un espace muni d'une topologie soit un espace (B), il faut et
7 suflit que on ait (1), (ii) et

(iv) 0-0.

Démontrons par exemple la suffisance de la condition de la proposition 2.2.

On prend pour B(x) le systéme formé de tous les ensembles a Pintérieur
desquels se trouve x. Drapres (iv), B(x) n’est pas vide, car il contient espace
lui-méme. Si £ est contenu dans le complémentaire de V@), a n’appartient
pas a .

Réciproquement, si @ nappartient pas a E, @ est un point intéricur du
complémentaire de E. Le complémentaire de E appartient donc a2 B(@). Par
suite la topologic initiale est identique a celle qui est définie par la famille
des systemes {(Blx); xR},

IT peut arriver guce deux familles des systémes de voisinages définissent la
méme topologic. Dans ce cas, ces deux familles des systémes de voisinages
sont diles équivalentes. On sail que on a la proposition:

2.3 Pour que deux familles des systemes densembles {B(x); x&N} of
{B(x); xR} sodent équivalentes, il faut et il suffit que on ait la condition
suivante:

A chaque V(x) de ¥B(x) on peut faire correspondre un V'(x) de B'(x)
contenu dans le précédent et réciproquement.

Un systeme densembles B°(x) satisfaisant 2 cette condition est appelé
encore systeme fondamental de voisinages de x.

3. L’espace (V). Espace () est un espace od la topologie est définie par
une famille des systénies de suites {&(x); xeR} satisfaisant aux conditions
suivantes:

I La suite {xu} telle que xp=x appartient a &(x);

1. Une suite particlle de la suite €&(x) appartient a €(x);

0L &N &S(3)=0 pour xky.

Le point adhérent de E est un point x tel que Ton puisse cxtraire de E
une suite ¢S(x). L’espuce () est un espace (B), car il remplie évidemment
les conditions (1), (i) et (iv). Il pourra arriver que deux familles des systémes
de suites {S(x); x<N} ot {S'(x); xeR} définissent la méme topologic. On
dit alors qu’clles sont dquevalentes. On peut vérifier sans peine les propositions
suivantes:
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3.1 Lespace (L) est un espace () satisfaisant ¢ la condition (iit’).

3.1" Dans Pespace (), la réunion d'un nombre fini d’ensembles fermés est
un ensemble fermé, f Uintersection d’un nombre fini d’ensembles ouverts est un
ensemble ouvert.

3.2 Pour que deux familles des systémes de suites {S(x); x& R ef {&(x);
xeN} sotent équivalentes, il faut ot il suffit que Uon ait la condition suivante:

De chaque suite €&(x) on peut extraire une suite particlle c&{x) ot
réciproquement.

Nous dirons systéme fondamental de suifes en x toul systéme &(x) satis-
faisant a cette condition.

3.3 L'ensemble ne contenant qu'un nombre fini de points est ferme.

Il est évident que Pensemble formé d’un scul point coincide avee son
adhérence. 3.3 est donc la conséquence de 3.17.

4. Sous-espaces. Sous-espace d'un cspace M est un ensemble R ot la
topologie est définie en faisant correspondre & une partic K de R la partie
ENR.

4.1 Soient N un espace (V) ef R un sous-espace. Si {W(x): xR} est la
Sfamille des systemes fondamentaux de voisinages dans R, {RNV(x): x&RY est
la famille des systémes fondamentaux de voisinages dans R.

En effet, si aeR est un point adhérent d’une partie E de R, R V(x), oit
V(x)&¥(x), conticnt au moins un point de E et réciproquement.

4.2 Soient N un espace (¥) et R un sous-space. R est aussi un espace (¥)
of si ©(x) est le systeme fondamental de suites en x dans W, le systeme R\ S(x)
des suites €@(x) contenues dans R est le systeme fondamental de suites en x
dans R.

En effet, si @R est un point adhérent d’une partic £ de R, on peut
extraire de E une suite RN&(a) et réciproquement.

5. Convergence. Si chaque voisinage de @ conticnt presque tous les @y,

nous dirons que la suite {ay} converge vers a. Nous écrirons alors
liman=a ou ay—d.

5.1 Si la suite {au)} converge vers a, sa suile partielle converge vers a.

Cetle proposition est évidente.

5.2 La suite convergeant vers a st caractérisée par celle Dpropriéié:

De toute suite particlle extraite de la suite on peut extraire une suite
partielle appartenant a €(a).

Necessire pe La conprrson. 11 suffit de montrer que Pon peut extraire
d’'une suite {a,} convergeant vers ¢ une suite particlle appartenant a €(a).

S'il y a une infinité de n pour lesquels ap+-@, on peut extraire de la suite
une suite partielle {a'y} telle que @'p==a pour tous les n. Cette suite partielle
appartient a €(a).
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Sl n’y a gu’un nombre fini de = pour lesquels ap=a, on peut supposer
sans perdre la généralité que tous les @, soient différents de @ a est un
point adhérent de Pensemble A formé des points g, On peut extraire de A
une suite {a'p}c€{@). On aura (z’,,_:a&n, kp— oo, Car si la suite {kn} était
bornée, a'y représenterait un méme point b (:: @) pour une infinité de n. On
pourrait alors extraire de la suite {a's}C&(a) une suite partielle €&(®).

Puisque k=00, on pourra extraire de la suite {a@'y} une suite partielle
{a"%} qui est en méme temps une suiie particelle de {an}. {a@'s} appartenant
4 €(a), {a”y)} Iui apparticnt.

Surrisance pe La convrrion.  Sila suile {ay} ne converge pas vers @, il
existe un voisinage V(@) tel que @, nappartient pas a V(e) pour une infinité
de s On peut alors extraive de {ap} une suvite partielle {a’y} dont aucun
point nappartient 4 V{a). Alors, on ne peut extraire de {a’y} aucune suite
particlle ¢ ©(a).

8.2 Une suite <€(a) converge vers a.

Car la suitle satisfait évidemment 4 la condition de la proposition 5.2.

5.2”  Si de toule suite partielle extraite de la suite {a,} on peut extraire
une suile partielle convergeant vers a, la suite {an} converge vers a.

Car la condition de la proposition 5.2 est remplie.

5.3 Si une suile {as} converge vers a ¢t si a=£b, il existe un voisinage V(b)
de b tel que and: V(D) pour presque tous les n.

Il existe au plus un nombre fini de # pour lesquels on a ap=5. Nous
pouvons donc supposer sans perdre la généralité que @,k b pour tous les .
Soit A Vensemble formé des points ap. Si chaque voisinage V() contenait au
moins un des points an, b serait un point adhérent de A.  On pourrait donc
extraire de A une suite {a@'»}GEWX). On pourrait alors extraire de {a’s} une
suite particlle {a”g} qui ¢st en méme temps une suite particlle de {an}. {@’n}
appartiendrait alors & &), Mais {a’s} convergeant vers a, on pourrait en
extraire une suite particlle ©&{a). Cest absurde.

6. Continuité. Soint N et W deux espaces (¥) de Fréchet. Une applica-
tion F de M dans N’ ost dile continue en a si 'on a
6.1 lim Flag)=F(lim a,)
pour toules les suites {ay} convergeant vers a.

6.1 Pour qi'une application F de N dans W' soit continue en a, il faut et
il suhit que Uon ait (6.1) pour {an} c€(a).

Soit {ax} unc suite convergeant vers a. 1l suffit de montrer, d'aprés 5.27,
que Pon puisse extraire d'une suite partielle quelconque {F(a'y)} de {F(an)}
une suite partictle convergeant vers Fla). {a's} convergeant vers e, on peut
en extraire une suite particlle {a”s}e&(@). {F(a”n)} est une suite partielle de
{F(a'n)} et converge vers Fla).
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6.2 Pour qu'une application F de R dans R’ soit continue ¢n a. il faut ot
i suffit que Pon ait la condition suivante:

A chaque voisinage V'{e) de a'=F(a), on peut f[aire correspondre un
voisinage V(a) de @ dont limage par F est contenue dans V(a@): F{V(a)}
&Via).

La suffisance de la condition étant évidente, nous démontrons sculement
la nécessité de la condition. Pour cela nous supposons qu’il wexiste aucun
voisinage de @ dont Pimage F{V(@)} cst contenue dans Via). On peut alors
faire correspondre a chaque voisinage V(a) un point ayc V() dont Pimage
n'appartient pas a4 V'(a’). a ost un point adhérent de Pensemble A formé
des points @y. On peut donc en extraire une suite {a,} convergeant vers a.
Aucune des images des @, nappartient a V(a'). Par suite la suite {I{a))} ne
converge pas vers Fla).

I1. Espace (¥) linéaire.

7. Uniformité. Un espace (¥) de Fréchet est dit espace (V) linéaire il
est un espace vectoriel sur un corps de nombres complexes (ou réels) et 'l
jouit des propriétés suivantes:

IV, {xs}€€(x), {3} E(y) entrainent {xa+yu}eS(x1y);

V. {x:}e&(x), dy—a entrainent {ay xn}c (@ x).

1.1 Si nous désignons par S le sysiéme €(0), on a
@) =H{xnta}; {xs)=B};

o{S}={{0ax}; {an} =@} coincide avec S pour 0+0.

Si {an} €6, on a {aw+a}eC€(a) et réciproquement, d’ol résulte la premicre
partie de la proposition. Si {@x}=8, on a {sa,}ed{&} et réciproquement,
d’otr résulte la deuxiéme partic de la proposition.

7.2 S{ B est un systeme fondamental de wvoisinages de o, o{B}={o{V};
VeB}) (04 0) est aussi un systeme fondamental de voisinages de o et V(a)--
{Va; VeB), o Va désigne {x-l-a; xcV}, est un systéme fondamental de voisi-
nages de a.

Cest la conséquence immédiate de la proposition 6.2 ct des propriétés 1V,
V.

Nous désignerons dorénavant par Be le systeme fondamental de voisinages
de a:{Va; Ve¥}. Dec méme nous écrirons ©a au licu de (@) en supprimant
les parenthéses.

1.3 Si les séries {xn}, {yn} et {n} sont convergenies, les séries {xn-+yn) et
{xp xn} sont convergentes et lon a

Im (pt-ym)=Hm xy-+Him sy,
Hm (g xp)=1lim ¢ty lim xy .

Cest la conséquence immédiate des proposition 5.2, IV et V
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7.4 Soient VB ef {ag) une suite convergente. Il existe alors deux indices
m et nlels que aw—am:V.

En effet, si p est un entier quelcongue mais déterming, la suite {an,p}
converge vers le méme point limite que {as} ct la suite {@p—an.p} converge
VOTS 0. ay - ap.p appartient done 2 V pour #n assez grand.

Remarque. mz-#n peut prendre une valeur entiere quelconque.

8. Ensembles bornés et ensembles compacets. Un ensemble E est dit borné
si la condition suivanie est remplic:

Quelles que soient la suite {a,} extraite de E et une suitc de nombres
{en} convergeant vers 0, o a &, ap— 0.

8.1 Si E est un ensemble borné et si V est un voisinage de o, on a o{ EY=V
pour o assez petit.

Supposons le contraire. On peut trouver unc suite de nombres {e} con-
vergeant vers 0 et telle que & {F} nc soit pas contenu dans V. On peut donc
extraire de £ unce suite de points {an} telle que ey ap V. Par suite {e, an} ne
converge pas vers o ¢l E n'est pas borné.

Un ensemble K est dit compact si Pon peut extraire d'une suite quelconque
extraite de E unce suite particlle convergente.

8.2 Un ensemble compact est borné.

Soient {a,)} unc suite extraite d’un compact E et {&,} unc suite converge-
ant vers 0. Soit {e’p a’y} une suite particlle quelconque de {ey an}. {a’n} étant
une suite extraite de K, on peut cn extraire une suite particlle convergente
{a"s}. Soit {e”y} la suite particlle correspondante de {¢',}. La suite {¢”y a”»)
converge vers o, Par suite, d’aprés 527, Ia suite {&; a4} converpe vers o.

8.3 Si I est compact et si 'V est un voisinage, on peut extraire de E un
nontbre fini de poinls a,, a., -, an de maniére que

ECVa, W Va, U UVa, .
Supposons Ie contraire. On peut alors extraire de E une suite {an} telle
que
aw & Va, UVa, - Vay.

Si m << n, ag n'appartient pas & Va,,. Par suitc ay—a, n’appartient pas a
V. Draprés 7.4, on ne peut extraire de la suite {an} une suite partielle con-
vergente. Donce F nest pas compact.

9. Sous-espaces linéaires. On dit ainsi le sous-espace qui est lui-méme
un espace vectoriel. Dorénavant, dans le cas de 'espace vectoriel, nous dirons
simplement sous-espace au lieu de dire sous-espace linéaire. On a évidemment
la proposition:

9.1 Pour qu'un ensemble M dans un espace (L) linéaire soit un sous-cspace,
il faut ef i suffit que xcM, ye M entrainent ax+fgyeM pour les nombres
quelconques «, f.
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Lexpression: «, @, (. @, 1+ Qy @n, et une combinaison linéaire de ay,
., ay. L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires d'un nombre fini de
points appartenant & A est un sous-espace, que nous appelons sous-espace
engendré par A. Si toutes les combinaisons linéaires de points de A ne
s'annulent que si leurs coeflicients sont tous nuls, A est dit base (algébrique)
du sous-espace M engendré par A, n points sont dits Inéairement indépend-
anis, 51 aucun de ces points nest une combinaison linéaire des autres. Si A
ne contient qu'un nombre fini »# de points linéairement indépendants, » est la
dimension du sous-espace M. Nous écrirons alors me=dim M.

A étant un ensemble, nous désignons par Aaq, 6{A} les ensembles

Aa={x+a;xc A}, o{A}={ox;xcA}.
A et B étant deux ensembles, nous désignons par ADB 'ensemble
AGB={x+y,;xc A, ycB}.

Si, A et B étant deux sous-espaces, intersection AVB ne contient que
o, A®B est appelé la somme directe de A et de B. Nous écrirons dans ce cas
ADRB au lieu de Ag@B. St ADB==M, 'un quelconque des sous-espaces A et
B est un sous-espace supplémentaire de 'autre. Sin=dim B, n cst la codimen-
sion de A et on écrit n=codim A.

Si, A,, 4,,-, Ay étant des sous-espaces, on a

{A, & 8 AN Apsy={0}
pour k=1,2,-,n—1, ces n sous-espaces sont dits linéasrement indépendants,
ADAG O A,
est appelé la somme directe de A,, A+, An ¢t nous la désignerons par

9.2 Si A, A.,-, Ay sont des sous-espaces linéairement indépendants ef st

(F1s Jors Jny €St une permutation de (1,2, -, m), Uintersection
{A;, & 0A;N{A, ©-0A;)

ne contient que o.

Pour démontrer la proposition par Pinduction relative 2 », nous la sup-
posons vraic pour » diminué de P'unité. Nous pouvons supposer que fu=7.
Si I'on pose

A=A; ®8A;, B=A4A;, & -04;, ,C-4;,,
on a ANB={o0} par hypothése et la relation a démontrer devient
AN{BBC)={o}.

Considérons un point guelconque a appartenant au premier membre. a
peut s’écrire @=b+¢, beB, ceC. On a alors

c=a—-be{ADB}1C={o}.

Par suite ¢=o0, a=bc AN B={0}, &0l a=o0.
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10. Espace 4 la dimension finie. Démontrons la proposition

10.1  UUn espace (¥) linéuive W & la dimension finie n est homéomorphe d
Pespuce enclidien G, ¢ la dimension n.

Soit ay, @+, ag une base de Pespace . A un point

=& aytéat o +Enan

de Xp, convergent respectivement vers les coordonnées &,---, &y de X, Par suite
la suite correspondante {x} dans 9 converge vers le correspondant x de X,
Considérons cnsuite le cas de

ot 251("'”2‘}“1510")[2 [ 15"(/;){7._, oo .

Désignons par yg le point plk 1, ot par { ¥z} le correspondant dans G, On

peut extraire de la suite {¥2} une suite partielle convergente {¥z'} et le point
limite Y est différent de Porigine. La suite partielle correspondante {34/} de
{ v} convergerait vers un point ko. Par suite 1a suite {xp} ne peut converger
vers aucun point, car si elle convergeait, la suite {3} convergerait vers o.

On en conclut facilement que si la suite {xp} est convergente, la suite
{ X3} est bornée. On peut extraire d’une suite partielle quelconque {Xz'} une
suite particlle convergente. Son point limite X est le correspondant de x==
lim xp. La suite {Xp} converge donc vers X.

10.2  Un sous-espace a la dimension finie est fermé.

Soit R un sous-espace a la dimension finie 7. S’ existait un point ad-
hérent @ de R wappartenant pas 4 R, le sous-cspace R & la dimension n+1
et contenant R ot a serait homéomorphe a Pespace cuclidien ¢, ,, & la dimen-
sion w1 1. Par cette homéomorphie, le sous-cspace &, de 6y, qui correspond
A R contiendrait une suite qui convergerait vers un point A n'apparatenant
pits Gy ‘

10.2° Si

[ < y

[g‘(mgcti, ! F':f(ls){" oo IE (L‘)ft‘ > 0O

la suite des pouls
w8 Wa, +E® ayto Enl an (fe=-1,2,--)

ne peut converger vers aucun point.

10.3  S7 M est un sous-espace fermé, ef si A est un sous-espace a la dimen-
ston finie n, ADM est un sous-espace fermé.

Pour démontrer cette proposition par Pinduction relative & #, il suffit de
considérer sculement le cas ot A est engendré par un scul point @ napparte-
nant pas & M. Si v est un point adhérent de AQM, on peut extraire de
ADM une suite {ay atxe} (xs© M) convergeant vers y. Si la suite {ag} est
bornée, on peut en extraire une suite convergente {ay’}. Si{xys'} est la suite
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particlle correspondante de {x.}, {&," @¢+x,"} converge vers x, of {5y ¢} con-
vergeant vers un point @a de A, {x,'} converge vers un point x qui appar-
tient &4 M. y-«a-x est alors un point de A0AL L'hypothese qu'il existe
une suite partielle bornée de {a,} entraine la méme conclusion.
., e 1 . 1
Si Pon avait {ay!l — oo, {(z~§~ o A,,} convergerait vers o, et { cty x,,} con-
vergerait vers —a. M étant fermé, a appartiendrait & M contrairement A
I’hypothése.
11. Espace quotient. Soicnt %t un espace vectoriel et M un sous-espace.
L’ensemble des classes
A]x—:{xly’y("M}
forme un espace vectoricl appelé espace quotient et désigné par N/M si Pon y
définit Paddition et la multiplication par
Mx -+ My == M(x+y), AMx) = MQx).
La condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait Mx-My est que x—yp
apparticnne 3 M. Nous écrirons dans ce cas x=y (mod M).
E étant un ensemble dans %, nous désignons par M{E} Pensemble
M{E}Y={Mx,xcE}
et par ME la réunion des classes de M{E}: ME~=M&FE. ®-{ay} éant unc
suite dans %, nous désignons par M{®} la suite correspondanie dans N/M:
M{D}={Man}.
Soit N un espace (¥) linéaire. Nous désignons par €(Mx) le systéme
E(Mx)=={M{D}, D=y} .
Si O={ay)}, Ox désignc la suite Ox={a,+x}. On a alors
E(Mx)~={M{Dx}, 0cS}.
Si @' est une suite particelle de la suite @, M{®’} est unc suite particlle
de M{®D}. Si de plus M cst fermé, on a
E(Mx)E(My)=0
pour Mx= My. En effet, considérons une suite M{®@}{May} appartenant au
premier membre. On peut écrirc
an=an’ +x=an"+y (mod M),
{an'} et {a,”} appartenant 3 &, On a donc
@y’ —ap” =y~%+Ca
e appartenant & M. La suite {a,'—ay"} appartenant & &, la suite {¢y)} con-
verge vers x—y. M étant supposé fermé, x—y appartient a M.
Par suite, si M est un sous-espace fermé, la famille des systémes de suites
{S(Mx); MxcR/M} définit une topologic appelée fopologie quotient dans /M.
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Et on voit que Pespace quotient est un espace (V) linéaire, c'est-a-dire qu’il
satisfait aux conditions analogues a IV et V.

1.1 Si M est un sous-espace fermé de Pespace (¥) linéaire % et si B est
un systeme fondamenial de voisinages dans ‘R,

B(M)={M{V}; VeB)

est un systeme fondamental de voisinages dans lespace quotient R/M.

Soit Ma une classe adhérente de Pensemble M{E}. On peut extraire de
M{E} unc suite M{®a}c€(Ma). Un voisinage quelconque Va de @ contient
presque tous les points de @a. M{Va)} contient donc au moins une classe de
MY,

Réciproquement, supposons que chaque voisinage M{ Va} contient au moins
un élément de M{L). On peut supposer E=M®E, car M{M®E}=M{(E}. Va
contient alors au moins un point de £.  a cst donc un point adhérent de E,
ct on peut extraire de E unc suite @acSa. M{Da) cst une suite extraite de
M{EY} ct appartient & €(Ma).

12.  Espace avec voisinage compact. Démontrons d’abord la proposition:
12.1 Sodent M un sous-espace fermé, E un ensemble tel que M{E} est borne
dans WM ¢ N un sous-espace ¢ la dimension finie. Si M\ N={0}, lensemble

{xeN; ENMx 30}

est borné.

Supposons le contraire. On pourrait extraire de N une suite de points
{xs} dont Pimage dans Vespace euclidien s%écarte & Plinfini et telle que
ENMx,4:0. On pourrait supposer de plus que epxy—a 0, {&,) tendant vers
0. Par suite &,(Mxn)— Ma, et a n’appartenant pas 2 M, Ma est différent de
M. Or, M{E)} étant borné, e,(Mxy)—M. On a done une contradiction.

12,2 Soient M un sous-espace fermé et E un ensemble tel que M{E)} est
borné dans W/M et ne coincide pas avec M. On peut alors Jaire correspondre
a un nombre positif o plus petit que 1 un point b E, tel que (6{END M=0,

Soit @ un élement de X n'appartenant pas & M. L’ensemble {14}; MQa)(
E -0} étant borné, sa borne supéricure « cst finie. 1 appartenant a cet
cnsemble, @ est au moins égal A 1. On peut trouver une suite de nombres
{an} et une suite de points {an} telles que |yl ~ @, an &M, by=dpa+ancE.
11 suffit de montrer gue lon a (o{ ENbyN M=0 pour un certain ». Supposons
done le contraire. .

Il existerait done un point 3, @ M (6{ ENby. On en déduirait i (yn—bn)eE.
Or, on a

ay,

1 1
« a+t o Om—an), o (yn—ap)eM,

R -

ot
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EAM(- ‘(‘:f @) 0.

Par suite on aurait o, <o, gui nest pas compatible avee jay! - .

12.3 8% existe un voisinage compact 'V, I'espace est e la dimension finie.

Supposons la dimension de Pespace infinie. Prenons un peint quelconque
a,=V. Nous supposons définis » points lindaivement indépendants «a,. @+, an.
Soit M, le sous-espace engendré par a, a., -, @y. o étant donné (0«2 a<2 1), on
pourrait trouver, d'aprés 12.2, un point ax.,cV tel que (o VDay., (1 Ms 0.
On pourrait de la suite {ag} extraire unc suite convergente {ay'}. {an @'u.i}
convergeant vers o, on aurait @y’ —a'y,, Co{V} pour 7 assez grand. Or, si M’
est le sous-cspace engendré par a,',;,a,’, on a ({VDa'y, (VM0 qui est
équivalente A o{ VI AM (—a'y,)=0. a’ appartenant & M, @y’ -a'y,, nappar-
tiendrait pas & o{V}. Cest une contradiction.

IIT. Endomorphismes complétement continus.

13. Continuité d’un opérateur linéaire. Soit L un opérateur linéaire qui
applique un espace (¥) linéaire N dans un cspace (¥) linéaire W', 1l est évident
gue la continuité de L cn o entraine celle de L en un autre point quclconque.
On peut donc définir la continuité de L par la propriété:

Lxy—0o pour {xp)E©.

13.1  Pour quun opérateur linéaire L soit continu, il faut ot il sufiit que la
condition suivante soit vemplie:

A chaque voisinage V' de o', on peut faire correspondre un voisinage V
de o tel que L{VICV'.

Cest la conséquence immédiate de la proposition 6.2.

Si L’ est un opérateur linéaire qui applique %' dans un espace (¢) lindaire
N7, le produit L’L scra défini par la relation: (L'Lyx=-L'(Lx). Si Lect L’ sont
continus, leur produit est aussi continu.

Si K est un opérateur linéaire qui applique 9t dans %, la somme L1 K
sera définie par la relation (L4 K)x=Lx 4 Kx. Si L ¢t K sont continus, leur
somme est aussi un opérateur linéaire continu; c¢’est la conséquence de la
proposition 7.3.

L'opérateur L est dil complétement continu, $’il existe un voisinage V dont
I'image V' =L{V} est compacte.

13.2  Un opérateur linéaire completement continu L est continu.

En effet, soit U’ un voisinage quclconque de o', Daprés 81 et 82, on
aura of V'3IEU pour un certain nombre o420, o{V} est un voisinage de o
dont Timage par L est contenue dans U,

13.3 Si l'un des opératenrs linéaires continus L et L' est complétement
continu, L'L est aussi complétement continu.

Si L est complétement continu, il existe un voisinage V dont Pimage
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V' L{V} est compacte. L/ élant continu, Pimage L'{V’} est compact.

Si L7 est complétement continu, il existe un voisinage U’ dont Pimage
LUy est compacte. Dapres la continuité de I, il existe un voisinage V
dont Pimage V' ==L{V} est contenue dans U7, Alors 'image de V par L'L est
compactc.

13.4 Si L et K sont complétement continus, L+ K est aussi complétement
continu.

aprés 3.1, il existe un voisinage V dont les images L{V} et K{V} sont
compactes.  Soit @ une suite quelconque extraite de V. On peut en extraire
une suite partielle @ dont 'image par L cst convergente. On peut en extraire
une suite partielle @7 dont Pimage par K est convergente. L{®"}, K{®"}
étant convergentes, (L-4-K¥{ D"} est convergente.

13.5 Si M ef N sont des sous-espaces fermés tels que MION, M est un
opératenr linéaire continu de N/N dans R/M.

Un voisinage quelconque de M est M{V}, od V désigne un voisinage
quelconque de o, N{V} cst un voisinage de N, dont Pimage par M est
M{N{V}}=MN{V}-=M{V}.

13.6 Si L est complétement continu et si M et N sont des sous-espaces fernés
tels que MDL{NY, ML est un opérateur Iinéaire complétement continu de R/N
dans N/ M.

11 existe un voisinage V dont Pimage V' =L{V} est compacte. N{V} est
un voisinage de N dans W/N et Pimage de N{V} par ML: ML{N{V}}=M{V'}
est compacte.

14. Propriétés de N*. Soint L un endomorphisme d’un espace (¥) linéaire
N, c’est-d-dire un opérateur linéaire qui applique R dans lui-méme. Nous
définissons les sous-espaces N ot Ny par N*=L-%{0}, Ny~ L%*{)N}, et les entiers
ety par
p=inli{n; NN} ve=inf{n; Ng=Nu,,}.
Si Pon a NfCN#*! pour tous les entiers positifs #, on pose p=co. De
méme, ve-oo signifie que Ny O Ng,, pour tous les entiers positifs z#. On sait

finis.
Si Pon pose LF=I—K,, on a

I(,,"’“)Iff‘“( «72‘ )K’f'{*“-"{*(ml)”‘g ni})]{nulu*,(mnn-:}{n .

K, est donc complétement continu.  Par suite, il existe un voisinage V, dont
Pimage par Ay est compacte.  Le point x de N® est caractérisé par la rela-
tion x—Ayx. On a donc

I(n{VnnN"}"‘VnﬂN” »
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et Vu(1IN* est un voisinage compact de o dans N Par suile,

14.1 La dimension de N* est finie.

Démontrons maintenant la proposition:

14.2 V. N" est compact.

Supposons le contraire. On pourrait alors extraire de V,(IN* une suite
{x} telle que l'on ne puisse en extraire aucune suite particlle convergente.
La dimension de N* étant finie, on pourrait déterminer >0 de maniere que

. 1 . . . . ,
de la suite {m—xk} on puisse extralre une suite particlle {3’} convergeant

vers un point y %o, et l'on aurait gg—oo. K{V,} élant compact, 2 — Ky’
convergerait vers o. On aurait donc Ky-=o, d'ott K,y-=o0. y appartenant a
N*, on aurait y=K,y==0, ce qui est absurde.

14.3 L’entier p est fini.

Supposons le contraire. D’aprés 12.2, on peut trouver un point «”c Vinne
tel que

(e{ViNN"Da" N N*'=0,
o étant un nombre positif plus petit que 1. Cette relation entraine évidem-
ment
o{ViIINN* (—a)=0.

Le point §"=Ka” appartient & N*® mais non a N*~'. On peut extraire de
la suite {&"} une suite partielle convergente {b'"}. Si m<n, le point x=a—
b*-+b» appartient a N#*~'. Par suite b»—p* appartient a N#'(—a”) el non a
o{V,}. Mais la suite {b'"} étant convergente, bm—p» devrait, d’aprés 74,
appartenir a o{V,} pour les certains entiers m et »n.

15. Propriétés de N,. Soit @ un point adhérent de N,. On peut extraire
de N, une suite {an}&€a, et 'on peut écrire ay=Lbs. Si N'bul) V0, on
peut supposer que G V,. On peut extraire de la suite {Kby} unc suite
partielle convergente {Kb,'}). La suite {ay’}, oU ay =Lb,, élant unc suite
partielle de {as}, elle converge vers a. Alors la suite {by'} est convergente
et si b est son point limite, on a a=LbeN,.

Il en est de méme ¢'il existe un nombre positif o tel que NibyNo{V,}:10
pour une infinité de »#. Supposons donc la non-existence d'un tel nombre o.

Soit

Ay=inf{a; N'baNo{V,} =0 pour @a<<g< oo},

Draprés I'hypothése, ay— 0. Il existe un nombre oy tel que
; Ay < Op=dy, N'bu(N0u{V;}==0

et I'on aurait ensuite

Ny 20,{V,} %0 Oy —> 00,
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' . 1 .
On peut supposer que by < 20,{ V3. S1 Pon pose cp== 2 by, o1 peut extraire
23
de la suite {Kep} unc suite partielle convergente.  On peut donc supposer,
sans perdre la généralité, que la suite {Key} converge vers un point ¢ On
aurait alors

.1
cn- Kegt 0 nC, Ley=cn— Koy 0.
7

Puis on avrait Lo o ¢t co NL

Drautre part, N'bp(en{ V)0 cst équivalente a 2o, N'{V,}, et {en} ne
pourrait converger vers aucun point de N'. On est arrivé ainsi a une con-
tradiction.

Donc le point « appartient toujours & Ny, et N, est fermé.  Si T'on con-
sidere * au licu de L, on obtient la proposition:

15.1 Le sous-espace Ny est fermé.

Draprés 13.6, NoK est un endomorphisme completement continu de /N,
et Pon a (NuLY 4 Ng}-=Nyu-/Ng. La dimension de Ny-, /Ny est donc finie. 2
étant arbitraire, on a la proposition:

15.2 La codimension de N, est finie.

Considérons une suite {Ny,ae) (e V(1N On peut extraire de la
suite {Kxp} une suite particlle convergente {Kxp'}.  Le point limite y=1im Kxp’
appartient & Ny Puisque Kxp' = xp —Lxp', Lap' € Nyyy, on a

Ny X6 =Ny Kxp' = Ny yEN/ Ny

Par suite, Ny { Vi1 Na} est compact dans Ny/Nyoy. St Npon CNg, Ny d Vi N}
ne coincide pis avec Np,.. La proposition 12.2 montre qu'il existe un point
an= VT Ny tel que

(Vi NuNeaa N\ Nuyy =0,

a étant un nombre positif plus petit que 1. Cette relation entraine o{ViIN
Neoi( an) =00 Sivoeo, on aurait une suite {ay} cxtraite de V.. Posons
by <Koy, Stomten, le point xy-ay- bp-l-by appartient & Ny, ct Von a bpp—Ine
Ny, Goe). Pav suite by bacto{ Vi3 {an) étant une suite extraite de V,, on
peut extraire de la suite {Pa} une suite particlle convergente {fn'}. On
deviait done avoir By Opoo{ V) pour les certains nombres m et a. On
aboutit ainsi & une contradiction. On a par suite la proposition:
15.8 L’enticr v est fini.

16. Continuité du supplémentaire. Considérons en particulier le cas de
soev=0, Déguation en y: Ly - x admet toujours unc solution et une seule
que nous désignerons par y Loty (I—H)x.

16.1 Si K est un endomorphisme complétement conting tel que pe==v=0 pour
Lo 1 -K, HeI L' est un endomorphisme complétement contini.

On voit sans peine que L= et H sont des endomorphismes.
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Pour démontrer la continuité de L7, prenons une suite {ag}c S, Sup-
pusons démontrée 'existence de o0 tel que b, =L 'apco{ V,} pour presque
tous les s, Soit {&'} une suite particlle extraite de {fy}, ot posons Lbn - ay’.
On peut extraire de la suitc {A?s'} une suite particlle convergente {Kbn”).
Soit & sa limite. Si l'on pose an”==Lb,”", la suite {a,”} converge vers o, car
ellc est une suite partielle de {ax}. On a donc by"=ay”-+Kby" —b, el puis
Lb=o0, d’0 b=0. Par suite L 'ay—o0, ce qui montre la continuité de LoV

Pour démontrer Pexistence de o, supposons le contraire. Posons

ty=Inf{r; by p{V,} pour r<<p<loc}.

On pourrait extraire de la suite {z,} une suite particlie {z,'} telle que oy’ = oo,
Soit {b,'} la suilte particlle correspondante de {&,). Il existerait un nombre

; . 1
os” tel que 14 /2<ow’ 10, by’ k0, {V,}. Le point ¢ == 95
Ly

, by’ appartenant a
V., on pourrait extraire de la suite {Kes'} une suite particlle convergente.
On pourrait donc supposer, sans perdre la généralité, que Kep' —¢’. On aurait
alors

p 1

Cn = - ay' - Keg' ¢’ L¢' =0,
20y

et puis ¢’=o0. Dautre part, 2¢,° n'appartenant pas a V,, la suite {e'} ne
pourrait converger vers o contrairement a ¢ ==o.

L-! étant continu, V'=Z{V,} est un voisinage de 0. Soit {@;)} unc suile
extraite de V' et posons by=L 'as. {by} est une suile extraite de V. On
peut donc extraire de la suite {Kb,} une suite partielle convergente {Kby}.
Soit {an’} la suite partielle correspondante de {ap). Or, on a H——KL-'
Par suite Han'=—Kby,'. La suite {Ha,'} est donc convergente. La compacité
de H{V"} est donc démontrée.

Dans le cas général, Pespace R est la somme directe de Nz et de N, :
R=Nu«DN,. Soit £ml—'§ un endomorphisme supplémentaire de L. Dans
Ny,é est 'endomorphisme inverse de Z. Par suite 'endomorphisme u{{ re-
streint 4 N, est complétement continu. La dimension de N# étant finic,
Iendomorphisme H restreint 2 N# cst complétement continu aussi dans Nn.
On a donc la proposition:

16.2 Si K=1I1—L est un endomorphisme complétement continu ot si L-1-1
est un endomorphisme supplémentaire de L, H est un endomorphisme compléle-
ment continu.

Note. Ce présent mémoire est le manuscrit de M. Hukuhara qui a eu loccasion de
tenir cing conférences sur notre sujet 4 'Instituto Nazionale di Alta Matematica 4 Rome en
mars-avril 1956. La plupart des résultats a été publiée sommairement dans les Procecdings
of the Japan Academy, 31 (1955), 595-599.



