Sur les équations différentielles périodiques non linéaires.

Par Masuo Hukunara,

Récemment nous nous occupions surtout des études des équations diffé-
rentielles périodiques non linéaires. Nous voulous maintenant expliquer notre
méthode en complétant quelques-uns de nos résultats.  Le procédé de re-
cherches se compose en général de deux parties: intéeration formelle ¢t la
démonstration de la convergence ou de 'asymptoticité des relations formelles

I. Intégration formelle.
1. Soit
(1.1) (lXj/(lf':—‘fj(l‘; Xy, xn) (]0 l; 2;”"?2)

le systéme des équations différenticlles données. Nous supposons remplic
Phypothése suivante: on a les dévcloppements?

n
(1.2) Jilt, xp, o, xy)= k;’lfjk(f)xmL L7 Lt (&) 0 Fr gk
uniformément pour —oo <lf<Cco, |}, |¥n! <3, ol les cocfficients fu(d) et
fjk‘...k”(t) sont des fonctions continues admettant la méme période w.
Supposons que les équations (1.1) s¢ changent en
(1’3) dnJ:/dt:‘h] (l" Ty 7:") (jfwl) 21“'1”)

par une transformation formelle & coefficients périodiques?

(1.4) szg]‘pjk @) 27 j)j}.-!...k”(t) 7.8 hn (7=1,2,-,m)

et que lon sait intégrer les équations transformées (1.3). Si Pon porte la
solution de celles-ci dans la transformation formelle (1.4), on obtient unc
solution formelle des équations données (1.1). 1l s’agit donc de trouver une
transformation formelle qui amene les équations données en des équations de
la forme la plus simple.

2. Considérons les équations différentielles linéaires

@1 duj/dt= 3, [t (G=1,2,,m).
=1

1) 230w signifie la sommation étendue a tous les termes de degrés au moins égaux & wn.
2) = montre que la relation est purement formelle,
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Si 'on représente par %, %, F(¢) les matrices (xj), (x;), (f#(£), on peut écrire
X'~ F(O%.

Désignons par @) la matrice formée de n solutions. On a alors @'(f)=
Fty @@). Si C est une matrice formée des conslantes, on a (9(@)C) =F({O) Q@) C
de sorte gque @OU)C est aussi une matrice formée de # solutions. D'autre part,
D{¢+w) st une matrice formée de » solution, Supposons, par exemple, que
Dty satisfasse a la condition initiale ©(0)=1 (matrice unité). Alors &) D(w)
et Wi+ @) prennent la méme valeur initiale @(w) pour £=0. Elles coincident
donc identiquement : O+ )= D) D(w).  Si Pon pose P ()=0EC, on a ¥+ w)
=W, ot I'=C~' D(e)C. On peut donc déterminer C de maniére que I’
prenne Ja forme canonique de Jordan. Considérons d’autre part une matrice
Ald) qui satisfait & la relation AF+w)y=A@I. On voit immédiatement que
)~ AN V(@) admet la période w: OF+w)=0(). Silon fait le changement
de variables ¥=0@)Z, on oblient un systéme d’équations dont # solutions
forment la matrice A{). Nous dirons que P'on peut choisir la matrice A@)
de maniere que les équations en 7 soient A coefficients constants: 3 = A47.

Considérons d’abord le cas de I'=p I+E»  Si Yon pose

a g 3703 ) Er-1
log (40 E)=0 E— f’,fl + "f e (1Y f",;__!?l”m )
on a
el()g([@d[f)jl+oE,
ol
X X? xm

Ulzy==gnlonl+al) cgt la matrice solution de Péquation

U'Gu)y=log (I+a E) Uln)
satisfaisant & la condition initiale U(0)=1 On a de plus U(u+1)=U) (I+0 E).
Par suite, si Pon pose A{)=e**Un) (u=t/w), on a A{+w)=e*“A{t) I+ 0 E).
Pour que 'on obticnne Ia relation voulue A+ w)=A@)Xo I+E), il suffit de
déterminer p, 0 par les relations e”=p, 0=1/p. On a de plus

A= 01)7 (A 14+-1og (I+0 ENAQ) ,

de sorte que ¥ satisfait aux équations a cocfficients constants.
Dans le cas général, on peut écrire

r o - 0,
or, - 0

Fs ............... !
O O 11171

kY

3) & désigne la matrice dont les éléments sont nuls sauf les #—1 éléments, égaux 3 1,
qui se trouvent immédiatement au-dessous de la diagonale.
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ot chacune des matrices I'; a la forme p; I+E. On peut donc déterminer
les matrices A;{f) de maniere que

A4 wy=A;t) (0; I+EY, A7 )= A; A38),

ot Aj; est une matrice constante. Si Pon pose

ABH O - O A O - O
0 A - O o A - O
A=\ oA=L
() () "‘Ayn(t) () O A,n

on a évidemment AF+tw)=A@) I, A ({#)—=AAW@). Les équations en ) peuvent
alors s’écrire sous la forme matricielle: 3= Aj.

Si I'on fait une transformation linéaire & coefficients constants ¥=PZ, on
obtient =P 'APZ, et on peul déterminer P de maniere que P'AP ait la
forme canonique de Jordan. La relation entre ¥ et 2 est £=6()P2. Cest une
transformation linéairc a cocfficients périodiques. Par suitc nous avons le

Lemme. On peut déterminer une transformation linéaire a coefficients
périodiques de maniére que les coefficients des équations transjformées forment
une matrice constante de forme canonique de Jordan.

On peut donc écrire les équations transformées sous la forme

dyj/dt=23y;t 851 951 (7=1,2,,m),

od 1 0;., sont des constantes ct si 0;.,5=0 on a 2;=24;-,. On peut supposer
de plus que A;=2 (mod 27 #/w) entraine A;=Jp. En effet, si Pon a ;= 4, pour

dz;/dt=2,2;+0;., 25, (j=12,---,m),
dap/dt==2p z2p+-Op-y 28, (R=m+4-1,--,m),
en faisant la transformation
yi=etirtzy  (j=le,m),  ye=z2r  (k=mtl,n)
et les coefficients de la transformation admettent la période @.
Appliquons la méme transformation aux équations données (1.1). Si

2.2) dyj/dt=gi(t, 31, yn) (7=1,2,,n)
sont les équations transformées, les développements des seconds membres
prennent la forme
gty ) =295+ 050 911 F L7 Gyt @ 31y

et les coefficients gje,.,(f) admettent encore la période w. Nous pouvons donc

supposer, sans perdre la généralité, que les développements des seconds
membres de (1.1) sont
2.3) Sit 2o xmy =25 255 Bjy Koyt B Loty @) 215102
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3. Faisons le changement de variables
X535 F LN Doty (O iyt (j=1,2,,m),

ot Y n désigne la sommation étendue a tous les termes de degré N. On a
alors, en négligeant les termes de degrés supéricurs & N,
Vi S K, Kn) = SN D eyt @) % Ry 2
- . Xl
DN 2o Dkt (8) Uy Ay ey 812y ;ll N LT P N
]

Sy )
= ON (D Rt =2 Pty B 3 F 3P — 3 N D jtepten (B) 3By
F NG Pier deeten () 30yt Ty Ry 11 By Pty v by 3 Py,
Si les développements des scconds membres sont
&b,y ¥y =259 4 051 ¥ it L Gty @) 31503087,
on a ik, kuyld) = Litgnnd) pour k4 -ky<IN ct
(3.1) &ty tenll) = L ityehinll) =Dty )~ (2 R 2e==25) Pjeyeken()
+ 0y Pt bymken(E) = 2Ry +1) 014 pjmkl_lgl' k‘H.“(z‘)

pour k- +k,=N. Nous ordonnons les coefficients comme il suit:

Considérons deux coefficients pror,-£,{8) et prg,-1y{). I existe alors un
indice 7 tel que kj=k; pour j<</ mais bk’ Si par exemple ky<Zk/, nous
disons que le cocfficient prge,-z,(¢) antécede ppe.z,(0).

Supposons que les cocfficients pig. 2, qui antécedent pjp.p,(f) ait été
définis de manicre qu’'ils admettent unc période w. Si Pon considere la rela-
tion (3.1) comme Péquation qui détermine le cocflicient pje,.-r,(6), clle a la
forme suivante

PO 2P =F)—g®),
o I'(#) est une fonction connue admettant la période w. Supposons que g(¢)
admette la période . Si 2%:0 (mod 274/@), cette équation admet une solution
avec la période w. Si =0 (mod 2=//w), il faut et il suffit, pour que cette
équation admette une solution périodique, que 'on ait

[ ecro—gw3a-o.

La quantité correspondant a 1 est dans notre cas J) ki2;—2;  Par suite, si
Aix Xk Ay (mod 27é/w), on peut déterminer Dik -ky(f) de maniére qu’il admette
la période @ en posant g2, =0. Si ;=3 & & (mod 277/w), on pose

ity () = Giteyden ©XP LA~ X Ry A1)

On peut alors déterminer la constanle gje.k, de maniére que l'on ait pour
Dirgx, () satisfaisant A la relation (3.1) une fonction admettant la période w.
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4. Une transformation formelle générale
“.1 xj= /j‘%‘}:” j)ﬂc‘r--kn(l‘) ﬁxk!“'ﬁﬂkn (jjvzyy ”)

peut étre considérés comme le produit d’une suite de transformations

4.2.2) X230t B P lymten(@) 3P 3 Pn
“4.2.K) VK15 =YK T LK PR jlyden@) YK 3k

Soient
xj=yNj+ L7 pa sk den@® NPkt (=120, m)
les relations entre % et ¥y On voit sans peine
Db k)= Pr jbkn®)  pOUr N2 Kekydo ke
Posons donc
Dieykerl8)= P, jle,wkeu(E) -
Nous dirons que la transformation (4.1) cst le produit formel de la suite de
transformations (4.2.2),--, (4.2.K),---. Désignons par
(4.3.N) dyn;/dt=hnj & YN, YNn) (=12, n)

les équations en Juy et par

Ity YN =259+ 851 YN j-1 o+ K7 B jiegkn®) YNy N
les développements de hyj; en séries entiéres de ya,--, ¥nn.  Les équations
(4.3.N) se changent en (4.3.N-+1) par la transformation (4.2.N+1). On a donc
epg, iy k{8 = Fig byl (E) pour Nz K=k +ky.
Si I'on pose
B ken®) — Rg oy kn(8)

et si (1.3) sont les équations formelles cn 7,,-, 7, ON &

(4.9) it n s )= A 05 i 27 Tjiegkeall) 771"’(-“7;,,"” .

D’aprés ce que nous avons déja démontré, on peut déterminer pg,inr,(d) de
maniére que Pon ait

(4.5) st ten (@)= bk oren XD {(A5— 20 Ry A1)t}

ol bjk,..k, €5t une constante et s’annule pour ;% 3 kd; (mod 274/w). On peut
donc énoncer le

Théoréme. On peut déterminer la iransformation formelle périodigue (4.1)
de maniére que, si (4.4) sont les développements des seconds membres des équa-
tions transformées, on ait (4.5), owt Dju..r, €St une constante qui sannule pour
Y kA (mod 27é/w).
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II. Convergence de la solution formelle.

5. Nous nous posons maintenant dans Phypothese suivante:

2570 (j=1,2,,7)

;40 (mod 2ri/w) (G=r+1,,n)
5.1) Y %100 T, Z7)

850 (=7, 7m, £7)

et nous cherchons d’abord une condition nécessaire et suffisante pour la

convergence d'une solution formelle

(52) x}z.(ll/\j(\t) /ETaas 77p) (j;:]-a 2:"'! 77)7
ol
(5.3) Vit )= B Viken O nfeon ke (5=1,2,,m),

en supposant remplies les relations formelles
(5'4) 1i”‘]’(or Ty 7’1(,)%'\//‘]‘((1), 77!1'”)”()) (]:%‘“ly 7’1‘4"1,"‘, 7’m~x“\l‘1)-

Théoréme. Four la convergence de la solution formelle (5.2), il faut et il
suffit que les séries

@ , A ' © .
(5.5) ‘;“",’/fj (t,‘)‘}“~~, 779) (ll‘%}: T l"‘770 pj‘g"flf."‘kr"kn(t) di (]":‘71;”'7 Yﬂl)
convergent.
Soit
(5.6 xj=9j(t, &1,y En) (G=1,2,, 1)

la solution qui satisfait aux conditions initiales x;0)=¢&; (j=1,2,---,n). Elle
<, |En] <28 par rapport a &, fa et

est holomorphe pour 054 <0, |,

sTannule pour £y~ &,=0. Le déterminant fonctionnel par rapport a &,,---, &y
des premicrs membres des relations
1 @ - .
6.7 Co o [los e ey de=0 (=7, )
3
(5.8) Ej—¢i@ &y, Eq)=0 (j41, 7,41, Pom-1+1)

n'est pas nul. Ces relations déterminent done &,,---, & comme fonctions holo-
morplies de &y, {p,y dans le voisinage de (0,--,0):

(5~9) EJM’XJ ({ﬁ;"'; {!‘m) (].:"'1721"':77) .
En portant ces expressions dans (5.6), on obtient une solution
(5'10) ij:(‘Dj (t’ Crl’“.’ Crm) (j:; 1» 2:"'; 72)

dépendant de m constantes arbitraires. Cette solution contient toutes les
solutions périediques partant d’un point assez voisin de Porigine.

6. Cela posé, revenons a la démonstration du théoreme. La nécessité
de la condition étant évidente, démontrons seulement la suffisance.
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Posons
“,’fjv’(ri-“...’ ﬁp)z‘;f" (0’ 7;7;’..., A ) .
En portant dans (5.6) les expressions {ormelles
Ei=vi () (j=1,2,, 2)

et en ordonnant suivant les puissances de 70 %, o obtient une solution

formelle

(6'1) szqu (tp Tt 7"(7) (j'wl)zy"', ?2),
ol

(62> g’j(tr /T 7?47)::’99‘] (tr ‘16"10(71711“'} 7?;1)»"') 1}””“‘ (7?!:'“! 71‘;:)) .
On a

yj‘j (Ox /FT l’p)z‘:/’f] (7;?1:'“: 7;;)) s

de sorte que les solutions formelles (5.2) et (6.1) satisfont aux mémes condi-
tions initiales. Par suite

(6~3) 1}’}' (tv T ﬁp)zqu(t’ Nty 779) (j‘;172;"'; 71).

Posons

(6.4) £i= L r’! NN (G=71, ) )
- g ) OVJ I/ETa ip [¢ J Yy ¥l

ol les seconds membres sont, d’aprés Phypothése, des séries convergentes.
En remarquant (6.2) et (6.3), on obtient

1 o » .

(6'5) cjz’(l)ij‘u(pj ([7 1’!/-!0(771'_._’ T/p)y"') 1}”‘”‘(77))"'; ﬁp)) dt (]"“fh"': Tm);
et (5.4), (6.2) et (6.3) entrainent

(6.6) ,"I,j() (771)"'1 Z“p)zg‘o,’((‘): "flflu(”h“') 771))’"', l‘l"f’l”(nh"'» 7][)))

GELntLesrm,+ 1.

Si Pon remplace dans (5.7) ¢t (5.8) les &7 par ;% on obtient ces relations
formelles. Les relations (5.9) sont les conséquences de (5.7) et (5.8). Par suite
on a les identités formelles

(6~7) 1/"]0 (77!:"‘; Ug)zlj(gru'"l Cfm) (j"‘lt 2:"': 72)
si Pon remplace les {5 par les seconds membres de (6.5). Si l'on ordonne les
seconds membres de (6.5) suivant les puissances entiéres de #,,---, 9,, on obtient
les seconds membres de (6.4) qui sont des séries convergentes. (6.2) et (6.3)
entrainent

(6-8) ‘l#j (ty /AT ﬂp)z¢1(t' ‘/’10(771:"', ﬂp),"', 1’//-”0(7}1’..,, 7;'p)) .

Les séries (5.3) sont donc convergentes.
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I1I. Solutions périodiques.

7. Cherchons la transformation périodique formelle

7.1) Vi Ij L D jhrnl) 515wt (j=1,2,m)
qui amene les équations formelles

7.2) dyi/di=l; &,y yn) (7=1,2,---, m)
en les équations

(7.3) dsg/di=hy (¢, 5., $u) (j=1,2,,m),

ol
T8 Ty Y= 2354051 Y gt B Dstgeen 310 387 exXp (A= 5 kiidt) ,
(7.5) ht, $10es )= 27 9348521 ey
b B b jageken 515 exp (R - kAt
b,k €U bjtdy €tant des constantes qui 'annulent pour 2;% X kid (mod
2/ w).

Lemme. La condition nécessaire ef suffisante a laquelle doit satisfaire la
transformation (7.1) s'écrit

(7.6) j)jklv--ku(l) ;"pjkx‘«kn CXp ((xj— Z kl Zl)t> ’
OB Pir,.ky Sont des constantes qui sont nulles pour A3 7 by Ay (mod 277/ w).

Supposons d’abord que Ton ait (7.6). Si lon pose yj=zjerif, §;=2;e*/*,

on aura
.7 2522 j b 5 P gyt 200Gt (j=1,2,-+,m),
(7.8) dzj/dt=04., 25+ X7 bjpgtn 2502 (j=1,2,-, 1)

et les équatlions en 2; sont 4 coeflicients constants:
7.9 d3j/dt==8 g1 G5y 57 bjyien B2 (=12, m).

On obtient donc pour les flj les développements (7.5) et, d’aprés la périodicité,
2’;”61-- kn STannule pour 2423 &y 4y (inod 27é/w).
Pour démontrer la réciproque, supposons que 'on ait les développements
(7.5), et de plus que Pon ait (7.6) pour K=k, 4 -+hy<<N.
Si Pon pose?
N .
yje'iZj“}‘ Z pjkl"'ku (t)z!kl'”zﬂk" (]“:l’ 2""’ n) v

on obtient
d2j/dt=2; 2540501 2j-1 b 7 Cjrgmien 25208 exp (45~ 2 ke 2)8)

(j')“»:lr 21"') n) ’

N
4) 77 signifie la sommation étendue a tous les termes de degrés au moins égaux a m
m

et au plus égaux & N,
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les ¢jr,-£, €tant des constantes qui sont nulles pour A;%3 k& (mod 277/ w).
On a de plus?

zj:jj+ }:ijkl»-kﬁ €3] )A'lkl"'}"kan‘;“[)"b”'x Sy tne -
La transformation inverse cst alors
$i=25 0N Ptk @ 2F - 2d 4 L2y 205 v -
Par suite
di/dt=2z;+05-y 214 57 € jymtn 255200 exp (R~ X Fr A1)

- Z Np,jkr"kn (t) zxkl o ‘Ziik”

) ) 2= . o -k
— XN }1: <kz Atk 0py 21“ )p.}kf“ku (@) 2,Fr -zt
et puis

bjkl--‘kn Z=C jhymkn
pour K=kt +ka<N et
(b sttt € st ton) €XP (25— 5 kg A1)
== Ry AD) P jtegtn, @D ey ben O F 0y P, kytinll)
- Z (kl+1) 61*1 pjkl'“kl_l“l. kl‘f‘l"‘ku (i)
pour K=N. On peut cn conclure, d’aprés la périodicité de D ike-ra(t), que Ton
a (7.6) pour K=N. Le lemme est donc établi.

Démontrons maintenant le
Théoréme. I/ existe une transformation périodique formelle el une seule

(7.10) 559 5 Qg O 513 (1,20, )

qui améne les équations données en équations de la forme (7.2), si Uon donne a
1 ¢ "
(7.11) o § @t O XD (o 242,00 dl et

des valeurs quelconques données é Uavance pour 2;=3 ki Ay (mod 2rf/w).
Considérons une transformation périodique particuliére
(7.12) 35255t T Usbgeten O 3 5 (G=1,2,m),
qui ameéne les équations données en les équations (7.3). Si (7.1) sont les rela-
tions entre (¥, ¥n) ¢t {3, Fu), on a (7.6). On voit sans peine que l'on a
G jtyten O =D steyten @4 @ kyetin O+

IS

les termes non écrits ne dépendant que de pje-ri(), @ik-et) tels que
K =k/ Atk <<N. Par suite

5) [y %a; tin représente une série entitre de y,,-, ¥, dont les termes sont de
degrés au moins égaux a N, les coefficients étant des fonctions de t.
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7.13) L0 ek ) 0xD (5 R 2=2,00) dt

P jhstent (1,) yu?(]?jkx-~‘k;g @ exp Xk lp—2,00) dt+--

Supposons les pjg.p, définis. Alors les ¢k -2,(f) sont définis et cette équation
et la condition (7.11) déterminent p gk, pour K=N. Le théoreme est donc
établi,

8. Supposons que Pon ait

B.1) hjt, 51,00, $w)=0 (=12, 7)
si Pon y pose 7;-0 (j4:7,, -, 7m). Considérons la transformation formelle
yjzﬁjﬁ‘ 27 Dinibm }"f:,“"'.f’fmh’" (j‘:“’rh' S Tm),
(8.2)
y}’ﬁj (].?:x:";;“',fm)-

Elle satisfait a la condition du lemme du n° précédent. A la solution

(:‘J (j:’.'riy'”) fm)
‘A"J = {
0 (Fd7 7m)
des équations (7.3) correspond la solution
CJ (}.:‘/7’1"": 7'm)
yj:': { ]
0 (J:":fh'”; 7172)

des équations transformées (7.2), ot les C; sont des séries formelles des Cj.
On peut considérer les C; comme constantes arbitraires. On a donc

8.3) I3, yn)=0 (j=1,2,-,m)
si Pon y pose ;=0 (7, 7m).

Cela posé, on a le

Lemme. Supposons Uexistence d’une transformation périodique formelle
(7.12) qué amene les équations données en les équations (1.3) telles que lon ait
(8.1) s¢ Lon ¥y pose 7;=°0 (jder,,rm). Il existe alors une transformation
périodique formelle (7.10) salisfaisant aux conditions (1.11) pour j=7, -, ¥m, et
br=0 U7, 7)) of amenant les équations données aux équations (71.2) telles
que Pon ait (8.3) si Pon y pose ¥;j=0 pour j& 7, 7m.

Soit (8.2) les relations entre (3,30 et (Fi,-, Fu). Si

¢ (l:i:?'),"',fm)

kgﬁ? {
hs =7y s=1,---,m),

les relations (7.13) deviennent

P

1 o,
(1(, 30(],}’\!1-'1(?;: O dE= P jhymtim+ Lri_;fcf-k,, Ot A+

)
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Donc les conditions imposées aux coeflicients qjee.x, ¢) déterminent dune
seule maniére les coefficients pip.n.. On définit ensuite la transformation
(7.10) comme le produit des transformations (7.8) et (8.2). Cette transforma-
tion remplit toutes les conditions demandées.

9. Démontrons enfin le

Théoréme. Supposons l'cxistence d’une transformations périodique jormelle
(7.1) qui améne les équations données en les équations (7.3) telles que Pon ait
(8.1) si Pon y pose §;~0 (jhr, rm) I existe alors une solution périodique
développable en séries entiéres convergentes de m constanies arbitraires.

Considérons la transformation périodique formelle (7.10) qui améne les
équations données aux équations (7.2} telles que Pon ait (8.3) si Pon y pose
y;=0pour jF= 7., 7m Sidoncon posey;~0{jd7r,..,7m), y,j:~Cj (j=1,..., a0),
on obtient une solution périodique formelle. Posons

Q kvt )=V iyt (£

pour k=0 (I3 7,...,7m) et ky=hs (J=7s;s5=1,...,m). Daprés le lemme établi
au n° précédent, on peut donner aux expressions

1 ¢w, .

@ Y ik (Hdt (]‘—”171,...,?’,,,)

[
de telles valeurs que Pon veut. On peut donc supposer que les séries
14
Z” Clh’”--'cmh’“ \s‘()‘![fjhl'“h n (t)dt (]“'7’):“-; 7711)

soient convergentes. Alors les séries formelles

C;+ L7 Clo . .CoPm syt (£) (=710 Yi)
V¥ Chyerny )= {

27 Cx’“ o Clim ’/"jlnmhxn &) (] S=F FTIN Tm)
sont périodiques ct satisfont aux équations données. Dong, dapres le théoréme
établi au n® 5, ces séries sont convergentes.

Note. Nos présents résultats sont les améliorations que jai apportées aux résultats
récents de M.Y. Sibuya & loccasion de mes conférences tenucs sur notre sujet & la Scuola
Normale Superiore di Pisa, mai 1956,

6) Y. Sibuya: Sur les solutions périodiques d’un systéme des équations  différentielles
ordinaires non linéaires & coefficients périodiques, ce Journal, 7 (1954), 243-254.



