Théorie des endomorphismes de Uespace vectoriel, 11,

Par Masuo Hukumagra.

CHAPITRE V. EXISTENCE DES SUPPLE’MENTAIRES

Soient R et R* deux espaces vectoriels sur un corps commutatif M conjugues
Pun & Tautre.  Un endomorphisme Z de R sera appelé endomorphisme gauche.
Le correspondant de « par L sera désigné par Zxz. Un endomorphisme L~ de 0#
sera appelé endomorphisime droit. Le correspondant de 2% par 2 sera désigné
par u*L’. Silon a

fu L Ve=u* Ly,
I'un des endomorphismes L, L’ est I'adjoint de Pautre. Pour désigner I'adjoint
d’'un endomorphisme /L, nous employons la méme lettre L, de sorte que l'on a
I"associativité

('  Liv=u™ L)

X

et nous dirons que L est un endomorphisme de (N, N¥.
Nous avons défini 'endomorphisme supplémentaire d'un endomorphisme
{gauche) L comme un endomorphisme Z satisfaisant aux conditions suivantes:

(0 LI=1 dans N et LL=1 dans Ny
(“) L{{\vfﬁ}gi/{/(iﬂy ,A[j_{j\,n}g‘Nm+] ;

(i) LINJSNu, LNIENaa;

Ny= LRy, Nrv=L77{o}
1—7’\]7”’3”1:71{2'{} , ]X?: 2.‘%—7;&\(0} .

La connaissance d’un endomorphisme supplémentaire 7. ¢lucide la construc-
tion de l'endomorphisme Z. 1l y a donc lieu de se demander: dans quel cas
peut-on affirmer lexistence d’un endomorphisme supplémentaire?  Nous nous
limiterons sculement & I'étude du cas de min [z, v}<Teo.

I. Endomorphismes gauches supplémentaires

56. Considérons d’abord, le cas de #=0, y==0v. Nous prenons un sous-cspace
supplémentaire N,* de Vi, et déinissons 'endomorphisme /. comme un endo-
morphisme qui coincide avec O dans Ny et L= L' dans Ny La correspondance
de M a NV, par L étant biuniveque, on a Ny=-0, et la condition ti) est remplic.
On a de plus

L{N,}=Ny-1.

Puisque Ni=%, on a N.=0 pour tous les entiers positifs ». La condition ii;
est donc vérifiée.
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=0 Etant Cquivalente 4 N ={o}, on a les deuxiémes inclusions de la con-
dition (i1, 1} nous reste 4 vérifier les premiéres inclusions de (i),
Si Von posc
N, 2= LN/}
on a

NONz_ =N,

S
c’est ce que Uon voit sans peine par Uinduction relative a 2. On a évidemment
Ne=QN&e@- - ON7 ON =2,

d’olt 'on déduit
NN OND - DN, -
Par suite,
LNy =N = - o« QNS CN7 C.QF.D.
Considérons ensuite le cas de p=co, v=0. Soit N, un sous-espace supplé-
mentaire de N'. 7 fait correspondre Ny 4 U d’une maniére biuniveque. La
relation LlLa=u

: pour €Ny définit un endomorphisme Z dans . Les raisonne-
ments ci-dessus nous montrent que L et Z sont supplémentaires 'un a Pautre.

57. Avant d’aller plus loin, établissons quelques lemmes.

Lemme 1. Soit L un endomorphisme tel que IL{AYEA, L{B}&B, % élant la
somme divecte de A et de B. Siwun endomorphisme L est supplémentaire a L
dans chacur des sous-espaces A ef B, L est supplémentairve ¢ L dans .

Posons

An=L"{A}, A"={ved; Lu=o}=A@L"{0},
B,= LB}, B'={ceB,; La=0}=B@®L"{o}.

Définissons de méme les sous-espaces A7, A, B, B, par rapport a L. Puisque
l'on @ LZL=1 dans chacun des sous-espaces /et I, on a cette relation dans IV,
cur

Nyaa LNy = L{AQ B} = 0,0 B .
On verra de méme que 'on a ZL:=7 dans V= LI

Siore N7, et st Pon Gerit w=x"-2", a’ed, ¥ eB, on doit avoir 2" € A,
e B, de sorte que

1}\,’.& - :1))@}30 .
On a alors
{:( u\ Ll ; n)@\!g{[}n}
g—:;l”“@}}"*‘:‘—’]\"“” .
On verra de méme que l'on a
1‘{1}[ ¥ }g@fll—!‘l .

La condition i) est donc vérifiée.
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N ::L”{t)“ =L"TAQBr=A.0B.
LN, 1LoOLBEA DB =N
On a de méme
L{N.}&

La condition (iii} est donc vérifiée.
Réciproquement, on a le
Lemme 2. Soicitt L ¢t L des endomorpliasmes de W =AQDB supplémenteaires
Cun a Uautre. Si 'on a
(A A, I{BECD
L{NeA, L{B&D,

les endomorphismes L et L dont les domaines sont restreinis a A ou a I sont
encore supplémentaires un a autre.
En effet, si 'on pose
Ap=L{AY, Ar=AGL %o}, B.=L{B}, D-B@EL {0},
éu:én{/i} , &”ZAQ;{‘_«"{“} , ,{3""‘ :a‘:[:n{B} , !i:r . ]JG)[ -t f ((); ,
on a sans peine
L‘\'ru:.’q',-zCDBn y L’\fﬁ'—i‘d”@]j“‘ '
i}\frﬂ = 1.‘174@1372 s A[V” = i1[?@!;z) .

Ay étant compris dans N, on a LL=1I dans A De méme, on a LL= [ dans A,
L{An) _"1®L{]Vn CA@lenﬁlZ: 1’17;,1 .

On voit de méme
L{A?l}g/1?2‘1 , é{[k»}gl_‘lzﬁl , L{_{!”}g{{”“ .

Donc £ et L considérés comme endomorphismes de A sont supplémentaires
I'un a lautre.

58. Supposons maintenant u< oo, v oo,
Prenons un sous-espace N,™ supplémentaire a4 Ci*= =N@N,, ¢t posons
{58.1) Nyo= LN} (n=1, 2,

La correspondance de N,® a Nz, par L est biunivoque. On voit sans peine,
la relation

N

par l'induction relative a #,
(58.2) Na={DF-"@N, . JON”
qui deviendra
No=N, (DN~
pour 72>z On en déduit immédiatement

C.te=Ct BN

Si » appartient & C#, ON.>, il peut s'écrire
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=2, NP, 2 eNya.
x el &’ peavent s'cerire
w=lry B =Ly, yeNZ, ¥y eN
et 'on a
w ==L y—y e N

On a donc

Ye=y-—-yenN",

Y=y 4y € CrrON™ = {0} .

On a par suite y::0, r=o0, ¢t

(58.3) C. e (DN .
La relation
(58‘1) \)l‘,‘ C“u,@‘; Tum@. .. (va:s‘.‘

est vraic pour n==1. 5i nous supposons cette relation vraie, on obtient, en v
remplacant C.* par le second membre de (58.3), la relation (58.4), oll n est
remplacé par n+-1. Cette relation subsiste donc pour tous les entiers positifs .
En vy posant s==/1, nous obtenons

R=NrB{N.DONS<D-- DN}

Un élément quelconque  appartenant a

N ONOND- - ONi_1)
peut s'éerire

wwp b eN,, @ eNSD- - '(D-N;’f_; .

w--a = appartenant 4

CHOIN," @+ - DN }={o} |
on a0t

G e N (})1’\’;,(~{0\{ .

On o done finalement

W= N ONLDN,~Q - DN, -

Dans le sous-espace A=N*, L est un endomorphisme d’ordre #. Dans le

L admet donc un endomorphisme supplémentaire Z dans chacun des sous-espaces
A et B, L admet done, d'aprés le lemme 1 du n® 57, un endomorphisme sup-
plémentaire Z dans 0.
59. Avant d'étudier le cas de p=oc0, »< oo, nous remarquons que l'on a le
Lemme. Silon a

L{A®BY=A'QB , I{A)=A, L{B}=B,
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on peut trouver un sous-espace B, tel que
B,&SB, A®B=ADB,. L{B,)=B

Considérons une base B de B'. A chaque élément & de B, on peut faire
correspondre un élément be B tel que Lb=0". L’ensemble B, de ces ¢léments b
engendre un sous-espace B, et I'on a

B.CB, A®B={o). L{B.=D .
On voit sans peine
N={ADB ®N!

ol nous avons supposé W=A@B, ce qui ne restreint point la généralité.  On peut
donc trouver un sous-espace B, tel que

N=ADB:OB., B.SN'.
Il suffit alors de prendre B,=B.QB..

60. Considérons maintenant le cas de st== 0o, y<0o. Le théoréme 16.1 montre
que 'on a

Re= N @ON,

Si 'on considére 7, comme un endomorphisme dans N, le nombre correspondant
a v devient v—n. On a donc

N, = ]);:‘”@f\fy ,
ol [);;‘":N"”’@IV”, et en particulier
N,oa=D]_@N,
Il existe donc un sous-espace A, tel que
N..1=ADN,, A&ED_, .
Or on a
Nua=L{N,..}, N,o=D'"_@®N.,, L{D:,) =D _.
Il existe donc un sous-espace A, tel que
Ny y=ADNv1, AED: .. L{A}=A,.
On voit de méme qu’il existe un sous-espace A, tel que
Noy=A.0ON..., AESD: ,, L{A}=A,
et ainsi de suite. On aura finalement

R=A,D04:0D---OALDON.

LLA = Au i/z:1.2, coy-1
L est dans le sous-espace A=A4,0D40D---OA.: un endomorphisme d'ordre v ct
dans le sous-espace B=XN. un endomorphisme pour lequel v=0. A et 2 ¢étant
supplémentaire 'un a lautre, L admet un endomorphisme supplémentaire 2 dans
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Nous avons donc le

Théoreme 60.1. Un endomorphisme gauche L tel que min {

un endomorphisme gauche supplémentaive L.

#, v y< oo admet

1I. Endomorphismes supplémentaires en deux sens

61. Considérons un cndomorphisme 7 de (R, W% d'ordre fini. Nous posons
(61.1) M =N,O 3 ON.
P g
ol la sommation est étendue 3 toutes les paires ordonnées (7, s) différentes de
(p, ). Le théoreme 43.1 montre que s'il existe un endomorphisme supplémentaire
L. admettant son adijoint, on peut déterminer les N,” de maniére que l'on ait
{61.2) Wre= N*D 3 O M7

Pyt
Nous voulons montrer que, pour Pexistence d’un endomorphisme Z de (3, *)
supplémentaire 4 L, il suffiit que 'on ait (61.2) et (N, NF
D'apros le théoreme 26.3, on a Al,»=M,”. Une combinaison linéaire quel-
conque M des sous-espaces N,» et N, étant l'intersection d'une certaine famille
des sous-espaces NY et M,», le théoréme 26.2 donne M=M. Si donc on pose

(61.3) oGP INF = !]"I;ft: , M E= IN;f_ﬂ :
939 41
(61.4) SN ML M S =N

St a*e PrIN¥, e M|, on a

(L= Lie)=0 ,

car Lee M, 1 YNF On a donc

g1
1615 HINF LS, N
On verrn de méme
61,57 {JN*YL={0o%} .
Avant d'aller plus loin, établissons le

Lemme.  Soient Ay Ay, ---, A des sous-espaces tels que

(61.6) ADAD- - DAV =N,
61.7) AFDLARD - - - DA =N
o
A= B, Bi= A}:l DA, .
St
C= S DA .

At

on a
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LC= X (D A®

Si V'on pose ;B%=,A;, on a ¢videmment B¥ 2, A (ko (C étant Tinter-
section de BY, ---,,B¥ C contient A% (F>70
De méme, si
D= DA:,
Ea

D contient (A% (R<Z{). Puisque
LC@ D= {COD} = M={o*} ,

la relation (61.7} exige que I'on ait

LC=30eAY, D= g}{({)w’l’*: ) C.Q.F.D.
A V'aide de ce lemme, on déduit immédiatement
(61.8 AR 1}:’!@4*"‘1\" =,
(61.9 WIV ¥ =2 N/\D;\% D N* .

Les sous-espaces o"N* et JN* ¢tant lindairement indépendants, on a

2 )*—“‘-7”1\”‘:®7,.{V$7» N\t ‘\_; (Dq})]\?:é: X

wiend
Bt e

Par suite, on a
N GMA‘?*(D{ m=1j

2}!@}132]}*} R
Les sous-espaces *N* est alors la somme directe des sous-espaces {o"N*HL* (0=
0,1, -+, m—1; #=1,2,---, 1. La relation (61.5) entraine
{nm]\?:!t}L’wgm—jiz\r:}: i
(61.8) montre que *N* est la somme directe des sousespaces (*N* (p-g=v). On
a donc nécessairement 1'égalité
{(JWJV %x}]"n T —j:[\;’:*.: ,
et la correspondance de "N* & "= N* par L» est biunivoyue.
“Cela posé, nous pouvons définir un endomorphisme Z de manitre que 'on
ait:
(i) LL=I dans N; et ;N¥ et LL=I dans Ny ct ;N¥;
(i1} 4]£{N.1}:~.Nv , { N 4:}{{:»;\,;\[4: ;
L{N}y=Np o (PN L= N
(i) L=0 dans Ny et S*N*
Il nous reste a démontrer la relation
(61.10) (w*Lye=u*(La) .
Supposons par exemple que #*€"N*, €N,/ Si q=0, le premicr membre
est 0. Si s=0, le second membre est aussi 0. St s>=0, Lz appartient & N}, et
» étant positif, on a N721 ] »N* Le second membre est donc aussi 0. Si g0,

$
s>>0, nous posons v*=u*L, y=2Ly. On a alors w*=p*l, w=Ly. Par suite
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(¥ L= o™ Ly {v¥ Ly =u*Lrs .

On verra de méme que on a (61.10) dans chacun des cas: #*€.,"N*, zeN.:
wre N* ze N7, w*e N* 2eN,. On a donc (61.10; pour #*eM et zeN. On
obtient ainsi le

Théoréme 61.1. Pour qu'un endomorphisme I de (R, W) dordre fini admette
un cndomorphisme de (R, W*y supplémentaive ¢ L, il faul et il suffit que, ¢n
déterminant les sous-espaces N* convenablement, on ait N¥=,N* et (61.2), oi

b
M.» sont les sous-espaces définis par (61.1).

On pourra vérifier sans peine que si dim N*<os, les conditions de ce théoreme
sont remplies.

62. Considérons un endomorphisme gauche Z tel que < oo, v=oo. $S'il
existe un endomorphisme gauche 1. supplémentaire 4 L, on a p=oo, v=8

Si e N on a

Ll g LI e =0 |
d’ont il résulte
L+ Ly € Nun®ON#= {0} .
On a par suite
Lee Nett=N# |
ce qui montre
LINHYCN®
On a alors
Lrp=Nr@N,.={0}
pour x € N*. On a donc N*GN* et le sous-espace’ N"=N=@N* coincide avec

N Onoa de plus
e Y (DNGY, N P= Lo Nt}

P g
St wy® (mod A), on a Lo X Le? (mod A). On peut échanger les roles
de Loct de Z. On adone Lo oY ZLe? (mod Al A étant le sous-espace formé
des vecteurs o tels que w =0, on a
I{AY=A, L{AEA.
Si Loet L admettent leurs adjoints, On a de méme

!LA_F?i: — *1\7:!1 — i(,D'.' _I;Aﬁ%‘- R 5l TE ,{p-&»gA-’iﬁ}Lq .

En vertu du théoréme 50.2, on a
Ne=N"D "N, ¥, W="N*D,N",
N ocomcidant avec A, A*. Puis le théoréme 26.3 entraine

Y Dorénavant, neus écrirons N, N, No, N, N, N_.--+ au lieu de N»=, N.*=
Noo, Now. N"OANSDON, N, DONLON=, -
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N" et "N* sont conjugués ainsi que N" et "N, * Lot 7 sont supplémentaires
I'un a Pautre dans (N, "N ainsi que dans ("N, ¥ NY S oon los considere
dans (N7, " N*), leurs ordres sont égaux & 7. Si on les considere dans N E
:N7), les nombres correspondant 2 sz, » deviennent 0, co. Il nous reste donc 2
étudier le cas de min {s¢, v} =0.

63. Considérons le cas de x#=0, v=co. Si L. est son supplémentaire, on a
N=={o}., N_=0,6 _N*==W% SN = L%}
et puis
N*={o}, NI={o}, NT=N>,

"NE={0*} . IN*="N*  “Ni=(o*}, 6  N*= N*

A

D’aprés le théoréme 52.3, on a A=W, A*=W* Le théoréme 51.2 montre ensuite
que N7 | et J*N* sont conjugués. Si I'on pose

{63.1) M."=N, (Dm}—:z DN
7 =)
(631’) A4m Zn’i“:x (DA?L“) ,
7wy
on a
(632) lﬂfm'm - mqu* ,
(63.2°) M ;m{\’f* )

La relation (63.2") est évidente, car A =N7_ Le premier membre de (63.2)
contient évidemment le second. Pour démontrer inclusion réciproque, prenons
un vecteur quelconque

(mod LN,

M_" contient les sous-espaces N.™ pour lesquels nsem~—~1. 2% | N,” entraine

*Hut=0%  Alors w¥— ¥ est orthogonal &

(63.3) N, DN =9 .
On a donc u*=_"u* .
Puisque
(63.4) Ny N D N¥ Do N¥Q - - Qo N ¥
on a
(63.5) W=, MoQ, M QMDD M.

Réciproquement, cette condition est suffisante pour Dexistence d'un supplé-
mentaire, C’est-a-dire on a le

Théoréme 63.1. Sovit L un endomorphisme de (R, W¥) el que p=v¥=0, y=
pF=oo,  Pour qu'il existe un endomorphisme de (N, WYy supplisnentaive ¢ I, il
faut et il suffit que, en déterminant convenablement le sous-espuce N,* suppli-
mentaire ¢ N,, on ait (63.5) pour tous Iles entiers m, o

(63.5 Li{N,"}=N,"
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ol M, M sont les sows-espaces définis par (63.13, (63.17).

Si nous définissons les sous-cspaces "N*® et . N* par (63.2) et (63.2":, on a
{63.4;. Nous allons montrer que Pon a

(63.7) L NFY L e N #

o

(63.77) (WN* L, N*

St u#¥e N*, on a u¥e=0 pour e M.". Si we M.V, Ly appartient & M,.7,
et 'on a w*lax=0. u*L appartient donc a * *. On peut démontrer de méme

que le premier membre de (63.77) est contenu dans le second. La relation (63.4}
entraine cnsuite les éualités (63.71 et (63.7), car M, 1 L= 1%

Définissons un endomorphisme /. dans R en posant L= O dans N,” et L=L-!
dans N;. MY étant égal a Ny, L sera défini dans R=N,DN,”. Comme on a
vu au n® 56, L ainsi défini est un endomorphisme gauche supplémentaire a L.

Puisque

w N*= Ny AN
la relation (63.4) devient pour mr=1
))\!:E: e XANV;;:(:D)ZV P ,

et L fait correspondre ;V® i ¥ d’une manitre biunivoque. Nous définissons L
dans W par les conditions
LL], {W L= N* |

Pour démontrer

on remarque que 'on a #*LL=2* pour tous les a*€W¥ et LLa=x pour =€ N,
Si Pon pose a*L=v*, 1.

=, ON a
AT T Y N RV AURS T ¥ SO
Dans le cas de e Ny™, on a Lr=o, zt’f:];e1;\f"‘5‘: N7, et les deux membres
sont nuls.
Le théoréme est donce établi.

Le cas de =0, v=20 peut &tre ramenéd au cas étudié en échangeant les
roles de M et de W

CHAPITRE VI. VALEURS PROPRES

Les sous-espaces N, N, et les entiers s, v relatifs & endomorphisme
LiA}=I-iK
dépendant de A, nous les désignerons respectivement par N#[41, N.[A}, 4], #[2].

Ceux qui correspondent it Vendomorphisme —K seront désignés par N7[co], Ny[eo],
o], vlee]. Les valeurs propres de endomorphisme K sont les éléments de W
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tels que
max {7}, o2} 0.

Nous appellerons espace propre relatif a4 la valeur propre i le sous-espace
N=[Z}, et vecteur propre le vecteur appartenant i I'espace propre. $'il existe un
endomorphisme supplémentaire L{/J], il est la somme directe des sous-espaces

NT[Al=N=[AON=[), Niij=N“[1IEGN]2] .
Ceux-ci dépendent de la choix de L[2], mais celui-ld n’en dépend pas.

Nous appellerons espace principal relatif 2 2 le sous-espace N _[1]=N"]i]
ONZ[A], ot NY[A]=N=[AJONI1], et le vecteur principal le vecteur appartenant
a I'espace principal. L’espace principal dépend de la choix de D'endomorphisme
supplémentaire L[]

Le but principal de ce chapitre est I associer, sous certaines conditions, i
chaque vecteur une série de vecteurs principaux.

1. Espaces propres.

64. On a d’abord le
Théordme 64.1. Si ji=<i’, on a
(64.1) LNy =N™1T,
pour m=1,2, ---, co, ¢t la correspondance par |2} est biunivoque.
Pour démontrer (64.1), supposons d’abord =€ N'[4’]. On a dans ce cas
(64.2) nae=* e
d’ou 'on déduit (64.1) pour mi=1.
Pour démontrer (64.1) par récurrence relative & s, nous supposons vraie la
relation
LN 2 =N (2
Remarquons que 'on a
(64.3) AL 2) =22 = (2~ .
Si e N[}, on a L[ Jee N*-1[})] et la relation
NI D= AL Jod- (A — D
montre que Z[i]: appartient & N*[/’]. On voit de plus que si &N}, L] Afx
n'appartient pas a N®» )|
Réciprogquement, la relation
(A== LA o= L[ |

montre que si x€ N?[2'], » appartient & LA{N™[2’]}. On a donc la relation

1) L’un des nombres 4 et 4’ peut devenir . Il ensera de méme pour la suite bien
que nous n'insistions pas ce point.
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164.1; et la correspondance de N#[i'] en lui-méme par L[J] est biunivoque. m
etant un entier positif quelconque, la relation (64.1; est aussi vraie pour ni=oc.
On arrivera a la méme conclusion dans le cas de J==c0 ou de i ==, en
utilisant au lieu de (64.3) les relations
164.3"} Voo — LM =1,
(64.37) LiJj—iLjec]=1 .
Théoréme 64.2. S7 Ay, Ay, -+, 2y Sont différents les uns des autres, on a
(64.4) NLLJDN A ION 2D - - - DN 2] .
Supposons que 'on ait
(64.5) Tit g bz =0,
ay appartenant 2 N[, Si m est assez grand, on a x1€ N7[4], et puis
Yt b Y=o,
ou
yy= Ll 21" (j=2,3,---,m.
D’aprés le théoréme précédent, y; appartient 3 N=[4;] et si y;=0, on a z;=0. On
pourra donc démontrer par récurrence relative & # que (64.5) entraine z;=z,=
cee=an=0. Les sous-espaces N7, N*[2.], -+, N*[A.] sont donc linéairement
imdépendants.
Pour démontrer 'inclusion (64.4), il suffit de remarquer que la relation (64.1)
entraine
LA N=[¥ }=N=[1]

pour m positif quelconque et puis

N=[XVIEN..[A] .
Théoréme 64.3. Soit 1 un ecnsenmible dans R. Si Ay n’appartient pas a A, on
ab
(64.6) LIGWKNA 2O NNl 2]} = N s Al @ N V2]
A A

n pouvant dépendre de i€ A.

11 est évident que le second membre comprend le premier. Il suffit donc de
démontrer 'inclusion réciproque.

Un vecteur quelconque 2 du second membre peut s'écrire a=L{iy, ol
y€ Nujdo]. A l'aide de la relation (64.3), on peut écrire

(A== Ag)y=Av—AL[i]y .

Chaque terme du second membre appartient 2 N[2].  appartient donc a N[1].
Alors, st n2>>1, chaque terme du second membre appartient & N,[4]. y appartient
done & N.[Z], et ainsi de suite. On peut en conclure que y appartient 3 N,[2].

1) Jci aussi, .{ peut contenir o ou 4, peut devenir . On verra de plus que # peut
devenir «o,  Pour que V'on puisse prendre m =0, il suffit que I'on ait
Ia!‘la]{i\’;&! }((»“ = N-n[/in] .
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Par conséquent, le premier membre de (64.61 comprend le second.
65. Si en particulier on a
I EP VIS P B P S
les relations
NJAIDN=[4}, NN,
N=[A)ONLA =NV DN =0
entrainent
N=N<[AON=[Z [T{NJAONL ]} .
D’une maniére plus générale, on a le

Théoréme 65.1. Si A1, Ay, -+, im sont diffévents los uns des antres of si llon a
de plus

i As]= vl Asl<loo Cj==1,2, -0, mii,
on a la relation
(65.1) N=N=[L)D- - ON4]JOINSALE - ONL|Aul) -
Pour démontrer ce théoréme par récurrence relative 4 »2, nous supposons que
I'on ait
W=AQDB,
en posant
A=N=[L]O- - ON[dnl,
B=N_A4]® - - ONAn-a] .
L.e théoréme €4.2 montre que l'on a
N[ )2A, B2IN4] -
Ces relations entrainent avec
Ne= ADB =N A JONSAnn]
la relation
R AQN 2| A |[C{BON dal)
qui n'est autre que la relation (65.1).

66. Considérons le cas ot l'endomorphisme A admet son adjoint. Les
sous-espace “N*, ,N* ... correspondant a 'endomorphisme ZjA] scront désignés
par [A"N*, [Al.NF, - -

On sait que 'on a

N2 f= |2V Y,
d’out 'on déduit

N AL N
et puis

NeALL[AeN® .
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St AAL [ [PN* est contenu dans [1]l.A*. On a donc le
Théoreme 66.1. S/ Uendomorplisme K admet son adjoint, on «
(66.1) A" N* | N=[2]
pour i=4".
Avant d’aller plus loin, remarquons quelques porpositions faciles 4 établir.
Théoreme 66.2. Si lon « 55.1) ¢t (55.17), on «
"N, F=NLDN“DN, | N = LNED PN,
IN,F=N"ONIDN, , Ni="N¥DIN~*
INF=NTONIDN, | (N7="N*QIN“DN*,
N F=NDNIDNT . (N, =" N QIN QN

En effet, les relations de la premitre ligne sont les conséquences des
théorémes 52.3 et 55.1. Les relations de la deuxieme et de la troisiéme lignes
sont les conséquences des theorémes 54.4 et 55.1.  _N* est orthogonal 3 N,
N, N7 La relation (55.17) exige que NV, et N soient conjugués. On a donc
la premiére relation de la derniére ligne. On peut démontrer de méme la
derniére relation.

Corollaire. Sowus les memes Ivpotheses que plus haut, on a

Ne=N"QNL, “N*="N*DIN*,
N=Z=N"DN7, “N¥="N*D=N*
On a par exemple
N=={ N}, ={ 0N (= Ny ¥ NN =N DN
%

67. K étant un endomorphisme de (X, %), supposons, pour chaque valeur
Ae¥, lexistence d’un endomorphisme Z[2] de (R, W¥) supplémentaire a Z[1].

Le théoréme 64.2 entraine immédiatement

67.1) Nl W DNZ[LIBN [ LI - BN L],
car N Ji]l=N4]. Mais on ne peut dire en général que les sous-espaces N*J1;
(7==1,2, ..., %) sont linéairement indépendants.
Si l'on a
(67.2) N =N[AONIIAIDON=[AION.[2] .
NE= [ N ¥ DI AN FOLAIN DAL N* |
nous dirons que le supplémentaire Z]4] est normal.

Théoréme 67.1. S'Z existe des endomorphiismes supplementaires normaux

LIA] pour A€ 4, les sous-espaces N |2 (A€ 1) sond linéairement indépendants.

Soit, en effet,

s € N AON 2] . . . BN 4]},
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Ay, Au ..., Ay appartenant 4 4.« appartenant 2 A\-’”i}.;], on  peut  dcrire
e Faial. r est orthogonal & [AN*®. . @A J.N* et celuici comprend
[N SI w40, on pourrait {rouver un vecteur wFe AN tel que
w'r=u" {0, On a donc w4 ]=0.

Dans le cas ot I'on a

(67.3) N 2= N=a]= (o) .

on a
N*[A=N"2], NJAl=N 4],
[AIPN*=[2A]"NF | 2N F=| 2] N* .
Donc la relation (67.1) peut étre remplacée par
(67.1 NN QN [LID . . . DA 4] .
On a de plus
N ::N”[’l]@mz\ﬁ/tj s RE=[APNED[ LN E
On peut alors discuter exactement comme au n° 65 et on obtiendra le
Théoréme 67.2. S’ existe un svstéme des cndomorphismes supplimeniaives
normanx 1.[2} tels que Uon ait (67.3) pour =iy, k., ..., ., 01
(67.4) N=NH0D. . ON=[LJONLIE. . .ON=[1.]) .
Designons par N[2] 'un quelconque des sous-espaces ﬂ"‘li,l, NI, N
N, [&]. On sait que 'on a
LIANIADEN|A]
On en déduit, en tenant compte de (64.3), la relation
LIX {N[AEN]AL
On peut donc énoncer le
Théoréme 67.3. Supposons que Liz} admette un cndw}w;‘/}hz'.xrmc’su/lj)lé‘m(fm“
af're ;zmzual L[2]. Désignons par N|2| Uun quelconque des sous-espaces N |2,
NI {], N TH]: N [2] et par [AN* Pun quelcongue des sous-cspaces |7 N ¥,
[Al-N*, [A]=N*, [2].N. On a alors

(67.5) LIVKNPDNENI2], AIINFYLIX NG AN
68. Si les endomorphismes supplémentaires normaux 112) ched) sont tels
que
(68.1) NONENJXT, RPN LN

pour deux éléments quelconques 4, 47 de A, nous dirons que les endomorphismoes
supplémentaires L[2] (A€ 4) gont en accord et que endomorphisme A est accord-
able dans A. Puisque

Na=N QN 2], 21N =2 N QI
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les relations

(6%.1) NLAENAXV ], NGV ]N*
entrainent (58.1; et celles-ci entrainent

(68.1") NAUNENIZ| . (NG LN

Ainsi les trois conditions (68.1), (68.17), (68.17"y sont équivalentes.
Dans le cas olt Von a (67.3) pour A€ 4, la condition (68.17) est évidemment
remplic. On a donc le

Théordme 68.1. S L|2] admet un supplémentaire normal L|i| tel que 'on
ait (67.3) pour 1€ A, les supplémentaives LA] (1€ A) sont en accord.
Si Ay, A1, ..., As appartiennent & 4, on a

NARIEN i@ ONol2a] -

Par suite on a

(68.2) NN WG . . . ONf 4]y =0 .
On a de meme
(68.27) P AT TP INCAIONING VS IR AS £ S

Si @ appartient a
N &N -IA@ .. @NTA]}

il est orthogonal au second membre de (68.2). On a donc z=o0.

On a par suite le

Théoréme 68.2. Si lendomorphisme K est accordable dans A, les sous-espaces
N =i2] (A€ A) sont linéaivement indépendants ainsi que les sous-cspaces [A]°N*, ef
on a (68.2) pour Ay, Ay, ..., A€ 1.

69. Nous voulons maintenant généraliser la formule (67.4).

Théordme 69.1. 87 les endomorphismes supplénientaives LA} (A€ A) sont en
wuccord, on a

(69.1) D.=NJu|D. . . ON il

(69.2) Aa=={N [A]®. .. ON [2.1:0D. .
69.3) Bo=N1AD. .. ON TP,
(69.4) N =N 4D, .. ON >[4, ]DCx

pour Ay, ..., A.€.1, on
A= NJL®. L ONJI L],
Bu=-N=1lD...ON>A.],
C,=A4.98B,, D.=A.0B..

Les relations (69.1)-(69.4) sont évidentes pour n=1. Nous les supposons donc
{ i\ !
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vraies pour le cas de n diminué d'une unité. On veoit immeédiatement que I'on
a
Aur®N =N, B, ON={Zd={0} .
A 2N Nojid2B. .
On en déduit sans peine les relations (69.1), {(69.3Y et (69.4). On a de plus
An=NJ2 00N,
=N OUN [A@. ON 2 FDDu )
= {(NJLLION [A®. . ON 12 OD -
={N 4G .. ON [ 1 JOWN [ JON L4053 C e
={N 1> . . ON A ONgALIDD. 1.
On a donc aussi (69.2).
Si 'on a en particulier,
N ilisl=N[ist={o} (7=1,2, ...,n,
C. et D, deviennent respectivement 2 R et & {o}, et on retrouve la formule
(67.4).
Théordéme 69.2. Si les cndomorplissmes supplémeniaires 1)A] et LI2'] sont en
accord, on a

(69.5) NIX 2N [AON DN,
(69.6) [2] N*2[4)" N*QIAaN QAN+ .

En effet, [1].N* comprend
(AN @2 [ N* =[] N¥OI2 (SN DI TN
Celui-la étant orthogonal a N.[2], on a la relation
N AL N*QI2 N QLY TN ™
qui entraine l'inclusion
{69.7) NIAIEN 1A
D'autre part, on a la relation montrée sur la figure 2 du chapitre 1, ot
A=N,[¥], Bi=NJi], Bs=N=[x].
Or on a, en tenant compte des formules établies ci-dessus,
NAZ DN 12 1= NJAON = (2] = N[V JONI 2 =%,
(NAZ JONL2D QINSZIONDANDIN I ION AL OIN L IGN 71 2])
= (N, [NON 17 XDN AON A4 JON 1 2AON A 2713,
et
(NXIONZE O JONA 2 DO L ION 2 O T2 [ON 41}
:A"';[}:’]@NA}/‘.’](])]\f“[,i’]@}\?‘j(l/ =0 .
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On a donc la relation montrée sur la figure 6 du chapitre I, ol
A= NSV, Ay=NJA, Av=N=[],
Bi=N=[2], B'=N=, B:=NI¥|.

Par suite, on a N2 J2N“12] Celle-ci entraine avec (69.7; I'inclusion

NAX DN 2DN | ADN[ 2} .

Le second membre étant contenu aussi dans N4, le théoréme est établi

1. Développements en des vecteurs propres.

70. Soit K un endomorphisme de . Nous nous placons d’abord dans le cas
ott I'on a (65.1) pour les valeurs propres quelconques 4y, s, ..., 4,. Etant donné
un vecteur quelconque x, on peut écrire d’une seule maniére

(70.1) B N s I S N A
X1, ..., &0, Y appartenant respectivement i

va[}";]v ey Z\]wl}'ﬁj ] 1\;9:],/“!,]@- . @Nm[iﬂl .

Si mi<ln, on peut écrire encore d’une seule maniére

! s z e
FINES S S (s N A

i

wt’y ..., 2w,y appartenant respectivement
N={Zi], ..., N™|ix], NIALIO.. . ©NJ]A] .
Le dernier de ces sous-espaces comprenant
l‘\;mil‘:uu«l! y T Ivmii-nl '
on
R ) ‘%I/e l\fmllzl]@. .. @Aj’m[/\-m] .

On a done asswr, o e’ =, ¥ = eyt by, Alnsi nous pouvons associer
a chaque valeur propre 4 un vecteur bien déterminé que nous désignerons par
a4l

Siowfdl=0 pour toutes les valeurs propres 4, 2 appartient a NN.[4], et réci-

A

proquement.

Sioz=ae-tdy, on aura évidemment

z[A]=aul A+ 8yl4]
Nous ecrirons dong
{702 wre >l i {mod N\N[i]).
A

2[4l pouvant s’écrire d’une seule maniére comme la somme des ay*{4]. nous
CCrirons aussi

(70.27) Rt SR DY (mod (YANL[4]
A B0 A
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Si I'on a en particulier
(7()3; ;\"wlc\:JG} l} ."’\'m!),J;{()}.
A€ R
nous ecrirons
(70.4; N A~ NS e A
A A Py
seulement dans le cas de we N,
Grace aux théorémes 64.1 et 64.3, on a toujours
(70.5; Liple=2LipletA] imod NNVEAD
A
et si en particulier on a (70.3),
(70.6) Liple~SLiplel 4]
A
pour »€ N.|eo]. Clest-d-dire on peut appliquer I'opérateur Lip] termes & termes
aux séries (70.2) et (70.4).
Si 'on a la condition:

(70.7) NoJoo JDOV NI A=t
A
plus forte que (70.3), on peut toujours écrire
axy+ Salil,
A
y appartenant a (YN [A].
A
71, Si po<4, Llp| fait correspondre N={i] 2 lui-méme d'une manicre
biunivoque. Nous pouvons donc définir L[p]~' dans N*[4] par les relations
LiplLlp] =1, Llp]"{N=[A}=N={4].

St ye Milp], il existe un vecteur « tel que y=Li{ple. En comparant le développe-
ment

(71.1) y,:_»%y{)‘] {mod (DAL,M]}
a (70.5), on a

(71.2) A2)=LlpllA] ,
et puis

(71.3) ylal=Llp} '+{2]
pour A>p. Si donc p n'est pas une valeur propre, on a

(71.4) L[ﬂ]”?/'-—:%:[«[(’]“’?/[/:] (mod (N2,

Si P'on a
(71.5) y>= 2917

au lteu de (71.13, on aura

(71.6) Lip]~'y~2iLle| 'yl 4]
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au lieu de (71.2), en supposant que p ne soit pas une valeur propre.
Llpl7 'yl 2} est la partie principale de L{p]-'y a la valeur propre i. Nous
allons déterminer son expression.
7l 4} appartenant & N=[{4], on peut écrire
wlAl=2ed[4), yli]=Zua"1],

les scconds membres ne contenant qu’un nombre fini de termes, et on a

wTal="" w2 LG

A
qui peut encore s'écrire

(71.7) T R PI NSV
A—p 7}

}m =1

Si =0, le second terme du second membre disparait. On a donc
N y .
-’l'u"[/-l'":} AR
et 4

En portant cette expression dans (71.7), olt 'on a posé g==1, on obtient

. A - Ap 4. ,
ey B A= » /‘]m_ 14 21 b+l il
[ 4] P (4] (A p: [ Aot 4]
D’une maniére générale, on a
41 o A X ,
(71.8) gt A== T et A)— Ll Jynri 2]
A—p (

Ap? —1)1p"
4 L{AJtyr+2 2] —.
P L R
Le plus grand des nombres g+1, pour lesquels 34"[4]=0, est 'ordre du pdle
4 de la partie principale Lip| 'y en 4.

L[AJw,2*[4] .

En portant les expressions de (71.8) dans le développement de 2[4], on voit

sans peine que Pon a
|4 s Lii
e ;_n”()u 1) i)
On peut done écrire dans N=|4}
. . S04 [ —p
(71.9) Lipl~ = L[)]
ko0 A—p \A—p
Le second membre n'est autre que le développement formel du second membre

de

Lol t= * 1+ ng) .
A—p A—p

Sipldf=u[A]<leo, 4 est pour Llp]~' dans N=[i] un pole de V'ordre s[4]. Si

/Ad]=vli]l=0cs, le second membre de (71.9) contient une infinité de termes

différents de O. Mais si 'on applique 'opérateur (71.9) 1 un élément déterminé
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N=[1], tous les termes sauf un nombre fini disparait, et ce développement,
quoigu'il renferme une infinité de termes, a un sens bien détermine dans N4

72. Considérons maintenant endomorphisme K de (R, W) accordable dans
. Soit L[4] (AeN) le systéme des supplémentaires en accord dans ¥. A Iaide
du théoréme 69.1, un vecteur quelconque peut s’écrire d’'une seule manicre

" . 1 e 7" s
:‘(':lf’ %‘ E .Z,'* {/;,\-] - }: ‘(‘,nl f.;‘-] 3 E ;e‘t" AA:] N
Aot [ Koy

€N, [M]O...ON, (4],

S EN ], 2sli)eNLA), lade N=lA) .

A l'aide tu théoréme 69.2, on peut vérifier sans peine que « |4g], xilde], @304k

Nous pouvons écrire

ne dépendent pas de »n.
mod (YN 14D
A

(72.1) n’?-i%fv“[ix]+>_}:v;{2]+>_}.v?[1]

Si z=ax+ Py, on voit sans peine
2 (Al=az [A]+8y" AT,
zo[ M= awllA]+By<[4]
22 A=ax[ A4 ByTlAL .

En vertu des théorémes 64.3 et 67.3, on aura
y [Al=Llplx"[4], wilAl=Llolx]4),
2" [A] appartenant a ZQ“[',’.], on peut écrire
2 [A =[], aP{A]e Ne?[4] .

y21 A= Lip)eT(4]

pour y=L{plx.

On a de méme les développements
(72.2) ST BB SR IR T IV
9 1

1‘:"[/]"_’2 x.[4] . a2 e N>2[4] .

7 Q)

On peut appliquer I'opérateur Llp] & ces séries termes 4 termes comme on 1'a

vu au n° 55.
Considérons en particulier le cas ou 'on a

(72.3) ﬁﬂDQAKHI=ﬂﬁ,

en posant
(72.4)

Nous écrirons alors

M= SON (2]

S (4] Rl A+ EalA]

(72.5)

seulement dans le das de € M.
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Si Lfco} est en accord avec L{2} (Zex), on a

N [«]2M, (N, [ADN"[w], N [|DN,[e=]=.

A
Si I'on a de plus
N, [=]ONN [A={o}

on a nécessairement
(72.6) QN}[/‘.]&N“M] , N,{m]@{}]\ﬂ[l}:éﬁ .
De méme
(21N @OV = {0%)
entraine
(72.6') Qmﬂm [ea]"N*, ool N¥DNA], N*= 0
Or on a
(N o) =[eo] " N¥*=N[2],N*= M.
On a donc
(72.7) M=N [o] .
Ainsi on a (72.5) seulement dans le cas de s€ NV [os]. Mais dans les applica-
tions on rencentrera des cas ot aucun des supplémentaires de Lfco] n’est normal,
73. Considérons un vecteur =€ N*[1]. Si g4, « est contenu dans N [p].
On a donc
LiplLlple=Llp)Llpla=2 .

Liply appartient & N4, NI, N=[1] ou N, |}] suivant que y appartient i
/\7‘|/Z], N4, N<[2] ou N |4} Llple doit done appartenir & N [4i].

Il en est de méme dans le cas oft « appartient & ['un des sous-espaces NZ[A],
1\7°j|}.1. Lip] coincide done avee Ljp} ™! dansc hacun des sous-espaces N "[4], NJI[4],
N=[i], et 'on a

LIpUN (Ay=N"[2] . LN = NIA] L LIpHN 12 =N=1a]
Par suite, on a
(73.1) Liple 2L pla [Al+ S L plec A+ X LEpla=[A]  (mod NN {4].
: -] : R
Si @ appartient 8 N*[4] ou a NI[4], on a
) A b — a0\
tote=3 % (70 nn )
. A=l pwn \NATTP

car presque tous les termes du second membre disparaissent. On peut done

eécrive dans N [4]
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) / —n ¥
(73.2) Lo~ . 33(_' Lu])
A0 fan \A-Tp
comme au n° 71, car on peut réunir les termes du développement
N O I T 7T U
i N R AR RV
A—p veou vy \A—(
appartenant i un méme sous-espace N,/F[4]. Mais la chose se passe autrement
dans NifA]. Dans le devéloppement
A3 80 =0 via N ars
AS z( ‘ L[/«])rm"lt],
A—p0 iy aa\A—p
Done

il y a une infinité de termes appartenant & un méme sous-espace N.7[4].
la formule (73.2) n'est applicable que dans N[/}
Au contraire, elle est applicable dans N=[4].
En effet, si Lipla=y, Are;'\s»’f[/t], on a ye N=[1], w=Llply et

.
e 2= " pm A O LA

Cette relation détermine de proche en proche les y.2[4]:

2
?/uw[/{]:};pfb'um["] .
n=2= " [~ M LAl
A—p (A—=—p)*
2 , o o : A “0 i}
=0 w0 LA A+ LAY el
peti=, w1 e et (70 non) e

On a donc la formule (73.2).
Nous avons remarqué que le développement (73.2) n'a pas de sens dans
NZ[A). Celui-ci est conjugué a [2}7N* et le développement (73.2) a un sens bien

déterminé dans [Z]“:N*. On a alors pour u*e[).]'j‘&“*‘, .e:eN;[Z] ,

Gﬁ( $ 3('“”1Ju>3)w4uWJmn:quMh)
i—p =\aep L =

On peut donc interpréter le développement (73.2) dans 1‘\‘/';[1] COMMe un
opérateur qui fait correspondre a x€ Ni[4] un vecteur ye NiJ2] tel que Von ait

ze*?/=(l‘*( ;Ap“>—4 (}. i , E1A ) E))'"

pour 2*€[2]TN*  Car Lfply est un seul vecteur satisfaisant i cette condition.
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I1I. Les développements de K et de son résolvant.

74. Soit K un endomorphisme de (), W*) accordable dans &. Nous supposons
de plus (72.3). Désignons par K{Z2] Uendomorphisme qui coincide avec K dans
/\7"[).], [2]"N* et avec O dans N [4], [4],N*. « étant un vecteur de M on a
(72.5), et puis on a formellement

K:c~>xj}{ w414 2:,1(;;:;[2] + 3K 4]

z%j]([)];c‘[i{l +}£,]([2].v;l'2]4'—%]]{[2];5?[2]
N%‘.%‘Kl‘p]a-"m~+%Z%iKlphﬂiJ‘Qﬂ\l%lﬁplavﬂii
»N(.?;th])(.gla:”Hl‘!“fijzrlnlll~¥*§;x’ff"-}>
f‘(%;‘-l(l‘ﬂl).a :

Par suite on peut écrire

(74.2) K::%_’:K[p]
dans M et M*,

St p n'est pas une valeur propre, L[p]~! est défini dans R, et 'endomorphisme
K[p] défini par la relation
I oK |[pl=L[p]"
est 'endomorphisme résolvant de K. Il est seulement défini pour les valeurs
non propres. Mais le supplémentaire L] coincide avec Lip]™* pour les valeurs
non propres p. Nous pouvons donc définir K [p] par la relation
(74.3) I—pK[p]=L[p] .
Alors K|p] sera défini pour toutes les valeurs de p>0 dés que 'on définit un
systéme des supplémentaires L{p] en accord dans &. Nous poserons
K[0]=—K .
75. On sait que P'on a
LIAUN A == NPAAL, {[ALAN* LA =AY N *
ot
K[4]= i (I—T1AD

dans N °[4]. Nous définissons U'endomorphisme L,”[4] de (R, {¥) par les conditions

(L1A])  dans  NPR{A], [ARNE

el

{0 dans  [AsNY L N2

{75.2) LA =

On peut alors vérifier sans peine que l'on a

K{A}e— 1(( ‘\:I,q*”[i]:z:)

A »oy
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[
Y
be
&

pour tous les € N"[4] et
£ 1 b QI N i
2K A= { ™ X at LA
A IR
pour tous les u:*‘e[/?]’ﬂ'*. Si la dimension m,. de Ny[4] est finie, on peut écrire

(75.3) Lol)= X \‘ LiAyara*L{ajp
; @

1

pour p-Lg=r, ot «" et "a* sont les vecteurs tels que
kS 13
are Nyi4], ’(1 e[y N*, ra*LlAl a2 G .
B » "y

Définissons Uendomorphisme Z_.7{1] par les conditions

(L] dans  N*A],  [Ap  N*,
o dans [2].N ¥, (NL4],

et endomorphisme L7 _,{4] par les conditions

- V]:{L[/‘-] dans N2 [i], [Al.**'N*,
"“" o dans  [A]."No*,  (Nl4] .

On peut vérifier sans peine que 'on a

Ko~ | (w\' A= DL )

3

K|~ i (u*-—}jze*Lm“[/‘(]w}jz;*!,u."’[}.])
pour
c€NIAON=[A], w*e[AoN*OlAj=N* .

On peut donc écrire

KA~ (1 S LA L "flzjm}_‘Lu””lll>

».a n ks

dans N T[] et [A]"N*. Si donc on désigne par /[4] Uendomorphisme de (3%, 0%

)

défini par
3 3 7 dans N'[,{I , V-]'N’k ’
75.3 ine

o 2l {() dans  N_[1], [A].N*,
on a

ey Kia | (10-3 Lotal= S 1201 - 3 LY.

A Py et o

Si la dimension =’ de N.'[4] est finic, on peut écrire
Ed
(75.5) L [A]= 3 b .b*
Eopk &

ou IZ" et .0* sont les vecteurs tels que
c L4
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bra=L[Ab e N2, wb¥ = n D LA e [ARN*
& k k E
nl)* D thes 6:)!; .
v @4
Si la dimension m’’ de Ny@[2] est finic, on peut écrire
L;-![/:}’:‘ 2 cueet
: PR I3
ou ¢x et "¢* sont les vecteurs tels que
k [
Co= L[ A)0usy € N,»°[A], rer=n g [A]e [ N* |
i & N K

e gt e By
I 1]

76. Etudions enfin la construction du résolvant K|p] dans N"[i]. De la
relation
((p-- K~ LII))K [p] =K,

on déduit formellement

o —1 x
(76.1) Kip]= 1 S (K L2} ) .
- p~£ k=0 ()“}.

On a d’autre part
(76.2) Kw*ﬂ}ﬁ; LA .
=
K1 et L{2] sont permutables et 'on a
{(76.3) K L[ Af=K""—-21 .
Par suite
LiA*=0, (KL[AD =0
dans Ng*[4], [2]?N* pour n27p. Donc les développements (76.1) et (76.2) sont
valables dans N"[4].
Si chaque sous-espace No*[4] a une dimension finic m, (r=p-+¢q), on a (75.2).
On en déduit immédiatement
LIAF= S S S LA tar ra* LAY
Fe PHg-T 5] s H

et
. . ] o - My g ‘
(76.4) Kt 2 OSSN N LApYar . ratii]Y .
rad) phger Sol o ke 5 N
L’endomorphisme 1,”[4] qui coincide avec [ dans N,7[4] et [A]2\N* et avec O
p=-1
dans [AP2 NV ¥ et (N,2[4], s'éerit

p~1
(76.5) ufa] = :ﬁf‘f.[m{;fq*[.mv»r .
Par suite,
(76.6) ra-S ow ¥ LUy "a*L{A)

Py Py §1 $ 8
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coincide avec I dans N"{4], et puis on a

G

- i,

K —=al"[A]=2 3 X X X
ey Py 7 o4

Posons

LiAy+*ar

5

Aoy

LA

bj::.» _,\“: Z)erl/:];»‘(lr
[ K

R
, o wb¥e N g @t LAY
il 3
Pour que 'on ait

DFb=105 .
il faut et il suffit que 'on ait

.
S Pats
1
On a alors

, . ok
leljﬂ,ar:: > (]ﬂf)z N ’A(I:"N‘LIAV“" o= }:j)u-.zb*
s = 5 ey
et puis

=1 ) - . i-—ﬁl E«k:l
0 L{AltRar ¥ LA = 3 ( > X q&-i-lcml,lj)j{)bi.jb* .
paqer k=i § § ¥} K= tej

Nous voulons déterminer les nombres P, i de

~

maniére que l'on ait
i é*lﬁ:l
>

p Qranet,iPix==051,1

Pour cela, il faut et il suffit que l'on ait

=]
.

ko=t

i
S Pa=piie,  Quiaa= 2 qu .
[y

Pole
On verra, aprés un calcul simple, que 'on peut prendre

k-1 e (k—~1 )
| ce=(— 1y
D (j-«l ) , o Gw=(=1) i1
by et b* dépendant de # et de s et appartenanta 3

Nye2oet o 3 [AF-INY,
leij-1 lezr—k
nous les désignons respectivement par bj-{*' et ,*#*. On a alors
& 8

+4-1 e 3 4
(76.7) b= (1>L[2]’(z?’+‘1, b = §;<~~1)w-1<7’ 1)’ L@ LA
Twg 7] s 1=1 (1“‘1 §
et

K1 2= S0 S X bar. bt

0§ pae
P T PRt S
5 8§

On a enfin les coefficients de la partie principale en 4 du résolvant sous
forme bien connue dans la théorie des équations intégrales:

(76.8)

([('1—}.1[}‘])”:}_" >j 1);," Gn
5

P
=1 PpHyg=7r §

&
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f.es relations entre b et a sont données par (76.7).
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