Sur les solutions bornées d’un systeme des équations
différentielles ordinaires non linéaires
a coefficients periodiques.

Par Yasutaka Siguvya.

I. Introduction.

1. Soit donné un systéme des équations différentielles
dry
dt
dont les seconds membres sont continus en tous les arguments, holomorphes en
@y, -+, xn et admettent une période » >0 par rapport a ¢ pour
{ fell==max {{aa], -+, leal} <0 (6 >0),
—o00 < < H-00 .

Nous étudierons les solutions de (1.1) autour de Vorigine ;=0(j=1,---, n),
en la supposant un point d'équilibre de (1.1):

(1.3) fi0,---,0; H=0 (F7=1,---,0).

Dans la suite, les »; seront toujours des variables complexes.

2. En général, les solutions de (1.1), prenant les valeurs initiales assez
petites, se divisent en deux catégories suivant qu’elles restent dans le voisinage
de Porigine pour ¢ —--c0 ou pour #——oo, ou non. Par exemple, la solution
x;=0 (F==1, ---, m), les solutions périodiques, les solutions presque-périodiques et
les solutions s’approchant asymptotiquement d'une des solutions énumérées ci-
dessus pour f-s4-o0 ou pour f—»—oo appartiennent a la premiére catégorie. Dans
ce présent mémoire, nous voulons démontrer la réciproque.

Soit

2.1 =gt g, me) (G=100, )
une solution de (1.1) contenant des constantes complexes arbitraires »,---, 7,
ol les ¢i(f; ») sont continues en #, », et holomorphes en » pour

(1.1) = o, war d) (fel, e, ),

(1.2)

2.2) Il <& @ >0, 0Tt
de plus, supposons

2.3) $3(t; 0)=0 (G=1,---m,
et

(2.4) lgsts mll M (G=1, 0, 0)

pour (2.2), ot M est une constante positive indépendante de £ et de .

Sous ces hypothéses, la solution (2.1) s'approche asymptotiquement d une
solution presque-périodique de (1.1), quand t croit indéfiniment ; ¢’est le résultat
principal que nous allons démontrer. Notre résultat nous donnera un chemin
général pour obtenir les développements des solutions de (1.1) autour de Vorigine,
ce que nous avons traité dans les mémoires antérieurs?).

1y Y. Sibuya: (1); (2); (3.
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Aprés avoir démontré le résultat principal, nous considérerons le cas ol la
solution générale de (1.1) est bornée uniformément pour 0-<#¢< 4. Dans ce
cas, nous obtiendrons une généralisation d’un théoréme de M. le Prof. Minoru
Urabeb. Et puis, nous donnerons une condition nécessaire et suffisante pour que
la solution (2.1) soit presque-périodique par repport a ¢ uniformément pour
lipll << 8", Nous déduirons incidemment une expression formelle des solutions
presque-périodiques de (1.1). Notre méthode fondamentale est la méme que nous
avons employée dans un des mémoires cités®.

Qu’il me soit permis, en terminant, d’exprimer & M. le Prof. Masuo Hukuhara
toute ma reconnaissance pour les conseils qu’'il m'a donnés au présent probléme.
Ce mémoire a 6té prépard sous les auspices de <ZScientific Research Fund of the
Department of Educationl».

II. Lemmes.

3. La réduction formelle. On peut supposer, sans perdre la généralité, que
la fonction fi{e; #) soit de la forme
(3.1 Ty By Ages b Bsvsr - 207 Lonyeoon, (DwaF1e - oy (=1, ---,m),
olt les fu...r,(8) admettent la période w; les 1; et 4; sont des constantes telles
que 83> 0 entraine As=24; et que 2;== A (mod 2ni/w) entraine Ay=2x; 7
désigne la sommation étendue 2 tous les termes de degrés au moins égaux 3 deux.
Nous avons déja démontré le lemme suivant®:
Lemme L. Par wune transformation formelle admettant la période o
(3.2) wp = b X Paen A cyfe (G=1,000 0,0
lo systéme (1.1) se réduit @ un systeme des équations différenticlles formelles
dy

(3.3 dt

k3
= Ay 055 207 @sepenon, XD (45— 25 ke )it - o
vo1

(J=1,---,m),

ou les ape,...x, sont des constantes remplissant les conditions

(3.4) Wsiroy =0 (A% N Ak, mod 2rife) |

4. Des solutions formelles de (3.3). Supposons d’abord
( = () (j=1,---, 1),

4.0 ?)\‘)\‘;1 <0 (jrar+1, -+, 8),

>0 (Fe=s-+1, .-, ).
Sotent @iy, -+ -, v £ les seconds membres de (3.3). En vertu de (3.4) et de

{4.1), on a facilement

(4.2) af, - us, 0, -4, 0,0~ 0 (=841, .-+, a),
{4.3) afp, e, ys, 0, - 00 D
1y M. Urabe: (1), p. 278, Theorem 6.
22 Y. Sibuya: (2, Section 1V, pp. 124-127.

3y Y. Sibuva:  (3), p. 246, Theoreme 11
H désigne 'égalité formelle,

4
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Soit
Gy D8 -, g0y = X Doy (N TR WD NEEEN )

5.

une solution formelle de (3.3) contenant des constantes arbitraires 7y, .-« 5,, X
désignant la sommation étendue &t tous les termes de degrés au moins égaux 2
un.

Lemme M. S/ les coefficients de (4.4 sont bornés pour O <o

(4.5) Doy Moy,
on a
(4.6) G, =0 (Foes+1, -, m);
4.7 Dits g, e = Cilopy, - oo g et (J= 1o )

ou Cilyr, -+, 1) = B50; 71, -+, 75) 5

de plus, on a
(4.8) D iy n (8= Py ox (£ €M

pour j=v+1,---,s, ow les Pyu,...x () sont des polynomes de L.
Démontrons d’abord (4.6). Posons

P 13
4.9 o Tyt ‘179:) %}CE O s(Bype+ 2077 mjx-]...xp(f) PF1e- 'ﬂpkp (j= 1, .-, 7},

es]

En portant (4.9) dans les équations formelles (3.3), on a

(4.10) D 5= 25 Ol - 65D 5.1, () (fo=8+1, -, k=1,---,p).
Par conséquent, en vertu de (4.5), on a

(4.1 D58y =0 (F=s+1, ceo,m; k=1, -4, p).

Supposons ensuite

Oi(t; 91,00y m0) = DO q e ) Pt ot (f=s41, 000, m),

A désignant la sommation étendue 2 tous les termes de degrés au moins égaux
a N par rapport 3 7.

En vertu de (4.2), on a facilement

D sty er o)== 2D iy i ) 403051,y (8 (fe=s4-1, -, m)

k(3
pour X k,=N. En vertu de (4.5), on a

vel
D sryenni ()= 0 (j=s+1, «--, n)
n
pour X k.,==N. On a donc (4.6).
Vel

Démontrons maintenant les égalités (4.7). En vertu de (4.3) et de (4.6), les
séries formelles

(412\) 7/);‘v’¢j(t» 771y"',77r>) (j“':l) Tty 7)
satisfont aux équations formelles

(4.13) ‘Z’fwj(z/l,'--,yr, 0,--,0:8) (j=1,---,7).
e

En portant (4.12) dans (4.13), on a facilement
{4.14) O (B)=2; Ol )+ 85 @ sn, (L) (=1, <o, 7 Re=1, -0, p) .
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Par conséquent, en vertu de (4.5), on a
{(4.15) Dall) = Cy (j=1,--- 7 k=1,---,p),

ol les Cye sont des constantes.
Supposons ensuite

(4.16 /];y,([; ITERES .,,/V‘) P C,i,'v{’ﬁ/xv cee, /‘)»} (3)\,'“:4:\_‘:(,\')(&*’.“kp([)m&'l. . .mw

(j:‘;]-v "',7’>:

ol
B . i+ ) A e ) . N
(417 Cinlyn, - w0 = 2 D0l D iieyooor Oyt oo (f=1, - 1),
L] B3
N~

2, désignant la sommation étendue it tous les termes de degrés au moins égaux

a deux et au plus a4 N --1.
Daprés 1o forme des seconds membres de (3.3) et en vertu de (4.16), on a
aisément

(4.18) Di,.n

1= A0 cor () OsPs-1, 4, ...5-[,('1‘) -+ Q),}l..‘kp oAt (fe=1,--, 9

"
pour X k=N, ol les Qs .. .x

Yl

(4.19 q),’kl---Avp{t):‘:cjkpnk', oh it (_7‘171, s, )

, sont des constantes. Donc en vertu de (4.5), ona

#
pour X k.=N, ce gqui motre (4.7).

Enfin, nous démontrons (4.8). En vertu de (4.6) et de (4.7), les séries formelles

{4.20 e WL e ) (el e s)
satisfont aux équations {formelles

19 (["/A.v‘_~ (O 3) eME e Oy oMt . 0 i

4.2 = a(Cy) M, e Clpl et Yy oo s, O, - 00 D

df
(jertl, ---,9),

ot Jes Ci(py A sont les seconds membres de (4.7).

DVaprés la forme des seconds membres de (3.3), les seconds membres de
(4.21) sont de la forme

(4.22) Ailf it 00154 ! ~ " Ao, -, P eIy,
¥ Xk EEN ,4,7,

3
vy e £ Ay Fray .
BN i, g exp (A éjy/.yk-)t)z/ril -
vl

(J=r+1, -2, 8,

ol les au(y) et les auw ...« () sont des séries entidres formelles de » satisfaisant
aux conditions

(4.23) a0, -+, 0= 0;

&
(4.24) iy o 50 =0 (R4~ 2 k0.
ver4l

En portant (4.20) dans (4.21), on a facilement les égalités (4.8).
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1. Des solutions bornées.

5. La démonstration du théoréme I. Démontrons maintenant le

Théoréme 1. Si la solution (2.1) de {1.I) salisiait aux conditions (2.3) ¢f
{2.4y, elle s’approche asymplotiquement d'une solution presque-piviodique de (1.1)
quant t croit indéfiniment.

Soit

5.1) Yim i N Qoo (B P (=1, ---, 0
la transformation inverse de la transformation formelle (3.2); los gup..u i)
admettent la période o par rapport & 7.

Si 'on pose

(5.2) s~ @it m, om0 S i N i, (O gl (Gl
les séries formelles (5.2) satisfont aux équations différentielles formelles (3.3).

Posons ensuite

(5.3) Gt gy, ) =2 ¢Hi L—,,(iﬂ??]k“ S (F=1, -, ).
En vertu de (2.4}, on a facilement
{5.4) [y on (O] < MG Rrees i
pour 0 << ¢< +oco. Par conséquent, si I'on développe @,(4; %) en des séries enticres
formelles de 7, les coefficients @i,...; (¢) satisfont aux conditions (4.5). Puisque
(5.5) bt g, e, g0 = W {»)j"’j),u,...k“({)(])m. el (je=1, oo, 0,

les ¢,z (¢) sont des polynomes de e™' (h=1,---,7) et ™ ity J v 1,
.. s), dont les coefficients sont des fonctions périodiques de 7. Par conséquent,
en vertu de (4.1), on peut écrire les ¢u,...x (£) comme il suit:
(5.6) (f)gg;)...g v)(l‘\)i‘—” 9‘7}/;1.,.;\; (Z)+ ‘,!’v/,-l...g-,’(/) s

olt les @i (2) sont des fonctions presque-périodiques de ¢ ainsi que leurs
dérivées, et les g (B sTannulent ainsi que leurs dérivées quand £ croit indéfini-
ment:

(5.7% hm i, (Z‘)~—(),
Pz pos
(58) lim (f”)jl;l...;gi’{t);

fwe 400

En vertu de (5.4) et de (5.7), & ¢tant un nombre posilif quelcongue, on a

(5.9) [sxy 0 ()] T MG Far Ep))e
pour les valeurs assez grandes de /. Puisque les @i, 0f) sont presgue-perio-
diques, cette inégalité subsiste pour - co < {<4-~. ¢ ¢tant arbitrairement petit,
on a

(510) Iw.iﬁ-!..‘A»‘)(t?[ / A'](!)V*(L‘H”""'”v'/')
pour —oo <2<+ oo . Par conséquent, les séries entieres

GAD et g, )= Qe B et (1)
convergent uniformément pour fyl <48, o < ¢{<4 oo . Les fonctmns (5.11)

sont donc presque-périodiques par mpport A ¢ uniformément pour {7
Quant aux fonctions (,’»,;\-x.../.-p!f;, en vertu de (5.4) et de (5.10;, on a
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(512) i‘:!)ﬁl‘; o -I:p‘f,t:’i - 21’1 (')w,,(,i;I:,. RN
pour 07 ¢t e . Donc, les séries entiéres
(5.13) DLy gy ) 20 P () e (=1, n

sont majorées par la fonction

o Mae
(5.14 o EMem o _omr,
(87— )0 —7)- - (0" — )

et convergent uniformément pour

que soit e >0, on a les inégalités
{51(‘3) I E("v)(”’)_‘}ki...)f‘){\t} '//;""""f/pk"é <5 (]'”»‘1. R )3

pour 072 < oo, fpi 7 67 <73, pourvu que N soit assez grand. En vertu de

(5.7) et de (5.15), on a

<0, 0 ¢4+ . De plus, quelque petit

Bm dlts o) =0 (=1, m

Lo oo

s

pour 9l <7 4", Par conséquent, on a

(5165 0= 1im {0, -, p)—0sd; 71, -+, 50} (7=1,---,m).

P oo

Drautre part, puisque

(517}‘ ‘./’.i/‘:t;7711"':'Up)ﬁf&(ﬁl,"‘:‘f‘n;t) (j:ly"',72),
il existe une constantes positive M’ telle que
(5.18) o/ s g, ) T M (f=1,--,m)

pour 07 f<4-w0 , Uyl <7 ¢ . Par conséquent, de la méme maniére que ci-dessus,
on peut montrer, d’aprés la presque-périodicité de ¢’sx,...x,(£) et en vertu de (5.8},
que Pon a

(5.19) ¢ me o, pa)=@i (5 qua -0, hpit GIE gy ey (F=1000 m)
oll les ¢, (4, --,7,) sont presque-périodiques par rapport 2 ¢ uniformément
pour Iyl <787, et les ¢/ {L; 91, -+, ») satisfont aux conditions

(5.20) Hmy D i, e, pplas O (=1, -, n)

f=boo
pour {ipi < ¢
Cela posé, considérons les égalités
(5200 @/ m, o, pe)— A, s, @ £)
il s D S @, s D e (T, e )
D'abord, (5.16) entraine
(5.22) L { fida, s has O —D(s0r, ooy @y 213 =0 (j=1,---,n).

Lo ooy
Celle-ci entraine avec (5.20)
(5.23) Hm L0 g, 50— S Fr, -, ey D=0 (J=1, -, ).

te deo
Par suite, d’aprés la presque-périodicité de @£ 24, -+, 7o) et de ¢;'(4; 71,- -+, 70),
on a nécessairement
(5.24) PN TRERRUE I E SO SICREINI O S B O ) SREENY T ) I
¢lest-t-dirve, (5.11) est une solution presque-périodique de (1.1). C.Q.F.D.
6. Le ecas ou la solution générale est bornée uniformément. Soit
(6.0 ooty v, -e e B (f==1, o v, )
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la solution de (1.1} telle que »ii0=&; (§==1.---, n". On a facilement

(6.2) Git; 0, -, =0 (=1, -« uy.
Si, done, les fonctions $it; E) sont définics pour
(6.3) 1EL<a", U A

de maniére qi’elles soient continues et bornées wuniformémoent pour (6.3 of holo-
morphes en €, le théordme I peut s'appliquer 3 la solution (6.10. Duans ce cas, il
faut que M2 <0 (j=1,---, ). SF, donc, on pose

6.4) 9 xj{ =0 U=l
<0 (=41, oo 0y,

on a le

Théoréme II. Si la solution générale (6.1) satisfait aux conditions données
ci-dessus, ¢t si les s aux conditions (6.4), il existe wune solution presque-périodigue
de (1.1) qui contient r constantes arbitraires et s écrit sous la forme

(6.5) 2y =QACIeMt oo, Coeret s §) (F=1, -+,
ou les @iz, -+, 2., 8) sont des séries enticres de z dont les cocflicients admetiont
la période w, les Ci étant des constantes arbitraires.

Remarque: Si 7=, on retrouve un théoréme de M. le Prof. Minoru Urabe:
St tous les Ay sont purement imaginaires et si la solution générale (6.1) est bornée
uniformément pour (6.3), la solution (6.1 est presque-périodique.»

Sous les hypothases, les ¢,(¢; £) s’écrivent sous la forme

(6.6) dit; E)=0,lt; Ey+ Pt ) (j=1, -, ),
ol les ¢,(¢; &) sont presque-périodiques par rapport a ¢ uniformément pour [[El <&
et les ¢,{f; £) satisfont aux conditions

(6.7) ,liznu @it Ey=0 (7=1, -,
pour [[El<d¢". On sait que
(6.8) wy=@i(t; E) (7=1, -+, 2
est une solution de (1.1). Si, donc, on pose
(6.9 Ei=@i0; &1, -+, E) {(j=1, -, n),
on a
(6.10) oAt E=psd; oyee o 80 Gl ),
d’ou,
(6.11} oA Ey=0t; O+ P68y (G=1, - m)

Puisque les @s(¢; £1,---, Eu) et @,t; &1, - -+, &) sont presque-périodiques, en vertu
de (6.7), on a

(6.12) (/’j(ﬁEl."gf,,);:(pﬂ{; e, B (=1, oee,m),
et
(€.13) Gt G Ed=0 (=1, e )
Or, on a
0(")‘;’ A (!’7)
(6.14) Prely ¥
(’)(EN‘U“';E?()

i} NL Uirabe.- loc. cit.; Y. Sibuva: (1}, p. 21, Théoréme 2.
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Gy, 00 0

-~ . T 3

U(Eiy MY gl)

pour ¢—0, £~0. Par conséquent, en résolvant les relations

(6.15)

(6.16) G0 Er, e Ee 0 (=), -, ;)
on a
(6.17) Ci=CAL, -+ (Ge=rt+l, oo m),

obt les A&y, ---, &) ne contiennent que des termes de degrés au moins égaux a
deux par rapport A &, ---, & en méme temps, en vertu de (6.12}, on a
6.18)  @ilt; E)yooit; &y, 8y St ), -+ L)) (=100,
oit les £i8) sont les seconds membres de (6.17). Par suite, en vertu de (6.15)}, la
solution presque-périodique (6.8) contient exactement 7 constantes arbitraires i,
-, &.. Enfin, si Pon pose

\ . . 1{t . .
(6.19; Ci= hm p eilt; Ey,- -, Eu) e dt (F=1, 44, 7).
feaw [ )y
on pourra exprimer (6.8} sous la forme (6.5)".
7. Des solutions presque-périodigues. De la méme maniére dont nous
avons démontré le lemme II, on peut démontrer le
Temme I S les coefficients d'une solution formelle (4.4) de (3.3) sont bornées

pony oo L f <00
(7.1) @iy O] Mogyk,

o
(7.2) Dty pyy w0 = Cilgr, -, ) €MF {(7=1, -+, 7};
{(7.3) Gty g, e =0 (J=r+l o)

On pourra en déduire par un procédé analogue le théoréme suivant:

Théoreme Y11, Pour que la solution (2.1) de {1.1) soit presque-périodique par
rapport a t wniformément porer iyl < &', il faut et il suffit que les $o5 50,000 n,)
satisfassent aux fnégalités

{(7.4) Vol ool =2 M (=1, -, 0)
powr - -vo << qeo | Ul <08, o M est une constante positive indépendante de
i, 7.

On en obtient aisément une expression formelle d’une solution presque-pério-
dique de (1.1)

En effet, solent

(7.5 i, oy By (F=1, )
les sories entieres formelles obtenues de (3.2) en posant yi1=---=%=0; s1 la
solution (2.1) est presque-périodique par rapport a £, les développements de (2.1}
s'écrivent formellement sous la forme

(T.6) dls i,y g0) = PACUpY M, -, Cpyednhy (j=1, - ),
ot les Ci(z) sont des séries entigres formelles de 7y,++-, 7, .

Par conséquent, si lon suppose

(7.7 Ay 0) imoaod 2zdle)  (j=1, -0,

IvY. Sthuva: 1w
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toutes les solutions presque-péviodiquies, qui sont de la forme (2.1 admettent la
période » par rapport a &.

9 aoht, 1955.
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