Uber die Zerlegung der Gruppencharaktere.
Von Kaoru Sexino.

Es sei  ein Normalteiler ciner endlichen Gruppe &, Ist dann die Faktor-
gruppe §/9 eine lineare Gruppe mod p7, wobei p eine ungerade Primzahl be-
deutet, so Hisst sich die Zerlegung der Charaktere von & in £ genau angeben.?
In der vorliegenden Note soll ein noch ubrighleibender Fall erledigt werden
wobel p=2 ist.

1. Es sei also  ein Normalteiler von & und (/9 eine volle lineare Grappe

~

mod 2*(zn_>3). Somit denken wir uns

O'r=(z, z+1), 'p={z, 512, 8 iz, =2) .
Ferner seien

& =51 Hix, DOt ,5_,@0{):”"34 ,

D= A DT T
Wegen
1) & pirtp=s = 8§yt
(2) Hrript=fHe-i
und
@ P'rpini = p)

sind % und " beide Normalteiler von &.
Ist nun e bzw. f der kleinste (pos.) Exponent derart, dass

oty =d(a) bzw. Plplap™ )= J{s)

1st,*> wobei ¢ einen einfachen Charakter von 9’ hedeutet.
2. Zuniichst sei ¢=1. Es gibt also einen solchen cinfachen Charakter x"
von £°, dass

xNo)=¢(a) in O
ist. Bezeichnet %" cinen erzeugenden Charakter der zyklischen Gruppe 997, so

ist fir alle 7 (0-22:727—1)

2M0Y3 o) =la) in 9.

Da x%p7op~ V)=o) in & ist, muss fir ein , zwischen 0 und 2*--1

o

5 . P
L, Wenn nun f gleich 243

sein. Nach (1) ist ¥ o7op=2)3%p ap~ 7} = 4 a)3 (g y**?
ist, dann ist u==0. Falls f gleich 2’1(O~ffl<-n‘~2) ist, so ist 157 genau durch
1) Z. Suetuna, ,,Zur Theorie der Gruppencharaktere®, Jap. J. Math., 18 (1943), 729

T44.
2y e, fund g bedeuten 1 oder eine Potenz von &.



A Kaoru SEKINO

2712 {eilbar.  Andererseits haben wir

v FTERNY SRR L e ¥ )
75T

P T e M ey ),
Far p-=297%771 muss
M55 e 500 =) tmod 27
sem, folglich st
JZQ ESNE S0 tnod 29%%)
und damit
o200 (mod 27142
Daher ist die Kongruenz
Jool 457 (mod 2%)
stets Tosbar.  Wir denken uns deshalb ¢° so gewihlt, dass
(4; Liplop )=o)
ist. Dann st fir einen einfachen Charakter z* der durch %7 erzeugten
Gruppe D
)= y"a) n 9,
und die ¢ Charaktere von 9% (fg=2""%)
RV =y ol Ugfig—1,
sind genau die ¥* enthaltenden, einfachen Charaktere von £% wobei %% baw. ¥*
cinen erzeugenden Charakter der zyklischen Gruppe £%9° bzw. H¥/H mit der
Bedingung #8007 3% (p’) bezeichnet.
Es wiire nun yirmaer D=x¥o)x¥eo)” (v~0). Dann wiire
whmp m = gl 2B X p”)
Also musste
fres gmod 277
sein, folghich wire
Yooz () tmod ¢y,
gegen unsere Annahme.  Andererseits gilt nach (3) @ror H= Y4 o), so dass nur
folgende zwei Fille moglich sind:
Iy ez Ve gl In dicsem Fall gilt fir einen einfachen Charakter 2
von &
Iy i o) in o
und die 2y Charaktere von &

*

E{(T\é{(lf‘)ié{’(}'\k . 4] /j\'.(/-u] s ()~':]‘r:11 \

sind cenau die ¥ enthaltenden, einfachen Charaktere von &, wobel = bzw. Z
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einen Charakter der abelschen Gruppe /9" mit der Bedingung Zig)==y%p} baw.
E{my=—1 und Fis)=1 fir alle ¢ aus H* bezeichnet.

I} yfinon—Veyboiyio)” fir jedes v zwischen 0 und ¢—1. In diesem Fall
ist der von #* induzierte Charakter 5 ¢ ein einfacher Charakter von & und die

v Charaktere von & (2= = 2

e
Elo1EleV, 075 g—1,

sind genau die * enthaltenden, einfachen Charaktere von (.
3. Wir denken uns einen Charakter x™e)y%o (1-¢2%-—1). Nun sei
£==2'5" {mod 2*y. Es gilt nach 4

207 Tap DR p o p™ ) =Ko 30
und die f Charaktere (Mipfop~7) mit 0-27-7f -1 sind voneinander verschieden,
also gibt es f# bzgl. ©% zu ¥*(51%% s konjugierte Charaktere von £ wobei # den
kleinsten (pos.) Exponenten bedeutet, derart, dass

7=z 57 imod 2

ist.¥ Alsdann gibt ¢s einen einfachen Charakter x7 %o der durch H%/" er-
zeugten Gruppe **, derart, dass in "

ok y om0 A 2l

2ealo) =g e )yo)
und der diesen Charakter von H** enthaltende, cinfache Charakter von % eben
qu:x*,f,,; ist. Also sind die s Charaktere von 9% (s{=¢)

! e
z‘s,,h(:g)iﬁ((;)j:%‘:ﬁ n%j<,;),-—.- ng?’n%""‘/“) s 4] J s—1,

genau die x°%%" enthaltenden, einfachen Charaktere von % wobei £%* einen
erzeugenden Charakter von £H*¥/9' mit der Bedingung ¥%p/ "= 2%/ = 2 {0/
bezeichnet. Ferner ist x*: w(0)=2* 1. (0), so dass genau die folgenden von-
einander verschieden sind:

(o), 0 In(f, 2

Ferner ist, genauso wie im §2, w4, a(won=Y)=x% »{o)g¥ o)’ (v~ 0) unmoglich,
so dass nur folgende zwei Fiille moglich sind:

0D w# amon =)= 9% ,4(0). In diesem Faill gilt {ur cinen einfachen Charakter
Zin von &

Erla)=x* u(0) in HE,

und die 2s Charaktere von &

Eral)E @y Bk, 07 s—-1, 0 ko1,

sind genau die °%"¢ enthaltenden, einfachen Charaktere von (.
IVY) xb aGrom Voo W(0)4% 0y fir jedes v zwischen 0 und s—1. In diesem

3 {1, falls g1=31,
Tt falls gl (920
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Fall sind dic s Charaktere von & (Zp=5; )

43,/
EuaEey, 07 s—1,
genau die %73 enthaltenden, cinfachen Charaktere von .
Falls 70 —2!5% (mod 2% ist, sei ¥*i(0) baw. Z5lq) der x“;‘g"—"’l:’k enthaltende,
einfache Charakter der Gruppe * bzw. {E’/,TL:E,,_I:_K‘),
4. Nun scien

Db, D= oD
I S IR TR o M)

Zurichst gibt ¢s einen solchen einfachen Charakter z. von D4, dass

2l o) = Ho) in &
ist, Es sei % bzw. %, ein erzeugender Charakter der zyklischen Gruppe 9:/9
haw. $,./9 mit der Bedingung ¥%p)==Zs(p) bzw. e =%.p7). Alsdann sind
dic ¢ enthaltenden, cinfachen Charaktere von H: genau die folgenden:
wlo)iloy=x, ,ita),  O:Ljzg—1.
“ighe
Ferner ist ygman=1) = z{a)ia(o)? (v=0) unmoglich und es gilt Yalman )= 30}
(vggl. §2), so dass nur folgende zwei Fille moglich sind:
V) xpiman-Yy=xs0). In diesem Fall gilt fur einen einfachen Charakter x
von H
xo)=xs0) in Dy

und die 2¢ Charaktere von 9

2O, 0 jg—1,  0=kCl,

sind genau die ¢ enthaltenden, cinfachen Charaktere von 9, wobel z bzw. %
cinen Charakter der abelschen Gruppe £/9 mit der Bedingung Z(o)=}(0) bzw.
Elny= (o) fir alle ¢ aus  bezeichnet.

V1) ga(morn Yxgglo)is(o)” fir jedes v zwischen 0 und g—1. In diesem Fall
sind dic y Charaktere von § (¥ =1x,,)

(e,  O0=jg—1,

genau die ¢ enthaltenden, einfachen Charaktere von 9.
5. Schliesslich machten wir betrachten, wie die Charaktere der Gruppe &
in der Gruppe £ zerfallen.
Erstens ist bei passender Wahl x*(0)=y4(0) in 9y, so dass in Hx0:27¢—1)
243} 0)} = xx(0)24(0)

ist. Zweitens sel D,y die durch $p7¢ erzeugte Gruppe. Dann ist

Y oo )= 3 2alo)xhot),
oEDg cE
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so dass die 7 Charaktere
2 0 a0 VS 07 j -1,

ebensoviel mai in ¥% »(¢) enthalten. Wenn daher ¥ .00 wirklich 0 enthiilt,
ist in (0777 7s—1)
; N il
ool @FHoy =3 gl odloy .
vy
Ay Wenn unter den zu ¢ konjugierten Charakteren genau die folgenden
Plplop™y, 027 f~1,

voneinander verschieden sind, so ist imor~D=¢{a) oder =(p ep*). Falls
Plaon=H=p ap=>) ist, ist H{p**op*")=io), und damit v=f2.

A, 1y Falls $umor=t=die) ist, dann ist ymor-H={{ron-==Jlo) in L,
folglich muss filr ein g zwischen 0 und 2%—1 x*(mor -V =% a)3% o) sein. Ferner
ist nach (2} ¥morV=yo)" 1.

A, LD yror-YH=x%s). In diesem Fall ist in '

Hron V=g mor Y+ xNproxp~ )4 -
=y mwon )+ irpopT ) A -
= yia) 4y pop b
=x%d).
Daher ist y¥mor~ty=y#o), folglich x(morn~Y)=xa). Dann gelten I) und V.
Andererseits ist in H° (7=2/5" (mod 2%))
2 (mon =)=y Nmon ) (mom ) 4y pror— p N pmanp 1) - -
=x"0)Z"(6)" %" (papH)3Npop~ )"t - -
= X;"z.ﬁ((’) .

Es gilt 3% u(o)=x% 3lc) in £ dann und nur dann, falls {iir cin s é=3—57%7
(mod 27 ist.  Fur é~2°7' gilt IV) und deshalb ist in &8 5 nl0)=5"15(0).
Ferner ist ¥, -1, o{mon~Y=yhu_1,4(6). Also gelten in :

5(0)5(0) 2(0) = Eoy, ) B0V E )
= Oo)Yxio), 07 Tg—1, 0<k1;

. 1 -1 ~ L . ,
Ealo)Eey =3 3 xlaygley vsiloy, 007 Ts—-1, fiir 2067(=2n 1),

w=0 v

o

Es sei noch bemerkt, dass Z(o)»Z,.;, (o) in & gilt.
A, 1,2y Plror~)=x"s)3%o¥ fur ein ¢ zwischen 1 und 27--1. In diesem
Fall ist

A

2K o= plman= p= )=y mpl ap~ T =1y = VP 0y,

folglich muss
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p1=57)==0  (mod 2"

sein.  Nun set 222202, 113 (0" a" n—23, somit ist 20772 0 Ist f=27"""% sind
. L s e B/ v 207 one Y ot NI —
T ap Vi ap= T = a0 ey P und g mam P a1 = g0 o

Also denken wir uns ¢ so gewlihlt, dass
Ppl o7 y= o) und  pMmony= g ay"
sind. st /2027 denken wir uns ¢’ so gewihlt, dass
wiplop o) und yflronTli=y0a)

sind.  Falls =271 ist, konnen wir x%(o) auf dieselbe Weise normieren. Folglich
kommen nur die Werte 1, 2, ---, 2¢7% als 2 in Betracht. Dabei ist f==2%"""%, so
ist £—1.

Nun sei fir ein a zwischen 0 und #—2 z=2* Somit ist in H°

o _ N N R
wiman e Moy o) e

R 4 (e
R ALRICHN

so ist Tir ein v zwischen 0 und g y¥mon=')=x%, ,(0)¥*0)”. Also ist ymon™!)
gl gl a), Tolglich muss v=0 sein und deshalb ist in & Z'(a)=25", 0). An-
dererseits ist

. N ;A i -
Hoalron= =g @z ey ~i4--- in Y,

s0 ist % a(mon=Dz=4 (o) in H° dann und nur dann, falls fiir ein 7 f s 20 —BTHf
(mod 27) ist. Nun bezeichne M die Menge solcher Zahlen 7. Fiir #(><21)&M
gibt es ein #4(=2'5"")& M derart, dass in & entweder Z7;.=I"s,+ oder

E = E o ist. Also gelten in 9:

- 1 S .
E()E(oY =3 2layxoVxloy,  07jTg—1;
m=0
g ot » B o8 : ' 1'4) Far Py ~
VB (o e Lo F e =20 ) qlo (o) ylaye,
@ v=b
077 "s-—1, fiir 215%(~2&M;
- LA 2 L
vl O F(oWE, =5 5O E(E(0) = 3 x{0) o)+ g(o)k
Vel

0-lj=is—1, 0k, fir 2'%5%eMt.

~

Es sei noch bemerkt, dass 57.4(¢)>5"5(0) und SialodxF5(0) in & gelten.

A, 2 Falls Plron=dp/Map=77) ist, dann ist {iir ein # zwischen 0 und
21 P(ran Ny p Pap /0 x(p Fapm . Also sind qE(moaT!)=yxHe)  oder
cbeaie) und in & phalmen )= e
gleichartigen Formeln wie in A, 1)

F---, folglich gelten die
B) Wenn unter den zu ¢ konjugierten Charakteren genau die folgenden
dizkplopint), 0<jsr~1, 0kl

voneinander verschieden sind, so ergibt sich ¢{rorn-Dacilo), =<flp/Pop~7/),
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deshalb ist der von einem einfachen Charakter von £ bzw. £, induzierte Cha-
rakter ein einfacher Charakter von & bzw. . Dann gelten ID, IV) und VI
Also gelten in 9:

E()E (oY =5y, ) E oV =y (DgloV, 01 jg—1,
2 2 o, . e
Eodo1E(eY =2 go) 2oV =X g (o | 01
v=0

s ,

Es sei noch bemerkt, dass F'{(ay>5w. o0) und 500 ~EF " 5(¢) in &
gelten.

6. Nun sei ¢>1{27¢=2"); und wir denken uns einen Charakter J{z¥ac"#)
(1= Te~1). Nun sei 7 =25"" (mod 2*). Es gibt /1 bzgl. § zu Jzi’oe=t)
konjugierte Charaktere von £, wobei ¢ den kleinsten (pos.) Exponenten bedeutet,
derart, dass

3w 5 Iy {mod ¢)
ist.¥ Alsdann gibt es einen einfachen Charakter xar, «d{o) der durch £ p/t
erzeugten Gruppe 9,, derart, dass in §’

; 0 AT
%A,,’;L;(‘(y)::(/\z" R 1

M

}

und der diesen Charakter von $. enthaltende, einfache Charakter von £, chen
y SUNECIES (o) ist. Also sind die s° Charaktere von £y (st =y¢)
Al W

7 R L
saf(0), 01,

hY
r o)==,
’ e “Eare,ne

()Y =,

genau die ¢(v¥’07~%") enthaltenden, einfachen Charaktere von £y, wobei %4 einen
erzeugenden Charakter von £,/9 mit der Bedingung %+(p"t")=%.(p”*") bezeichnet.
Hierbei sind genau die folgenden voneinander verschieden (vgl. §3):

Lar,nda),  OSROS(f, 2nmmotmn 1
Ferner ist yu- ndmom=V=yy. o (s (vx0) numoglich (vel. §2), so dass
nur folgende zwei Fille méglich sind:
VID  yaondmon=N=1qu. u(o). In diesem Fall gilt fiir cinen einfachen
Charakter y von 9
Xt o0 0 )= ggre n A7) in ’i’#

und die 25" Charaktere von 9

toodVylaYVylay, 05 =1, 0 k71,

sind genau die ¢(r'"sr~") enthaltenden, einfachen Charaktere von §.
VI xaewlmmon eysn wloiiloy” fir jedes v zwischen 0 und s —1. In

N

diesem Fall sind die s’ Charaktere von (2 =Ty
Xewlo)gla),  O0=jris’—1,

v, {1, falls m=m+l,
ST et falls nm>m-l.
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genau die <,lr-’r"’ar“") enthaltenden, einfachen Charaktere von 9.

- o i3y 0 P . . _Litnt L rnt

Falls 27 2054 (mod 27 ist, sei xan 50} baw. g o(a) der Plz=2 3" g2 5
em:lm!u;sndc, einfache Charakter der Gruppe 9. bzw. D (¥ vReEY, $'>‘

e, R

s bezeichne Z(s) den %%0) enthaltenden, einfachen Charakter der Gruppe
&, wober ¥oy den einfachen Charakter von £° bedeutet, derart, dass
Joge o e ’%‘QZ’(T””’O‘T"("‘A} in 5‘3’

. . — . ol N otk
ist, und zwar bezeichne £y (o) bzw. & 7(s) den 2%(o)3 0(0)“ " bzw. a et
]

centhaltenden, einfachen Charakter der Gruppe &.7  Hierbei 1st ¢ der kleinste
(pos.) Exponent, derart, dass
7= 57t (mod 27)
ist.9 Falls #/<¢ ist, sei =t
Also gelten folgende Resultate genauso wie im Fall, wobei  eine ungerade
Primzahl ist.
C) Wenn unter den zu ¢ konjugierten Charakteren genau die folgenden

Mpiclar=1p=1y, 0 i<e—1, 07j<f—1,

voneinander verschieden sind, so kommen folgende zwei Fiille vor (vgl. A).

C. 1) dman—H=d(e). In diesem Fall ist e slmon- Y=y 5(s). Fur
Zo2n-m=1 gile VIID und deshalb ist in ¥’ (o)=y"vzla). Ferner ist
W oemerp(man =% 0 i —1.0(0).

LD greor-H=y"s). In diesem Fall gelten in $:

BN E(oWE(0) = By, ol 0)E(0 Y E(0)E

::(x(d)'i’x,r_m-l 0\0\))7(03"5/(17)" 7

==
40 Ml wledla), 0<lj<Cg—1, 0Tk,
170
-1
51 v,{ifl”(!f)i\ \‘ \‘ (z((f) Y - »)‘u( (}'))7\()‘)““'? (7)"'
m U v«u
21
12t > Z e onA @)oY S L2 }_. % v w0
R
¢rele)y (tm()

0<Zj<<s—1, fuar 2058 (ae2m-1),

Es sei noch bemerkt, dass E(0)Fu -1, (o) und 57,(0)=5",5(0) in @ gelten.
C,1,2) guron= =y e)3e fiir ein a zwischen 0 und m--2. In diesem
Fall gelten in §:
, U A o iR
o) F o= 2 (o) Lo e -1, Lo NE(0) 1 (o)
[

5) In bezug auf £, &7, () und 5, 7o) vergleiche §§2-5.
6, (L falls  gy<n—m+1',

T gt mnemer falls n>n—m+l.
7Y Dies ist eine abgekiirzte Bezeichnung fir die Summe zweier einfacher Charaktere.
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7E = gt =2

42 El” ey / IR LY <CALARRE 72‘ \ ,( YA (CA
iy u'n)

0-27s—1, far 21572690,

~
0

<
(o) e (o) = Tilo)E (a\’?uw

t-1 .
S IYRVICIE S PRI 35 i) thiey (CIN
V=0
- ..
S S eada)a W Xy uada)gla)
PR veg F' n
ey (1)

0<j<s—1, O<k=l, fir 257eM,

wobei IR die Menge solcher Zahlen f bezeichnet, dass fiir ein » §::2—57%
{mod 2™ ist.
Es sel noch bemerkt, dass 27, 165", 7(s) und &y, 1(0)<Z, “’{«:\ in & gelten.
L2y PlmenBi=d{pepm ) oder =drior=t) filr ein 7 mit 1-70e—1. Falls
Hrom~N=d(rlor— 1) ist, ist 1 (mon~ V=) in £°, und damit ist fm ein st Zwi-
schen 0 und 27—1 ymor=1i= o)y, Falls ¢(morn=Ly=d{pFop/7) ist, sind
AL

Amony=y4o) oder =y, o) und in £ xh(mort)=xa)}" (5"
Also gelten die gleichartigen Formeln wie in C, 1).
D) Wenn unter den zu ¢ konjugierten Charakteren genau die folgenden

Hmkplelor=tp=in=¥), 0:7diZe~1, 07 f—1, 0_k 1,

voneinander verschieden sind, so gelten in § {vgl. B)):

~

A - .
ZN(0}E(0) = B oy, () E (0

a s

“‘<[ ('7) LZ 2 it w1, gk !7 ¥l o))

n-m-2
+ 2 A el X e ooy, O f Ly
Ve n’ I

—
ot
el

1l 0)E(0) = B 5(0)E(a)

[4..
= A () o e -1, o TR 0TS

vesf)
%1
2 L (" PRIRNCIE D W ST AT AT A
(V <8 A
NS (g>+zx,, wloNia)y, 0 s—1.
(f'th)

Es sei noch bemerkt, dass 57(03<E w1, o0y und & (o) 8 wls) in §
gelten.
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