Sur les equations différentielles lineaires a coefficients

périodiques et contenant un parametre.

Par Masuo HUKUHARA.

I. Introduction,

1. Duans cet article je veux étudier systématiquement des équations dif-
férentielles linéaires

(1.1) W —Shaut, e (=1, 2, e )

dt = »e e

en me placant dans hypothdse suivante : les coefficients ay(t, €) sont des fonc-
tions continues pour

(1.2) — Lt <, isl<P0’
Lolomorphes par vapport @ < et admetlant une période commune w par rapport
at.

On peut amener par une transformation linéaive 4 cosflicients périodiques le
systéme différentiel linéaire

(1.3) gﬂaziajk(i, 0)z, (j=1, 3, coeren , n)

dt = ’
en un systéme différentic]l 34 coeflicients constants. En faisant de plus, il est
nécessaire, une transformation linéaire 4 coeflicients constants, on peut supposer
que la matrice formée des coefficients du systéme transformé soit d'une forme
canonique.  Nous supposons done, sans perdre la généralité, que les ay(t, 0)=ay
soient conslantes el que la matrice A, formée des ay, soit d"une forme canonique.
Posons
ay=2;, @ 5.1=8,

S, étant égal 4 0 ou 4 1; dans le cas de §;=1, on a ‘)t,r-::},‘,, et les autres
éléments de A, sont tous nuls.

On peut supposer e plus que }.‘,:::'—:fs‘,‘ (mod. 2mifw) entraine ;J";,, Car
sinon, il suffit de remplacer y, par y; exp (;,;—)T,)t; la fonetion exp (;Lw} D
admettant la période e, les coeflicients restent encore périodiques aprig celie

transformation.
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2. Duns la section 11, je mnontrerai comment le systéme différentiel (1.1)
se rumine & eelui dune forme  canonique par une transformation  formelle
périodique dont les coeflicients sont. des séries formelles ordonnées suivant les
prissanees de e La solution formelle contient plusicurs parametres gui peuvent
prendree dex valeurs arbitraires. Iy a done lieu de se demander dans quelles
conditions les stries formelles convergent.  Ce probleme sera résolu dans la
coction V. Tes seetions 11 et IV sont consacrées respectivement aux études
prélimimires de quelques matriecs particuliores ot des transformations formelles

e lesgnelles un systome différentiel d'une forme canonigue reste invariable,

II. Position du probleme.

3. Désignons par -T In matrice ayant une seule colonne dont les éléments
sont @y, «eeeee, Xy ot par

(3.1) At ) Ayt ed (D4 oo+ A (D + -0
Lo matrice formée des ap(f, ¢). Te systéme différentiel linéaire (1.1) peut.

s"éerire sous la forme

e -
(3.2) At &)
dt
Considérons d’abord unec transformation linéaire?
- ) . —
(3.3) w= {1+ PO}y,
N désignant un entier positif queleconque.  Soit
s N
(3.4) "I': —B(t, )y
(244

Péquation transtormée. Lo relation qui He A, €) et B(f, ) peut s'éerire
(3.5) B(t &) (T4 5P A, ) (L4+MP()) eV ;ft P(‘)}-

B(t, &) peut done so développer suivant les puissances enticres de s:
(3.6) B(t, )= Byt eBy()+ -+ +'B.()+ -+

et 'on voll sans peine
(3.7) B.()=0L{t)

pour vV et

Ba(t) = Ao () Ay P = P Ay~ - jf[ (D).

1) I est la matrice unité. Dans le cas on il est nécessaire d’indiquer sa dimension %, nous
cerivons L.
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Cette relution peut s’éerire
. d
(3.8) dt“})(t) - :%I’(f} 4 1’(5). 10 e ;i,\(f) - l)’ y(é\).

Les éléments du premier membre sont
‘ ! SRR

(3.9) P’ (== (=2 pa( )~ 8&pir (1) +&_yps ().
Par suite, on peut déterminer la matrice périodique (1) de manidre que
Pélément correspondant de By(£) soit nul pour 4+, et constant pour A==, .
On pent en conclure In proposition suivante.

On peut déterminer une matrice formelle périodique

(3.10) Pty = T4ePy (D4 P 4 -

de maniere que Uéquation (3.2) devienne par la transformation linéaire

formelle
> —>
(3.11) s=P(, &)y
en une équation
i —
9 10 N .
(3.12) O

o B(e) est une matrice indépendante de ¢ et dont les ééments Sannudent
pour  A;FA.
La relation entre A(Z ¢) ¢t B(¢) étant

(313)  B(e)=IXi, e)‘l«iA(t, IP -, o),
J

dt
B(e) est développable formellement en une série de puissances entivres de e:
(3‘11%) BCS):B0+£BI+°°" +g“Bv+....

et Pon a en particulier B,=,.

4. Faisons ensuite une transformation lindaire indépendante de ¢:

(4.1) T=QU)E.

—

dé 5, N7
e ZT 1’1 I~
dt (e

(4.2)
est 1’équation transformée, on a
(4.3) AC) = Q) B()(e).
On peut done donner i A(e) une forme canonique. Désignons pu @u(e) les
&éments de A(c). On a alors

(4.4) G =), @), 5.1(e)=5;,
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les autres éléments Gant nuls; 8 est égal 4 0 ou 2 1 et 81 &;=1 on a

(4.5) () =1:(2).
Tes 2 L&) sont les m racines de Véquation en 4:

(4.6) F B(e)—il] =0.
Puisque B(0)==4,, lus 5;(())::%2, sont les Sléments diagonaux de la matrice 4.
ar suite, la relation

4.7 A()=2Le)  (mod. 2milw)
entraine

(4.8) Ae) =),

Tes nombres :Sj ne coincident pas néeessairement avee les nombres corre.
spondants §; de A,.

On it que les dléments de Q(e) penvent s'exprimer rationnellement a
Paide des éléments de B(e) ot des 2{¢). On a donc un développement formel

(3(5):5“35(«.)0“*‘5’(21"}‘ ceee Qe
ot &==¢" ¢ {ant un certain entier positif.  Le nombre entier 1 peut éfre
suppost nul, car on a la méme équation (4.2) par la transformation
—> e
y=e Q(E.

Supposons done

(49) U= Qb EQt o+ Qb oo (Qu0).
Le déterminant | Q(e)| peut aussi se développer formellement en une séric de:
puissances entidres de ¢, Le premier terme | @, | peut devenir nul, mais un au
nioins des coeflicients est différent de 0.

=i ot pose

(1.10) PCE =D Q(e),

Péquation (3.2) se change en (4.2) par la transformation

>

- L -
(1D a== P ),

et on o le développement formel

Pty =Pyt Pt oo e 4P oo (PO
1 peut arriver que le déferminant | I | s'annule, mais le développement formel
du déterninant | (¢, ¢ | contient au moins un terme non nul.
5. Soit dautre part @, &) In matrice formée des @ solutions indépen-
dutes de (L) Nous pouvons supposer que @{0, ) soit indépendante de .
@1, &) est alors continue pour (1.2) ef holomorphe par rapport 4 e.

On satl que Pon o
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(5.1) P(ttw, =P, )I'(s),
ot 7'(¢) est une matrice indépendante de . On a donc
(5.2) (=00, ) P(aw, ¢

et 1'(¢) est holomorphe pour |el<p,. Prenons une matrice P(s) telle que
[()=P(H) ()P
soit d'une forme canonique.  On pent supposer, comme au 1n® précédent, que
T'on ait
P()=Dy+"Pi+ - D (L= 03,
olt &/=5e' 7, ¢/ étant un certain entier positif.  Alors la matrice
P, e):==@(t, )P(:)
est aussi formée des m solutions indépendantes de (1.1) et satisfait & la relation
P+ o, c)=¥(4, s)['(e).
La muatrice

¥(0, e)=00(0, IP(e),
considérée comme fonction de <, tant holomorphe pour &7::0, la mualrice
P(¢t, ¢) st continue pour

(5.3) —ol t<w, |e|<p
et holomorphe par rapport 3 &”.

Nous supposons donc que @(¢, ¢) soit continue pour (5.3) et holomorphe
par rapport 4 &’ et que la wmatrice I'(e) définie par (5.2) ait une forme
canonique. Cette fois, @(0, ¢) dépend en général de e. Soient () (j, I=1,
2 e , n) les éléments de I'(e) et ;:,(t, &) (j=1, 2, ...... , n) les a solu-
tions dont sc compose @(f, ).

6. Supposons, par cxemple,

(6.1) "/jj(e)r:')’(s) (j:‘i’f]’ 2’ ...... , ’)l?,),
'YJH.J(E)::l (.7?4]’ 2) """ s rm"—])

et Ymer, m(e)=0.

Posons

— , _—} X .

(6.2) Xt =g ) (=1, 2 e, ),

oli
.. o1
(6.3) 2ey=—log v ().

[43]
Nous supposons p; assez petit de sorte que 2{(e) est holomorphe pour

e
€ |<py- x(t &) est alors continue pour (5.3) et holomorphe pur rapport &

¢/, Posons cnsuite
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>
1 ] 2 0;,%,(6, 5} T
() o 1!

—
1 t (¢ ) o\t &)
- . U 1 DD gy [ 1 Bt
i WY w ( ® ( ) ) (k—1)

- -
(64 xully ) =01, )+ y

—‘-’ -
On voit sans peine que les (¢, ¢) (j=1, 2, ......, m) sont continues pour
(5.3), holomorphes par rapport i ¢’ et périodiques par rapport 4 i
g r .
Définissons de méme les fonctions 6,(t, ¢) (j=m+1, ......, n) et désignons
—
par O(t, &) la muatrice formée des 6,(f, <). Ta transformation linéaire 4 coef-
ficients périodiques
— —>
(6.3) 2=0(t, )y
améne Péquation (3.2) en une équation 4 coefficient constant (3.12). On peut
amener celui-ci, par une transformation de la forme (4.1), en une équation

différenticlle

. det )
6.6 ars
(6.6) 2t (2)

oft A(¢) est une matrice de forme canonique.

On arrive done 4 la conclusion suivante.

On peut trouver une matrice périodigue Ih’(t, ) développable en une série

(67)  PQt =P+ P+ P+ (Pox0)
convergente pour (5.3) de manitre que la transformation linfaive

> —n

(6.8) x== P, )&
amene Uéquation différentielle (3.2) en wne équation diflérentielle (6.6), ol
A(e) est une matrice de forme canonique.

Désignons les déments disgonaux de ;1(5) par }:)(G) (§=1, 2, ceeerr, 0.

Nous pouvons supposer cncore que In relation

(6.9) NOEO) (mod. 2mifw)
entraine
(6.10) f.j(s)::ik(s).

Car, dans le eas ofl Pon a

:{j(s)::}k(s)«k vrifw,

il suflit de remplacer yexp(2vritfo) par .
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7. On peut caleuler aisément B(e).
En effet, les m premitres équations du systonwe diffiéventiel (3.12) admettent

m solutions

6)3;5 ” 5 (,r £t [ ou
Uy N [/ S DU
?‘ = i iy b s Gl
N g/fu:c;(gstg :I/I;sl “‘?j’m “())
(k=1, 2, ...... , m),
ol u=tlw et
<uj: w(u—1) - (u—L+1)
JAN k! )
Or, on vérifie sans peine .
d (u /o ].( 1w D 1( ' (—1)
ey e 4.0 —_—x e + .
du ]) (‘l'—lr) 2 l.'——i’:) 3 k—E) k
Par suite
[ du, 10 1 ¥ (-1 v ]
.,5,:2(@ Y+ s B B " BRI Jm b
df AN )./1 @ {"/(6) 2 ’7(5)25 7,,1___1 ,‘/(€>7n-—‘l ))
s 17 1w (=1"Y |
2 = 0Ny, A e I S0 I O & . n !
@ a7 e ey m—2 ()

11 en est de méme des autres équations du systeme (3.12).

D’autre part, considérons le systéime des équations

[ dmy 1 1 (-1

co At mmagg e + A—-....+, a "
di ” 2 G 3 s m-—1 K
d'ﬂ" 1 ( — ]’)’in--l

LRy, — dee e 4+ 2 -

(7.2) a e s m—2 ™
‘('Z’]m =0
dt

Si 'on pose

- . 1 4 (_‘]A)m
S1TN,  Ge=apme o ot gy : Moy
2 3 m

e & g e

on a T et - It devient une combinaison lincaive de ., 74, «o0nee s Ty
(#22

. , . R . de, . dZ, levient wors
le coefficient de n; étant dégal 4 1. Nous pesons ==y, devient alors

dt dt
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une combintizson linfaire de ng, -ooo.. s m, le coclhicient de n, étant égal 4 1.
ar.

NOUS posons l‘“ ==L, et ainsi de suite.
at

Nous pouvons ainsi définir une transformation

(‘" < ﬁﬂJ"Plzia}k"]}% (.j:l; 2, s, 7n))
oo ok
par laquelle le systime (7.2) se change en
” 17
(7.’1-) (Z\"! ::C:” ...... , »(_l\m” -::::m’ dhm =={),
ot dt dt

Pon pose
s Y o
(. [yl o N :
( J (1) 7(5)1 %i Jk "/(5)‘ )

le systeme (7.1) se change en

(=1, 2, «eeuer, M),

| ff;—; =a(e)6 + 6y, f{l;-_»zz(s)sﬁa, e,
7.6 . " |
(7.6) dé,, 4 - - dém .
‘ dt r;:}.(»f)’;'m—-x“rsm, dt ::;)(5),3"”

On obtient ainsi une transformation qui améne Péquation (3.12) 4 I'dquation
de forme canonique.

Une transformation formelle (4.11), qui améne I'équation différentielle (3.2)
en une guation différentielle (4.2) de forme canonique, n'est pas unique. Elle
peut dépendre de plusieurs paramdtres prenant des valeurs arbitraires. 11 y a
done lieu de se demander dans quelles conditions elle converge pour les valeurs
assez petites de @ oeb st Péguation différentielle (4.2) de forme canonique se
détermine d'une seule manitre. Clest ee gue nous allons résoudre dans Ia suite.
Lo transtormation (6.8) obtenue au n® 6 peut étee considéréde comme cas

partieulior de Ia transformation formelle (4.11).

IlII. Etude preliminaire de matrices particulisres,

8. Avant de nous occuper de notre probléme proposé 4 Ia fin de la section
préeédente, i1 est commode de faire une éude de quelques matrices dune forme
particulidre.

Nous appellerons matrice {riangulaire obliquement constante une matrice
A osatisfaisant 4 la condition suivante:

Stoay (=1, 2, ... , ey k==l 2 , #) sont les éléments de A, on

a « =0 pour
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J—=E>mini0, m—n
et ap=ayy pour j—l=j =1

Considérons d’abord le cas de s =wn. Déignons par? L la matrice dont
les- éléments ¢ sont nuls sauf ¢; ;.;=1. On peut alors derire

A=a, o, E4+ e B+ - - Fa,  E™.

Inversement, un polynome de £ est une matrice triangulaire obliquement
constante. Par suite le produit de deux tels matrices et Pinverse d'une telle
matrice sont aussi des matrices triangulaires obliquement constantes.

Plus généralement, on a sans peine la proposition sulvante sans supposer les
matrices carrdes.

Le produit de deux mairices triangulairves obliguement constantes est

Qussi.
9. (Considérons maintenant deux matrices
D>
Aml e Amm‘ my T ‘Bmm

ou Ay et By sont des matrices triangulaires obliquement constantes avee my

lignes et my, colonnes.  On voit imméliatement que le produit C:=AB peut

g'éerire
[ B nxm
C=|{ ... ,
(ni! """ Cmm
ot

O.ik:"IJIBIk+ "]jzl;,:k+ Tt +AJII¢Bmk
sont des mafrices triangulaires obliquement constartes.
Nous allons montrer que Pinverse de o est aussi de la mdéme forme, en
supposant, bicn entendu, que le déterminant ne soit pag nul.
On sait déja que cette proposition est vraie pour m==1. Nous la supposons
done vraie pour m<n.

Soit m=n. Si |dy]+0, nous posons

A7 00 I Ay - A
Bl OO ) ape| P e e

0O 0. 1] By A o A
By, oo-. ., B, sont trisngulaires et obliguement constanfes. Posons

1) §'il est nécessaire d’indiquer la dimension n, nous la désignerons par Fn.
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I Ay — A, (1l 0---- 0
Boe| O L O appe| B Be o B )
O (- ] By Bp -+ Bl
fes yatrices By, (G, £b-=2, 3, -o.et , m) sont aussi triangulaires ¢t obliquement.

constantes.  Posons ensuite

[ O e I O i O
e TP ) mane| 0 % O ),
—B, O---- ] () Cps - Con
Tes matrices Cy (4, L=2, 8, ... , m) sont triangulaires ¢t obliquement
constantes,

T problome est ainsi réduit au cas de m=n— 1.
Considérons maintenant le cas ofi 'ou a [A,|==0 mais | du|=#0. Nous
posons alors
o o -.-- 0
A0 0 -2 O
By=} O O ---- O }.

o 00 - I

On o
f L Ay An oo A

AB,=| * Ay Ay oo o- Ay, .
ES Anl An:s Tt Amz
On est ainsi conduit au cas précédent.

Supposons, par exemple, Mgz M, T - T, . =L existe,
parmi les matrices Ay, -..... y Ay, une dont e déterminant n'est pas nul, le
raisonnement  ci-dessus s'applique.  Si tous les des matrices Ay, ... , <y sont
nuls, les éléments de In myiémes ligne sont tous nuls.  Le déterminant | A| cst
done nul contrairement 4 hypothose.

10. Quant & la matrice 4, nous supposons les mémes hypothdses qu’au n®
précédent.  Dans le cas de =1y, nous désignons par aj les éléments disgo-
naux de g Posons

Bps==aygl ou O
suivant que Pon a gny=m, ou non. 81 B est la matrice formée des By, on a.

(10.1) Al =|B],
¢est ee que nous allens maintenant démontrer.

La proposition étant évidente pour SYmyy=1, nous la supposons vraie pour

Slang<in,
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Supposons, par exemple, miy = - - =20, 0,
Nous transportons les (mg+ - - - - 4 my+1)i€mes lignes ot les (my+ -« - - + my
3 . . on .

+1)iemes eolonnes de A respectivement duns les (J+1)emes lipnes et dans lea

{L+1)iemes colonnes. Nous obtenons ainsi une muatrice

O Am' R N
ot di=(ay) ot Ay est une matrice friangulaire obliquenient constante dont
les éléments diagonaux sont ceux de Ay .  Faisons le méme changement pour
B; soit

Ay e

Jg/ o o ’.I‘l’ Tt Ié:rn,

1a matrice transformée de B. D’aprds la supposition on a

On a done (10.1).
Remarquons, en passant, que notre démonstration entraine immddiatement
(10.2) | Al=] 4™,

Pour obtenir {10.1) dans le cas général, on peut faire une discussion analogue.

11. La matrice B prend la forme suivante

B, O oo 0O
O B, -+ O

B_ e e e ®
O 0 B,
ol
f23
Bhlz Bll. net 0" ‘bhh'
_BJ.:: e e a s eV s e e e e s ,
Bn'n Bn'. net 000 Bu’;.’
e My M e Y My

'8i nous désignons par A; la matrice

Qg Lp,oner * "7 U

A= e ,

on a d’aprés (10.2)
;BJ'::‘ A;i"} 3
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ot e, . On oo done finalerment

PIEEAS

IV. La forme générale d’une transformation par laquelle

la forme canonigue reste invariable.

12. Supposons que I'&uation différentielle (4.2) d'une forme canonique se
change formellement en une &Guation différenticlle (6.6) d’une {forme canonique

par une transformation formelle
——

—

(a2.1) &= Rt ¥,
ot K(t, €) est une séric entiere formelle de &V, les coeflicients R,(¢) admettant
la plriode .

Soit X(¢ &) la matrice formdée des = solutions indépendantes de (4.2).
Puisque (4.2) n'a quwun sens formel, X(4, &) est une série formelle et nous ne
considérons pas sa convergence. Mais on a, comme dans le cas ordinaire,

X(t+w, e)==N({, e)I'(s),
et on peub supposer que

(12.2) I'(e)==explew.1(e)).
SNt ) est 1a matrice

X1, €)= R(t, ) ' X (4, €,

Ol i

Nttt w, e)=X(¢, ()
On peut done supposer (ue
(12.3) 1'(e) = exp(w-A(2)).
Taw deux relations (12.2) ot (J2.3) entrainent
(12.4) A =102 (mod. 27ifw).
11 est done loisible de supposer
(12.5) ()= Ae),

est ce que nous ferons désormais. Par suite on a
(12.6) ‘f{ Rt )= AR &)=Lt )A(e).
dt

13. Supposons, par exemple, que T'on ait
21(5>:‘: et ”‘m'zm/\.5> 4 Ay :‘1(‘5): et 22:»'(5),
et
Cl 3.1 ) (QL‘ Tee e 7:8,»”_128”5*1::1 MR :f:&n/_lﬁ];, gm::gm';'-‘:()'

Si Ion ddsigne par wx{4, &) les déments de R{Y, <), on a, Qaprés (12.6)..
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(132 ‘; ity €)= G~ () rnlt, <)

+8i05.1, 6ty €)—=8_y v pa(t, )
pour j, k=1, 2, ...... , m'.  DPar suite

(13.3) gt“e-jka, )= (L) =2 ialt, )

pour j=mt, k=m+1 et j=wm/, L==1.

Puisqw'on suppose que (h.7) enteaine (4.8), on n'a pas (4.7) pour j==m,
LE=m+1 et j=m!, k=1. Une fonction 7,(¢, <) satisfaisant & (13.3) ot admot-
tant la période e est identiquement nulle.

Alors les deux derniers termes du second membre de (13.2) s'annulent pour

;):m, c=m 42, j=m—1, L=m+1;
=’y b=2 J=m/—1, L=1.
On obtient done (]3.3), et l(-s fonctions 1, (4, €) sont identiguement nulles,
On verra de méme que les fonctions 7,(¢, €) sont identiquement nulles pour
J=my, L=m+3; j=m—=1, k=m+2; j=m—2, k=m+1;
Je=m!, L=3; j=ml =1, k=2, je=ml =2, L=l
et ainst de suite.

Par conséquent, les fonctions (¢, ¢) sont identiguement nulles pour
7N 3
/‘J\s>"’2k<€)‘

14. Considérons maintenant le cas de

i, k=1, 2, -, m.

Nous supposons, par exemple, que 'on ait (13.1). On aura alors
_ d < <
(1 1']) 'dt "'J'k(t) s) 2= 8; T, k(t: 5) =81 T, k~l(£: 6)‘

Pour j=ue, k=1, l¢ second membre de cette relation est identiquement wual. Par

suite
(14:2) vty €)=1p(e)

est indépendante de £

Pour j==m, L=2 la relation (14.1) devient
]
(]1.3) zi[ 'rjk<{, S)rﬁ "‘"l'j, k‘*!(é‘)

et la péricdicité de ;.08 ) entraine ln nullit¢ du sccond membre.  Par saite

(14.4) vty €)=:0
pour j=m, k=1, et la fonction v,(¢ ) est indépendante de ¢ pour j=m, L2,
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Pour jesun, =23, la velation (14.1) devient wlors (14.3) et la périodicité
de (4 &) entraine n vullité du second membre.  Par suite, on a (14.4) pour
Je=my Lee2 ool Ja fonction w(f, €) est indépendante de ¢ pour j=m, L=3.

Nous potivons ainsi démontrer de proche en proche que l'on a (14.4) pour
goEmy, be=1)020 L , m-—1 et que la fonction v,,(¢ ¢) est indépendante de .

SiTon pose ye=m—1, k=1 dans (14.1) le second membre de (14.1)
sanmmle. La fonction +3,. (¢, 2) est done indépendante de ¢ pour j=m—1, L=1.
silon pose J=an--1, k=2 dans (14.1), on aura (14.3) ¢t la périodicité de
r(f, €) entraine la nullité du second membre. On a done (14.4) pour
gEme—1, k=1 et la fonction 7,y (¢, €) est indépendante de £

O peut done démontrer comme tout & heure aue 'on a (14.4) pour
gemme1) k=1, 20 ... , m—2 et que rr(t, <) est indépendante de ¢ pour

J=k=m—~1. Alors la relation (14.1) devient
I /
(14.5) ('lt 7ty €)= 1550, 1() =7y poi(e)

pour j=m—1, k=m. La périodicité de (¢, ¢) entraine la nullité du second
membre.  Par suite on a

(14.6) e, 1(8) =7, za(£) =0
ot Ia fonction 4,4, m(f, ) est indépendante de ¢.

En continuant de la sorte, nous arrivons 4 la conclusion suivante.

Les fonetions v,(¢, ) (4, k=1, 2, ..... ., m) sont indépendante de . On
a en particalier (14.4) pour j>k et (14.6) pour j<r.

11 est clair q’il en est de méme des fonctions (4, €) (4, =m+1, ..... .
m' ).

Pour j=m/, k=1, le sccond membre de (14.1) gannule aussi. Par suite
14#(t, €) est indépendante de ¢ pour j=m’, k=1. On a alors (14.3) pour
J=mf, 22 ob la périodicité de ws(f, €) eniraine In nullité de rm1(e) et ainsi
de suife.  Par conséquent, nous pouvons en conclure que les sérics formelles
ri(t, ¢) sont indépendantes de ¢ pour j=mA1, s =1, 2, ... ,
el que Ieur matrice est trinngulaire et obliquement constante,

Il en ost de méme des séries formelles 75,(¢, ) (G=1, 2, ...... i

bt )
A L, ey ),

15. Résumons les résultats obtenus dans cette section.

Nous pouvons derire ln matrice A(e) comme il suit:
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Px(f)/m + 1':7;. & . et ()
(15.1) A= O pl) A L O
(A) () et P1‘<s)[nr+ [;‘zxf

Eerivons de mdme la matrice £, ¢) sous la forme

Byt @) Bt 5% e It €

(152)  R(, ey=| Pkt ) Falli ) oo Bl ) )

lqu(’f; ) Bt &) - Lty ¢) |

los nombres des lignes et des colonnes de RBy(f, ¢) dtant éganx i ny ot oy .

o fn

Si Uéguation (4.2) veste invariable par la transformation (12.1) dont e
coefficient admet wne péviode w, la malbrice R4, ¢)=R(e) ost nécessuirement
indépendante de ¢ et les Ry(t, e)=Ly(e) sont des malvices triangulaires obli-
quement constantes qui deviennent O pour pi()==p(e).

La véciprogue est aussi vraie.

V. Convergence de la solution formelle.

16. Soit (411) une travsformation formelle par laquelle (3.2) se change

enn (4.2). Considérons d'autre part une transformation formelle quelcomque

— —

(16.1) w=1(t, )&
qui améne (32) en (4.2).

Si on pose

(16.2) Dt 7P, &)= R(1, ¢,

Péquation (4.2) reste invariable par la transformation (12.1).  Par suite on a
la proposition suivante.

Pour que la transformation formelle (16.1) amine (3.2) en (£.2),
Sfaut et il suffit que la matrice R(1, ) définic par (16.2) sabisfassc avw
conditions de la proposition du n° 15,

(¢, &) étant indépendante de ¢, nous la désignerons par B(e). On aura alors

(16.3) P(t, )= D, R(E).

17. Ecrivons

Q13) P )= (Polt, ), Pl )= (Palh, ), 1) (Uia(e)),
P,;,c{t, &), Piu(t, &) ot L) étant des matrices avee ny lignes cb o colonnes.

Soient Dty €)y Pirally €y Tiwle) loeurs déments.  On aura sang peine

il k) dv

(1 7'2> _Z)J.Ll‘)<{) €)= >._: E i’]lls(ty C) "‘II;S;}(E);

Pyl pplE) S
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(17.3) (g, E)=min {0y, n,} —ng.
En y posant =0, nous obterons

wil, vy

(ITA) T)i,{'w(”; €)= E _\3 ﬁills(oy 5)7'31(30(5)‘

PplEdem iy (F) susl
Posons maintenant
g.iésw(s) = ‘2]1(2, P ~I($) M (}.EI: ng-wi L 71k(5>:i)jkl11<03 e)r
(j.l'i.iu(£>jf{[‘ik:. m—l<€> L S AP SRES 3 H;;(“")’%:pjklv(()y ‘5)'

SiTon remplace @ par w—u+1 dans (174), on obtient immdédiatement
. sl By
— Wl Al - 2 \ae -~
(/;'flm.(s) = 2.\ 24 ‘jjms(:)‘lksv(¢>'
e mpylEy st
Par suite, si Pon diésigne par @Qu(e) ot Q,(c) les matrices triangulaires oblique-
ment coustantes dont les éléments non nuls sont respectivernent Ti(2) et Qo)
définies plus haut, ¢t si 'on pose
Q(2)=(Qu(e)), Q()=(Qule)),

Ol i

(17.5) Q()=0Q(HR(e.

Nous supposons que le déterminant | Q(<) | ne soit pas nul.

Les déterminants | P(¢, )| et | P(t, &) | dtant supposés différents de 0, lo
déterminant | R(e)| Dest aussi. la relation (17.5) montre que le déterminant
[Q(e)| est aussi différent de 0. Par conséquent on arvive a la conclusion
suivante,

Nl existe une transformation. formelle amenont (3.2) en (4.2) et telle
que le délerminant | Q(e) | difini plus haut ne soit pas nul, toute autre trans-
Jormation formelle amenant (3.2) en (4.2) jouit de la méme propriété.

Quand dews transformations formelles (1.11) et (16.1) sont données, la

relation (17.5) détermine I(e).

18. 11 est maintenant facile de montrer que la transformation formelle s.1)
se détermine d'uue seule manisre si Pon donne les séries formelles D0, £) pour

(18.1) pile)==p (&), np—min{n;, ny} <v<<ny.

Car la relation (17.5) détermine R(e) ct puis la relation (16.3) détermine
P o).

Les séries formelles pj,,(0, €) sont arbitraires pour (18.1) pourvu que le
déterminant | Q(e) | ne soit pas nul, car, en résolvant (17.5) par rapport 4

R(e), nous obtenons une muatrice triangulaire obliquement constante.
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Supposens que le développement de (Y, ¢) converge pour @ ussez petit.
Alors le développement de Q(g) converge aussi pour ¢ assez petit.

Sile développement de Q&) est convergent pour & assez potit, velui de R(e)
Pest aussi Qaprés (17.5).  La relation (16.3) montre ensuite que celui de (4, ¢)

CONnverge pour ¢

Réciproquement, si le développement de I’(f, €) ost convergent pour ¢ assez
petit, celui de Q(e) Pest aussi.  Nous obtenons done la proposition suivante.

Supposons que la iransformation formelle (16.1) amene (3.2) en (4.2).
Pouwr que le développement de P(t, ) soit convergent powr e assez petit, il
Saut et il suffit que le développement de la matrice Q(e) défivic au n® 17 soit

convergent pour e assez petit ¢ que le déterminant | Q(e) | ne soit pas nul.

19. Nous avons supposé que, parmi los {ransformations formelies (4.11)
amenant. (3.2) en (L2), il existe une telle que leo déterminant [ QCe) | ne soit
pas nul.  Dans le cas oli cette condition west pas remplie, nous désignons par
Pyt &) la somme des NV premicr fermes dans le développement de [’(e’-, e).

Yar la transformation

—> >
x=P(l, Dy,
Péguation différenticlle (3.2) se change en Péquution diftérentielle (3.4) qui se

raméne en (4.2) par la transformation

e
g.

> -
P & N\t
y=Dy(t, D7 L, <€)
Or, le développement de la niatrice
Pt PP, e)
commenc par le terme 1 pourvia que .V =oit suffisamment grand.  On peut done

appliquer la proposition du n® 18 a I'dquation transformée (3.4).
T






